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PREFAZIONE

Il calcolo geometrico, in generale, consiste in un sistema di opera-
zioni a eseguirsi su enti geometrici, analoghe a quelle che l'algebra
fa sopra i numeri. Esso permette di esprimere con formule i risultati
di costruzioni geometriche, di rappresentare con equazioni proposizioni
di geometria, e di sostituire una trasformazione di equazioni ad un
ragionamento. Il calcolo geometrico presenta analogia colla geometria
analitica; ne differisce in c¢id, che, mentre nella geometria analitica
i calcoli si fanno sui numeri che determinano gli enti geometrici,
in questa nuova scienza i caleoli si fanno sugli enti stessi.

Un primo tentativo di calcolo geometrico & dovuto alla vasta mente
del Lemniz (1679) (!); nel corrente secolo poi furono proposti e
sviluppati varii metodi di calcolo, aventi utilitd pratica, fra cui me-
ritano menzione speciale il Calcolo baricentrico di Mosrus (1827) (?),
quello delle Equipollenze di BrrraviTis (1832) (%), 1 Quaternion: di
Hamirron (1853) (4) e le applicazioni alla geometria dell’ Ausdehnungs-
lehre di HERMANN GRASSMANN (1844) (°).

Di questi varii metodi 1'ultimo citato comprende in gran parte gli
altri, e 1i supera nella potenza del calcolo, e nella semplicitd delle
formule. Ma i concetti troppo elevati ed astrusi contenuti nell’Aus-
dehnungslehre impedirono la diffusione di questa scienza; e quindi
anche le sue applicazioni alla geometria sono ancora pochissimo note
al matematicl.



Lo scopo del presente libro & di esporre direttamente, e sotto forma
accessibile a chiunque conosca i1 fondamenti della geometria e del-
I'algebra, un calcolo geometrico, bhasato su alcune notazioni contenute
nell’Ausdehnungslehre, e di svilupparne le princ'ipali conseguenze.

Gli enti geometrici, su cui si eseguiscono, in questo opuscolo, i
calcoli, sono le formazioni geometriche di 1%, 22, 3* e 4* specie (N. 5).
Le operazioni che su esse si fanno nei cap. I-IV sono:

a) somma di due formazioni della stessa specie (N. 9);

b) prodotto d'una formazione per un numero (N. 9);

¢) prodotto progressivo, o proiezione, di due formazioni (N. 10).

Nei cap. V-VII sono ancora introdotte:

d) le operazioni indicate coi segni | e |, a eseguirsi rispet-
tivamente sul vettori d’un piano fisso (N. 40), e sui vettori e bi-
vettori dello spazio (N. 52);

e) 11 prodotto regressivo, o intersezione, di formazioni (N. 44,
o1, 57, 58).

Le definizioni introdotte per le formazioni di quarta specie, o vo-
lumi, sono gia comuni in geometria analitica; le definizioni per le
formazioni delle tre prime specie sono ridotte con metodo uniforme
a quelle date pei volumi (N. 6, 7).

Il calcolo sulle formazioni di prima specie (punti con coefficienti
numerici e vettori) e identico al calcolo baricentrico di Mobius; la
riduzione d'una formazione di prima specie alla forma piu semplice
(cap. II) coincide colla determinazione del baricentro di pili punti
materiali ; quella speciale dei vettori colla composizione delle tras-
lazioni.

I concetti di linea, bivettore, formazione di seconda specie, corri-
spondono esattamente alle espressioni forza, coppia, sistema di forze
applicate ad un corpo rigidoe, della Meccanica.

Le formazioni di terza specie non hanno il loro corrispondente nella
Meccanica.

Le formazioni di 1* specie, quelle di 2* prodotti di due forma-
zioni di 1* specie, e le formazioni di 3* specie corrispondono pure,
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a meno d'un fattore numerico, a cid che in geometria proiettiva
chiamasi punto, retta, piano; il vettore, bivettore e trivettore corri-
spondono al punto, retta e piano all’infinito.

Le formazioni geometriche e le operazioni su esse qui esposte sono
tutte contenute nell’Ausdehnungslehre. Perd credo del tutto nuove
le definizioni qui date, il modo di trattazione, e molte formule.

Col capitolo VII pud considerarsi terminata la parte elementare del
calcolo geometrico sviluppato in questo opuscolo. Il lettore arrivato
a questo punto, e presa cognizione delle applicazioni che seguono
i varii capitoli, puo vedere tutta la feconditd e semplicitd di questa
nuova analisi.

Nel capitolo successivo trovansi applicati alle formazioni geome-
triche i concetti del calcolo infinitesimale, ed enunciati i teoremi
relativi, in gran parte nuovi (°). L'ultimo capitolo tratta sommaria-
mente delle trasformazioni dei sistemi lineari in generale e delle
formazioni geometriche in particolare. Lo sviluppo ulteriore delle que-
stioni accennate in questi due capitoli mi avrebbe fatto varcare 1
limiti propostimi.

I1 calcolo geometrico & preceduto da un’introduzione che tratta
delle operazioni della logica deduttiva; esse presentano grande ana-
logia con quelle dell’algebra, e del calcolo geometrico.

La logica deduttivg, la quale fa parte delle scienze matema-
tiche, non ha finora molto progredito, benche sia stata oggetto degli
studii di Lemyiz, Hamiwron, Caviey, Boore, H. e R. GRrASSMANN,
SCHRODER, ecc. (7). Le poche questioni trattate in questa introduzione
costituiscono gid un insieme organico, che pud servire in molte ri-
cerche. Parecchie delle notazioni qui introdotte sono adoperate nel
calcolo geometrico.

Sarei lieto delle mie fatiche nello scrivere questo libro (e questa
sard l'unica ricompensa ch’io ne aspetti), se esso servira a divulgare
fra i matematici alcune delle idee del Grassmann. K perd mia opi-
nione che, fra non molto tempo, questo calcolo geometrico, o qualche
cosa di analogo, si sostituird a metodi attualmente in uso nell'inse-
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gnamento superiore. E ben vero che lo studio di questo calcolo, come
di ogni altra scienza richiede un tempo; ma non credo che esso superi
quello necessario allo studio, p. e., dei fondamenti della geometria ana-
litica; e allora lo studioso si troverd in possesso d’'un metodo che com-
prende quello della geometria analitica come caso particolare, che ne
¢ assai piu potente, e che si presta in modo meraviglioso allo studio
delle applicazioni geometriche dell’analisi infinitesimale, della mecca-
nica e della statica grafica; anzi alcune parti di tali scienze sareb-
bero gia note a chi fosse in possesso di questo calcolo. Ai Professori,
e specialmente a quelli di Geometria analitica, spetta il giudizio su
questa mia opinione.

Ringrazio infine il dott. F. Casterravo, prof. all’Accademia Mi-
litare, per l'aiuto prestatomi nella correzione delle stampe.

Torino, 1° febbraio 1888.

G. PEANO.

NOTE ALLA PREFAZIONE

() LemBN1ZENS, Math. Schriften, Berlin, 1849, tomo II, pag. 17, e tomo V,

pag. 133.
Vedasi anche, a questo proposito, GRASSMANN, Geometrische Analyse, Leipzig,

1847, pag. 4.
Le proposizioni che si possono esprimere colle notazioni di Leibniz si espri-
mono pure facilmente con quelle introdotte nel presente libro.

(*) Mosius, Der baricentrische Calcul, Leipzig, 1827.
Le notazioni adoperate dal Mobius, in questo, elin altri scritti posteriori, sono
tutte riprodotte, senza alterazione, nel presente libro.

(3) La teoria e le pitt notevoli applicazioni del calcolo delle equipollenze tro-
vansi nella recente opera:

Laisant, Théorie et applications des équipollences, Paris, 1887.

I concetti fondamentali del calcolo delle equipollenze compaiono pure nel cal-
colo che segue, ma le notazioni sono alquanto differenti.
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() 11 calcolo dei quaternioni ha gid una vasta letteratura, che qui & inutile
citare (V. LaAisant, Introduction a lo méthode des quaternions, Paris, 1881).

I quaternioni di Hamilton non compaiono nel caleolo sviluppato nel presente
opuscolo, non essendo essi né formazioni geometriche, né segni d'alcuna delle
operazioni introdotte sulle formazioni. Un ente qui considerato, avente qualche
proprieta dei quaternioni, € la trasformazione dei vettori nello spazio, indicata
col segno m+|(I*), ove m é un numero, I un vettore (N. 86, 2; V. pure
N. 83, 14).

1 fatti geometrici che si possono esprimere coi quaternioni, sl esprimono pure,
e in generale con maggior semplicith, colle notazioni di Grassmann sviluppate
nel presente libro.

Vedi: E. W. Hypg, Calculus of direction and position, American Journal of
Math., vol. VI, pag. 1, ove sono messi in confronto alcuni calcoli fatti coll'uno
e coll’altro metodo.

(®) I varii scritti del Grassmann sono citati dallo

SCHLEGEL, System der Raumlehre, nach den Prinzipien der Grassmann’schen
Ausdehnungslehre, Leipzig, 1872 e 1875.

Vedasi pure: Grassmann, sein Leben und seine mathematisch-physikalische
Arbeiten, Math. Ann., XIV, 1.

Alcuni dei concetti introdotti dal Grassmann furono sviluppati, indipenden-
temente dal medesimo, da altri matematici. V. oltre lo scritto precedente:

HANKEL, Vorlesungen . die Complexen Zahlen, Leipzig, 1867, pag. 140.

CayLEY, On multiple Algebra, Quart. Journal, XXII (1887), pag. 270.

Altre applicazioni dei metodi di Grassmann trovansi in

CaspARY, Journal fir Math., vol. 92, pag. 123; vol. 95, pag. 36; vol. 100,
pag. 405; Math. Ann., vol. 29, pag. 581.

MEHMKE, Math. Ann., tomo 23, pag. 143.

Questi dice: « Im Laufe einiger im letzten Winter gehaltenen Vorlesungen tiber
« “ Anwendung der Grassmann’schen Ausdehnungslehre auf Mechanik " habe
« ich mich nun tberzeugt dass die Methoden der Ausdehnungslehre, wie auf
« allen ubrigen Gebieten der Mechanik, so auch bei der Bestimmung von Schwer-
« punkten, Trigheitsmomenten, u. s. w. mit grosstem Vortheil verwendet werden
« konnen ».

CLIFFORD, American Journal, 1, 330.

CarvaLLo, Bulletin de la Societé math. de France, 1887.

SCHENDEL, Grundzuge der Algebra, nach Grassmanw’schen Prinzipien,
Halle, 1885.

Inoltre per trovare nuove applicazioni di questo calcolo geometrico, si dovranno
pure esaminare le opere riferentisi al calcolo delle equipollenze, e specialmente
a quello dei quaternioni.

() Nelle mie “ Applicazioni Geometriche del calcolo infinitesimale, Torino,
1887 , introdussi alcune formazioni geometriche la cui teoria piu ampia & svi-
luppata nel presente libro. Affinché le notazioni adottate in quello coincidano
colle notazioni di questo, alle parole segmento, area, volume si deve sostituire
vettore, bivettore, trivettore, al segno = il segno —, alla scrittura AB, ove
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A e B sono punti, la B— A, e il prodotto interno U X V di due vettori si
dovra rappresentare con U | V, ovvero U |V, secondoché si ragiona nel piano
o nello spazio. '

(") LEBNIZENS, 0. ¢., tomo V, Logice inventionis semina, e tomo VII, pag. 57.

CaYLEY, Quart. Journal, XI, 282.

Veggasi, anche per indicazioni bibliografiche piu estese:

E. SceRODER, Der Operationskreis der Logikkalkuls, Leipzig, 1877.

In questo opuscolo dello Schroder (37 pagine) é sostanzialmente sviluppata
la logica matematica che costituisce la introduzione al presente libro. Credetti
utile di sostituire 1 segni n, v, — A, O, @, ai segni di logica X, 4+, A,,
0, 1, usati dallo Schroder, affine d'impedire una possibile confusione fra i segni
della logica e quelli della matematica (cosa del resto avvertita dallo Schroder
stesso). Introdussi i segni di logica < e >, i quali, benché non necessarii, sono
assal utili (§ 1, 6). Infine introdussi il segno : (§ 4), il quale, espresso o sot-
tinteso (§ 5), permette di applicare 1 segni logici precedenti alle proposizioni;
e questo € il piu importante uso dei segni logici introdotti; nel calcolo geome-
trico che segue trovansi solo adoperate le relazioni fra le proposizioni. Nello
scritto dello Schroder trovasi accennata la possibilita di applicare i segni logici
esprimenti relazioni fra classi per indicare relazioni fra proposizioni, ma non
vi € fatta; forse essa doveva comparire in un posteriore scritto promesso, e
non pubblicato.

Vedasi ancora:

E. SceropER, Note wber den Operationskreis des Logikkalkuls, Math. Ann.,
XXII, pag. 481.

C. S. PemrcE, On the Algebra of Logic, American Journal, 111, 15, e VII, 180.

Crirrorp, Mathematical papers, London 1882.

JEVONS, The principles of Science, London, 1883.

Liarp, Les philosophes anglais contemporains, Paris, 1878.

Le questioni riferentisi alla logica matematica si prestano ad interessanti
ricerche. Cosi date n classi, coi segni logici qui introdotti si possono enunciare

n
su esse 1\1...---_-.2(22 "i)-—z proposizioni, le quali si possono esprimere in fun-
zione di 2" proposizioni colle operazioni », Y, —: comunque si combinino
colle operazioni della logica le N proposizioni precedenti, si hanno sempre pro-
posizioni dello stesso sistema. Per n=1, si ha N=6, e, detta A la classe, le
sei proposizioni sono A =0, A=8, —(A=0), — (A=), —(A=Q)n
— (A=), (A=0Q) v (A=¢). Per n=2, sara N=232766, e cosi via. Ecco
un’altra questione, che non vidi ancora risolta: se aab & una relazione deter-
minata fra gli enti variabili a e b, si domanda quali siano le classi e le propo-
sizioni che si possono enunciare per mezzo della relazione a, e dei segni logici
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Operazioni della logica deduttiva.

Notazioni.

§ 1. — Abbiasi un sistema di enti, e siano A, B, ... delle classi di

questo sistema.
Ad esempio si pud considerare il sistema di tutti i numeri reali

e finiti, e saranno classi di questo sistema i1 numeri razionali, gli
interi, 1 multipli di un dato numero, 1 numeri che possono essere
radici di equazioni algebriche a coefficienti razionali, e cosi via.
Essendo @ un numero, resta definita la classe formata dai numeri
maggiori di @, e che indicheremo in questi esempi con (> a), come
pure ¢ definita la classe dei numeri minori di a, e che indicheremo
con (< a).
Introdurremo le notazioni seguenti:

1. Colla scrittura A —= B intenderemo di affermare I’identita delle
due classi A e B, vale a dire che ogni ente A e pure B, e viceversa.

Il segno — si leggera eguale; la proposizione A — B si dira equa-
zione logica; A e B sono 1 membri di questa equazione.

Es. ‘numero pari’ = ‘multiplo di 2° )
‘numero razionale’— ‘numero che si puo sviluppare in
frazione continua finita ’.

2. Colla scrittura AmBaCn ..., ovvero ABC..., intenderemo la
massima classe contenuta nelle classi A, B, C, ... ossia la classe for-

Peano, Calcolo (Geometrico. 1
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mata da tutti gli enti che sono ad un tempo A e B e G, ecc. Il
segno ~ si leggera e; l'operazione indicata col segno ~ € la con-
gitunzione della logica; noi la diremo anche moltiplicazione logica;
le classi A, B, ... si diranno i fattori del prodotio A B...

Es. ‘multiplo di 6’ = ‘multiplo di 2’ » ¢ multiplo di 3’
‘(>1)n(<2)’ ="ilsistema dei numericompresi fra 1 e 2°.

8. Colla serittura A v Bu C v... intenderemo la minima classe che
contiene le classi A, B, G, ..., ossia la classe formata dagli enti che
sono 0 A o B o G, ecc. Il segno v si leggerd o; 'operazione indi-
cata col segno v chiamasi in logica disgiunzione; noi la diremo
anche addizione logica,; le classi A, B, ... si diranno 1 {ermini della
somma AvBu..

Es. ‘ numero razionale’ = ‘intero’v ‘fratto’
‘(<1)v(>2)’="“numeri non compresi fra 1 e 2, e di-
versi da 1 e da 2.

4. Colla scrittura - A, ovvero A intenderemo la classe formata
da tutti gli enti non appartenenti alla classe A. Il segno - si leg-
gera mon ; l'operazione indicata dal segno - dicesi negazione.

Es. - ‘razionale ' — ‘irrazionale .
- (> a)="classe dei numeri minori od eguali ad a’.

5. Affinché le operazioni precedenti abbiano sempre significato,
bisogna considerare come classe l'insieme di tutti gli enti del si-
stema, che si indicherd col segno @, e si leggera {utto; bisogna
pure considerare come classe la mancanza d’ogni ente, che si in-
dichera col segno O, e si leggerd nulla.

Quindi la scrittura ‘A= O’ rappresenta la proposizione °‘non
sonvi degli A’; la ‘AB=0"’ esprime la proposizione universale
negativa ‘nessun A ¢ B’; la ‘AuB =@’ dice ‘ogni cosa 0 & A
0 e B’
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G [ (>1u(<2)=e
(<1)n(>2)=0.

“interi’ v ¢ fratti ’ v ‘irrazionali’ = &

‘razionali’ » - ‘interi ’ » ¢ radici d'un’'equazione algebrica ra=
zionale intera a coefficienti interi, e in cui il coefficiente del ter-
mine di grado piu elevato & l'unitd = O.

6. La scrittura AB— 0 dice che non esistono enti che siano A
e che contemporaneamente non siano B; essa equivale in sostanza
alla proposizione universale affermativa ‘ogni A é B’. Benché la
scrittura precedente per indicare questa proposizione sia gia assai
semplice, tuttavia per maggior comodita la indicheremo anche colle
scritture

A < B, ovvero B=A,

che si possono leggere ‘ogni A & B’, ovvero ‘la classe B contiene
la A’. I segni < e > si possono anche leggere minore e maggiore.

Ks. ‘interi’ < ‘razionali’ ‘razionali’ > ‘fratti,
(<1) <(<2) (>1)>(>2)

Identita.

§ 2. — Sono evidenti le seguenti identita:

(1) AB=BA (1) AvuB=BuA

(2) A(BC)=ABC 2) Au(BuC)=AuBuC
(8) AA=A (3) AvA=A

(4) A(BvC)=ABuUAC (4) AvBC=(AuB)(AvC()

B) A=A ®) AvO=A
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6) AO=0 | 6) Ave=e

(7) ‘ -(-A)=A

(8) -(AB)=(-A)v(-B) (8) -(AvB)=(-A)n(-B)
(9) Ana-A—=0 (9) Av-A=2

(10) -O=e (10) -@ = .

Le identita (1), (1), (2), (2') e (4) esprimono le proprietd com-
mutativa ed associativa delle operazioni ~ ed v, e la proprieta
distributiva dell’operazione ~ rispetto alla <. Queste proprieta
danno sufficiente ragione dei nomi di moltiplicazione e di addizione
date a queste operazioni. Le formole (5) e (5') dicono che O ¢ il
modulo dell’operazione v, e @ quello dell’operazione n. Le pro-
prieta espresse dalle identita (3) e (3') non hanno le corrispondenti
in algebra. La formola (4'), di cui faremo minor uso, esprime la
proprieta distributiva dell'operazione v rispetto alla ~; sicche le
operazioni v e » sono commutative, associative, e ciascuna e di-
stributiva rispetto all’altra; esse sono le sole operazioni finora co-
nosciute nel calcolo operatorio, che godano di queste proprieta. Le
operazioni » € u non ammettono le operazioni inverse nello stretto
significato della parola; supplisce in qualche modo a questa man-
canza l'operazione -; la formula (7) dice che due negazioni produ-
cono un’affermazione; la (8) dice che la negativa d’'un prodotto e
la somma delle negative dei fattori, proprieta analoga a quella dei
logaritmi; la (8') dice che la negativa di una somma ¢ il prodotto
delle negative dei termini. La formula (8) si pud pure scrivere
Aov B=-(-A) (- B); quindi, introdotti i segni ~ e - si potrebbe
fare a meno del segno v. Le formule (10) e (10") dicono che ba-
sterebbe introdurre uno solo dei due segni O e &.

Le formule precedenti sono tutte evidenti, ed in ogni ragiona-
mento si fa continuo uso di esse. Alcune fra queste s1 debbono rite-
nere come assiomi; le altre ne sono conseguenza; e precisamente
le formule rimanenti si possono ricavare dalle (1), (2), (3), (4), (5), (7),
(8), (9), (10), sostituendo in queste a certe espressioni, altre che
loro sono eguali in virtu delle medesime formule.
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- Cosl, per ricavare la (8'), si ha la serie di eguaglianze

(-A)ﬁ('B)ﬁ" i [(-A)n (-B) 5 [(--A)v(--B)] (-“-“;‘)“-(AuB),

in virta delle identitd indicate coi numeri posti sotto al segno =;
I’eguaglianza del primo coll’'ultimo membro d& appunto la formula

a dimostrarsi.
Si ha pure

AO=AAn-A=AnAn-A=An-A=0
(9 (2) (3) (9)

e l'eguaglianza del primo “coll’'ultimo membro da appunto la for-

mula (6).
Le formule con accento si deducono poi da quelle senza, scam-
biando A, B, ... in A, B, ... e prendendo le negative d’ambi i membri.

Sussistono pure le identita
(11) . AvAB=A (11) A (AvB)=A.

Invero si ha

AvVAB=A@uwAB=A(2uB)=—= A& —=A.
(67) (4) (6" (5)

e l'eguaglianza del primo coll'ultimo membro da appunto la for-
mula (11). Analogamente si dimostra la (11’).
Siccome A < B & identica a AB= 0O, le formule

(12) AB<A (12) AuB>A
(13) O <A 13) @ > A

non sono altro che un nuovo modo di scrivere le identita

ABA=(0 , AAB=0O , OA=0 , A@=0.

§ 3. — Una espressione ottenuta operando su d'una classe X e su
altre classi che si considerano come fisse, coi segni logici » v - si
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dird una funzione di X, e si indicherd con f(X). In virth delle
identitd precedenti essa si pud mettere sotto molte forme differenti.

Noi diremo che una espressione logica funzione di X & sotto
forma separata se é sotto la forma

(@) ~ FX)=PXuQX,

ove P e Q sono classi indipendenti da X. Ogni funzione logica di X
si pu6 sempre mettere sotto forma separata, ed in un modo solo.
Infatti una classe A indipendente da X si pud mettere sotto la forma

separata
A=AXuUAX.

La classe X si pu0 mettere sotto la forma separata
X=eXv0OX.
La somma di due espressioni separate
(PXvQX)o(P'XvQX)=(PuP)Xu(QuQ)X

resta espressa sotto forma separata; il prodotto di due forme sepa-
rate, dopo alcuni calcoli diventa

(PXuQX)(P’XuvQ'X)=PP'XuQQX
sotto forma separata; la negazione d’una forma separata
-(PXuQX)=PX u(QX

resta pure espressa sotto forma separata. Quindi ogni funzione lo-
gica di X, che si ottiene operando un numero finito di. volte su
classi costanti e sulla X colle operazioni v, n, -, si potra scrivere
sotto forma separata.

E facile il vedere i significati dei coefficienti P e Q. Se nella (a)
sifa X=@, e poi X=, si ricava

{@)=Pr ; HO)=0Q;
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quindi P e Q hanno un valore ben determinato. Sostituendo nella (@)
si ha la relazione

(14) F(X)=F(@)X v f(O)X

che presenta analogia colla formula di Taylor.
Se f(X, Y) & una funzione logica delle due classi variabili X ed Y,

e di altre classi che si suppongono fisse, si avra, per la (14):
X Y)=f(@Y)Xuvf(O, )X,
ed applicando ancora ai coefficienti la formula (14)

15) f(X,Y)=((@,@)XY «f(®,0)XY vf(0,2)XY v [(0,0)XY.

Proposizioni.

§ 4. — Una proposizione pud esprimere una relazione fra enti tutti
determinati; allora si dird cafegorica; considerata in se stessa non
pud essere che o vera o falsa. Oppure una proposizione puo conte-
nere enti indeterminati (variabili), e si dira condizionale; la con-
dizione espressa da una tale proposizione € in generale verificata
da certi enti, non da altri; pud perd la condizione essere verifi-
cata da tutti gli enti, o da nessuno. Ogni affermazione si fa me-
diante proposizioni categoriche; una proposizione condizionale non
pud essere che parte d'una categorica. Cosl ad esempio la propo-
sizione ‘ax*—3x+2=0" & una condizionale, contenente il nu-
mero indeterminato 2; la proposizione ‘I’equazione #* —3x+2=20
ha per radici 1 e 2’ & categorica, avente per soggetto la condizione
precedente. Cosi pure la ‘(z+y)*=a*+2xy-+y*’ € condizionale,
mentreché la ‘(x 4+ y)=a*+ 2xy-+y?* ¢ un’identita ° e cate-
gorica.

Se la proposizione condizionale o contiene ’ente indeterminato x,
con « :o intenderemo la classe formata da tutti gli enti per cui e
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vera la proposizione a. Se una proposizione o contiene pi enti in-
determinati z, y, ..., considereremo come un nuovo ente l'insieme
d'un ente &, d'un ente y, ..., e lo indicheremo con (@, y, ...). Colla
serittura (2, y, ...): o intenderemo la classe formata da tutti gli enti
(@, y, ...) per cui & vera la a. Se la proposizione o non contiene
altri enti indeterminati che «, y, ..., la classe (@, ¥, ..):a & una
classe ben determinata, ed una proposizione che affermi qualche
proprieta di questa classe & categorica. Se invece la proposizione a
contiene, oltre agli enti x, y, ... ancora altri enti variabili «, v, ...,
la classe (@, y ..,): o dipendera dagli enti w, v, ... (sara funzione di
questi enti), e la proposizione che affermi una proprieta di questa
classe sara una proposizione condizionale in u, v, ...
Il segno : si potra leggere per cui.

Esempi. Siano &, y, ... numeri, f, @, ... simboli di funzioni nume-
riche; allora:

La scrittura «:|f(x) =0] rappresenta la classe di numeri
per cui /() ¢ nulla, cioé le radici dell’ equazione f(z)= 0.

La scrittura @ : [f(2)=0] n @ : [ (#) = 0] rappresenta le radici
comuni alle due equazioni f(z)=0 e @ ()= 0.

La scrittura @ : [f(2) =0] =: [ () =0] esprime la proposi-
zione ‘le equazioni f(#)=0 e @ (x)=0 hanno le stesse radici’.

z: [f(@o@)=0=a:[f()=0]va:|[p (@) =0] dice * le
radici dell’equazione f(x) @ (2)=0 sono o radici della f(x)=0,
ovvero radick della @ ()=0".

z:|f(w)=0]=@ dice ‘la [(2)=0 & un’identitd rispetto ad a .

(@, y): |f (2, y)=0] rappresenta I'insieme di tutte le coppie di va-
lori di # ed y per cui f(,y)=0.

@ :|f(z, y) =0] rappresenta l'insieme dei valori di # per cui
f(x,y)=0; esso dipende dal valore di v (supposta data la fun-
zione [).

x:|f(x,y) =0] =@a&dice ‘la f(x, y) & un’identitd rispetto ad x;
essa € una proposizione condizionale in . -

La y:}@:|f(@,y)=0]| = @/ rappresenta la classe dei valori di
y per cui la f(x,y)=0 & un’identitd rispetto ad .
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La y:jo:[f(x,y)=0=@ {=O dice: ‘ non esistono valori
di y per cui la f(«, y) sia nulla per ogni valore di «’. Questa pro-
posizione e categorica se f{a,y) ¢ una data funzione, condizionale

se f(x,y) non ¢ una funzione data. -

§ 5. — Onde semplificare le scritture, se in una questione € ben
definito il sistema di enti («, y, ...) che si considerano come varia-
bili, ometteremo davanti alle proposizioni condizionali il segno
e y;...) :. Noi adotteremo questa semplificazione solo quando si

- considerano come variabili tutti gli enti rappresentati con lettere.
Quindi, essendo a, B, ... proposizioni condizionali, si ha che:

a<<B, ovverof > a"esprime “la classe definita dalla condizione
a & parte di quella definita dalla B’, ovvero ‘la o ha per conse-
guenza la B°, ‘la B e conseguenza della a’, ‘se & vera la a & pure

vera la B .
a=— 2 dice ‘se e vera la a e pure vera la B, e viceversa .

a n B esprime la condizione che si ha supponendo verificate ad
un tempo la o e la B.

a v B esprime la condizione che si ha supponendo verificata o la
a o la B.

- o esprime la condizione che si ha negando la a.

O esprime una condizione assurda.

@ esprime una condizione #dentica.

Essendo A una classe - [A = (O] dice ‘non ¢ vero che la classe A
non contenga alcun ente’ ovvero ‘la classe A contiene qualche
ente ’; la scrittura - [AB= (] esprime la proposizione particolare
affermativa ‘ qualche A e B’.

Esempi. 11 lettore, per abituarsi ne’ segni introdotti, pud inter-
pretare in linguaggio ordinario le seguenti proposizioni, in cui
a,b,..xvy,.. rappresentano numeri reali e finiti:

(a<D)=0O>d; -(a<b)y=(az=b); -(a=d)=(a = b);

(a=b)=(a+o=b+0); :
(8=0) < (@ c=bc); [@e=0¢)=(a=d)vic=9");
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(@ac=Dbc)n-(c=0)<(a=0).

(a=0b) < (a*=101%; (@ =0%)=(a=d) v(a=—1).
(@rv+b=aax+V)=[@a—a)r=0—Db]
(x+y=a)n(@—y=b=Qex=a+beQRy=a—0>)
(@y=0)=(@=0)v(y=0); (@*+y*=0)=@=0)n (y=0)
(®—38x+2>0)=@@<i)vx>2).

@ —38x+2>0)=-(@<1i)n-(x>2).
[(@4y)r=2*+22y+9y']=@&; (@®+v'+1=0)=0.
[z:(ax®+bx+c=a 2+ 0V x+c)=@]=

= (@a=a)n 0=V (c=C)

(vale a dire: affinché l'eguaglianza a #* -4 ..=a' *+ ... sia sod-
disfatta per ogni valore di «, ¢ necessario e sufficiente che sia ad
un tempo a=a’, b=V, c=7c).

%.’I;: [m(wi—l):xf—l } %:‘:@g:(azi)n(bz——i)

@@+ =1)=0]=@ <—1) vl >-+1)

(cioé: affinché 1'equazione @* -} y*=1 non abbia radici reali in x
& necessario e sufficiente che o y sia minore di — 1, ovvero y sia
maggiore di 1).

Operazioni sulle proposizioni.

§ 6. — Passeremo rapidamente in rassegna alcune identita logiche
contenenti proposizioni condizionali.

Indicando con A, B, ... delle classi, ovvero delle proposizioni con-
dizionali che definiscono delle classi, si hanno le identita:

1] (A = B)=A{B==2A)

2] (A <B)=(AB=0)

3] (A>B)=(B <A)

(4 (A=B)=(A > B)n(A <B).
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Le identitd (1) e (3) dicono che: Ogni equazione logica St ira-
sforma in un'altra eguale, ove si scambino i due membri, ed ¢
segni =, <, > che Ui uniscono n =, >, <.

Le (2) e (3) esprimono le definizioni date dei segni < e > me-
diante il segno =; la (4) esprime il segno = mediante i segni > e <.

Si hanno ancora le identitd seguenti, che esprimono l'uniformita
delle operazioninm v -:

5] (A= By < {AC=RO)
6 (A== B) < (A wl=Bwl)
K (A=B) < (-A=-B)

Applicando due volte le identitd (5) e (6) si ricava

[5] (A=B)n(A'=DB') <(AA'=BB)
[6'] (A=B)n(A'=B) < (AvA’=BuB).

Le identitd seguenti:

5 (A < B) < (AC < BC)

6" | (A<B)<(AvC<Bu()

[5"] (A<B)n(A' <B) < (AA' <BB)

6" ] (A< B)n(A' <B)<(AvA' <BuB)

si possono dedurre dalle précedenti sostituendo all’equazione A < B la
sua eguale A B = O. Cosi dalla [5] si ha (AB=0) < (ABC=0);
ora ABC=ABCuACC=AC(BvC)=ACBC per le identita
(9), (4), (8); quindi, sostituendo, (AB=0) <(AGBC=0) ossia
(A< B)<(AC<BC) che ¢ la (5").

Le identitd precedenti dicono che: Da wun sislema di equaziont
logiche, tulte vere, e contenenli tutie (0 StessO segno =, 0 <, 0 >,
St deducono nwuove equazz‘bm‘ pure wvere moltiplicando ambi i
membri per uno stesso fattore o aggiungendovi uno Sstesso ter-
mine, 0 sommandole membro a membro, 0 molliplicandole
membro a membro.
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Se nella identitd [7] si scambiano A e B in -A e - B si deduce
(—Az-B)<(A:.:B);
I'identitd [7] e questa danno, per la [4],
7] (A=B)=(-A=-B).
Si ha poi
(A <B)=(AB=0)=[B(-A)=0]=[B<A]=(A >B),

ossia
[8] (A <B)=(A > B).

Le identitd [7'] ed [8] dicono che: Ogni equazione logica si
trasforma in allra eguale prendendo le negative d’ambi i membri,
e scambiando ¢ segni —, <, > n =, >, <.

Ha importanza l'identitd seguente:

[9] AuvB=0O)={(A=0)a[B=0)
Infatti, moltiplicando ambo i membri della prima per A si ha:
(AvB=Q)<(AvAB=0)
e, poiché per la (11), AvAB=A, si ha
(AvB=0)<(A=0) (o)

Moltiplicando per B i due membri dell’equazione proposta si of-
terra analogamente

(AvB=0) < (B=0) (8)

Moltiplicando membro a membro le (o) e (B) si deduce:
(AvB=0)<(A=0)n(B=0) ()

Sommando membro a membro le A—=0O e B=O si ha:

(A=0)r(B=0)<(AvB=0) (0)
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e l'insieme delle (y) e (d) dice appunto

(AvB=0)=(A=0D)~B=0).

§ 7. — In virtu delle identita precedenti un'equazione logica puo
assumere varie forme diverse. _

Cosl la proposizione universale affermativa ‘ogni A ¢ B’ si e
indicata colla scrittura (8§ 1, 6)

(a) I A<B.
Scambiando i membri [3| essa diventa
(9] B>A

ossia ‘la classe B contiene la A’.
Moltiplicando ambo i membri della (@) per A si deduce

(¢) A < A B;
e siccome si ha I'identitd (12) AB < A, da questa e dalla (¢) si deduce:
(c') A= & B
Si aggiunga B ad ambo i membri della (a); si ricava:
(d) A v B« B;
la quale unita all'identita (12') AvoB > B da
(@) AuvB=B.
Si moltiplichino ambi i membri della () per B; si avra
(€) AB<O
e, per lidentitd (13) AB >> O si ha
(€) AB=0.

ossia ‘nessun A € un non B'.
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Si sommi A ad ambo i membri della (); si avra
(1) @ <AuB
e, per I'identitd (13') @ > AuB, si ha
() @=iuB

ossia ‘ogni cosa 0 non &€ A, 0 & B". ,
Si prendano le negative [8] d’ambo i membri della (a); si avra,
scambiando i membri

(9) B<A

ossia ‘ogni non B € un non A’
In tal modo dalla proposizione (@) si sono dedotte con operazioni

logiche semplicissime le altre (b)...(g); il lettore pud per esercizio
da una qualunque di queste proposizioni dedurre tutte le altre.
Quindi esse sono tutte eguali fra loro, e non sono che modi diversi

di esprimere ‘ogni A é B'.

§ 8. — Le quattro proposizioni:

(I) Ogni A é B

(II) Nessun A ¢ B

(III) Qualche A é B
(IV) Qualche A non € B

si possono esprimere, come gia si € visto, colle scritture
() AB=0O; (II) AB=0; () -(AB=0); (IV)-(AB=0).

Le (I) e (IT) diconsi dai logici universaili; le (III) e (IV), che sono
le negazioni di proposizioni universali, diconsi particolari; le (I)
e (III), che contengono un numero pari di negazioni, diconsi affer-
mative; le (II) e (IV) gegative.
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Si ha
(AB=0)=(BA=0)
ossia ,
‘Nessun A ¢ B’ — ‘Nessun B & A°.
Si ha pure
-(AB=0)=-(BA=0)

_ ossia

‘Qualche A ¢ B’ = “Qualche B é A’

le quali eguaglianze costituiscono la cosi detta inwversione delle
proposizioni universale negativa e particolare affermativa.

Le proposizioni (I) e (III), come pure le (II) e (IV), delle quali
I'una & la negazione dell’altra diconsi coniradditorie. Si ha

(AB=0Q)n-(AB=0)=0; (AB=0)n-(AB=0)=0;

ossia la coesistenza di due proposizioni contradditorie & un assurdo.

Le proposizioni (I) e (II) diconsi contrarie; nei trattati di logica
sta scritto che due proposizioni contrarie non possono coesistere.
Noi arriviamo ad un risultato alquanto diverso. Invero si ha, per
la formula [9]

(AB=Q)n(AB=0Q)=(AB VAB =)
ossia
(AB=0)n(AB=0)=(A=0)

vale a dire la coesistenza delle proposizioni (I) e (I) equivale ad
A = O; moltiplicando questa equazione per - (A=0) si deduce

[10] (AB=0)n(AB=0Q)n-(A=0)=0

cioé non possono coesistere le proposizioni (I) e (II) supposto che
la classe A non sia nulla. Certo, affermando i logici che due pro-
posizioni contrarie non possono coesistere, sottintendono che la
classe A non sia nulla; ma mentre tutte le regole enunciate
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dalle formule precedenti sono vere qualunque siano le classi che

compaiono, potendo essere esse anche O 0 @, questo € il primo
caso in cui bisogna supporre non nulla una delle classi considerate.

La formula [10] si pu® pure scrivere
[10'] (AB=0)n - (A=0) < - (BA =0)

ossia: ‘se ogni A € B, e se la classe A non é nulla, si deduce che
qualche B € A ’. Quindi, fatta la convenzione di considerare come
classi anche O e &, la ‘qualche Bé A’ e conseguenza non della
sola proposizione ‘ogni A € B’, ma di questa e della ‘la classe A

non e nulla’.

§ 9. — Le proposizioni ‘ogni AeB’ e ‘ogni B ¢ C’ si possono
scrivere
AB=C) Bu=0).

Moltiplico la prima per C, la seconda per A e sommo; avro:
AC=0
ossia ‘ogni A e C’. Si ha cosi la forma piu semplice del sillogismo:
[11] (AB=0)n (BC =0) < (AG={1),

che si pud anche scrivere

[11] (A<B)n(B<C)<(A<C)
ovvero
F117] (AB=0)n(BC=0)n-(AC=0)=0

ovvero, scambiando anche C in C,

[11"] (AB=0)n-(AC=0) < - (BC=0).

Questa ultima formula si pud enunciare dicendo: ‘se ogni A é B,
e qualche A e C, si deduce che qualche B & C".



B,

-Se nelle forme (11) e (41") si scambia B in B, ovvero C in C,
ovvero tutti e due ad un tempo, e si scambiano fra loro i fattori
del primo membro, il sillogismo prende varie forme, alcune delle
quali vengono considerate dai logici e chiamate o0di e figure ;
- pero fra i modi considerati dai logici alcuni non si possono ridurre
alla forma precedente, e sono quelli in cui da due proposizioni ge-
nerali si deduce una particolare. Cosi non si pud ottenere la forma:

‘Ogni B e C, e ogni B & A; dunque qualche A ¢ C .

La ragione ¢ facile a scorgersi. Invero mentre le formule pre-
cedenti, e i sillogismi che ne derivano, sono vere qualunque siano
le classi introdotte, potendo essere le medesime anche O o @, in
questa nuova forma bisogna supporre inoltre che la classe B non
sia nulla. Invero si ha, per la formula [9] |

(BC=0)n(BA=0)n(AC=0Q)=[B(CvA)vAC=0]
=[Bn-(AC)vAC(BuB)=0]=)Bn[-(AC)uAC]vACB= O]
== \ B AQ B=0 =B =0)n{AGB= 0l

Quindi, moltiplicando per - (B=0), si ha
(BC=0)n(BA=0)n(AC=0)n-(B=0)=0,
che si pud anche leggere
BC=0)n(BA=Q)rn-B=0Q)<-(AC=0)

ossia ‘ se ogni B e C, ogni B & A, e la classe B non & nulla,

qualche A e C .
Quindi in questo caso, 1a conclusione dipende da tre proposi-

zioni.

Peano, Calcolo Geometrico. | 2
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§ 10. — Tratteremo infine alcune questioni riferentisi alle equa-
zioni logiche. Le identita

(A< B)=(B>A)=(AB=0)

e (A=B)=(A<B)n(A>B)=(AB=0Q)n(AB=0)
= (ABVvAB=0)

dicono che ogni equazione logica si pud trasformare in un’altra
eguale, in cuil il secondo membro sia O.
L’identita

(A-—:O)n(B:O)n(C:O)ﬁ....E(AUBUCU...:O)

dice che il sistema di piu equazioni logiche coesistenti si pud ri-
durre ad una sola equazione, col secondo membro nullo.

Una equazione o sistema di equazioni puo contenere una classe
incognita X; ci possiamo proporre di risolverla rispetto a questa
incognita. Ridotto percio il sistema di equazioni ad una sola col
secondo membro nullo, I'equazione avra la forma: /(X)= (O, ove
[(X) rappresenta una funzione logica di X. Per quanto si & detto
f(X) si pud mettere sotto la forma separata AX v BX, sicché ogni
equazione o gruppo di equazioni logiche si pud ridurre alla forma

AX UBX = O
ossia
(AX=0)n(BX =0)

che si puo anche scrivere

(X < A)n(B < X)

ovvero
B < X <A.

Affinché queste equazioni siano possibili, deve essere B < A, ossia
AB=0; supposta verificata questa condizione, basterda prendere
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per X una classe qualunque contenente B e contenuta in A, il che
si puo fare, se B e A non sono eguali, in infiniti modi. La pit pie-
cola classe X ¢ B, la piu grande A; ogni altra si pud mettere sotto
la forma BuZA, ove Z & una classe arbitraria.

§ 11. — Eliminare da un’equazione (o gruppo di equazioni) un’in-
cognita significa scrivere, ove esista, un'equazione non contenente
piu l'incognita, ma le altre variabili, affinché I’equazione proposta
possa essere soddisfatta da qualche valore dell’incognita. Si é gia visto
che il risultato dell’eliminazione di X dall’equazione AX v BX = O
¢ AB=0.

La risoluzione d’un sistema di equazioni logiche con piu inco-
gnite si pud ridurre alle questioni gia trattate eliminando un'inco-
gnita alla volta, come in algebra.

Eliminando da una o piu equazioni un sistema di variabili si ha
la condizione che passa fra le variabili rimanenti affinché il sistema
sia possibile. Cosi dall’equazione

AXYuBXYuCXYuDXY=0

eliminando dapprima la X si ha

(AYUBY)n(CYuDY)=0
ossia
ACYuBDY =0O;

eliminando di qui la Y si ha

ACBD =,

come condizione affinché I'equazione proposta possa essere soddi-
sfatta da certe classi X ed Y.

Un’altra applicazione dell’eliminazione & lo stesso sillogismo. Da
due proposizioni contenenti tre classi (termine maggiore, minore,
medio) si tratta di eliminare il termine medio per avere una rela-
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zione fra gli altri due. Cosi volendosi dalle proposizioni A <B e
B < C eliminare C, si avra

(A<B)n(B <C)=AB=0)n(BC=0)=(ABuBC=0).

Qui il primo membro & sotto forma separata, ed eliminando B si
ha AC=0, che & appunto la conclusione del sillogismo.
Invece, dalle premesse gia considerate alla fine del § 9

(BC=0)n (BA=0),

che si possono scrivere B(C vA)= 0, eliminando il B si ha I'iden-
tith O = (O ; resta cosi confermato che da quelle due sole pre-
messe non si pud conchiudere alcuna relazione fra A e C.




CAPITOLO I

Formazioni geometriche

Linee, superficie e volwmi.

1. Il calcolo geometrico consiste in un sistema di operazioni ana-
loghe a quelle del calcolo algebrico, ma in cui gli enti sui quali
si eseguiscono i calcoli, invece che numeri, sono enti geometrici,
che definiremo.

Siano A, B, C, ... dei punti nello spazio.

DEF. 1%, Diremo linea AB la linea relia lmilala dai due
punti A e B, e immaginata descritta da un punio P che la per-
corra da A wverso B.

Data una linea AB, se A e B non coincidono, risulta determinata
la retta indefinita che la contiene, e che diremo retta A B. Risulta
pure determinata la sua lunghezza; colla scrittura g» AB, che si
legge grandezza A B, intenderemo il numero che misura la lun-
ghezza di questa linea, rispetto ad una lunghezza fissa, che diremo
unitd di misura. Inoltre, data una linea, e pure determinato il verso
in cui la si immagina descritta. Le linee AB e BA stanno sulla
stessa retta, hanno la stessa grandezza, ma verso opposto; quindi
non si devono considerare come identiche.

DEr. 2*. Diremo superficie ABC la superficie piana triango-
lare descritia dalla linea AP, ove il punio P descriva la linea BC,
daa B verso C.

Data una superficie ABC, se ABC non sono in linea retta, ri-
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sulta determinato il piano che la contiene, e che diremo piano
ABC. Risulta pure determinata la sua area; e indicheremo con
gr ABC il numero che la misura, rispetto ad un’area fissa assunta

come unita di misura.
Data una superficie, € pure determinato il senso in cui la si im-

magina descritta.

DEF. 3%, Diremo volume ABCD 7l volume tetraedrale descritio
dalla superficie ABP, ove il punto P descriva la linea CD, nel

senso gia convenuto.
Con g» ABCD intenderemo il numero che misura questo volume,

rispetto ad un volume fisso, assunto come unita di misura.

2. Spesso rappresenteremo una linea o una superficie, o un vo-
lume con una lettera sola; adotteremo piu abitualmente le lettere
a, b, ... per le linee, a, B, ... per le superficie, A, B, I, ... pei volumi.

Se a, @', ... rappresentano le linee PQ, P'Q’, .. e se a rappre-
senta la superficie X YZ, alle scritture

Aa, aA; ABa, AaB, aAB, aA, Aa, aa’
attribuiremo rispettivamente i significati

APQ,PQA; ABPQ, APQB, PQAB, XYZA, AXYZ, PQPQ".

Operazioni swi volunii.

3. DEF. 1. Diremo che un volume A ¢ nullo, e scriveremo
A =0, se e nulla la sua grandezza.

Questa convenzione permette gia di esprimere alcune proposizioni
geometriche sotto forma piu concisa.
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Cosi:

“ABCD=0" significa ‘i punti ABCD giacciono in uno stesso

piano .
tAa - =0 » ‘il punto A giace nel piano a’.
“ab ot § » ‘le rette a e b giacciono in uno stesso

piano, cioé¢ o si incontrano, o sono
parallele .

DEF. 2*. Un volume ABCD, non nullo, dicesi destrorso, ovvero
descritto nel senso positivo, se una persona disposta lungo AB,
col capo in A e colle estremitd inferiori in B, vede la superficie
ABP, la quale descrive il volume quando il punto P percorre la
linea CD, da C verso D, a muoversi da sinistra verso destra.
Se invece la stessa persona vede il piano a muoversi da destra
verso Sinistra, i volume St dira sinistrorso, ovvero descritto nel

senso negativo.

Cosi ad esempio, il volume ABCD, ove BCD abbiano la posizione
B

della figura, sara destrorso se A sta avanti al piano

del foglio, sinistrorso nel caso contrario. Il senso d'un /\
volume, raramente considerato nella Geometria ele- p C
mentare, ha grande importanza nelle ricerche che intraprendiamo.

DEF. 3°. Diremo rapporto di due volumi A e Q, e tndicheremo

con -—3—, il rapporto delle loro grandezze preso col segno — 0 COl

segno —, secondocheé i due volumi hanno lo stesso senso, 0 Senso

opposto.
Quindi il rapporto di due volumi & un numero reale che puod

essere positivo o negativo.
Sia Q un volume determinato in grandezza e senso. Allora:

DEF. 4°. Diremo che i volumi A e B sono eguali, e scriveremo
A =B, se
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DEF. 5°. Diremo che il volume A é eguale al volume B molti-
plicalo pel numero m, e scriveremo A = mB, ovvero A = Bm, se
Ry B
o e Q°
DEF. 6'. Diremo che i volume A é la somma dei volumi B
e, e scriveremo A=B 4T, se

A B T
e e Ta
4. In virtu di queste definizioni ha un significato ben definito
ogni eguaglianza della forma

S=mA+nB-+pl—+..,

in cui m, n, p, ... sono numeri, A, B, T, ... 3 volumi; essa & equiva-
lente all’eguaglianza numerica

I __ A, B r
§_m~§+n—s2——{—p—§2~——|—..

Quindi sussistono pei volumi le stesse identita che valgono pei
numeri, e si ha |

A4+B=B+A, A+B+N=A+B-+T
(m—+n)A=mA-+nA, m(A+B)=mA+ mB
(A=B)<(A+r=B+4Tr), (A=B)<(mA=mB)
(A=B)n(B=IN) < (A=),

le quali esprimono le qualith commutativa e associativa dell’addi-
zione fra volumi, la proprieta distributiva del prodotto d’un numero
per un volume, rispetto ad ambo i fattori, e I'uniformita di queste
operazioni. )

Si debbono ben distinguere le eguaglianze grA =grB e A — B;
la prima dice che i due volumi hanno la stessa grandezza, la se-
conda che hanno la stessa grandezza e lo stesso senso.

Uniformandoci alle notazioni algebriche, alle scritture — A e
A — B attribuiremo i significati (— 1) A, A -+ (— 1) B. Quindi I'egua-
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glianza A = — B dice che i volumi A e B hanno la stessa grandezza,
ma senso opposto. :
La dlseguaghanza -}%- > 0 significa che i volumi mwA e =nB

hanno lo stesso senso, ossia che i punti A e B stanno dalla stessa
parte del piano m. Analogamente

(—;—'-% <0 ) — (1 punti A e B stanno da parti opposte del piano ).
(mA =mnB) =(la retta AB e parallela al piano ).

Invero, se mA —=mnDB, i tetraedri mA e mB, che hanno la stessa
base, e sono eguali in grandezza, avranno la stessa altezza; e sic-
come hanno lo stesso senso, i punti A e B stanno da una stessa
parte del piano m, e quindi la retta AB ¢ parallela a m; e viceversa.

Se in un volume ABCD si scambiano fra loro due vertici,
la grandezza del volume non cambia, ma, evidentemente, esso

cambi di senso.
Scambiando uno o piu vertici si deducono le seguenti identit:

ABCD=-—BACD, ABCD=BCAD, ABCD=—BCDA,
ABCD=CDAB,

che si possono anche scrivere, cambiando lettere,

ABa——BAa, AaD=aAD, Ao=—aA, ab—=bha.

Formazioni geometriche.

5. DEF. 1°. L’insieme dei punti A, B, C, ... cui siano rispettiva-
mente affissi i numer: m, n, p, ... dicesi una formazione di prima
specie, e si rappresenta colla scrittura mA + nB +pC ...

DEFr. 2°. L’insieme delle linee a, b, ¢, ... cui siano affisst i nu-
meri m, n, p, ... dicesi una formazione di seconda specie, e s¢ rap-

presenta colia scrittura ma + nb +pc + ...
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DEF. 3. L'insieme delle superficie o, B, Y, ... cui siano affisst
i numer: m, n, p, .. dicesi wna formazione di.terza specie, e §¢
rappresenta colla scrittura mao —+nB—+py + ..

DEF. 4°. I volumi, e le somme di volumi della forma mA —+
nB - pl 4 ... diconsi pure formazioni di quarta specie.

Le formazioni delle quattro specie ora definite sono gli enti geo-
metrici oggetto del nostro calcolo; per quelle della quarta specie
gia si sono definite alcune operazioni; noi faremo dipendere le de-
finizioni analoghe per le tre prime specie da quelle della quarta

nel modo seguente:

1“) ’mA—{—nB—}—...a
6. DEF. Una formazione di { 2* ; specie {ma + nb—+ ... ‘ dicest
F 3 | mo —+ np -+ ..
mA -+ %B—}—-...xOJ
nulla, e s¢ scrive { ma-+nb -+ ...=0 ;, se, comunque S prenda
ma—!—nB—{—...:OS
la superficie ™ | ‘mAn-+nBn+4..=0
la linea p ‘ si ha sempre {map +nbp +..=0 .
i punio P 'maP +nBP—+..=0

Quindi I’eguaglianza ABC = 0 significa che i punti ABC hanno
tale posizione che comunque si prenda il punto P si ha ABGP = 0;
il che evidentemente significa che I'area del triangolo ABC é nulla.

Quindi.
(ABC=0) = (i punti A, B, C giacciono su d'una stessa retta).

(Aa=—0)=(il punto A sta sulla retta a).

L’ eguaglianza AB—0 significa che, comunque si prendano i
punti P e Q si ha ABPQ=20, il che evidentemente significa che

i punti A e B coincidono; quindi

(AB=0)=(i punti A e B coincidono).
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4» mA -+ nB-+ ..
7. DEF. Due formazioni di {2*, specie {ma-+nb-+..; e
3* mao +np -+ ..

' A" +n'B' -+ ...
m'a +n'b 4 ..
m o +n' B +..
"mA{— nB+4 ..=mA'"4+n'B' + ..
‘ma +nb+..=m'a +-n'b -+ ..}
zma +np+...=maoa +n'p +..
la superficie m )
la linea D
il punito P ,

( MAT+nAn—+ ..=m'B'n+»'B'nm+ .. 2

diconsi eguali, e si scrive

se, comunque Si prenda s¢ ha sempre

cmap +nbp-+..=m'a'p+»nbp + ..
lmaP 48P +..=m'«’P+n'BP + ...

Dalla definizione precedente si deduce:

TEOREMA 1°. Due formaxzioni della stessa Specie, che non dif-
feriscano che per Uordine dei termini, sono eguali fra loro.
Infatti, facciasi seguire ogni termine di ciascuna formazione da
una superficie m, 0 da una linea p, o da un punto P, secondoche
essa € di prima, seconda o terza specie; si avranno due somme di
volumi, che differiscono solo per l'ordine dei termini, e quindi sono
eguali; percio anche le formazioni proposte sono eguali.

TEOREMA 2°. Due formazioni equali ad una terza sono equali

fra loro.
La dimostrazione e analoga alla precedente.

8. Il lettore puo dimostrare facilmente le proposizioni che seguono:

TEOREMA 1°. L’equazione mA — nB dice che ¢ punii A e B
coincidono, e che 7 numeri m ed n Sono eguali.

DEF. Due linee a e b giacenti sulla stessa retia diconsi dello
stesso senso, o di senso opposto, secondoche, presi ad arbitrio i
punti P e Q, 7 volumi aPQ e bPQ hanno lo slesso senso o senso
opposto.
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TEOREMA 2° L’equazione a =1>_ dice che le linee a e b giac-
ciono sulla stessa retia, hanno egual grandezza e lo Stesso senso.

TEOREMA 3°. L'equazione a = mb dice che le lince a e b giac-

ciono sulla slessa retta, che il rapporto delle loro grandezze é
equale al valore assoluto di m, e che esse hanno lo $tesso senso,

0 senso opposto secondoché m € positivo o negativo.

DEF. Due superficie o e B giacenti in uno slesso piano diconst
dello stesso senso o di senso opposto, secondoche preso ad arbitrio
il punto P, ¢ volumi oP e BP hanno lo stesso senso 0 senso opposto.

TEOREMA 4°. L’equazione o = B dice che le superficie o e B giac-
ciono in uno stesso piano, hanno egual grandezza e lo stesso $enso.

COROLLARIO. L'equazione ABC=ABD dice che la retta CD
¢ parallela ad AB.

TEOREMA 5°. L'equazione o= mp dice che le superficie o e B
giacciono in uno stesso piano, che il rapporto delle loro gran-
dezze ¢ eguale-al valor assoluto di m, e che esse hanno lo Stesso
senso 0 senso opposto, secondoche m e positivo o negalivo.

Si hanno ancora le identita

AB—=—BA
Aa =+ aA.

Per dimostrarle basta far seguire i membri della prima da p, e
quelli della seconda da P; si ottengono le note identita

ABp=—BAp ; AaP=aAP.

Operazioni sulle formazionwi.

9. Introdurremo infine le seguenti operazioni sulle formazioni.
Per semplicita colle lettere 4, B, C, ... intenderemo indifferente-
mente punti, o linee, o superficie, o volumi; colle lettere S, §', ...
intenderemo formazioni di specie qualunque.
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DEF. 1%. Diremo somma di due formazioni della stessa specie
S=mA-+nB-+.. e 8S=m'A"+n' B + .., e indicheremo con
S+ 8, la formazione

mA +nB + .. +mA" +n"B 4 ..

composta dei termini delle due formazioni date.
Si ricavano le identita '

S+8=8+8 ; S+ +8)=8+8+5"

Invero, i due membri di queste identita contengono gli stessi
termini.

DEF. 2. Diremo prodotto d'un numero x per wuna forma-
zione S=mA +nB - ... e indicheremo con xS, la formazione
axmA +xnB- .., la quale si ottiene moltiplicando ¢ coefficienti

di tutli 7 suoi termini per x.
Si hanno le identita

z(S+SN=xS+x8" , (@+y)S=xS+yS

perché i membri di queste identitd contengono gli stessi termini.
Sono troppo facili a dimostrarsi le seguenti proposizioni:

S=8)<S+8"=8+78").
(S=8)n(S"=8"<(S+8"=8-+38").
(S= 8N < {af=af)

le quali dicono che le equazioni geometriche si possono sommare

e moltiplicare per numeri, come le algebriche.
Faremo ancora uso delle notazioni rappresentate dalle seguenti
equazioni, in cui S, §" sono formazioni, & un numero:

S—=—as8

—S=(—1S
S—8 =8+ (—478)

(%: a';) et s e 1 S
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L'ultima, che e un’equazione logica, equivale a dire: chiameremo
rapporto di due formazioni S ed 8 il numero «, per cui moltipli-

cando 8’ si ha S. Affinche possa aver significato il rapporto g, o

anzitutto necessario che le due formazioni siano della stessa specie;
ma questa condizione non e sufficiente. Risulta dalle cose dette, che
hanno rapporto due volumi, due superficie giacenti sullo stesso
piano, due linee giacenti sulla stessa retta.

10. Le operazioni precedenti sono la naturale estensione delle
analoghe operazioni algebriche. Ora definiremo un’operazione geo-
metrica che non ha piu la corrispondente in algebra.

DEF. Essendo S=m,A,+m,A,+..-tm, A, e S'=m/ A"+
we+m A, due formazioni di specie s e s', supposto s+ ' = 4,
diremo formazione proiettante S8’ da S, ovvero prodotto progres-
sivo delle due formazioni, e indicheremo con SS', la formazione
?m;m’jAgA'j, cioe la somma di tulti i termini che si ottengono
c’ljallo scritto sostituendo ad i ed j tutli i numeri inleri rispet-
livamente da 1 ad n, e da 1 ad »'

Si ha, p. es.:

(A+B)C=AB-+AC , (B—A)m=Bmn—Am;
(B—A)m=0)=/(la retta AB ¢ parallela al piano m)
((B—A)a=0)=(la retta AB & parallela alla retta a).

La definizione del N. 6 si puo enunciare: Una formazione di 1°,
0 2% o 3* specie dicesi nulla, se proiettando da essa rispettivamente
una superficie, una linea o un punto, presi ad arbitrio, la somma
dei volumi cosi ottenuta & nulla. Anche la definizione del N. 7 si
pud enunciare analogamente.

Si hanno le seguenti identita

S, +8,)=88,+88, , (S,+8)8S=8,848,8
8(8,8,)=88,8,
(@S)S' =8 @S)=x(85").
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Invero i due membri di ciascheduna di queste eguaglianze con-
tengono gli stessi termini, al piu in ordine diverso.
Se le formazioni S ed 8" sono di specie s ed §', si ha

S8 = (— 1)+ 8'8.

Invero le due formazioni SS’ ed S’S contengono gli stessi termini,
collo stesso segno se ss' & pari, col segno opposto se ss’ & dispari.
Si ha infine il seguente

TEOREMA. Se $i moltiplicano membro a membro due equa-
zioni geomeltriche, si olliene una nuova equazione, COnsSeguenza
di quelle due; cioe

(§=8Nn(8,=8")< (88, =88)

Per maggior comodita supporremo che tutte le formazioni siano
di prima specie, e comincieremo a dimostrare questo teorema in
alcuni casi particolari.

a) (S=8) < (SP =8'P).
Infatti (S =S') =(qualunque sia la superficie m si ha
St==g8'm) < (qualunque sia la linea p si ha SPp=8'Pp)=(SP=S'P)
che dimostra la (a).
b) (B =18) <88, =F8'8,)).
Infatti, sia S, =m, A, +»,B, -+ ...; si ha per la (a)

B=8)<(BA, =8A)<(mSA, =m,5A,)
BT susvaanes < (»,SB, =n,8B,)

Moltiplicando queste equazioni logiche si ha

(B=8)<{m,84, = M;FL ) (M,B4, =mM,SA,) A ... &
(m,SA,+m,SA,+..=m,S'A,+m,8'A,4..) =(88,=F8'S,)

che dimostra la (b).
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¢) (S, =§¢',) < (S§,=88).
Infatti (S,=8',)<(S,8=8,8)= (-stiz—ss*,)=(ssi_—_ss',)
d) (S=)n(S, =8, < (88, =95¢).

Infatti (8=1§) < (88, =¥8,)
(B, =0,)<(85,=8'8)
quindi
(8=8)n(S,=¢%,) < (88,=8'§,)n (§'S;, =8'S',) < (S§5,=8'§")).

11. Riepilogando le cose dette, noi abbiamo introdotte quattro
specie di formazioni, di cul sono casi particolari i punti, le linee,
le superficie e 1 volumi.

Si & definita (N.9) la somma di due formazioni della stessa
specie, la quale operazione ha le proprieta commutativa ed asso-
ciativa, come l'addizione algebrica.

Si ¢ definito il prodotto d'un numero per una formazione di specie
qualunque; questa operazione é distributiva rispetto ad ambi i fattori.

Si ¢ definita infine la proiezione, o |prodotto progressivo di due
formazioni di specie s e §', supposto s + s =4, che ¢ una nuova
formazione di specie s-§'. Essofha la proprieta distributiva ri-
spetto ad ambo i fattori, e 'associativa; scambiando i due fattori
il prodotto vien moltiplicato per (— 1)*. Il prodotto d'un numero
per una formazione si puod subordinare al prodotto di due forma-
zioni, supponendo che i numeri siano formazioni di specie zero.

L’eguaglianza di due formazioni di 4* specie si ¢ fatta dipendere
dall’eguaglianza di due numeri; si & poi assunto per definizione che
due formazioni di 1%, o 2% o 3* specie sono eguali, se facendole
seguire da una stessa superficie, 0 una stessa linea, o uno stesso
punto, i volumi ottenuti sono eguali; e si & dimostrato infine che,
se due formazioni sono eguali, facendole precedere o seguire da -
una stessa formazione, o da formazioni eguali, i risultati sono eguali.

Passeremo ora a ridurre alla forma piu semplice le formazioni
delle successive specie, servendoci a questo scopo di poche proposi-
zioni geometriche, e del calcolo geometrico precedentemente spiegato.




CAPITOLO II.

Formazioni di prima specie.

Riduzione delle formazioni di prima specie.

12. TEOREMA. Essendo A e B due punti, m ed n due nu-
meri, la cui somma non e nulla, la formazione di prima specie
mA +nB é eguale ad (m—+n)C, ove C é i punio della rella AB,
le cui distanze dai punti A e B sono inversamente proporzionali
at due numeri m ed wn, e che sta fra A e B se questi due
numert: sono dello slesso segno, e sta fuori del segmento AB se
esst sono di senso conlrario.

Per dimostrare che mA -+ nB = (m 4 n)C, ove A, B, C hanno
la posizione indicata, basta, in virtu delle definizioni date, dimo-
strare che, comunque si prenda la superficie triangolare m, si ha
mAT +nBn=(m -+ n)Cn.

Ecco un modo di dare questa dimostrazione:

Lemma 1°. Se ABC sono tre punmiti in lnea retta, si ha
AB +—BC -+ CA =0, e viceversa, ossia:

(ABC=0)=(AB+ BC -+ CA =0).

Infatti siano ABC in linea retta, e il punto B stia frammezzo
ad A e C. Presi ad arbitrio i punti P e Q i volumi ABPQ, BCPQ
e ACPQ hanno tutti lo stesso senso, e il terzo & la somma dei
due primi; quindi si ha, qualunque sia la linea PQ:

KBPQ - BLPQ=—=A0P)

Peano, Calcolo Geometrico. 3



il che significa che
AB-4 BC=AC

che si pud anche scrivere AB +BC+CA=0. Si ¢ supposto in
questa dimostrazione che B fosse compreso fra A e G; siccome perod

questa relazione ¢ simmetrica rispetto ad A, B, G, cosi essa vale
qualunque sia la posizione relativa di questi punti.

Viceversa, se AB -+ BC -+ CA =0, moltiplicando per G, e osser-
vando che BCC =0 e CAC =0, si deduce ABC =0, c. v.d.

Lemma 2°.

(ABCD = 0)=(ABC—ABD+ACD—BCD=0).

Infatti, se ABCD giacciono in un piano, le linee AB e CD o si
incontrano in un punto X, o sono parallele. Nel primo caso, poiche
XAB=0, e XCD=0, si deduce dal lemma precedente:

AB=XB—XA ; €D=XD—XL

Moltiplico ambo i membri della prima per C e per D, € quelli
della seconda per A e per Bj; ottengo le equazioni:

ABC=XBC —XAC
ABD=XBD — XAD
CDA =XDA —XCA
CDB=XDB—XCB.

Sommando membro a membro la prima equazione colla seconda
cambiata di segno, colla terza, e colla quarta cambiata di segno si

ricava la formola a dimostrarsi.
Se invece AB e CD sono parallele, sara

ABC—ABD , ACD=BCD

da cui si ricava ancora la formola a dimostrarsi.
Viceversa, se ABC— ABD+ACGD — BCD = 0, moltiplicando

per D si deduce ABCD=0.
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L’eguaglianza logica che costituisce questo lemma si pud pure
scrivere

(ABCD=0)=(ABC = D (AB -+ BC - CA)).

Ci0 premesso passiamo alla dimostrazione del teorema. Poiché i
punti ABC sono in linea retta, e i segmenti AC e CB stanno in-
versamente al numeri 7 ed n, si avra

MAC=—=—nCB
ovvero
a) MmAC 4+ nBC =0.

Prendasi ad arbitrio la superficie triangolare m = PQR; il piano m
0 incontrera la retta ABC in un punto X, o le riuscird parallelo.

Nel primo caso, poiché XAC=0 e XBC=0, si avra AC=
XC—XA, BC=XC — XB; quindi, sostituendo nella (@), sl ottiene
dopo alcune riduzioni:

b) (m -+ n)CX =mAX 1 nBX.

Si moltiplichi questa eguaglianza per PQ + QR -+ RP, si avra

¢) (m—+n)CX (PQ+QR+RP) =
mAX(PQ+QR-RP)+ nBX(PQ -+ QR -+RP),

ovvero, siccome XPQR =0, si ha pel lemma 2°, X(PQ 4+
QR 4+ RP)=PQR, onde:

(m 4+ n)CPQR =mAPQR + nBPQR,
ossia
a) (m—+n)Cn=mAn+nBm.

Se poi 1l piano m fosse parallelo alla retta ABC, si ha An—
Bm==Cm, da cuil si ricava la relazione a).

Quindi, comunque si prenda il piano m risulta verificata la rela-
zione d), ossia

(m -+ n)C=mA + nB.
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COROLLARIO. Se ABC sono in linea retia, e AB sono distinti,

si possono sempre delerminare due nwmeri m ed n in Moo
che (m -+ n)C=mA 4+ nB.

18. DEF. Dicesi massa d'una formazione di prima specie m A, -
My, A, + ... +m, A,, ove A, .. A, SONO punti, la somma dei coef-

ficienti m, -+ my -+ ... -+ M,

TEOREMA. Ogni formazione di prima Specte m,A,—+ MaAy +
o M A,, la cui massa m, + My~ ...+ M, NON S nulla, €
riduttibile ad un punto solo G col coefficiente M, — My —+ - ~+ m,,.

Infatti sia il numero # dei termini della formazione maggiore dr'2;
potremo supporre che nessuno dei coefficienti numerici sia nullo,
poiché altrimenti il numero dei termini sarebbe minore di »; allora
presi tre termini qualunque, p. es.: 7, A,, MmyAy, MgAg, NON POS-
- sono essere vere ad un tempo le tre equazioni m, -+ m, =0,
1,1, =0, M, +m,=0; supponiamo, p.e., che sia 70,7, 20,
si potra, pel teorema precedente, determinare un punto G,, tale che

My Ay + M Ay = (m, +m,) G,
onde
M A+ o M A, = (10, M) Gy - - + m,A,,

ossia la formazione proposta, contenente 7 termini, ¢ ridotta ad
un‘altra contenente 72 — 1 termini, e la massa della prima & eguale

a quella della seconda.
Cosi continuando, la formazione proposta si ridurra alla somma

di due termini pP -+¢Q, in cui p-+qg=m, + M, + . t+m,; €
siccome questa somma non ¢ nulla, per ipotesi, si potra determi-
nare un punto G tale che pP —+ qQ=(p -+ q) G, ossia

My A, + o+ M A, = (1 oo + m,) G.

Nota. 11 punto G cosi determinato dicesi, in Meccanica, bari-
centro o centro di gravita dei punti dati cui siano affisse masse
misurate dai rispettivi coefficienti.
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TEOREMA. Ogni formazione di prima specie, la cui massa sio
nulla, é riduttibile alla forma P—Q; uno qualunque dei due punti
P e Q si puo prendere ad arbitro.

Infatti sia la formazione S—=mA, } ... -m,A,, in cui m, -
.+ m, = 0. Preso ad arbitrio il punto Q si ha

S=(m,A, + ..+ mA,+ Q) — Q.

Ma la formazione entro parentesi, la cui somma vale 1, & ridutti-
bile ad un punto solo P con coefficiente 1; si avra quindi

S=P—Q.

14. DEF. Ogni formazione di prima specie della forma B — A
dicesi vettore. I punti A e B diconsi rispettivamente origine e

termine del vellore. |

TEOREMA. Affinché due veltori B— A e B'— A’ siano eguali,
senzache i puniti siano tutti in linea retta, e necessario e suffi-
ciente che le rette AB e A'B' siano parallele, come pure le AA'
e BB, ossia che la figura ABB'A’ sia un parallelogrammo.

Infatti, se
a) B—A=B-A'

moltiplicando per BA’'B’ si deduce, trascurando i termini nulli,
ABA'B'=0, ossia i quattro punti ABA'B’ giacciono in un piano.
Moltiplicando la @) per AA’ si deduce

BAA =B'AA".

ossia la retta BB’ & parallela alla AA’. Moltiplicando invece per

A’B’ si deduce
AA'B'=BA'B,

ossia la retta AB & parallela alla A’B'.

Viceversa, se la figura ABB'A’ & un parallelogrammo, detto O
il punto d’incontro delle due diagonali, sara 20=A LB e
20=A'+B, perche¢ O ¢ il punto medio di ciascuna diagonale:

quindi A +B'=A’'--B, onde B—A=B'—A’, ¢c. v. d.
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Problemi sulla riduzione
delle formazioni di prima specie.

15. Risolveremo alcuni problemi sulla riduzione delle formazioni.

Questi problemi si risolvono ripetendo piu volte le due costruzioni:
1. Condurre la retta passante per due punti dati;

2. Condurre la retta passante per un punto dato e parallela

ad una retta data.
Queste costruzioni si fanno cogli strumenti detti »iga e parallele.

Alle parallele si pud sostituire il compasso, ma noi non lintrodur-
remo. I problemi che si possono risolvere ripetendo piu volte le
costruzioni 1 e 2 diconsi lZineari.

PROBLEMA. Dali i punti A, B, O delerminare il punto X inr

modo che
X—0—=—B—A.

Se i punti ABO non sono su d'una stessa retta, si conduca da O
la parallela ad A B, e da B la parallela ad AO; queste rette si
incontreranno nel punto cercato X.

Se invece il punto O sta sulla retta AB, preso ad arbitrio il
punto C fuori della retta ABO, si costruisca D tale che D —C=
B—A, poi X tale che X—0=D—C; sara X—0=B—A.

PROBLEMA. Costrurre la somma O -+ (B —A) d'un punio O e

d’un vellore B — A.
Si costruisca X tale che X —O =B — A, sara

X=0-+(B—A)

PROBLEMA. Costrurre la somma di piv wvettori (B,-—A,) -+

(By— Ay)+ .. (B, —A,).



s B

Preso ad arbitrio il punto O, si determinino i punti X, X, ... X
in modo che

4

X, -0=8,—A,,.X,—X,=B,—A,, .. X,—X, =B —A,_

Sommando si ha
X, —0 =By — A} +(By — Ag) + s (B — 2y

PROBLEMA. Costrurre un vettore eguale ad m (B — A), ove m

e un numero intero.
Se 7 € un intero positivo, il vettore cercato & la somma di 7

vettori eguali a B— A, e si costruisce colla regola precedente.
Se m ¢ un intero negativo, posto m —= — m/, sara m (B — A)=
m' (A — B); e cosi siamo ridotti al caso precedente.

PROBLEMA. Costrurre il baricentro C di due punti dali A e B
cui siano affissi i numeri interi m ed n.
Il baricentro deve anzitutto stare sulla retta AB. Prendasi ad
arbitrio un punto O fuori di essa; si costruiscano i punti A’, B'e (!
in modo che

Al—O0=mA—-0) ; B—0=n(B—0),
C—0=A"—0)-®B —0).

Siavra ' — O =mA +nB — (m --n) O, ovvero, poiché mA -+
nB=(m + n)C, si avra:

(m+n)C=C4m+n—1)0.

Questa formola dice che C sta sulla retta OC'; quindi C sara il
punto d’incontro delle rette AB e OC.

m . .
PROBLEMA. Costrurre un vetlore eguale a — (B — A), in cu?

m ed n Sono numeri intert.
Si costruisca il punto C tale che

nC=(mn—m)A + mB,
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cioe il baricentro dei punti A e B cui siano affissi i numeri interf
n—m ed m, la cui somma, che e 7, si e supposta implicitamente
non nulla. Si ricava

n(C—A)=m(B—A)
ossia ‘
_m
C—A_._—’;(B——A).

PROBLEMA. Ridurre alla forma piv semplice una formazione
qualunque di prima Specie:
S=m, A, +my Ay +... +m, A,

supposti i coefficienti razionali.
Preso ad arbitrio il punto O, si avra:

mA, + .. +mA, =(m, + ... +m,)0+m, (A, —O0)+
. +m, (A, —O). |

Se si pone m =m, -+ ...+ m,, e se si chiama I il vettore a cui
é riduttibile la somma 2, (A, — O) +... +m, (A, — O), si avra

S=mO0 41,

vale a dire ogni formazione di prima specie e riduttibile ad un
punto arbitrario O, cui sia affissa la somma di tutti i coefficienti,
cioé la massa della formazione, pii un vettore I.

> PN
Se m<0, fatto G..__O—|—mI, si avra

S=ma,

ossia G é il baricentro dei punti dati.
Se invece m =0, si avrda S—=1, ossia la formazione & ridotta

ad un vettore, che potrebbe anche annullarsi.

16. DEF. Due vettori B— A e B' — A’ diconsi paralleli, od aventi
la stessa direzione, se sono parallele le rette AB e A'B'. Un vetlore
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B — A dicesi parallelo ad wuna retta P, o ad un piano w, se la
retta AB é parallela a P, 0 a .

Tror. 1°. Se i vettori I e J sono paralleli, ed i primo non é
nullo, si puo determinare un numero x tale che J =L

Infatti, preso ad arbitrio il punto A, si faccia B = A + I,GC=A41J;

i punti A, B, C sono in linea retta; e poiché A e B sono distinti,

si potranno determinare i numeri 7 ed 7 in modo che (7 —+n)C

—mA +nB; da cui si ricava (m+n)(C —A)=m (B —A),

(B— A), e fatto

m

— ., Si e 1 18
e @, 8t ha J=g

C—A=

m
m-+ n
TEOR. 2°. Se 7 vettori 1 e J sono paralleli, si ha 1J =0, e

viceversa.
Infatti, se I e J sono paralleli, si determini il numero x tale che

J=ua1; sard 1J=211=0.

Viceversa, preso ad arbitrio A, e fatto B —A =1, C—A=1J,
se I1J =0, si deduce (B—A) (C—"A)=0, onde A (B—A) (C—A)=0,
e sviluppando ABC =0; quindi i tre punti ABC sono in linea retta,
e i vettori I e J, paralleli alla retta ABC sono paralleli fra loro.

Le proposizioni

(B—A)a=0)=(la retta AB & parallela alla retta a)
e ((B—A)m=0)={(la retta AB & parallela al piano m),

fatto B—A=1I, e servendoci della definizione introdotta, diventano:

(Ia=0) =(il vettore I & parallelo alla retta a).
(Im=0)=(il vettore I & parallelo al piano ).
TeOR. 3°. Se ABC sono ire puniti in linea retia, si ha
(1) AB+BC+CA =0,

e viceversa.
Infatti, se ABC sono in linea retta, i vettori B— A e G — A sono

paralleli; quindi (B — A) (C — A) =0, che sviluppata, da la formula
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precedente. Viceversa, se € verificata la (1), moltiplicando per C

si deduce ABC =0, e i punti A, B, C sono in linea retta. Questa

proposizione non € altro che il lemma 1° del teor. N. 12.
L’identitd (1) si pud pure scrivere:

(1) AB=C(B—A)

17. TEOR. 1.° Se i vetiori IJK sono paralleli ad uno stesso piano,
e non & 1J =0, si possono determinare i numeri x e y in modo
che si abbia

K=xI+ yJ.

Infatti, preso ad arbitrio il punto O, facciasi A —O0 =1, B— 0 =,
C— O =K; i punti OABC giacciono in uno stesso piano, e le rette
OA e OB (parallele ad I e J) non sono parallele fra loro. Si con-
duca da C la parallela ad OB, che incontrerd OA in A’: sari
C—0=(C—A")4 (A" —0); ora.A’— O, che & parallelo ad OA,
e quindi ad I, si puo mettere sotto la forma «I; inoltre C — A’,
che & parallelo ad J, si pud mettere sotto la forma yJ; si avra
cosi K—=xI-+}yJ.

TEoOR. 2°. Se 1JK sono itre wvetlori paralleli ad wuno stesso
piano, st ha 1JK =0, e viceversa.
Infatti, se IJ non € nullo, determinati i numeri « ed y tali che
K=xI4yJ, si deduce IJK=0. Se 1J =0, sard pure IJK = 0.
Viceversa, se IJK =0, preso ad arbitrio, come nel teorema che
precede, il punto O, e fatto A—O0=I, B—0=J, C—0=K,
sara (A —0) (B—0)(C —0)=0, onde si deduce

0(A— 0)(B—0) (C—0)=0,

ossia, sviluppando, OABC = 0; quindi i quattro punti OABC giac-
ciono in un medesimo piano, e i vettori I, J, K, che sono paralleli
alle rette OA, OB, OC giacenti in uno stesso piano, sono paralleli
a questo piano.
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TroR. 3°. Se ABCP sono quattro punti d'uno Stesso piano,

e non ¢ ABC=0, si possono determinare i numeri xYyz in
modo che risulli P=xA +yB -+ zC.

Infatti, poiché i vettori B—A, C—A, P — A sono paralleli ad
uno stesso piano, e i primi due non sono paralleli, si possono deter-
minare i numeri 72 ed » in modo che P—A=m (B—A)+n (C—A),
onde si ricava

P=(1—m—n)A-+mB-+nG,
ossia P & espresso sotto la forma voluta.

TroR. 4°. Essendo ABCP qualtro punti d’uno stesso piano,
St ha
ABC — ABP +ACP —BCP =0,

e viceverse (N. 12, lemma 2°).
Infatti, poiché i vettori B-= A, G — A, P — A sono paralleli ad

uno stesso piano, sara (B—A)(C—A) (P — A)=0, che sviluppata
da l'identith proposta. Essa si pud pure scrivere :

ABC= (AB+BC-}CA)P.

Viceversa, se questa relazione ¢ soddisfatta, moltiplicandola per P
si deduce ABCP =0, ossia i quattro punti sono in un piano.

18. TEOR. 1.° Se IJKU sono quatiro wvettori: nello spazio, e
non & 1JK =0, si possono determinare i numer: xy z ol che

risulli
U=xl+yJ+ 2K

Infatti, preso ad arbitrio il punto O, facciasi A — 0= I, B—0=J,
C—0=K, P—0=TU; da P si conduca la parallela ad OC che

incontrera il piano OAB in Q. Siavrda P —0=(P — Q)+ (Q —0).
Ora Q — O giace nel piano OAB, percio si pud porre

Q—0=ax(A—0)+y B—0);
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P —Q & parallelo a C — O, percio si pud porre P — Q=2 (C—0);
sostituendosi ha P —0=2 (A —0) + y(B—0) -+ zZ(C —O0), che ¢
la formula a dimostrarsi. |

TEOR. 2°. Essendo 1JKU quattro vettori qualunque, si ha
sempre 1JKU = 0.

TEOR. 3°. Se ABCDP sono cinque punti dello spazio, e non e
ABCD =0, si possono delerminare i numeri x Yy 2t in modo
che risulli P=xA +yB+ 2C -+ ¢D.

TEOR. 4°. Fra cingque punti ABCDP dello spazio passa la
relazione.

ABCD — ABCP-+ABDP—ACDP 4-BCGDP =0,

che si puo anche scrivere

ABCD=(ABC — ABD+ ACD — BCD)P.

Le dimostrazioni di questi teoremi sono analoghe a quelle dei
corrispondenti del numero precedente.

Applicazioni.

19. Sostituendo all’espressione * formazione di prima specie ' il suo significato
che risulta dalla definizione data, e limitandoci per maggior chiarezza alle for-
mazioni in cui tutti i punti hanno per coefficiente I'unita, la proposizione del

N. 13 si pud enunciare a questo modo:
1. Essendo A,, A,, ... A, » punti dello spazio, si pud determinare un

punto G, loro baricentro, il quale ha la proprieta che, comunque si prenda il

triangolo PQR, si ha sempre
APQR + A,PQR + ... + A,PQR =x%GPQR,

1 volumi essendo considerati in grandezza e senso.



2. Sia U un punto dello spazio, la cui distanza dal piano PQR sia eguale

PQR

all’unith di misura; allora il rapporto %———PQ—E rappresenta la distanza dal punto

A al piano PQR, presa col segno +, se A e U stanno dalla stessa parte del
piano, col segno — se da parti opposte. Dividendo tutti i termini dell identita
precedente per UPQR, si deduce:

La somma delle distanze dei punti A, .. A, da un piano é eguale ad »n volte
la distanza del baricentro G di quei punti da questo piano, queste distanze es-
sendo prese!positivaménte per tutti i punti che stanno da una parte a conve-
nirsi del piano, negativamente pei punti che stanno da parte opposta. Questa
somma delle distanze ¢ nulla per tutti i piani che passano per G, e costante,
in valor assoluto, pei piani tangenti ad una stessa sfera di centro G.

3. Siano A, ..A,, B,.. B,; C;..Cp, D, ... Dy 4 sistemi di punti. Detti G,
H, K, L i loro baricentri, sicché A, 4 ..+ A, = mG, By+ ..+ B,=nH,
C,+ ..+ Co=pK, D, + ..+ Dg=9¢L, si avra

(A4 4 A) (B, 4.+ B,) Cyt .+ Cp) (D, + -+ D) = mnpg GHKL,

ossia: La somma di tutti i tetraedri aventi per primo vertice un punto qua-
lunque del primo sistema, per secondo vertice un punto qualunque del secondo
sistema, e cosi via, ¢ eguale al tetraedro avente per vertici 1 baricentri dei
quattro sistemi dati, moltiplicato per mnpq.

4. Posto ancora nG=A, + Ay + ... + A,, se si scinde il sistema di punti
dato in due gruppi, dei quali I'uno contenga » punti e I’altro i rimanenti n —7,
detti G, e G, i baricentri di questi gruppi, sara nG=7rG, 4+ (n — ) Gy; quindi
il punto G sta sulla retta G,G,, e la divide in parti inversamente proporzionali
ai numeri » ed % — . Variando i gruppi in cui il sistema si pud decomporre,
si avranno 271 — 1 rette passanti pel baricentro.

Facendo n» — 3 ed =4 si hanno le proposizioni:

Le mediane d'un triangolo passano per un medesimo punto.

Le rette che in un tetraedro uniscono i vertici coi baricentri delle faccie
opposte, e le rette che uniscono i punti medii degli spigoli opposti passano per
un medesimo punto.

5. Costrurre il triangolo ABGC conoscendone il baricentro G, il punto H che
divide il lato AC in parti che stanno fra loro come 2:1, e il punto K sul pro-
lungamento di BC ad una distanza da G eguale a BC.

Le condizioni precedenti si trasformano nelle equazioni:

A+ B+C=3G
H—A=2(C—H)
P T, ;]
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Queste tre equazioni, trattate come equazioni algebriche lineari in ABC de-
terminano queste incognite. Eliminando A e B si ricava

C=K+3(G—-H)
poi B=0C 4 (C—K)
e infine A=H+4+2H-—-0),

onde si ha una costruzione semplicissima dei tre punti cercati.
6. Essendo I un vettore fisso, I'eguaglianza

PP=P41

fa corrispondere ad ogni punto P dello spazio un punto P’, che dicesi il corri-
spondente di P nella traslazione determinata dal vettore I.
7. Essendo O un punto fisso, e £ un numero dato, 1'eguaglianza

PP—04 (P —0)

fa corrispondere ad ogni punto P un punto P’ che dicesi omotetico di P con

centro di omotetia in O e con rapporto d'omotetia £.
8. Se P, é il corrispondente di P nella traslazione I, cioé P=P, 41 ese

P, é 1l corrispondente di P, nell'omotetia (O, %), cioé P, =0 + % (P, — 0), sara
A) P,=0+ k1 + % (P —0)
la relazione che passa fra P e P,. Si determini il punto G in guisa che

) C=04Z%I 4+ 2(C=0);
Si avra C:O-’—i—:z].

Sottraendo la (2) dalla (1) si deduce
P,=C+ %P -0,

vale a dire P, é 'omotetico di P con centro d'omotetia in C e con rapporto %.
9. Se P, é I'omotetico di P con centro O e con rapporto %, cioé

P=0+4+%P —0),
e se P, é I'omotetico di P, con centro O, e con rapporto ky, cloé

PQ:OI‘*‘ki(Pl—Oi)s
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si avrh fra P e P, la relazione
1) P,=0,+ % (0 —0,)+ kk, P —0).
Si determini il punto G in modo che
() G=01+k1(0-01)+kki(0—-.0)
da cui si ricava

o 1 — %,

e C sarh effettivamente determinato se 1 — 2%, non é nullo.
Sottraendo la (2) dalla (1) si deduce

P2:C+kki(P—"‘C),

ossia P, ¢ 'omotetico di P con centro in G e con rapporto kR,

Che cosa avviene se kk, = 1"
10. Se ABC sono tre punti in linea retta, ¢ A B non coincidono, si ha

CB ACGC
C=xs2+as™
11. Siano ABG i tre vertici dun triangolo. Prendansi sui suoi latii punti
A, B, C,. Si avra
A,C BA, B, C,B AG, B

A CB
A=FsB+5cC: Bi=gxC+cat G=3pATas

onde, eseguendo il calcolo,

__(AC B,A GB BA, CB; AG
ARty = ( BC " CA ' AB T BC 'GA " AB ABL:

Supposto ABC non nullo, la condizione necessaria e sufficiente affinche 1 tre
punti A,B,C, siano in linea retta, ossia A,B,C,=0, & l'annullarsi del coeffi-
ciente di ABC. Dunque se}i punti A,B,C,, che stanno sui lati BG, GA, AB
del triangolo ABC sono in linea retta, si ha

BA, CB, AC,_ _,
A,C BA CB~

¢ viceversa. Questo é il teorema di Menelao.
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12. Siano A, B, G, D i vertici successivi d'un quadrilatero sghembo. Pren-
dansi sui suoi lati AB, BG,CD, DA i punti P, Q, R, S. 1l volume del tetraedro
PQRS si pud calcolare in funzione di ABCD, e dei rapporti dei segmenti in
cul 1 punti PQRS dividono i lati, in modo analogo al precedente, e si trova

_ /PB QC RD SA AP BQ CR DS
PQRS“{AB'BG‘GD'DAﬁ*AB'BC'CD'DA SEGE.

Quindi, supposto A BCD non nullo, la condizione necessaria e sufficiente af-

finché i punti PQRS giacciano in un piano é

2. 2L &b OB .
PB'QC RD'SA~ — ©




CAPITOLO III.

Formazioni di seconda specie.

20. DEF. Diremo vettore d’'una linea AB 7/ vetiore B — A.

DEF. Diremo grandezza d'un vettore B — A la grandezza
della linea AB.

PRrOBL. Costruire @ prodotto A1 del punto A pel vettore I.
Si determini B—=A + 1, Sara AB—=AL
Quindi:
Ogni linea St puo considerare jcome il prodotto della sua
origine pel suo vetlore.

PRrROBLEMA. Data la linea AB e i punto C sulla retia AB,
costrurre una linea avente per origine C ed eguale ad AB.
Facciasi D —— C =B — A; si ricava CD =C (B — A); ora, poiché
ABC sono in linea retta, si ha C(B—A)=AB, ossia CD—=AB.
Si deduce di qui che:
Una linea qualunque St puo trasformare in un’altra avente
per origine un punito arbitrario della retta che contiene la linea
data, e per vettore il vettore della linet, data. |

PROBLEMA. Costrurre una linea eguale ad mAB, ove A e B

SOno punti, m un numero. |
Si faccia C=A 4+ m (B — A): sara AC=mAB.

CorROLL. Ogni formazione di seconda specie della forma
ma -+ nb 4+ ... & riduttibile alla somma a' +b + .. di piv linee
aventi coefficienti eguali all unitd.

Praxo, Calcolo Geometrico. ES
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PROBLEMA. Costrurre la somma di piu linee OA -+ OB +-0C

aventi la stessa origine O.
Si costruisca il punto X in modo che

X—0=A—0)4+@B—-0)+(C—0)
sara
0X = O0A + 0B+ OC.

Quindi:
La somma di piv linee aventi la stessa origine é una linea
avente la stessa origine, e i cui vettore e la somma dei vettori
delle linee dale.

21. PROBLEMA. Costrurre la somma di due lince AB e A'B' le
cut rette si incontrano in un punto O.

Si costruiscano le linee OP—=AB e OP'—=A'B’; poi 0Q=0P—+OP’;
sara OQ=AB -} A'B.

Quindi:

La somma di due linee che si incontrano in un punto é raop-

presentata da una linea passante pel punto d’incontro delle linee
date, e il cui wvettore e la somma dei vettori delle medesime.

PROBLEMA. Costrurre la somma di due linee parallele, ove
la somma dei loro vettori non sia nulla.
_Siano le linee AI e BJ, aventi per origini A e B, e per vettori
I ed J paralleli. Prendasi ad arbitrio nel piano delle due linee una
linea CK, il cui vettore K non sia parallelo ad I ed J. Si ha:

AI+ BJ=(AI+ CK)-+ (BJ — CK)

Le linee AI e CK si incontrano; quindi la loro somma & ridut-
tibile ad una linea sola avente per vettore I — K; detta D l'origine
di questa retta, si avra AI+ CK =D (I+4 K). Analogamente la
somma BJ — CK ¢ riduttibile ad una linea sola; detta E la sua

origine, sarda BJ —CK = E (J —K), e

AI+BJ=D( +K)+E(J —K).
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Le due linee D(I+ K) e E(J— K) non sono parallele. Invero,
se esse fossero parallele, sarebbe (I + K) (J —K) =0, ossia

IJ—IK —-JK =0;

e poiché IJ =0, dovrebbe essere (I 4+ J) K =0, il che non & poiché
I+ J non e nullo per ipotesi, e la sua direzione, che & quella di
IediJ, e diversa da quella di K. Quindi queste linee si possono
ridurre ad una sola avente per vettore I+K +J —K=1I-}1J.

La linea ausiliaria CK si pu0 prendere ad arbitrio; prendendo
per essa la AB, si avra la costruzione seguente: Facciasi B — B =1,
A" — A =1, si tirino le linee AB'—=AI--AB, e BA'—BJ —+ BA.

Sara AI-+-BJ=AB' 4 BA’; ossia la linea cercata passa pel
punto O d’incontro delle AB" e BA'; conoscendone il vettore I J,
essa ¢ immediatamente costrutta.

Quindi:

La somma di due linee parallele, ove la somma dei loro vel-
tori non sia nulla, e riduttibile ad una linea sola, il cui veltore
e la somma dei vettori delle linee date; essa é quindi parallela
alle medesime linee.

PROBLEMA. Costrurre la somma di pin linee giacent: in uno
stesso piano, supposto che la somma dei loro vettori non sia nulla.
Gia si e fatta la costruzione nel caso di due linee. Se il numero
delle linee & > 2, se ne considerino tre ad arbitrio; i loro vettori
non possono essere contemporaneamente a due a due eguali e di
segno contrario; quindi di queste tre si prendano quelle due i cui
vettori non sono eguali e di segno contrario, e si sostituisca alla
loro somma la linea che le & eguale, e che si sa costrurre. In tal
modo si e ridotta la somma proposta ad un’altra contenente una
linea di meno; e la somma dei vettori della seconda formazione &
eguale a quella della prima. Cosi continuando si ridurra il sistema
a due linee, e poi ad una. Quindi:
La somma di piv linee giacenli in uno stesso piano, ove la
somma dei vetlori di queste linee non sia nulla, é riduttibile ad
una linea sola, il cui vetiore é la somma dei veltori delle linee date
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COROLLARIO. La somma di piv linee giacenli in uno Sstesso
piano, ove la somma dei loro wvettori sia nulla, é ridultibile alla
somma di due linee aventi ¢ vetlori eguali e di segno conlrario.
Una delle due linee st pu0 prendere, nel piano, ad arbilrio.

Infatti, sia la somma a, +a,+..+4a,, e sia la somma dei vet-
tori di queste linee nulla. Presa ad arbitrio nel piano la linea p
non nulla, la somma a, +a,+..+a,+p € tale che la somma
dei vettori delle linee che la compongono vale il vettore di p, che
non ¢ nullo; quindi questa somma e riduttibile ad una linea

g==18; 8y} = 8, 1P
e il vettore di q sara eguale a quello di p. Si ricava di qui:
31+ae+'-°+an_—_qu:

e cosl la somma proposta resta ridotta alla somma delle due linee
p e —(q, aventi i vettori eguali e di segno contrario.

22. La costruzione della linea somma, o risultante, di piu linee
giacenti nello stesso piano, si pud disporre praticamente in questa
guisa. Per comodita di scrittura, essendo a e b due linee del piano
che si incontrano in un punto, con ab intenderemo il loro punto

d’incontro (V. N. 44).
Siano a, a, a, a, le linee date, I, I, I, I, i loro vettori. Preso nel

piano il punto O ad arbitrio, si costruiscano i punti A, A, A; A, che
soddisfano alle seguenti condizioni:

A,—O0=I, A, —A, =1, A,— A, =1, A,—A,=]I,

Sara
A,—0=L+1,A,—0=I4+1+1, A,—0=1+ L4I,+}I,.

La linea a,-+a, passa pel punto a,a,, ed ha per vettore
I, +I,=A,—O; quindi dal punto a,a, conducasi la parallela
ad OA,; su questo giace la linea a, +— a,.
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La linea a, +4-a, incontra la a, nel punto (a,+a,)a,. Per questo
punto conducasi la parallela ad OA,; su questa retta giace la linea
a,-+a,+a, Questaretta incontrera la a, nel punto (a,+a,+a,)a,;
se da questo punto si conduce la parallela ad OA,, su quest'ultima
retta giacera la a, +a, + a,+ a,; e siccome il vettore di questa
linea vale A, — O, la linea cercata risulta completamente deter-

minata.
In questa costruzione si e supposto implicitamente che le rette a,

€ a,, a,+4a, e a;, a,-+a,+a, e a, non fossero parallele, vale a dire
che nessun lato del poligono OA, A, A; A,, tolto il primo, passi per O.
Se questa condizione non & verificata (ovvero, in pratica, anche
essendo verificata, le rette di cui si debbono determinare i punti
d’intersezione si incontrano sotto angolo troppo piccolo, o fuori del
foglio), si pud costruire la risultante in quest’altro modo.

Costrutto, come prima, il poligono OA, A, A, A,, prendasi ad
arbitrio nel piano il punto P, purche non giaccia su nessun lato
di questo poligono; sia p una linea avente per vettore O — P, e
sl costruisca colla regola precedente la risultante del sistema
p+a,+a,+..+a,—p, che & eguale al dato.

Perci0 dal punto pa, si conduca la parallela a PA, (che con-
terra p -+ a,); questa incontrera a, nel punto (p -+ a,)a,; da questo
punto conducasi la parallela a PA, (che conterrd p - a,+ a,);
questa incontrera a, in (p, + a,-+a,)a,; da questo punto si con-
duca la parallela a PA; (che conterra p 4 a, + a, + a,); questa
incontrera a, in (p+a,-+a,-}+a,)a,; da questo punto conducasi
la parallela a PA, (che conterrd p+a, }a,+a;+a,); questa
retta incontra la — p in un certo punto (p +a,+a,+a;+ a,) p,
per cul passa la linea p + a, + a, +a; -+ a, — p. Sapendo poi che
il vettore di questa linea vale I, +I,+ I, +I,=A,—O, essa ¢
immediatamente determinata.

Il poligono avente per lati p, p+a,, p+a,+a,, fp+a,+
a, + a4, ..., ed 1 vertici, in conseguenza, sulle linee date a,a,a, ..
dicesi, in Statica Grafica, un poligono funicolare che connette le
linee (o forze) date. Un sistema di linee ha infiniti poligoni funi-
colari, a causa dell’arbitrarieta della linea p.
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23. PROBLEMA. Costrurre la somma di piv linee parallele.

Siano le linee parallele AA,, BB,, CC,, ... Se il loro numero
e maggiore di 2, se ne possono sempre prendere due di esse i cui
vettori non sono eguali e di segno contrario; alla loro somma si
puo sostituire una linea sola, parallela alle date, e cosi si riduce
il sistema proposto ad un altro avente una linea di meno. Cosi
continuando -si ridurra il sistema a due linee, e se la somma dei
vettori delle linee proposte non ¢ nulla, la formazione data si potra
ridurre ad una linea sola. Se invece la somma dei vettori delle
linee date ¢ nulla, detta XX, una linea parallela alle date, si avra
AA,+4+BB,+ ..=(AA,+BB, +..+XX,)—XX,. La somma entro
parentesi € riduttibile ad una linea sola avente per vettore quello
a XX,; quindi la formazione proposta resta ridotta alla somma di
due linee con vettori eguali e di segno contrario.

Si arriva allo stesso risultato per quest’altra via:

Sia I un vettore parallelo alle linee del sistema. Si possono de-
terminare i numeri a, b, ... in modo che A,—A=al, B, —B=0I,...
S1 deduce AA, =aAl, BB, —=¥bBlI, ...; e sommando

AA,+BB,+..=(aA+bB+.)L

Ora, se la somma a -+ b -+ ... non ¢ nulla, vale a dire, moltipli-
candola pel vettore I, se la somma dei vettori (A, —A)+ (B, —B)--...
non ¢ nulla, si determini il punto G che soddisfa alla condizione

(@a+b+.)G=aA-+bB-+...

Sara AA, +BB,+..=@+b+4..) GI=G (al+ bl + ..) =
G [(As *"' A) + (B1 —B) + ]

Se invece @ +b +..=0, la somma aA + bB + ... & riduttibile
ad un vettore J, e si avra AA, + BB, ... = JI. Quindi:

La somma di piv linee parallele, se la somma dei veltori di
queste linee non € nulla, é riduttibile ad una linea sola, paral-
lela alle date, avenle per vetlore la somima dei vettori delle mede-
stme, e per sua origine Si puo prendere il baricentro delle origini
delle linee date cui siano affissi numeri proporzionali ai vetiori
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delle medesime. Se invece la somma dei vettori é nulla, la forma-
zione proposta e riduttibile alla somma di due linee con vettori

eguali e di segno contrario.

24. Nei teoremi dei N. 21 e 23 gia comparve la somma di due
linee aventi i vettori eguali e di segno contrario. Dette A e B le
origini delle due linee, J il vettore della prima, e quindi — J quello
della seconda, la somma considerata si pu0 scrivere AJ — BJ,
ossia (A — B)J, ossia e riduttibile al prodotto dei due vettori
A — B e J. Viceversa il prodotto IJ di due vettori I e J, ove si
faccia I— A — B, diventa eguale a (A — B)J = AJ — BJ, ossia si
trasforma nella somma di due linee aventi i vettori eguali e di
segno contrario. Il prodotto di due vettori, ossia la somma di due
linee con vettori eguali e di segno contrario, ha, nello studio delle
formazioni di seconda specie la stessa importanza che il vettore
nelle formazioni della prima; percio e utile il darvi un nome.

DEr. 1l prodotio di due vetiori dicesi bivettore.

Allora dalle proposizioni dei N.”' 21 e 23 si deduce:

La somma di piw linee giacenti in wuno Sstesso piano, e la
somma di pin linee parallele, quando la somma dei vetlori di
quelle linee sia nulla, é riduttibile ad un bivettore.

Un bivettore 1J, cioe il prodotto dei due vettori I e J, si pud
rappresentare, come si € visto, colla somma di due linee aventi i
vettori eguali e di segno contrario. Esso si pud ancora rappresentare
a quest’altro modo. Preso ad arbitrio il punto A, e fatto B — A =1,
C——A=1J, sard IJ=(B — A)(C — A), ossia, sviluppando:

IJ=—=AB-+ BC-CA,

e cosl il bivettore resta ridotto alla somma dei tre lati d’un triangolo.
La condizione necessaria e sufficiente affinché un bivettore sia
nullo & che i due vettori di cui & il prodotto siano paralleli.

DEF. Diremo che il vettore 1 é parallelo al bivettore JK, se
I, J, K sono paralleli ad uno stesso piano, ossia se 1JK —=0. Di-
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remo che due bivettori 1J e I'J' sono paralleli ovvero che hanno
la stessa giacitura, se i quattro vettori 1,J,T',J sono paralieli
ad uno Stesso piano.

25. PROBL. Dato il bivettore 1J, e il vetlore K parallelo ad 1J,
e non nullo, determinare un vettore L, tale che 1J = KL.

Preso .ad arbitrio il punto [0, facciasi A—O0=I B—0=]J,
C—0=K,; i punti O, A, B, C, giaceranno in uno stesso piano, e
si avra IJ=(A — 0)(B— 0) = O0A + AB -+ BO. Si costruisca la
linea OA + AB -+ BO —OC, cosa possibile, perché queste linee
giacciono in uno stesso piano, e la somma dei loro vettori vale
— (C — 0), che non & nullo; detto D un punto qualunque di questa
linea, essa si potra mettere sotto la forma

OA 4+ AB-+BO—0C=—D(C—0),
onde si ricava:

OA-+AB+BO=0C—D({C—0)=0(C—0)—D(C—0)=
(C—0) (D —0);

quindi fatto L=D — O, sard IJ=KL.

PROBL. Costryrre la somma di due bivettori i e j, dati co-

munque nello spazio.
Prendasi un vettore U parallelo ai due bivettori dati, e si deter-

minino i vettori I e J in modo che Ul =i, UJ =j; fatto K=I--J,
sard UK =UI4UJ=1i-+j. —

CoroLL. La somma di quanti si vogliano bivetiori nello spazio
é riduttibile ad un bivettore solo.

96. TEOREMA. La somma di piv linee nello spazio e ridutlibile
ad una linea, avenlte per origine un punlo arbitrario e per veltore
la somma dei vettori delle linee date, piv. un bivettore.

Sia la somma s=A,I, +A,I,+ ..+ AL, in cui A, A, ... s0no
le origini, I,, I,, ... i vettori delle linee a sommarsi. Preso ad arbitrio



il punto O, si ha I'identita
=0 (I, 4L, - . 4-L)+[(A, - 0) L+ (A, —O0) L+ .. + (A,—O)L].

Il primo termine di s rappresenta una linea avenie per origine
il punto preso ad arbitrio O, e per vettore la somma dei vettori
delle linee date; il secondo termine, che & la somma di % bivettori,
& riduttibile ad un bivettore solo; cosi resta dimostrato il teorema.

. CoroLLARIO. La somma di pi linee nello spazio, ove la SOomma
dei veltori di queste linee sia nulla, é ridutlibile ad un bivetiore

(che potrebbe anche annullorsi).
Infatti nella formula precedente Sparisce il primo termine.

TEOREMA. Se la somma dei vettori delle linee date non &
nulla, ma é nulla la somma dei volumi ss, la somma delle linee
date é riduitibile ad una linea sola, e viceversa.

Infatti, posta la formazione s —=a i, ove a rappresenta la linea,
i il bivettore alla cui somma si pu6 ridurre s, si avra

ss=(a-}+i)(a—+1i) =2ai

Se ora ss =20, dovrd essere ai=0, quindi la linea a & parallela
al bivettore i. Si determini percid la linea b tale che b —a =1i;
sara b—a-{|i=s.

Viceversa, se s & riduttibile ad una linea sola b, sard ss=bb=0.

TEOREMA. Ogni somma s di linee & riduttibile in infiniti mods
alla somma di due linee.

Infatti, presa ad arbitrio la linea p, si consideri la somma

§'=s—A&p, ove k & un numero a determinarsi. Si avra s's' =ss —2ksp.

Ora, se sp non ¢ nullo, facendo k:% , si avra §'s’ = 0. Quindi,

se la somma dei vettori di s non & nulla (il che avverra cer=
tamente se la direzione del vettore di p non coincide colla dire-
zione della somma dei vettori di s), la somma §' & riduttibile ad
una linea sola q; quindi s —kp=gq, ossia s=kp-+-¢q; cosl la
somma proposta & ridotta alla somma di due linee.
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Applicazioni.

27. 1. Se A,B,, A,B;, A3B;, ... sono linee giacenti in uno stesso piano, per
cul la somma dei vettori non sia nulla, e XY é la linea eguale alla loro

somma, oOssia
XYzAiBi+A§B’+A3B3+..., -
preso ad arbitrio il punto P nel piano, si avra

PX.Y =PA'B1 + PAzBe '+' PA3B3 + ‘e

ossia:

Date in un piano piu linee A;B,, AyB,, ..., se la somma dei loro vettori
non €& nulla, si puo costrurre una linea XY in modo che, comunque si
prenda il punto P nel piano, si abbia sempre

PXY=PA,B, + PA,B, +...

Il luogo dei punti P per cui la somma delle aree triangolari aventi il
vertice in P e per basi A;B,, AyB,, ... ¢ nulla, ¢ la retta XY ; il luogo dei
punti P per cui questa somma ha un valore costante (in grandezza e segno)
é una retta parallela a X'Y.

Se invece la somma dei vettori delle linee A,B,, A;B,,.. é nulla, quella
somma € riduttibile ad un bivettore XY 4+ YZ 4 ZX =A,B, 4 A,B, 4 ...;
moltiplicando per P si ha

XYZ=PA,B, + PA,B, + ..

ossia:

Se la somma dei vettori delle lince A,B,, A,B,,... ¢ nulla, comunque si
prenda il punto P nel piano, la somma dei triangoli PA,; B, + P AyBy + ...
ha un valore costante. |
~ 2. Le linee considerate possono essere rappresentate dai lati successivi
AjAy+ AjAg+ ... + A, A, d'una linea poligonale aperta o chiusa. La somma
dei vettori di queste linee (Ay — A) + (Ag—Ag) 4+ .. + (A, — A, ) =A,—A,
non € nulla se la linea é aperta, ¢ nulla se la linea é chiusa. Quindi le pro-
posizioni precedenti diventano in questo caso:
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Data una linea poligonale aperta A A, ... A,, si pud costrurre una linea
XY, il cui vettore vale A, — A, in guisa che, comunque si prenda il punto P
nel piano, si abbia

PXY =PAAs+PAjA;+ ..+ PA,_A,.

Data una linea poligonale chiusa A A, ... A,_ A, comunque si prenda il
punto P nel piano, la somma PA /Ay +PAA; + ... 4+ PA,_ A, ha un valore
costante.

A questa somma costante si suol dare il nome di area limitata dalla linea
poligonale AjA,..A,_, A, Queste proposizioni valgono pure se alla linea po-
ligonale si sostituisce una curva.

3. Le costruzioni fatte permettono di risolvere il seguente problema :

Data una linea poligonale chiusa AjAq...A,_ A, e nel suo piano una
linea PQ, costrurre il triangolo PQR eguale all’area limitata da questa
linea poligonale.

Si costruisca la linea RS=A, A, + AjAs+ ... + A,_ A, —PQ 11 cui vet-
tore & eguale e di segno contrario a quello di PQ. Sarh

A Ay + ApAy 4 .. + A A, =PQ 4 RS.
Si moltiplichi per un punto qualunque di RS, p. e. R, e si avra
(Aj A+ ApAg+ .. + An A) R=PQR

ossia PQR é il triangolo cercato.

4. Essendo a e b due linee passanti per uno stesso punto, ed in grandezza
eguali, le linee a4+ b e a—b rappresentano le bissetrici interna ed esterna
dell'angolo formato dalle due linee date. Se le linee a e b sono parallele,
eguali in grandezza, e rivolfe per lo stesso senso, a4 b rappresenta la linea
equidistante dalle due date, a—b un bivettore.

5. Sia ABC un triangolo; siano abc tre linee giacenti sul lati BG, GA, AB,
aventi i sensi di questi lati, ed in grandezza eguali fra di loro. Allora le linee
a—Db, b—ec, ¢c—a stanno sulle bissettrici interne del triangolo, e le a + Db,
b 4 ¢, ¢ 4 a sulle esterne. Le identita

a+b+c=@+b)+c=0O4+c)+a=(Cc+a)+Db

dicono che i punti d'incontro delle bissetrici esterne d'un triangolo coi lati
opposti stanno su d'una medesima retta.
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Si hanno pure le identita

a4+b—c=(+b—c=(a=—c)+b=>b—c)+a
a—b+c=(a—b)+c=(a+4+c¢c)—b=(c—Db)+a
—a+b4+c=(Mhb—a+t+c=(c—a)+b=b+c)—a

le quali dicono che ¢ punti d'incontro di due bissetrici interne e della rima-
nente esterna coi lati opposti, stanno in linea retta.

L’identith a —c=(a=—=b) 4 (b—c) dice che la bissetrice interna a —c
passa pel punto d'incontro delle altre due a—b e b—c, ossia le bissetrici
interne del triangolo si incontrano in un punio.

Le identita

a—b=(+c)—(b+c)
a—c=(+b)—(b+c)
b—c=(a+b)—(a+c)

dicono che pel punto d’'incontro di due bissetrici esterne passa pure Valtra
bissetrice interna.

6. Siano a, b, ¢, d quattro linee giacenti in uno stesso piano, ed eguali in
grandezza; esse formano un gquadrilatero completo. Le identith

atbtctd=@+b+C+d=@+)+b+d=@+d)+b+ o)

dicono che la retta a 4+ b 4 ¢ 4 d contiene i tre punti d'incontro delle bissetrici
interne degli angoli opposti del quadrilatero, e i quattro punti d'incontro di
un lato del quadrilatero, p. e. d, colla retta a4+ b 4 c, il cui significato
nel trilatero a, b, ¢ fu gia precedentemente trovatos

Scambiando i segni di alcune delle linee a, b, ¢, d, si hanno in tutto le 8 linee
a+4+b+4c+d, che hanno proprieta analoghe a quelle della linea a+4b+4-c+4d.

7. Siano a, a, ... a, delle linee giacenti in uno stesso piano, ed in grandezza
eguali all'unitd di misura. Sia w un triangolo giacente nello stesso piano,
avente la base e 'altezza eguali all'unith di misura. Allora, detto P un punto

qualunque del piano, il rapporto %—1- rappresenta l'altezza del triangolo Pa,

cioé la distanza del punto P dalla retta a, questa distanza essendo presa po-
sitivamente se Pa ha lo stesso senso di w, negativamente nel caso opposto.
Se la somma a; 4 a, 4 ... 4+ a, é riduttibile ad una linea sola che metteremo
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sotto la forma ma, ove m & un numero ed a una linea eguale in grandezza
all'unitd di misura, si avra

Pa, Pa, Pa, _Pa
w+w+'"+w_mw ’

ossia la somma delle distanze del punto P dalle linee date, queste distanze
essendo prese con segno conveniente, ¢ eguale alla distanza dello stesso punto
della retta a, + a, 4 ... 4+ a,, moltiplicata pel numero m. Questa somma &
nulla pei punti di questa retta; ha un valore costante pei punti che stanno su
parallele alla medesima.

Se invece la somma a,'+ a, + ... 4+ a, € riduttibile ad un bivettore, la somma
delle distanze del punto P delle linee date ha un [valore indipendente dalla
posizione di P.

Nel piano, il luogo dei punti per cui é costante la somma delle distanze
dalle rette date a, ...a,, queste distanze essendo prese in valor assoluto, é for-
mato dal perimetro d'un poligono, i cui vertici stanno sulle rette date, e 1 cui
lati sono paralleli alle rette 4+ a; + a;, -+ ... 4= a,,.

8. Siano a, b, ¢ tre linee eguali in grandezza passanti per uno stesso punto O,
ma non giacenti in uno_stesso piano. Le rette a, b, ¢ si possono considerare
come gli spigoli d’'un angolo triedro. Le identita

a+b+c=@+b+c=(a4+c)+b={b+c) +a

dicono che i tre piani che passano per uno spigolo, p. e. a del triedro, e per
la bissetrice interna b 4 c della faccia opposta, contengono tutti la retta a<4b--c.

Analogamente, per ciascheduna delle rette a4+b—c, a—b+4c¢, —a+4b+4c
passano tre piani che uniscono uno spigolo del triedro con una bissetrice della
faccia opposta.

Le identith (a—b) 4+ (b—c) 4 (c—a)=0, (a4+Db)— (b4 ¢)+ (c—a)=0,
b +c)—((c+a)+@a=—b)=0f(c+a)—(@+b)+ (b—c)=0, dicono che
le tre bissetrici esterne giacciono in un medesimo piano, come pure due interne
e l'altra esterna.

9. Data una linea poligonale A, A, ... A, nello spazio, si possono sempre de-
terminare, in infiniti modi, due linee PQ e P’Q’ in modo che, comunque si
prendano i punti XY, il volume descritto dal triangolo MXY, ove il punto M
descriva la poligonale A, ... A,, sia eguale alla somma PQXY 4 P'Q'’XY.

10. Dimostreremo in [seguito che}, proiettando su d'un piano, con proiezioni
parallele, due sistemi di linee eguali, anche le [loro proiezioni sono eguali. Si
deduce allora dai teoremi dimostrati che:
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Data una linea poligonale chiusa qualunque (non piana) si pud sempre
determinare un triangolo ABC in guisa che, proiettando su d’'un piano ar-
bitrario con proiezioni parallele di direzione arbitraria e la linea poligonale
data, e il triangolo ABC, Varea limitata dalla proiesione della poligonale
chiusa risulta eguale alla proiezione del triangolo A BC.

11. In Meccanica una forza si rappresenta con una linea; un sistema di forze
con una formazione di seconda specie; due sistemi di forze applicate ad uno
stesso corpo rigido sono equivalenti se sono rappresentati da formazioni di
seconde specie eguali. Il sistema di forze rappresentato da un bivettore, cioé da
due linee aventi i vettori eguali e di segno contrario dicesi copp:'a di forze.
Dalle proposizioni dimostrate risulta:

Ogni sistema di forsze applicate ad uno stesso punto é riduttibile ad una
forza sola; ogni sistema di forze giacenti in un piano € riduttibile ad una
forza sola o ad una coppia; ogni sistema di coppie ¢ riduttibile ad una sola
coppia; ogni sistema di forze & riduttibile in infiniti modi all'insieme d’una
forza e d'una coppia.

Se a & una linea in grandezza eguale all'unitha di misura, e f un’altra linea
rappresentante una forza, il volume af (o meglio, il numero che lo misura)
dicesi in Meccanica il momento della forza f rispetto all’asse a. Se due sistem1
di forze s ed &' sono equivalenti, cioé s =¢', sideduce as=as/, ossia le somme
dei momenti delle forze di due sistemi equivalenti rispetto ad un asse arbi-
trario sono egquali.

Dall'ultimo teorema del N. 26 risulta:

Ogni sistema di forze é riduttibile in infiniti modi alla somma di due
forze; si pud prendere ad arbitrio la retta che contiene una delle due forze,
purché la somma dei momenti delle forze del sistema rispetto a questa retta
non sia nulla, e questa retta non sia parallelo alla somma dei vettori delle

forze date.




CAPITOLO IV.

Formazioni di terza specie.

28. DEF. Diremo bivettore d'una superficie triangolare AB C il
bivettore AB + BC + CA, ossia (B— A)(C —A).

DEF. Diremo grandezza d’un bivettore AB—- BC -+ CA la
grandezza di ABC.

PROBLEMA. Costrurre i prodotto d’un punto A per un bivels

tore 1J.

Fatto B—=A 41, C=A-J, sard AIJ=A (B—A)(C—A)=ABC(;
cosl il prodotto proposto ¢ un triangolo di cui un vertice ¢ A, e
il cui bivettore e eguale al bivettore dato.

PROBLEMA. Dato i triangolo ABC, e nel suo piano la linea
PQ, costrurre il punto R in guisa che ABC =PQR.
Si costruisea la linea RS =AB + BC -+ CA — PQ, la quale gia-
cera nel piano ABCPQ, e si avra AB+4 BC—+ CA =PQ -+ RS.
Preso sulla RS un punto ad arbitrio, p. e. R, si avra

(AB-+ BC 4+ CA)R =PQR,
ossia
ABC=PQR.

PROBLEMA. Costrurre la superficie mABGC, ove m € un

numero.
Fatto B’ —A—m (B—A), sarda AB'C=mA BC.
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29. PROBLEMA. Costrurre la somma di due superficie o — B.
Se i piani delle due superficie si incontrano, prendasi ad arbitrio

sulla loro intersezione la linea PQ; si costruiscano i punti M ed N
in modo che PQM =oa, PQN =8. Si avra

a+B=PQM—P)+PQ(N—P)
Fatto R —P =(M —P)-+ (N —P), si avra
a - B=PQR.

Si osservi che il bivettore di PQR, cioe (Q —P)(R —P) vale
(Q —P)(M — P)+(Q—P)(N —P), ossia & la somma dei bivettori

delle superficie date.
Se i piani delle due superficie sono paralleli, prendansi nel primo

piano due punti A e B, e nel fsecondo due A" e B’ tali che
B' — A'—B—A; costruiscasi il punto C tale che ABC=a, e
nel secondo il punto C’ tale che A’B'C'=8, e inoltre in modo
che le rette AC e A'C' siano parallele. Supposto che non sia
(C—A)+(C'— A")=0, si costruisca la JRS=AC-H+A'C, e il
punto T—=R -+ (B — A). Si avra

0+ B=ABC+A'BC=AB—A)CH+A B —A)C=
— (AC+A'C)(B— A)=—RS (T — R)=RTS.

Si & supposto in questa costruzione che non fosse
(C — &) (€ — A?)==0.
Se questa condizione fosse soddisfatta, sarebbe pure
(B—A)(C— A)+ (B —A) (€ —A)=0,

cioé la somma dei bivettori delle superficie date sarebbe nulla. In
questo caso o B ¢ la somma di due superficie aventi i bivettori
eguali e di segno contrario, e si ha

a4+ B=A(B—A)(Cl—A)+A (B —A)(C —A)=
(A— A") (B — A)(C — A),
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ossia la somma delle due superficie aventi i vettori eguali, ma di
segno contrario, ¢ il prodotto di tre vettori.

DEF. Diremo trivettore # prodotio di tre vetlori.
Allora dalla risoluzione dell’ultimo problema risulta il seguente:

TEOREMA. La somma di piu superficie triangolari, se la somma
dei bivetlori di queste superficie non é nulla, é riduttibile ad una
superficie triangolare sola. Se invece la somma dei bivetlori di
quelle superficie é nulla, la somma proposta e riduttibile ad un
trivetilore.

80. Come gia si e visto, un trivettore € eguale alla somma di
due superficie triangolari aventi 1 bivettori eguali e di segno con-
trario. Ad un trivettore si pud¢ ancora dare un’altra forma no-
tevole.

Sia il trivettore IJK. Preso ad arbitro A, e fatto B— A =1,
C—A=J, D—A=K, si ricava

IJK= (B—A)(C—A)(D—A)=BCD —ACD-+ABD — ABC =
BCD -+ DCA -+ ACB-+ABD

e cosl resta ridotta alla somma delle faceie d'un tetraedro, in modo
che ogni lato risulti percorso due volte in sensi opposti.
L’identita

P(BCD—ACD+ ABD—ABC)=ABCD

dice che il prodotto d’un punto per un trivettore da un volume
indipendente dalla posizione del punto. Quindi due trivettori sono
eguali, se messi sotto la forma di somma delle faccie di due tetraedri,
questi tetraedri sono eguali.

Peaxo, Calcolo Geometrico. 5
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Applicazioni.

81. 1. Siano ABC, A’B'C', A"B"C", ..... dei triangoli dati in grandezza e
posizione nello spazio. Se la somma dei bivettori di questi triangoli non & nulla,
costrutto il triangolo PQR=ABC 4 A'B’'C’+..., allora, qualunque sia il punto
X dello spazio, la somma dei tetraedri aventi il vertice in X e per basi i trian-
goli dati é eguale al tetraedro avente lo stesso vertice e per base il triangolo
PQR. Se invece la somma dei bivettori dei triangoli é nulla, la somma dei
tetraedri XABC 4+ XA'B'C!4+XA"B"C”+,.... ha un valore indipendente
dalla posizione del punto X.

2. Diremo che un sistema di triangoli dati nello spazio in posizione e senso
formano una superficie poliedrica chiusa, se ogni linea che & lato d'un trian-
golo, presa in senso opposto, & pure lato d'un altro triangolo. La somma dei bia
vettori di questi triangoli é nulla, quindi la somma dei tetraedri aventi per
vertice un punto X e per basi le faccie del poliedro, ha un valore indipendente
da X. A questa somma costante si suol dare il nome di wolume Umitato da
quella superficie poliedrica.

3. Un sistema di triangoli dati nello spazio in posizione e senso, tali che
1 lati di questi triangoli, alcuni eccettuati, vengano percorsi in due sensi op-
posti, e che quelli che sono percorsi una volta sola si possano ordinare in modo
da essere i lati consecutivi d'una linea poligonale chiusa 1, dicesi formare una
superficie poliedrica aperta, avente per contorno la poligonale 1.

Supposto che il bivettore 1, che & il bivettore del sistema di triangoli dato,
non sia nullo, costrutto il triangolo PQR, somma delle faccie del poliedro,
allora, qualunque sia il punto X, il volume del solido poliedrico di vertice X
e di base la superficie poliedrica data, é eguale al volume XPQR. Questo vo-
lume risulterd nullo se il punto X giace nel piano PQR; avra un valore
costante se il punto X si sposta in un piano parallelo a PQR.

4. Se a e B sono due superficie triangolari, eguali in grandezza, incontran-
tisi, a + B e a — B rappresentano i due piani bissettori del diedro ap, 1l primo
é interno, il secondo esterno.

Si consideri il triedro di vertice O e di spigoli O A, OB, OC; sui piani delle
faccie prendansi tre superficie a, B, y eguali in grandezza, e che abbiano i
sensi di BOG, COA, AOB, allora a 48, 8 47, Y+a,ea—B, g—y, y—o
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sono i piani bissettori degli angoli del triedro, i tre primi i bissettori esterni,
gli altri interni. Le identita

o+ B+y=@@+B+yY=0+T+o=F+a)+8B

dicono che le tre rette d’'intersezione dei piani bissettori esterni colle faccie
-opposte giacciono tutte nel piano o 4 B + Y.

Analogamente i piani a 4+ B —y, a-—B 4+ ¥, — a 4+ B + ¥ contengono ciascuno
tre intersezioni dei piani bissettori del triedro colle faccie opposte.

L'identita

@—B+E@—1N+G—a)=0

dice che i tre piani bissettori interni passano per una stessa retta. Le identith
che si ricavano da questa cambiando il segno di una delle superficie a, B, ¥,
dicono che due piani bissettori esterni e l'altro interno passano pure per una
medesima retta.

5. Sia ABGD un tetraedro, e siano a, B, v, 0 quattro superficie eguali in
grandezza, giacenti sulle faccie del tetraedro, ed aventi i sensi di BCD,
—ACD, ABD, — ABC.

Il tetraedro ha sei diedri, e 12 piani bissettori che si possono rappresentare
con o 4+B, a+y, a+d B4y, BE+d y-+bd Ciascheduno di questi piani
incontra lo spigolo opposto in un punto, e si hanno cosi 12 punti P. Si di-
mostra con ragionamento analogo ai precedenti che esistono 16 rette p, cia-
scheduna delle quali contiene tre punti P, e 8 piani m, ciascheduno dei quali
contiene 4 rette p e sei punti P. Le 4 rette p giacenti in un piano m sono 1i
lati d'un quadrilatero completo di cui 1 6 punti P sono i vertici.




CAPITOLO V.

Formazioni su d’una retta.

82. In questo capitolo considereremo solamente dei punti che
stanno su d’'una retta fissa, e le formazioni che con questi punti
si possono fare; avremo a considerare solo formazioni di prima e
seconda specie, poiché quelle di specie superiore sono tutte nulle.

Fisseremo ad arbitrio una linea u, cui daremo il nome di /inea
wunita ; indicheremo con U il vettore della linea u, e lo chiameremo
vettore unita. Percio, essendo O un punto arbitrario, fra le due
unitd U ed u passa la relazione OU =u.

Se A & una formazione di prima specie A = 7,A, - m,A, + ...
+m,A,, in cui m,..m, sono numeri, A,..A, punti, sara
AU=mA,U+..+m,A,U;epoiche A, U=A,U=..—=A,U=nu,
sara AU= (m,+ ... +m,) u, od ancora:

——=my + m, + ... +m,,
= AU ; T .
vale a dire —rappresenta la somma dei -eoefficienti dei punti che

costituiscono A, ossia la massa del sistema A. L’equazione AU =0
significa che la formazione A é riduttibile ad un vettore. Se AU

non ¢ nullo, 'espressione E%"A rappresenta il punto semplice, al
quale, moltiplicato per la massa di A, & riduttibile il sistema A.

. . . a ¢ .
Se a e una linea, la espressione — U rappresenta il vettore di a.
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83. Per semplificare le secritture, quando sia ben fissata la linea
unita u, invece di % seriveremo semplicemente a; sicche AU rap-
presenta la massa del sistema A; a A rappresenta la formazione A

moltiplicata pel rapporto —3; aU rappresenta il vettore di a; ab

-

rappresenta il prodotto dei due numeri % e -~
TEOREMA. Essendo ABC lre formazioni di prima Specie (gia-
centi swlla rella fissa), si ha Uidentita

() AB.C+BC.A +CA.B=0.

Infatti, siano dapprima A, B, C dei punti non tutti coincidenti; e
siano p. e. A e B distinti; allora si potranno determinare i numeri
2 ed y in guisa che risulti C =« A + yB. Si moltiplichi quest’e-
quazione per B e per A; sideduce CB—=«xAB, AC=yAB; onde

%%’ y:%—g—; sostituendo nella formula precedente ad « ed y
1 loro valori, fatti sparire i denominatori, si ha la (1). Se poi i
punti ABC coincidono, i tre termini della (1) sono nulli, e questa
eguaglianza é ancora soddisfatta; quindi la (1) & dimostrata, essendo
ABC punti.

Se A, B, C sono formazioni qualunque: A = m, A, + ... + 7 As,
B=n,B,+..+ 7By, C=p,C, + .. +pC;, ove Ay, Bs, Gt sono
punti, saranno soddisfatte tutte le eguaglianze della forma

A7

A.rBs i Ct + BsCt . Ar + GtArBs —_— O.

Si moltiplichi questa identitd per m.,nsp:, e si sommino tutte le
identitd che si ricavano da questa attribuendo ad 7,s,¢ i1 valori
compresi fra 1 e », 1 e k, 1 e I; si otterrad la formola (1).

La formula (1) si pu0 pure scrivere:

(2) AB.C=AC.B— BC.A.
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Moltiplicandola per una formazione qualunque D di prima specie,
si deduce

3 AB.CD=AC.BD — BC.AD

che si pud pure scrivere:

AC AD)
AB.CD=— ‘
4) fBC BD

Se nella (1) si supporigono A BC punti (semplici), e la si moltiplica
pel vettore U (punto allinfinito), si deduce

(5) AB--BC-CA=0.

Se nella (2) si fa C=71, si deduce

AB.U=AU.B—BU.A,

la quale da il vettore della linea A B espresso in funzione dei due
fattori A e B, e delle loro masse.

384. Siano A, e A, due formazioni di prima specie, il cui prodotto
non sia nullo; allora essendo A una nuova formazione di prima
specie, si possono sempre determinare i numeri x, e &, in guisa
che si abbia:

(1) A= Ay Ty A,

Invero, l'identita A,A,.A—=AA,.A,+ A A.A,, si trasforma nella
precedente ove si faccia:

(2) &, =X,A, B == iA

Der. I numeri x, e x,, che soddisfano alla (1) diconsi le
coordinate della formazione A 7rispetio alle formazioni di riferi-
mento A, e A,.
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Si hanno le seguenti proposizioni, in cui A, B... rappresentano
formazioni di prima specie, € £ un numero:

(A=A, + XyAy) < (RA=EKX,A, + Ry A,),

(A =@, A, + X3A,) 0 (B=1y, A, + YaA,) <
[A + B=(x,+v,) A, -+ (23 4+ ¥a) Az]a

(A=x A +Z,A,) 0 (B=y,A+¥,4A,) < [AB: (X4 Yy— 3 Y,) A‘lAS]
A=z, A, } 2,A) < (AU=a2,A, U4 2,A, 1),

le quali formule danno le coordinate di KA, di A + B, la linea AB,
e la massa di A in funzione delle coordinate di A e B (e della
linea A A, formata cogli elementi di riferimento, e delle masse degli
elementi di riferimento).

85. Fra gli infiniti sistemi di coordinate, corrispondenti alle varie
scelte degli elementi di riferimento, merita menzione speciale quello
in cui si prendono per elementi di riferimento un punto O ed il
vettore unith U. Allora ogni formazione A di prima specie ¢ ridut-
tibile alla forma A = 0 4+ 2 U; si avrd AU=7mu, ossia m & la
massa di A. Ogni punto & riduttibile alla forma O+ 2U; il nu-
mero x dicesi la coordinate cartesiana del punito. Ogni vettore &
riduttibile alla forma «U; il numero « dicesi la coordinata del
vettore.

Applicazioni.

86. 1. Date le coordinate @, e @, della formazione A rispetto alle forma-
zioni di riferimento A, e A,, trovare le coordinate di A rispetto ad altre due
formazioni di riferimento B; e B,.

Si avrh A =, A, + @, A,; affinché il problema si possa risolvere, occorre
conoscere le relazioni che passano fra A,, A, e B,, B,; supponiamo date le
coordinate di A, e A, rispetto a B, e B,, e sia A, =my; B, + my;B,,
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Ag ==y By 4 my, B,. Sostituendo questi valori di A, e A, nell’espressione di A,

81 ricava:

A = (my, @ + mg ) By 4 (Mm@, + myy2,5) B,

che di de coordinate di A rispetto agli elementi di riferimento B, e B,.

2. Siano ABCD quattro elementi di prima specie sulla retta; il numero
AC  AD
BC " BD
una funzione delle quattro formazioni ABCD, che non si altera se si moltiplica
una qualunque di queste formazioni per un numero; quindi quel doppio rap-
porto dipende solo dalle posizioni dei quattro elementi.

Se ABC sono punti, e D un vettore (punto all'infinito) sarha AD=BD;

quindi (ABCD)=2¢ .

3. Quattro elementi ABCD diconsi armonici, se il loro doppio rapporto
vale —1, ossia se AC.BD 4+ BG.AD=0. Dati-tre elementi ABC, il quarto
armonico D deve soddisfare all'equazione (AC.B 4 BC.A)D=0; bastera
percid fare D =AC.B 4 BGC.A; ogni altro valore di D che soddisfi all'equa-
zione proposta si ottiene moltiplicando il precedente per un numero. Se A e B
sono punti semplici, e G é un vettore U, sarha AC=BC =1, percio D=A 4+ B
sara il quarto armonico dopo i punti A e B e il vettore U.

si dice il loro doppio rapporto, e si indica con (ABCD). Esso é




CAPITOLO VI.

Formazioni nel piano.

Vettori.

87. In questo capitolo ci occuperemo dei sistemi di punti giacenti
in un piano fisso, e delle formazioni che con essi si possono fare.
Queste formazioni possono essere della 1* o 2* o 3* specie, poiché
quelle di 4* specie sono nulle.

Fisseremo ad arbitrio una superficie w, cui daremo il nome di
superficie unita. Indicheremo con u il bivettore di questa super-
ficie, e lo diremo bivettore unita. Quindi, se O & un punto (semplice)
qualunque del piano, fra le due unitd u ed w passa la relazione

O 0 = w,

Se A & una formazione di prima specie A =m,A, + ... +-m,A,,
in cui A, .. A, sono punti, sard wA = (m, 4+ ... +m,) w, ossia

uA
— =M + . +M,,

oy

vale a dire u_f_ rappresenta la massa della formazione di prima
specie A. L’equazione uA =0 dice che A & un vettore (punto al-

I'infinito). Se uA non & nullo, E% A rappresenta il punto semplice

. . v . a . .
coincidente con A. Se a e una superficie, 5 rappresenta il bivet-

tore della superficie.
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88. Comincieremo ad occuparci dei vettori e bivettori giacenti
nel piano. Per semplicitd di scrittura, essendo i un bivettore qua-

lunque, invece di 1} leggeremo semplicemente 1.
E stato dimostrato che se i vettori I e J non coincidono, ogni
altro vettore K (del piano) si pud mettere sotto la forma

(1) K =uxI+ylJ.

I numeri « ed y diconsi le coordinale del vetliore K rispetio ai
vettori di riferimento 1 e J. Moltiplicando I'equazione precedente
per J e per I si ricava, dopo aver diviso per IJ:

KJ 1K
(2) "1’—-——1"75 y-——ﬁ,

le quali formole esprimono le coordinate di K come rapporti di

bivettori.
Se nella (1) al posto di « ed y si sostituiscono i loro valori dati

dalla (2), si ricava, fatti sparire i denominatori:
(3) 1)K =1K.J==JK.1

relazione fra tre vettori qualunque del piano.
Se si moltiplica la (3) per un vettore L, si ha lidentitd fra

quattro vettori del piano:
(4) 1J.KL=IK.JL — JK.IL,
che si pud pure mettere sotto la forma:
IK IL
(5) IJ,.KL:’JK JL"
Eseguendo il prodotto di sinistra si ha
(6) (I 4yJ) (@' 1+ y'J) = (2y’ — 2'y) 1J,

la quale formula esprime il bivettore prodotto di due vettori in
funzione delle coordinate di questi vettori.
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89. Finora non & stata definita la superficie unitd, e quindi il
bivettore unitd. Noi converremo di prendere per bivettore unita il
bivettore prodotto di due vettori I e J le cui lunghezze siano eguali
all’unitd di lunghezza, e ortogonali fra loro. (Inoltre, nelle figure, si
potrﬁ' supporre, p. e., che una retta, la quale descrive I'angolo retto
IJ da I verso J, sia vista da un punto che sta avanti al foglio a
muoversi nel senso delle lancette d'un orologio, vale a dire in modo
che se O & un punto del piano della figura, e P un punto che sta
avanti al foglio, il volume POIJ risulti destrorso). In conseguenza
la superficie unita risulta OIJ. Sesifa A=0-41I, B=0-J, sara
OI1J =O0AB, ossia la superficie unita ¢ un triangolo avente per base
e per altezza l'unithd di lunghezza, cioé la metd del quadrato di
lato I'unitd di lunghezza.

40. DEF. Essendo U wun vettore qualunque del piano, con LU in-
tenderemo il vettore eguale in grandezza ad U, la cwi direzione Sia
normale a quella di U, ed il cui senso Sia tale che il bivetlore
U LU sia positivo (cioé dello stesso senso del bivetlore unila).

Diremo anche che il LU si ottiene facendo rotare U d’ un
angolo retto positivo. Invece di L(xU), x(1U), (LU)+V, ULYV)
scriveremo semplicemente 12U, #1U, LUV, ULV. Il segno 1
si potra leggere perpendicolare.

Sono evidenti le formule seguenti:

(1) (U=TU)=(@LU=10U").
(2) 11 U=—"T.

(3) " 1aU=wx1T.

(4) 1(U4V)=1U+41V.
(5) (LU) (LV)=TUV.

Le formule (3) e (4) esprimono la proprietd distributiva dell’ope-
razione 1; da esse si deduce

(4) Wl +yl)=ai1l-+yLl
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Sostituendo nella (5) 1LV al posto di V si deduce (LU) (— V)=TUL1YV,

ossia invertendo l'ordine dei fattori del primo membro, col che esso
cambia segno, si ha:

(6) ViU=U.1V.

Quindi I'espressione U1V rappresenta un numero (cioe il rapporto
del bivettore prodotto di U e di 1LV, al bivettore unitd) il quale &
funzione distributiva dei due fattori, e commutativa.

Sia U un vettore qualunque, g U la sua grandezza, fatto 35’%: K,

sarda K un vettore in grandezza eguale all’unita.

Si deduce U= (grU)K, LU= (grU)1K, U1LU=(9rU)*K1LK;
ora poiche il bivettore K 1K & il bivettore unita, che si & convenuto
di sopprimere, si ha:

(7) ULU = (grU)=

La condizione d’ortogonalitd dei vettori U e V & ULV =0.
41. Essendo U e V due vettori nel piano, porremo per definizione:

UV

(9rU) (g7V)’ (2) cos (U, V) =sen (U, L V).

(1) sen (U, V)=

Si deduce che se U e V sono vettori la cui grandezza sia I'unit,
il loro seno & eguale al bivettore UV. Si ricava immediatamente

(3) UV = (grU) (grV)sen (U, V).

(4) sen(U,U)=0, sen(U,1U)=1, sen (U, —1U)=—1.

(5) sen(U,V) = —sen(V,U)= —sen(— U,V)=—sen(U, — V) =
sen(— U, —— V) =sen(1U, LV).

(6) cos(U, V) = g g)l(;;- V)

(7) ULV = (grU) (grV) cos(U, V).

8)  cos(U, U)=d, cos(U, — U) = — 1, cos(U,LU) =0.
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(9) cos(U, V) =cos(V, U) = — cos(— U, V) = — cos (U, -- V) =
cos(— U, — V) =cos(LT, 1L V).
L’identitd (N. 38 (B)).

(SR EL [BA'A
UV.U’V’:l ’:

VU’ \'A'4

ove si dividano ambi i membri per grU.grV.grU .gr V' (ovvero si
supponga la grandezza di questi vettori eguale all’'unita di misura),
diventa

(10) sen (U, V)sen (U, V')—=sen (U,U’) sen(V,V')—sen (U, V')sen (V, T’).
Se al posto di U' e V' si legge 1 U e 1V, si deduce:
(11) sen (U, V) sen (U, V')=cos(U, U’) cos(V, V') —cos (U, V') cos (V,T').

E cosi si potrebbero dedurre molte altre formule. Ci limiteremo
alle seguenti:
Fatto U'=1U, VV=1Y, si ha:

(12) sen*(U,V) =1 — cos®* (U, V).
Fatto U=W, V'=1W, si ha:

(13) sen(U,V)=sen(U,W) cos(V, W) — cos(U, W) sen (V,W).
Ponendo in questa LV al posto di V, si deduce:

(14) cos(U,V)=sen (U,W)sen(V,W) + cos(V,W) cos(V,W).

Le formule (13) e (14) esprimono il seno ed il coseno dell’angolo
di due vettori in funzione dei seni e dei coseni degli angoli che
questi vettori fanno con un terzo vettore W; esse sono le formule
per I'addizione degli angoli.

Ricorderemo ancora dalla trigonometria le seguenti formule, che
assumeremo come definizione:

__sen (0, V)
— cos(U, V)’

cos(U, V)

(15) tang (U, V) (V)"

cot (U,V)=
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Si avra:

UV ULV

(16) tang (U, V) = TV’ cot (U, V)= v

42. Se per vettori di riferimento d’un sistema di coordinate si
prendono un vettore I eguale in grandezza all’unitd di misura, ed
il vettore J=L11I, allora IJ sard il bivettore unita, e si avra

jle=d; 3J=-=1, J=l1l=d1iJ=1, l1d=1. -

Applicando le formule precedenti si deduce:

(1) 1L(rxl4+yd)=—yl+ xJ.
(2) (@I yJd) (@' 1+ y'J) =xy' — x'y.
(3) (xl4+yd) L@ 149 )) =2 +yy'.

Supponendo in quest’ultima il secondo fattore eguale al primo,
si ha

(4) (@l+yJ) L (214 yJ) =2+ y*

Da questa si deduce (N. 40, (7))

(5) gr (l+yJ)=Va*+ ¢y~

Le (2) e (3) si possono pure leggere
(6) gr(zId+yJ).gr (' 14y J).sen (xl+yJ, ' I+y' ) =2xy' —x'y.
(7) gr(xl4yd).gr(x'1+y'J).cos(xl+4yd, ' 1+ J) =z 2'+yy'.

Queste ultime formule permettono di esprimere il seno e il coseno
dell'angolo di due vettori in funzione delle coordinate dei vettori
dati.
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Intersezioni nel piano.

43. Ritorniamo ora a considerare le formazioni in generale gia-
centi nello stesso piano. Essendo o una superficie, ed w la superficie

unitd converremo di scrivere a al posto del rapporto '%. Allora,
essendo u il -bivettore unita, sarda uA la massa della formazione A ;

uA =0 é la condizione affinché la A sia un vettore; ﬁ—AK rappre-

senta il punto semplice coincidente con A; ua il bivettore della
superficie o.

TEOREMA. Fra quattro formazioni di prima specie ABCD del
piano passa la relazione

(1) BCD.A— ACD.B-+ABD.C—ABC.D=0.

Infatti, se ABCD sono punti, e ABC non & nullo, si possono de-

terminare i numeri & y z§in modo che risulti D=a« A + yB -+ 2C.

DBC,

Moltiplicando per BC si deduce DBC=«ABC, onde & = ABC’

; \ D : . .
analogamente si ha y —= —i—g—g-, Fe= gﬁ. Sostituendo questi valori

di « y z nell’espressione di D, e fatto sparire il denominatore, si ha
la formula a dimostrarsi. Essa e stata dimostrata se ABC non sono
in linea retta; ma siccome essa ¢ simmetrica nei quattro punti,
essa sard dimostrata se i quattro punti non sono tutti in linea retta.
Se poi questo avvenisse, tutti i termini si annullano, e la (1) &
ancora verificata. Cosi dimostrata la (1) se ABCD sono punti, la
si dimostra quando ABCD rappresentano formazioni qualunque,
con ragionamento analogo a quello fatto al N. 33.
La formula (1) si pud pure scrivere:

(2) ABC.D=BCD.A+CAD.B-+ABD.C.
(3) ACD.B—BCD.A=ABD.C— ABG.D.
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Se si moltiplica la (2) per una formazione di seconda specie p,
si ayra l'identitd fra quattro formazioni di 1* specie, ed una di
seconda:

(4) ABC.Dp=BCD.Ap-+CAD.Bp+ ABD.Cp.

E siccome, dati ABC e p, essa vale qualunque sia D, si deduce
la relazione fra tre formazioni di prima specie ed una di seconda:

(5) ABC.p—=Ap.BC+Bp.CA-+Cp.AB.

Se nella (4) si suppongono ABCD punti, e si fa p=u, sara
Ap=Bp=Cp=Dp=1, onde si ricava:

(6) ABC=BCD-+CAD-+ ABD.
44. DEF. Alla scrittura AB.CD altribuiremo @ significato

(1) AB.CD=ACD.B=—BCD.A.

Percid la scrittura AB.CD rappresenta una formazione di prima
specie, che & collineare con AB, perché (ACD.B—BCD.A) AB=0,
ed & collineare con CD, perché¢ (ACD.B—BCD.A)CD=
ACD.BCD — BCD.ACD=0. Ad essa daremo il nome di ¢nferse-
ziome, o prodotto regressivo di AB e CD. Se AB si rappresenta
con a, CD con b, invece di AB.CD scriveremo anche a.CD,

AB.b, a.p, ab,
L’identita ACD.B—BCD.A=ABD.C—ABC.D dice che

(2) AB.CD=—=ABD.C—ABC.D.
Se nella (1) al posto di CD si legge p, si avra
(3) AB.p=Ap.B—Bp.A

Se nella (2) al posto di AB si legge p, e al posto di C e D si
legge A e B si deduce

(4) p.AB=pB.A—pA.B.
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Dal paragone della (3) colla (4) si deduce:

(5) Pq = — (qPp-.

La formola (1) dice che AB.CD & funzione della linea CD,
ossia, se CD=C'D’, sardh AB.CD =AB.C'D’; la formula (2) dice
che AB.CD é funzione della linea AB, ossia se AB—A'B', sara
AB.CD=A'B'.CD. Di qui si deduce:

(6) (a=2a')n (b=D") < (ab=a'V’).

Si ha dalla (8) AB.(q+q)=A(@+q).B—B(q+q).A=
(Aq+Aq').B—(Bq+Bq)A=(Aq.B—Bq.A)+(Aq.B—Bq .A)=
AB.q+ AB.q', ossia, al posto di AB leggendo p,

(7) p(@+q)=pa+pq.

Si dimostra analogamente

(8) (p+p)a=pqg+7p'q
(9) (Rp)q=p(kq) =E (pq).

Se nella (1) si suppone che dei quattro punti ABCD due coinci-
dano, si trovano come casi particolari:

(100 AB.AC=ABC.A, AB.BC=ABC.B, AC.BC=ABC.C.

Pertanto la scrittura pq rappresenta una formazione di prima
specie che giace su p e su q, che & funzione distributiva rispetto
ad amendue i fattori, e che vien moltiplicata per — 1 ove si
scambi l'ordine dei fattori. Esamineremo il suo significato in aleuni
casi particolari.

Se p e q sono due linee, le cui rette si incontrino in un punto O,
si determinino i punti P e Q in guisa che sia p=0P, q=0Q.
Allora dalla (6) si ha pq=0P.0Q=0PQ.0, ossia pq rappre-
senta il punto d’incontro delle due rette p e q, cui sia affisso il
numero che misura la superficie OPQ, cioe il prodotto delle gran-
dezze delle due linee pel seno dell’angolo compreso. Se le linee p e q

Peano, Calcolo Geometrico. 6
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sono in grandezza eguali all’'unithd di misura, il prodotto pq rap-
presenta il loro punto d’incontro cui sia affisso il seno dell’angolo
che esse fanno; se le linee pq sono in grandezza eguali all'unita
di misura ed ortogonali fra loro, il prodotto pq rappresenta il loro
punto d'incontro col coefficiente + 1.

La formazione di prima specie pq ¢ un vettore se p e q Sono
due linee parallele, o se dei due fattori uno ¢ un bivettore. Merita
menzione speciale il caso in cui uno dei fattori ¢ il bivettore

unitd u.
Se p—=AB, ove A e B sono punti semplici, sard pu—AB.u=

Au.B — Bu.A—=B —A, che & il vettore della linea p; onde:

pu=— up = vettore della linea p.

I1 prodotto regressivo pq & nullo quando & nullo I'uno dei fattori,
ovvero quando p e ¢ sono linee giacenti sulla stessa retta, o quando

sono due bivettori.

45. La scrittura ab.P rappresenta la 'formazione di seconda
specie che dall’intersezione ab proietta P.
Si ha la identita

(1) ab.P—aP.b—DbP.a.

Invero, se b—MN, sard ab—a. MN—aN.M—aM.N; onde

ab.P—=aN.MP—aM.NP.

Ora dall’ identith MNP.a—Ma.NP+Na.PM+ Pa.MN si
ricava aN.MP —aM.NP—=aP.MN —MNP.a, ossia ab.P =
aP.b—bP.a, che & la formula a dimostrarsi.

La (1) moltiplicata per Q da

(2) ab.PQ—=aP.bQ—DbP.aqQ.
Si ha l'identita

(3) b .CcoR . Be

e il valore comune di questi due membri si indichera semplice-
mente con abc.
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Infatti, se c=PQ, sard ab.c—=ab.PQ=2aP.bQ —DbP.aQ;si
avra poi bc=b.PQ=bQ.P—DbP.Q, onde a.bc=D>bQ.aP —

bP.aQ=ab.c.
L’equazione abc—=—0 dice che l'’elemento ab giace sulla c, ossia

che le tre formazioni abc hanno un elemento di prima specie

comune.
La espressione uab rappresenta la massa della formazione ab,

cioé uab—gra.grb.sen(a,b).
L’equazione uab=—0 dice che le rette a e b sono parallele.

Se uab non é nullo, u—aé% rappresenta il punto semplice interse-

zione delle rette a e b.

46. TEOREMA. Essendo A, A, A, tre formazioni di prima specie,
gitacenti nel piano, e il cui prodotto non sia nullo, allora, essendo A
una formazione qualunque di prima specie, ed a una di seconda,
St possono sempre determinare i numeri &, T, Ly, €4 t numer:
U, Uy Uy N guisa che St abbia :

(1) A=, A, + x,A, + 2, A,,
(2) a=—u, A A, + U, A A, + u,A A,
Infatti, le identita
AAA, A=AAA, A FAAA A, A AA A,
e AA,A;,a—Aa. A A, Aa . AA +Aa. A,

divise per A,A,A,, che non € nullo, danno luogo alle formule
(1) e (2) ove si faccia:

_ AAA, _AJAA, A AA
) %= EAA BTREA DT RLA
Aja A,a Aza

(4) uizm, Uy
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DEF. Ai numeri x, &y Ty € U, Uy U, Che soddisfano alle equa-
zioni (1) e (2) daremo il nome di coordinate di A e di a, rispetio

agli elementi di riferimento A, Ay Ay
Per semplificare le scritture porremo

(5) a, —A,A;, a,=AzA,, B, =2 AL g
(6) | 0= A, AA,

Allora si avra

(7) Aa, —A,a,—A;a,—6
(8) a,a,=— 0A,, 2,8, =0A,, a,a,=0A,.
3,8,8, ==0"

Si ricavano, eseguendo le operazioni indicate nei primi membri
colle regole spiegate, le seguenti formule:

(9) (@, A, + XA, + @, Ay) + (U, A, —+ Yo Ay 1+ YsAg) =
(2, +y,) A+ (2 Va) Ag + (25 + Y3) Ag,

(10) kR(x,A,+ ... =RX, A+ ..
(11) (4,8, + o) + (0,8, + o) = (¥, +0)) & -+ ..
(12) kR (u,a, + ...) = Ru,a, 4 ..
X, By X
(18) (4 A, + T Ay 1+ X3 Ay) (U Ay T VoA 1 YsAg) = | Uy Yy Vs
& d; ag
(14) (@ A, + Xo Ay + XgAg) (W, 1 Uy 3y + U325) =
(2, Uy Ly Uy —+ T3Us) O.
Uy Uy Usg |

(15) (4,8, + U8, + Uy8y) (0,8, + Vo8, + Vgg) = | Uy Uy Vs 0.
Ap Ay Ay



(16) (2, A, + @, A, 2, A,) (¥, A, +yeAQ+U3A3)(31A1+32A2+Z3A3)
| Xy Xy Tg
= \Y, Yy Y, 0.
By Ry 23

(17) (u,8, 4 Uy8, + U,84) (V,2; 1 V58, + V323) (W, 8, T, 2, W, a,)
| Uy Ug Uy
=, o, 03!92.
iwi W, w31

Le formule precedenti esprimono in funzione delle coordinate
delle formazioni date le coordinate d’ogni formazione che si ottenga
dalle medesime colle operazioni: somma di due formazioni della
stessa specie, prodotto d'una formazione per un numero, prodotto
progressivo o regressivo di due formazioni.

Delle formule

(18) (B Ay + XAy + T A 0 =2, A, 0 + T, A, U LA, 0,
(19) (%,8, + %8, + %,8;) U=—1%,a,U | %,3,U + U3,

la prima esprime la massa d'una formazione di prima specie in
funzione delle sue coordinate, e delle masse delle formazioni di ri-
ferimento; la seconda il vettore d'una formazione di 2* specie in
funzione delle sue coordinate, e dei vettori delle formazioni di ri-
ferimento. Sopra i vettori cosi ottenuti si pud operare col segno 1;
in tal modo si possono esprimere in funzione delle coordinate di
elementi dati, e di elementi che dipendono puramente dagli ele-
menti di riferimento tutte le funzioni che si ottengbno colle ope-
razioni geometriche introdotte; come caso particolare la grandezza
d’una linea, il seno e coseno dell’angolo di due linee, e cosl via.
Queste formule in generale sono alquanto complicate. Noi ne
svilupperemo alcune nel sistema di coordinate che segue.

47. Prendansi per elementi di riferimento un vettore I eguale in
grandezza all’'unitd di misura, il vettore J— LI, ed un punto sem-
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plice O. Allora il bivettore IJ & il bivettore unitd u, e fra I ed J
passano le relazioni del N. 42. La superficie IJO=uO ¢ la super-

ficie unita w.
Ogni formazione di prima specie A & riduttibile alla forma

(1) ' A=m0O+xI+4yl.

Moltiplicandola per u si ha Au=—m, ossia 7 ¢ la massa del
sisterna. Quindi ogni punto semplice si pud mettere sotto la forma:

(2) A=0+4 xI+ yJ.

I numeri « ed y diconsi le coordinate cartesione del punto A.
Ogni vettore resta espresso, come gia si & visto al N. 42, da

(3) V=2oxl+yl.
L’identita
4) O+2l+yl)—O+XTI+yN=(@—2)1+{H—y)J

d4 le coordinate di un vettore in funzione delle coordinate dei suoi
estremi. Applicando la formula (5) del N. 42, si deduce:

5) gr|(0+al+yl) — O+ 2T+y D=V (@—2)+ @y —V)

la quale di la distanza di due punti in funzione delle loro coor-

dinate.
Ogni formazione di seconda specie a & riduttibile alla forma:

(6) a—pJO -+ qOI+7ru.

La somma dei primi due termini & una linea passante per l'o-

rigine, 1'ultimo & un bivettore.
Moltiplicandoperu=1J, ed osservando che JO.u=—1J, e OL.u=l,

si deduce:

(7) au—gql- pJ
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la quale formula d& il vettore d'una linea in funzione delle sue
coordinate. Poiché gra—gr (au), si deduce dalle formule del

N. 42 e dalle precedenti

(8) gr (pJO + qOI+ru) =V p*+ @*
Si ha
(9) (0+x1+yJ) (pJO+qOIl+47ru)=pox+qyY +7

la quale esprime 'area d’un triangolo conoscendone le coordinate
del vertice e della base. La condizione affinche il punto A di coor-
dinate «, ¥ stia sulla retta a di coordinate p, g, », che in generale
& espressa da Aa =20, introducendo le coordinate dei due elementi

diventa

(10) px+py +7r=0.

I1 numero }% misura la distanza del punto A dalla retta a,

presa col segno + o — secondoché il triangolo Aa & positivo o
negativo. Introducendo le coordinate di A ed a, si ha:

(14) Aa:px+qy+r.
gra  Vp+4

Sviluppando il prodotto regressivo di due linee si ha:

(12) (pJO -+ qOI+7ru) (p'JO+ ¢'OI+7'u) =
(pq —p'q) 0+ (g7 —q'r) I+ (rp" —r'p)Jd

espresso mediante le coordinate delle due linee. Se pg' —p'q &
nullo, l'intersezione delle due linee ¢ un vettore, ed esse sono pa-
rallele; se esso non ¢ nullo, dividendo la formazione ottenuta per
pq' — p'q si hanno le coordinate cartesiane del punto d’ incontro
delle due linee.
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Applicazioni.

48 1. Essendo 1JKL quattro vettor: del piano, il numero 31;{ ; 'IIIE dicesi

il doppio rapporto dei quattro vettori; esso non si altera se si moltiplicano 1
vettori dati per numeri arbitrarii; quindi dipende solo dalle direzioni dei quattro
vettorl. Quattro vettori diconsi armonici se 1l loro doppio rapporto vale —1,
ossia se IK.JL4+JK.IL=0. I vettori I, J, 1 4+yJ e @l—yJ sono ar-
monici, qualunque siano i numeri « ed y. Per quarto armonico dopo I, J, K
s1 pud prendere IK.J 4 JK.L |

2. L'espressione ULV rappresenta, come si & visto, il prodotto delle gran-
dezze dei due vettori U e V pel coseno dell” angolo compreso. Questo numero
é funzione simmetrica e distributiva dei due vettori; esso chiamasi anche p7o-
dotto interno dei due vettori. Convenendo di indicare in questi esercizi con U?
il numero U | U =(gr U)?, si hanno le seguenti identita:

(UVP=U24 V2420V
(U4+V)](U=—=V)=TU*— V2

Essendo A, B, G, D quattro punti del piano:
(A—B)L(C—D)+ (B—C)L(A— D)+ (C—A)L (B—D)=0.

3. Un'equazione contenente un punto variabile P esprime una condizione la
quale é soddisfatta in generale da un sistema di punti, costituenti un luogo
geometrico; quell’equazione dicesi l'equazione di questo luogo geometrico.

L’equazione (P —0) ] I=0, ove O é un punto fisso, 1 un vettore dato, e P
un punto variabile, & soddisfatta da tutti i punti P che stanno sulla retta pas-
sante per O e normale al vettore I; quindi é l'equazione di questa retta.

L'equazione (P —0) | I=*%, ove %2 é una costante, rappresenta una retta

normale ad I.
Un’ equazione della forma

mi(P“Al)lII +m2(P_A'2)-I-I2+"+mn(PnAn)lInmks

rappresenta una retta perpendicolare al vettore m, Iy +myly + ... 4+ myl, , sup-
posto che questo non sia nullo.
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4. L' equazione del cerchio di centro O e di raggio » si pud scrivere
gr(P—0)=r, ovvero (P —0)| (P—0)—7r2=0, od ancora, adottando la
convenzione dell’esercizio 2, (P—0)>—=72=0. La quantita (P — 0)? — 3,
essendo P un punto qualunque del piano, dicesi potenza del punto P rispetto
al cerchio di centro O e di raggio r; essa & positiva, o nulla, o negativa, se-
condoché il punto é fuori, o sopra, o dentro al cerchio.

Il luogo dei punti aventi la stessa potenza rispetto ai due cerchi di centri
O ed O' e di raggi » ed »' ha per equazione (P — 0)? —»?=(P — 0')? — /2,
ovvero (P—0)+P —=0)1(P—0)— P —0'))=7r*—17r"2, ossia

_(p — O“'Z'O | 1(0’-—0)-_—;—(7-’—1'”),

la quale rappresenta una retta perpendicolare ad O(’, e che dicesi 'asse radicale
dei due cerchi.

5. Ogni funzione f(P) del punto P, la quale sia una somma di termini delle
forme m(P—A)](P—B), m(P—A?2, m(P—A)|I, m(P —A)Il, m, dove
gli m sono coefficienti numerici qualunque, A, B, ... sono punti fissi, gli I sono
vettori fissi, € sempre riduttibile alla forma:

FP)=m @ —0)+n®—0)]1+p.

dove O ¢ un punto ad arbitrio. Invero basta ai vettori P — A sostituire la
differenza (P — O) — (A — O), e ordinare il risultato secondo P — O.

n P n?
%ll’ek;:%—_4m3 I?, la fun-

zione [ (P) si pud pure ridurre alla forma

Se m non é nullo, fatto O' =0 —

FP)=m [P —0)* + &).

L'equazione f(P)==0, se A& & negativo, rappresenta quindi un cerchio di
centro O' e di raggio Y —=%.

L’equazione (P — A) ] (P — B) =0 rappresenta il luogo dei punti P tali che
le rette PA e PB sono ortogonali. Quest'equazione si pud pure scrivere

2
(P— é—jzi—B—) -—-%(A—B)ﬂ:(), e quindi questo luogo €& un cerchio di

centro A;_ 4 e di raggio %gr(A-—B).

Essendo A, .. A, punti fissi, m, ... m, numeri dati, la cui somma non sia
nulla, e posto m, A, 4 ... + my A, = (m, + ... + m,) G, la funzione del punto P:

FP)=m,(P—A) + ... + m, (P—A,)?
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& riduttibile alla forma:
f®)=(my+ ..+ m,) (P=—=GP2 4+ m, (G—AR+..m,(G— A~

Quindi il luogo dei punti per cui é costante f(P), ossia per cui & costante
la somma dei quadrati delle distanze dai punti dati, moltiplicati pei numeri
my ... m,, € un cerchio di centro G.

I1 luogo dei punti per cui & costante il rapporto delle distanze da due punti
gr(®—4A)
gr (P —B)

— B2
Quindi € un cerchio di centro A—-—"i—_jh——-,B (supposto 1 — &2 z 0).

=k, ovvero (P—A)?*—%*(P —B)?=0.

dati A e B ha per equazione

6. Essendo ABC 1 vertici d'un triangolo, le identit
AB4+BC+CA=A—-B) A—=C=B—-—C0OB—A)=C—A)(C—B)

dicono che I'area del triangolo € eguale al prodotto di due suoi lati pel seno
dell'angolo compreso. Di qui si ricava che nel triangolo i lati sono proporzio-

nali ai seni degli angoli opposti.
Dall'identita
B—C=B-—-A)-(C—A)
s1 ricava
B—0'=B—A'+C—A?—=2B—-A)1(C —A4),

ovvero

[gr (B— CjF=[g7 (B— A)]' + [ (C— AT —
—2g9r(B—A).gr(C— A)cos(B—A,C— A)

che esprime un lato d'un triangolo in funzione degli altri due e del coseno del-

I'angolo compreso.

7. Essendo A un punto, a una linea, la retta A.ua é la parallela ad a con-
dotta per A; essa si pud pure mettere sotto la forma Aa.u—Au.a. La
retta A | (ua) é la perpendicolare ad a condotta per A. La scrittura [A | (ua)]a
rappresenta 1l piede della perpendicolare abbassata da A su a, colla massa
(gra)’. Se gra=1, allora la scrittura precedente rappresenta il piede di

questa perpendicolare.

Essendo a e b linee, = ~+ o sono le bissettrici delle due linee: se le
gra—grb

grandezze delle linee date sono eguali all’unitd di misura, queste bissettrici

sono rappresentate da a 4+ b.
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La scrittura-ab . | (uc) rappresenta la perpendicolare abbassata dal punto ab
sulla retta c. Essa si pud anche scrivere a](uc).b—D] (uc).a. Se le linee
a, b, ¢ sono in grandezza eguali all’unitd di misura, sard a j uc==cos (a,c),
b | uc = cos (b, ¢), onde la normale abbassata dal punto ab sulla ¢ si pud
scrivere cos (a,c¢).b—cos (b, c) . a.

Essendo a b ¢ tre linee nel piano, che si incontrino a due a due, detti A, B, C

be ca ab

i loro punti d'intersezione, sara A=——, B=—, CG=
ubce uca uab

, onde si

ricava per l'area del triangolo avente per lati queste tre rette

(abe)?

ARG — (ubc)(uca) (uab)

8. Siano A B C tre punti del piano, 1 quali determinano un triangolo. Diremo
Qs b,b le lunghezze dei suoi tre lati, e determineremo le tre linee a, b, ¢ 1n
guisa che s1 abbia BC = aa, CA=bb, AB=cc. Allora a, b, ¢ sono linee in
grandezza eguali all’'unitd di misura, e giacenti sui lati del triangolo. Indiche-
remo ancora con A 1 angolo (B — A, C — A); e analogamente per B e C.
Allora le bissettrici degli angoli del triangolo sono b+4-¢, c4-a, a b; esse pas-
sano a tre a tre pei quattro punti be 4-ca ab=Asen A + Bsen B+ CsenC.

La perpendicolare abbassata da A su BC si pud scrivere b cos B — c cos C.

Il punto d’incontro delle altezze sard
(b cos B—ccos C) (ccos C —acos A)=

be cos B cos C + cacos Ccos A + abcos A cos B=
A sen A cos B cos C 4 Bsen B cos A cos C 4 Csen Ccos A cos B;

dividendo pel prodotto dei coseni lo stesso punto si pud rappresentare con
A tang A + Btang B + Ctang C.

1l centro del cerchio circoscritto al triangolo dato ¢ il punto d'incontro delle
altezze del triangolo di vertict A + B, B+ C, C+ A, ossia €

(B + C) tang A + (G + A) tang B + (A + B) tang C.
Eseguendo alcune trasformazioni, esso si pud ridurre alla forma

Asen2A+Bsen28+Csen2C.
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9. Indicando con A, B, ... a, b, ... formazioni di prima e secpnda specie, Sl

hanno, oltre alle gia viste, le seguenti identita:

abc.P=aP.bc+bP.ca+4cP.ab
becd.a—acd.b+4+abd.c—abe.d=0.
(BC.a)(CA.b)(AB.c)=(Ba.Cb.Ac—Ca.Ab.Bc)ABC.

abe.(BC.a)(CA.b)(AB.c)=ABC.(A.bc)(B.ca)(C.ab)
(BC.B'C)(CA.C'A")(AB.A'B)=ABC.A'B'C’.(AA’ .BB’.CC)
(bc.b'c’) (ca.c'a’) (ab.a’h)=abc.a'b’¢’. (aa’ .bb'.cc).

Annullando uno dei due membri di queste ultime identita si deduce il teorema
di Desargues sui triangoli omologici. Si noti che le identitd precedenti valgono
qualunque siano le formazioni introdotte, le quali possono essere punti o vettori
(punti all'infinito), linee o bivettori (retta all'infinito), e questi elementi possono
comunque coincidere fra loro.

10. Le operazioni algebriche e geometriche che si possono eseguire sopra
numeri e formazioni geometriche, permettono di esprimere delle funzioni di
questi numeri e di queste formazioni. Noi diremo che una funzione di numeri
e di formazioni geometriche é intera, se la funzione si esprime mediante questi
numeri e formazioni (variabili indipendenti), e di altri numeri e formazioni
(costanti) colle operazioni:

a) addizione di numeri; addizione di formazioni della stessa specie.

b) moltiplicazione di due numeri; moltiplicazione di un numero per una
formazione; moltiplicazione progressiva (proiezione) di due formazioni (di 12 specie,
ovvero l'una di prima e l'altra di 22); moltiplicazione regressiva (intersezione)
di due formazioni (di 2* specie); l'operazione 1 da eseguirsi su d'un vettore; la
divisione d'un bivettore o d'un’area rispettivamente pel bivettore unitd, o area
unita.

Una funzione la quale si esprima mediante le sole operazioni (b) dicesi
monomio. 11 grado d'un monomio rispetto ad una formazione é il numero delle
volte che comparisce quella formazione nella scrittura. Ogni funzione intera é
riduttibile alla somma di pit monomii (termini). Si dird grado d’una funzione
intera il massimo fra 1 gradi dei suoi termini. Se tutti 1 termini sono dello
stesso grado, la funzione si dird omogenea. Ogni monomio é funzione omogenea.

Ad esempio, le coordinate d'una formazione di prima o seconda specie
(N. 46, (3) e (4)) sono funzioni omogenee di primo grado nella formazione.
Un rumero, funzione omogenea di grado » delle coordinate d'una formazione
sara una funzione omogenea di grado » di questa formazione, e viceversa. Le
coordinate d'una formazione funzione omogenea di grado » d'una seconda for-



gpressione
Ag+ Ayt 4 A+ o 4 Aptr,

ove Ay, ... A, siano formazioni di prima specie costanti (indipendenti da t) rappre-
senta una formazione di prima specie funzione intera di grado » della variabile
numerica ¢; e viceversa, ogni formazione di prima specie funzione intera di
grado n A1 ¢t si pud ridurre alla forma enunciata. Le scritture:

(a + be)(a' 4+ Db't),
(A + Bt) (A’+ B'?t). (a + b1), (A 4+ Bt)(A'+B'7). (A" + B"t) (A" + B"'t)

rappresentano formazioni di prima specie funzioni rispettivamente di secondo,
terzo e quarto grado in 7, prodotti di funzioni di primo grado. gra & funzione
non intera della linea a; ma il suo quadrato gria=ualua & funzione intera

omogenea di 2° grado in a.
11. Siano A, B, C tre formazioni di prima specie. Pongasi:

(1) P—=Au?+4 Buv 4 Gv°

Sarh P una formazione di prima specie, funzione omogenea € di secondo
grado delle due variabili numeriche » e ». Se al posto di u e v si legge Au
e kv, la formazione P risulta moltiplicata per k?, quindi la posizione del
punto P, o la direzione del vettore P, non dipende che dal rapporto delle due

variabili » e v.
Dati a % e v i valori t,, v;; Up, ¥y ... € dette P,, P,, .. le formazioni P

corrispondenti, si deduce:

(2) PPy = (11,0, — g 0)) (ABuup + A C (1, vy 4 ugvy) + BGusvy).

@) P, PPy = (4, vy — %p0y) (¥ V3 — U3 vy) (g 3 — Usve) ABC.

Se ABC non é nullo, si deduce che tre formazioni P corrispondenti a valori
di % e v non proporzionali non sono mai collineari. Il sistema delle posizioni
del punto P, o delle direzioni del vettore P, dicesi curva di 2° grado. Affinché P

stia sulla linea p, deve avere Pp=0, ossia
4) Ap.ug-{-Bp.uv—i-Cp.va:O,

equazione di secondo grado nel rapporto :v. La linea p incontrerd la curva,
o le sarh tangente, o non l'incontrera secondoche

- =
Bp?—4Ap.Cp <O.
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La condizione affinché la retta p sia tangente alla curva é:
®) (Bp)! —4Ap.Cp=0.

L.a massa di P é data da

(6) uP=uA.u?4+uB.uv 4 uC.»%

Questa massa sard nulla, e quindi P un vettore (punto all’infinito) se
uA.#*4uB.uv 4 uC.»?=0, equazione di secondo grado in u:wv;la curva
conterrd due vettori, o uno, o nessuno (cioé avra due punti all'infinito, o uno,

0 nessuno), secondoché

(T (uB)*—4uA.uC %0.

La curva dicesi in questi tre casi rispettivamente iperbole, parabola ed

ellisse.
La retta
(8) p=ABu'4+2ACuv 4+ BC?

é tangente alla curva nel punto (u, v).
Se si moltiplica la (1) per BC, CA, AB, si deduce: PBC =#2ABC,

PCA=u#vABC, PAB=»?ABC, onde:
(9) (PCA»? — (PBC) (PAB)=0,

che & la condizione affinché 1'elemento P appartenga alla curva.
Il punto semplice coincidente colla formazione P, supposto uP non nullo, &

dato da

(16) P Au? 4 Buv 4+ Co?
uP " uA.#24uB.uv 4+ uC.»?

12. Una funzione numerica intera omogenea di grado » in una formazione
di prima specie P, posta eguale a zero, stabilisce una relazione a cui, se sod-
disfa un elemento P, soddisfa pure I'elemento k& P, vale a dire, se vi soddisfa
un elemento, vi soddisfano pure tutti gli elementi aventi la stessa posizione, o
direzione. L'insieme di questi elementi si dice un luogo geometrico di grado #.

Quindi I'equazione Pa =0, se a & una linea, rappresenta la retta a: se a é
un bivettore (retta all'infinito), essa & soddisfatta ponendo per P un vettore

qualunque (punto all'infinito).



L’equazione
(PA.a)(PB. b)C =0

rappresenta un luogo di secondo ordine (conica), i cul elementi hanno la pro-
prietd che proiettandoli da A e da B colle formazioni P A e PB, e secando
queste colle a e b, gli elementi cosi ottenuti sono collineari con C. Si vede
immediatamente che questo luogo contiene gli elementi A, B, e ab.
L’equazione
(AB.DE)(BC.EF)(CD.FA)=0

esprime una relazione fra sei elementi di prima specie ABCDEF; essa é di
secondo grado in ognuno di questi elementi, ed é soddisfatta se due degli ele-
menti coincidono. Supposti dati cinque degli elementi, essa sara nel sesto un’e-
quazione di secondo grado, rappresentante un luogo di secondo ordine che
contiene i cinque elementi dati. La relazione precedente non é altro che la
relazione fra i sei punti d'una conica espressa dall’esagrammo di Pascal.
L’equazione
(PA .a)(PB.b)(PC.c)=0

rappresenta un luogo di terzo ordine, contenente gli elementi A, B, G, ab, be, ca.

Un luogo pud anche essere rappresentato da un’equazione non omogenea W K,
purché si aggiunga che P é un punto semplice. Essa si pud trasformare in
un'altra omogenea avente sempre significato qualunque sia P, e, quando P &
un punto semplice, avente il significato della proposta, ove si moltiplichino
tutti i termini per potenze convenienti di uP, la quale quantita, quando P &
un punto semplice, vale 1. Cosi l'equazione del cerchio di centro il punto Oe
di raggio » si pud serivere (u.OP) [ (u. OP) — (u0)? (uP)*.r*=0.

Siano a, a, ... a, delle linee nel piano, in grandezza eguali all’unitd di misura;
da un punto P si abbassino le perpendicolari sulle rette date, 1 cui piedi saranno
(P lua,).a,, (Pluay).a,, ...; l'area del poligono avente per vertici questi
piedi sarh data dal numero che misura il bivettore:

(Plua,.a,) (Pl uay.a) + (P Lluay.ay) (Pl uag.ag) + ..
+ (P Lua,.a,) (PLua .a,

funzione di secondo grado in P. Ponendo quest’area eguale ad una costante k,
ovvero, per omogeneitd, a (uP)?&, si avrd un’'equazione di secondo grado in P,
che rappresenta un luogo di secondo ordine. Si pud riconoscere che esso é un
cerchio.

13. Eguagliando a zero una funzione omogenea di grado » in una linea p,
si ha un'equazione la quale, se é soddisfatta da una linea p, & pure soddisfatta
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da tutte le linee kp aventi la stessa posizione. Il sistema delle linee che sod-
disfano a quella equazione dicesi un inviluppo di classe .
Liinviluppo delle rette p che formano con due rette date a e b un triangolo

di area data %2 & (Es. 7)
(abp!=~*% (abu)(apu)(bpu)

di seconda classe.

L'inviluppo delle rette p per cui é eguale ad una costante % il prodotto delle
pA pB
grp grp

distanze da due punti fissi A e B ha per equazione =k, ovvero

pA.pB=ZXgrip;

e quindi é un inviluppo di seconda classe.
L'inviluppo delle rette p le quali tagliano i lati a, b, ¢ d'un triangolo in
punti, nei quali innalzando le perpendicolari ai lati, queste vengano a passare

per uno stesso punto, ha per equazione
(pa.lua)(pb.]ub)(pc.lue)=0,

di terza classe, e che contiene le linee a, b, c.

14. Siano dati in un piano degli elementi di prima e di seconda specie. Per
semplicith di linguaggio diremo, in questo esercizio, punto un elemento di
prima specie, retta uno di seconda. Allora, congiungendo i punti a due a due,
e segnando le intersezioni delle rette, si ottengono nuove rette e nuovi punti,
da cui, operando nello stesso modo, derivano nuovi elementi, i quali si possono
esprimere in funzione degli elementi dati coi prodotti progressivi e regressivi.

Dati tre punti non si ricavano con queste costruzioni che tre rette.

Dati quattro punti ABCD (vertici d'un quadrangolo completo), si deducono
6 rette (lati del quadrangolo) AB,...; i lati opposti si incontrano in tre punti
AB.CD, ... (punti diagonali); questi punti uniti a due a due determinano tre
rette (rette diagonali). Pongasi X = AB.CD, Y=BC.AD, Z=CA.BD
x=YZ, y=12ZX, z=X7Y; allora, facendo astrazione da coefficienti nu-
merici, e badando solo alla posizione degli elementi, 1 quattro punti dati sono
rappresentati da X +=Y 4 Z; 1 sei lati da x4y, ...; 1 punti e rette diagonali
furono chiamati X, ... x,...; le rette diagonali incontrano i lati nei 6 nuovi
punti X +Y,..; questi uniti a due a due danno le quattro rette nuove
X 4y #+ z. Cosi continuando si possono ottenere tutti i punti e tutte le rette
della forma X 4+ yY +2Z o x4+ yy+ 2z, in cui «, y, z sono numeri
interi (0o commensurabili), e solamente questi elementi.




CAPITOLO V.

Formazioni nello spazio.

Vettor:i.

49. Nello spazio fisseremo ad arbitrio un volume R, cui daremo
il nome di volume wunila; indicheremo con w il trivettore di questo
volume, cioé¢ quel trivettore tale che se O € un punto qualunque
dello spazio si abbia Ow =29, e lo diremo #rivetlore unita.

Se A & una formazione di prima specie, A= m, A, + ... + M,A,,
in cui A, ... A, sono punti, si deduce:

Aw
_§_- : mi + (R + mn’
Aw

Q
dice che A & un vettore. Se Aw non é nullo, A% A rappresenta il

ossia rappresenta la massa del sistema A. L'equazione Aw =0

punto semplice coincidente con A. Se A € un volume, % w rappre-

senta il trivettore del volume.

50. Comincieremo ad occuparci dei vettori, e loro prodotti, cioe
bivettori e trivettori. Si & dimostrato che se IJK sono tre vettori,
tali perdo che IJK non sia nullo, ogni altro vettore U si pué met-

tere sotto la forma
(1) U=xl+yJ+ zK.

I numeri z, y, z diconsi le coordinate del vettore U rispetto ai
tre vettori di riferimento 1, J, K.

Peano, Calcolo Geometrico.
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Moltiplicando l'equazione precedente per JK, KI, 1J, si ricava

5 _UJK UKL __ UL
®) =gy V=15 *= 1IKk !

le quali formule esprimono le coordinate del vettore U come rap-

porti di trivettori.
Si sostituiscano i valori di «#yz dati dalle (2) nella (1); si avra,

dopo alcune riduzioni,

UK UK g UKL L UL

w w

Per semplicita di scrittura converremo di sopprimere il trivettore
unitd al denominatore, intendendo, d’ora innanzi, con IJK non piu
il trivettore prodotto di I, J, K, ma il rapporto di questo trivettore

al trivettore unita.
Allora la formula precedente si potra scrivere

(3) [JK.U=UJK.I+UKI.J+4+UIJ.K

relazione fra quattro vettori qualunque.
Se U=wl+yJ+2K, V=aT+49'J 4 2K, si ricava pel bi-
vettore UV D’espressione

(4) UV=(y7 —v'2) JK+ (za' —2'x) KI+(vy — 2'y)1J.
Si vede di qui che ogni bivettore u si pud mettere sotto la forma:
(5) u=uJK + vKI 4 wllJ.

I numeri u, v, w diconsi le coordinate del bivettore u; la for-
mula (4) da le coordinate del bivettore UV in funzione delle coor-

dinate dei suoi fattori.
Se il vettore U e il bivettore u sono dati dalle (1) e (5) si ricava:

(6) Uu=(xu+yv+ 2w)lJK.
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Se =, 4,3, 2,9, 3, x",y", 2" sono le coordinate dei tre vettori
U, V, W, si ricava:

x Yy z
(7) UVW=\|a' vy 2 [1JK.

re |
|

t.,1.;” yll Z

51. Se, come al N. 44, alla scrittura UVvV.UV attribuiamo il
significato

(1) yv. UV =0UV.V—-VUV.U,
si avrd anche, in virth della identita (3) del N. precedente:
(2) UvV.UV =UVV .U —-UVU.V,

quindi UV.U'V' rappresenta un vettore che giace sui due bivet-
tori UV e U'V'; lo potremo chiamare prodotio regressivo, o interse-
zione dei due bivettori. Se i bivettori si rappresentano con u e v, il
loro prodotto regressivo si potra rappresentare con u.v Ovvero uv.

Pei prodotti regressivi dei bivettori sussistono tutte le identita
che valgono pei prodotti regressivi di linee nel piano, vale a dire:

3 UV.u=Uu.V--Vu.U.

(4) u.v=—v.u

(5) u=u)n(v=v)<(u.v=u'.V).

(6) u4u).v=u.v+u.v; u.(v4+vV)=u.vi+u.v.
(1)  (Ru)v=nu(kv)=Fk (uv).

(8) UV.UW=UVW.L.

(9) uv.U=uU.v—vU.u

(10) uv.w=u.vw, e il loro valore comune si potra rappre-
sentare con uvw.

(11) (uv=0)=(i bivettori u e v hanno la stessa giacitura).

(12) (uvw=0)=(i bivettori u, v, w, hanno un vettore comune).
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Siano IJK 1 tre vettori di riferimento; facciasi i =JK, j ==KI,
k=I1J. Se u=wui+vj+wk, v=v'i +7'j +w'k, sara:

U - w
uv=1v o w'| IKJ.
I J K

52. Finora non fu fatta alcuna convenzione sulla scelta del
volume unita, e del trivettore unita. Converremo di prendere come
trivettore unita il trivettore prodotto di tre vettori I, J, K eguali
in lunghezza all’'unita di misura, a due a due ortogonali, e tali
che il volume OIJK, ove O e un punto, risulti destrorso. In con-
seguenza il volume wunila sara il tetraedro destrorso di base l'unita
superficiale, e di altezza I'unitd lineare; la sua grandezza e il sesto
del cubo di lato I'unitd lineare.

DEF. Diremo che il vettore U e l’indice del bivettore u, ovvero
che il bivettore u ¢ lindice del vettore U, e scriveremo:

quando la direzione di U e la giacilura di u sono normali [fra
loro, le grandezze di U e di u sono eguali, ed i loro sensi sono
tali che @ trivetiore Uu =uU risulti positivo.

53. Risulta immediatamente dalle definizioni date:

(1) u=u)=(u=u); U=TU)=(U=|T).
(2) llu=u, ||U=L0.
(3) lku—#%k|u, |RU=ER|U.

Si hanno ancora le seguenti formule:

(4) U+ V)=|U 4V,
(5) [(UV)=(10).(]V)
(6) U|Vv=V,|U.
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La (4) esprime la proprieta distributiva dell’operazione [; la (5)
dice che l'indice del bivettore UV & il prodotto regressivo di due
bivettori | U e | V; la (6) dice che il trivettore U |V, o il numero
che lo misura, é funzione simmetrica di U e V.

Per dimostrare queste formule, sia I un vettore eguale in gran-
dezza all’'unitd di misura, e normale contemporaneamente ad U e
a V. Sia i I'indice di I; sarad i un bivettore giacente nel piano UV,
eguale all’'unitd di misura, e di senso determinato. Allora nel piano
UV risulta definita ’operazione indicata col segno 1 fatta sui vet-
tori giacenti in questo piano, e si avra:

a) L(U+V)=1U+ 1V, ) UV=(LU)(1V), ¢) ULV=V1U.

Inoltre, essendo X un vettore qualunque giacente in questo piano,
si ha:

d) [ =—={y T,

ossia l'indice del vettore X é il bivettore prodotto di LX e di I;
invero, il vettore X e il bivettore (LX)I sono ortogonali, hanno
egual grandezza, e il loro prodotto X (1X)I=(grX)*il, & un tri-
vettore positivo.

Si moltiplichi percio la a) per I; si deduce:

[L(U+ V[IT=L0)TI+AV)I,

e in virth della 4) si ha la (4).
Per dimostrare la (5) si ha successivamente per la ), per la (8)

del N. b4, e per la ¢):
(U).(V)=[@U)I]. [@V)]] = [@U) @V [I=[UVI]I=](UY),

Per la (6), si moltiplichi la ¢) per I; si avra: U(LV)I=V (L),
e quindi, per la d) si ha la formula a dimostrarsi.
Se nella (4), al posto di U e V si legge |u e | v si deduce, scam-

biando 1 due membri:

ut+v=|(u-+1v),
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la quale formula permette di ridurre, coll'operazione |, la somma

di due bivettori a quella di due vettori.
Prendendo gli indici d’ambo i membri si ha:

(4") l(u4+v)=|u+|v.
Cola stessa operazione si ricava dalla (5):
uv=|(ju.|v)

la quale formula permette di ridurre il prodotto regressivo di due
bivettori al prodotto progressivo di due vettori. Prendendo gli indici

d'ambo i membri si ha:
(B [av)s==id.lv.
Colla stessa operazione si ricava dalla (6):
(6') ujv=v|u.
Se I & un vettore eguale in grandezza all'unitd di misura, sara

I|1 il trivettore unita, ossia I|I=1.

Essendo U un vettore qualunque, fatto I:!};’%’ sara I un vet-

tore eguale all’'unitd di misura; quindi si ha:

U=(grU)I, |U=(grU)|I, U|U=(grU)’1l],
ossia:
(7) U|U=(grU)

Analogamente si ha:
(7)) u | n={gra)

Le condizioni d'ortogonalita dei due vettori U e V, del vettore U
e del bivettore u, dei due bivettori u e v sono rispettivamente:

UiV=40, Uju=0, nlv=0.
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Sono ancora a notarsi le formule

(8) U+ ju=|@u+|0) v+ |U=[U0+F]W)
(9) Ulu=—|[(u|0) u|U=—|(Ulu)

le quali si ricavano dalle (4) e (5) leggendo |u al posto di 'V, e le
(10) UVW=|U.|V.|W, uvw=|u.|v.|w,

che si ricavano dalla. (6) leggendo | (VW) al posto di V.

54. Nello spaz‘io, se i vettori I e J, e i bivettori i e j sono in
grandezza eguali all'unitd di misura, porremo per definizione:

(1) sen (I, J)=gr (1J), sen (I, i) =1i, sen ARG
sen (i, j) = gr (ij)-

(2) cos (I, J) = sen (I, 1 J), cos (I, i) =sen (I, | i),
cos (i, I) = sen (i, | I), cos (1, j)=sen (i, 13)-

Queste ultime formule si possono pure scrivere:

@) cos (L, J)=I|J, cos(Li)j=gr (I11), cos (i, I)=gr (i{I),
cos (i, j) =11]J.

Se i vettori I, J, e i bivettori i, j non sono lin grandezza eguali
all'unitd, per seno e coseno dei loro angoli intenderemo i seni e

coseni degli angoli dei vettori e bivettori 1 , J . L
gr1’ grd’ gri’ gr)

aventi la stessa direzione, o giacitura dei vettori dati, e lo stesso
senso, ma grandezza eguale all’'unita di misura.

Si deduce dalle definizioni date che il seno di due vettori, o di
due bivettori & compreso fra 0 ed i, mentreché il seno d’'un vet-
tore con un bivettore, o d’'un bivettore con un vettore € un numero
compreso fra —1 e +1. Succede 1'opposto pei coseni.

Essendo @ un vettore o un bivettore, e b un vettore o un bivet-
tore, si ha:
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(3) sen (a, b) —=sen (b, a), cos (a, b) = cos (b, a).
(4) sen (a, a) =0, cos (a, a) = 1.
() sen (@, la) =1, cos (a, | a) = 0.
(6) sen (a, b) =cos (a, | b) =cos (| a, b) =sen (| a, | b).
(7) cos (@, b) =sen (a, | b) =sen (| a, b) = cos (| a, | b).

Se @ e b sono due vettori, o due bivettori, si ha:

(8) sen (a,b)—=sen (—a, b) =sen (a, — b).
(9) cos (@, b) = — cos (— a, b) = — cos (a, — b).

Se invece a e b sono 1'uno un vettore I e 1'altro un bivettore i,
si ha:

(10) sen (I, i) =—sen(—I, i) = — sen (I, — i)
1)  cos(I,i)=cos(—1I,i) =cos (I, —i).

Si hanno ancora le formule:

(12) gr(IJ)=grlIgrJsen(l,J); iI=Ii=grlIgrisen(l,i),
gr (ij)=grigrjsen (i, j).

(3) IlJ=grigrJcos(l,J); grijlD=grigrleos(il),
i|j=grigrjcosi,j).

Fra i seni e coseni degli angoli di vettori e bivettori passano
relazioni che si ottengono immediatamente dalle note identita fra
vettori e bivettori. Ci limiteremo alle seguenti. Si ha:

5.3 =]~ A

‘ J_"Ji Jj |

onde, in virtu della (12), dividendo per grIgrJgrigrj si deduce:

(14) sen (L, J)sen i, j) sen(IJ, ij)=sen(l,i) sen(J, j)—sen (I, j) sen (J, i).
Se in questa si fa i=|K, j=| L, osservando che

ij = (| K) (1 L) =R L,
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si deduce:

(15) sen (I, J) sen (K, L) cos (IJ, KL) =
cos (I, K) cos (J, L) — cos (I, L) cos (J, K).

Supponendo in quest’ultima L =1, si deduce:

(16) cos (J, K) = cos (IJ) cos (I, K) + sen (I, J) sen (I, K) cos (1J, IK)
che & la formula fondamentale di trigonometria sferica.

55. Prendansi come vettori di riferimento nello spazio tre vet-
tori IJK eguali in grandezza all'unitd di misura, a due a due or-
togonali, e il cui trivettore sia positivo. Sara:

VR ==w=—1.

Pongasi
i =K, =K K=14;

si ricava:
I=ik, J=ki, K=1j;
[ I=1, |I=], | K=K; li=1, |j=J, | ke=K
I I=JI1J=K|K=li=Jj=Kk=IJK=w=1;
Ild=lIR=J1K=0.

Le formule dei N. 50 e 51 diventano In questo caso:

€& Y zi
(1) (] +yJ +zK) (@' 14+ ¢ T+ ZK)= |2 ¥ 2|,

1 ] k!
@) (xl+yl+2K) (@'i+yj+dk)=ax' +yy + 27

x Y z|
(3) (@i+yj+2k)(@i+yj+ak)=|a ¥y 7.

I J K|

Si ha inoltre:

(4) | @I+ yJ+ zK) =wi+yj + 2Kk,

|(@i+ yj +2k)=x] +yJ + 2K.
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(5) @I+yd +3K) (@1 + ¢ T4 2'K) =2’ yy' + 22

xr Yy 2
(6) (@I+yJ+2K)[(@i+yj+ k)= |a ¢y 2
i j k
x Yy z
(7) (i+yj+ 2K) |[(@ I+ ¢y I+ 2K)=|o ¢y 2|,
I J K

@) @i+yj+2k)| (@i+yj+2K) =axx +yy + 27

Se nelle (5) e (8) si fa 2'=w, y=1vy, 2’—2, tenendo conto
delle identitad (7) e (7") del N. 53, si ha:

(9) gr (@I +yJ 4 zK)=gr(xi+yj + 2k) =V + y* + 2~

Infine le identitd precedenti, insieme alle (12) e (13) del N. 54,
permettono di ricavare il seno ed il coseno di due vettori, d’un
vettore e d'un bivettore,”e di due bivettori in funzione delle coor-
dinate dei medesimi.

Intersezioni.

56. Passiamo ora a considerare le formazioni in generale nello
spazio. Converremo, nelle formule che seguono, di sopprimere il
volume unita Q quando comparisce come fattore o come divisore.
Quindi, essendo A una formazione qualunque di prima specie, A w
rappresenta la sua massa; 1'equazione Aw —0 dice che la forma-

zione A ¢ riduttibile ad un vettore; ﬁa rappresenta il punto coin-

cidente colla formazione A.
Aw rappresenta il trivettore del volume A.

TEOREMA. Fra cinque formazioni di prima specie ABCDE
passa la relazione:

(1) BCDE.A — ACDE.B+4 ABDE.C — ABCE.D - ABCD.E = 0.
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Infatti, se ABCDE sono punti semplici, e se ABGD non & nullo,
si possono determinare i numeri «, 9, 2, ¢ in guisa che risulti:

E—aA +yB-+ 2C—+¢D.

Moltiplicando per BCD siha EBCD =« ABCD, onde & = E—%—g—%;

e formule analoghe per y, 2, ¢, sostituendo questi valori di @, ¥, 3, ¢
nell’espressione di E si ha la formula (1). Questa formula & dimo-
strata se ABCD non giacciono in un medesimo piano; ma siccome
essa & simmetrica rispetto ai cinque punti, essa sara dimostrata se
essi non giacciono tutti in un medesimo piano. Se poi questo av-
venisse, tutti i termini della (1) si annullano, ed essa € ancor vera.
Quindi la formula (1) risulta dimostrata se ABCDE sono punti
semplici. Si dedurrd che essa & vera anche se queste lettere rap-
presentano formazioni di prima specie con ragionamento analogo
a quello fatto al N. 33.

Se nella (1) si suppongono ABCDE punti semplici, e la si mol-
tiplica pel trivettore unitd w, poiché Aw=DBw =...=1, si deduce
I'identita (N. 18, 4°):

(2) BCDE—ACDE--ABDE— ABCE- ABCD=0.

5%. DEF. Alla scrittura AB.PQR ovvero PQR.AB aliribui-
remo  Significalo:

(1) AB.PQR=APQR.B— BPQR.A.

Percid la scrittura AB.PQR rappresenta una formazione di
prima specie che giace su AB e su PQR; la diremo #niersezione
o prodotto regressivo dei due elementi AB e PQR. Se la AB si
rappresenta con a, e la PQR con a, il loro prodotto sl rappre-
sentera con AB.a, o0 a.PQR, o a.a, 0 aa, 0 aa.

Dall’identita (N. 56)

APQR.B—BPQR.A=ABQR.P-}+ABRP.Q+ ABPQ.R
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e dalla definizione (1) si ricava:
(2) AB.PQR=ABQR.P-+ABRP.Q -+ ABPQ.R.

Si deduce dalla (1) che AB.PQR & funzione di PQR, ossia
se PQR=P'Q'R’, sarA AB.PQR—=AB.PQR’.

Dalla (2) si deduce che la stessa intersezione & funzione di AB,
ossia se AB=A'B', sara AB.PQR =A'B'.PQR.

Quindi si deduce che:

(3) (a=a)n(a=0a')< (ac=a'a).

Se al posto di AB e PQR si legge a e a, le formule (1) e (2)
si possono pure scrivere :

(1" AB.a—=Aa.B—Ba.A
(2') a.PQR=aQR.P-+aRP.Q-+aPQ.R.

Si ha ancora, in virtu della (1):
PQ.aR::PaR.Q—-—QaR.P:—-—aQR.P——aRP.Q.

Sommando questa identita colla precedente, e al posto di PQ leg-
gendo b si deduce:

(4) a.bR-+Db.aR =ab.R.
Risulta immediatamente dalle (1') e (2') che:

5) a(a+4a)=aa-aa’, (@+a)a=aa+a'«a
(6) (ka)a=a (ka) =k (aa).

Si ha come caso particolare della (1), o della (2):
(7) AB.ACD=ABCD.A.

Dalla definizione risulta pure:

(8) aq = oa.
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Esamineremo il significato del prodotto regressivo ao in alcuni
casi particolari. Se a ¢ una linea, a una superficie, e queste hanno
un punto comune O, si determinino il punto P e la linea p in guisa
che OP—=a, Op—=a; sara aa—O0OP.Op=O0OPp.O, ossia a.a
rappresenta il punto d’intersezione di a e di a, cui sia affisso il
numero che misura il volume OPp. Questo numero € anche il
numero che misura il trivettore di questo volume, cioé¢ vale
gr a.gr a.sen(a, o).

Se a e o sono eguali in grandezza all'unita di misura, e orto-
gonali fra loro, aa rappresentera il loro punto d’incontro col coef-
ficiente + 1.

La scrittura aa rappresenta un vettore se a e a sono una linea
ed una superficie paralleli, o se a e un bivettore e o una super-
ficie non contenente il bivettore, o se a ¢ una linea ed a un tri-
vettore.

Merita menzione speciale il caso in cui a e il trivettore unita w.
Fatto a=—AB, ove A e B siano punti, si avra aw—AB.w =
Aw.B—Bw.A—=B — A, vale a dire la scrittura aw =wa rap-
presenta il vettore della linea a.

La formazione aa ¢ nulla, se la retta a ¢ contenuta nel piano a,
ovvero se il bivettore a & contenuto nel piano o, ovvero se a e
un bivettore, ed a un trivetiore.

La definizione del prodotto aa data dalla formola (1), o (1), &
applicabile solo quando la formazione di seconda specie a si puo
eguagliare al prodotto AB di due formazioni di prima specie, ossia
quando a & riduttibile ad una linea o ad un bivettore. Se invece aa
non € nullo, si pud assumere per definizione del prodotto aa la

formula (2').

8. DEF. Alla scritlura ABC.PQR altribuiremo il significato:
(1) ABC.PQR = APQR.BC-+BPQR.CA-+}+CPQR.AB,

Quindi ABC.PQR rappresenta una formazione di seconda specie,
che giace su ABC, e su PQR, come si scorge moltiplicandola per:
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ABC e PQR. La diremo #niersezione o prodotio regressivo delle
due formazioni di terza specie ABC e PQR. Se queste formazioni
si rappresentano colle lettere a e B, il loro prodotto regressivo si

potra rappresentare con af.
Sostituendo nella (1) al posto di PQR la lettera m si ha:

(1) ABC.m=An.BC—+Bn.CA+Cn.AB.
Si ha come caso particolare:
(2) ABC.ABD=ABCD.AB.

Si hanno inoltre le seguenti identitd, che il lettore potra facil-
mente dimostrare:

(3) af=—Ba.

(4) (a=d)n(B=p)<(af=0a'f)

(5) a(B+p)=aBfap, (a+a)B=aB+a'B.
(6) (ko) B=a(kB) = kaB.

Se oo e B sono due superficie che si incontrino, of rappresenta
una linea giacente sulla retta intersezione dei piani o e B, e la
cui grandezza vale gr a.gr B.sen(a, B). Se le due superficie a e B
sono parallele, aB rappresenta un bisettore parallelo ad amendue.
Essendo w il trivettore unita, sara aw il bivettore della superficie a.
L’equazione af=—0 & soddisfatta quando o e B sono superficie i
cui piani coincidono, ovvero sono due trivettori (giacenti nel piano

all'infinito).

59. Dalle definizioni date dei prodotti regressivi nello spazio,
risulta che essendo 4 e B due formazioni dello spazio, di specie
ses, se s+ 8 =4, la scrittura 4B rappresenta un prodotto pro-
gressivo, o proiezione, ed ¢ una formazione di specie §-§'. Se
invece s+ 8’ > 4, la scrittura 4 B rappresenta un prodotto regres-
sivo, o intersezione, di specie s + s’ — 4. Sia nei prodotti progressivi
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che nei regressivi sono soddisfatte le proprieta:

(A=A")n(B=B)<(AB=A'B)
A(B+B)=AB-+AB, (A+A)B=AB+ A'B
(kA) B=A (kB)="F (A B)

Nei prodotti progressivi si ha:

AB=(—1"BA
€ nei regressivi:

AB:(__ 1) (d—s) (4—5s') BA,
che si pu0 anche scrivere:
AB=(—1)"BA.

Nel prodotto regressivo 4 B, detto X un elemento di specie
s+ § — 4 comune ad 4 e B, e determinati gli elementi P e Q, di
specie 4-—s' e 4—s in modo che XP=4, XQ—=B, sara
AB=XPQ.X.

Siano 4 BC tre formazioni di specie s, s, §'". Con esse si possono
fare i 12 prodotti:

AB.C, BA.C,C.AB,C.BA; AC.B, CA.B, B.AC, B.CA;
BC.A,CB.A, A.BC, A.CB,

ciascuno dei quali si ottiene eseguendo due moltiplicazioni, che
possono essere tutte e due progressive, o una progressiva ed una
regressiva, o tutte e due regressive. Nel primo caso ciascheduno
di quei prodotti rappresenta una formazione di specie s s 4 s”;
nel secondo caso di specie s-+s' 48" —4, nel terzo di specie
s+ & 4" —8. Fra i primi quattro prodotti passano le relazioni
AB.C=(—1y"BA.C=(—1)t"/"C.AB=(—1)y* +*"+*"C.BA,
e relazioni analoghe fra i prodotti della seconda e della terza
quaterna. Noi ci proponiamo di scrivere le relazioni, ove esistano,
fra tre prodotti delle tre quaterne, p.e.: fra AB.C, AC.B e BC. A.
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Si ha:

(1) AB.C=A.BC=ABC
(2) AB.a—A .Ba=ABa.

In queste i prodotti sono progressivi.

(3) AB.o—=Aa.B—Ba.A
‘(4) ab.A=—a.bA+Db.aA
(5) a.Ao—aA.a—aa.A
(6) ab.a=—a.ba-+Db.aa

(7) af.A=0A.B—BA.q.

In queste i prodotti sono 'uno progressivo e I'altro regressivo.

(8) aB.a—a.Ba, e il loro valore comune si indichera con afa.

(9) aB.y=o0.BT, eil loro valore comune si indichera con afy.

Nelle 9 formule cosi ottenute quelle equidistanti dagli estremi si
trasformano I'una nell’altra scambiando gli elementi di prima specie

con quelli di terza, e viceversa.
Fra i prodotti di quattro o piu fattori, oltre alle relazioni gia

trovate, meritano ancora menzione le seguenti :

Ao AB
AB.af=—
o Ba B!’
Aa AB Ay
ABG.afy==:iBa. B Brl,
Ca CB Cy
Aa AB Ay Abd
Ba Bf By BDd
ABCD.aBYd = :
4810 = lGa o Cy ©d

'Da DB Dy DO

a.Byrd=aB.yd=o0By.d, e il loro valore comune si potra indi-
care con afyo.
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Coordinate.

60. Siano A, A, A, A, quattro formazioni di prima specie il cui
prodotto A,A,A,A, non sia nullo. Pongasi

oy = A AA,, a,=— A AA, a,—=A A, 0, =— A A A,
Allora si ha il seguente:

TEOREMA. Essendo A una formazione di prima Specie, a una
di seconda, o una di terza, Si possono sempre delerminare, ead-
in modo unico, ¢ 4 numeri x, ...x,, ¢t 6 NUMeri P, ... D3,;, ¢ 4 NU
meri u, ... u,, tn modo che si abbia:

(1) A=x A+ ZyAy + XA, + X, A,

() a=2,A,A, +D,3A, A+ D, A A, - Do3As Ay 1 DasApA, +
D3sAgAy.

(3) 0= %, 0y Uy Oy + Uylty - 2,0y

DEF. I numeri x, ...z, diconsi le coordinate di A; 7 numeri
D,q - Ds; le coordinate di a; ¢ numer: u, ... u, le coordinate di a.
Le qualtro formazioni A, A, A, A, diconsi le formazioni di rife-
rimento di prima specie; i loro prodotti le formazioni di riferi-
menlo di 2*, 3* e 4* specie.

61. In questo numero, oltre a dimostrare il teorema precedente,
troveremo alcune formule utili pel calcolo colle coordinate.
L’identita (N. 56)

AAAA, A —AAAA, A +AAAA, LA —AA A, A+
AR R A, ., ==D,

risolta rispetto ad A, cosa possibile, perche il suo coefliciente non

e nullo, da appunto la formola (1), ove si faccia:

o —AMAA A AAA,
4 hA1A2A3A4, } _A1A2A3A4 o

Peano. Caleolo Geometyrico. 8
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Se A=A, + ..., si ricava, B essendo un numero,
(4) RA=Rx,A, + ..,

la quale formula da le coordinate di ZA in funzione di quelle di A.
Se A—ax,A,+ ..., e B=y,A, + ..., si ricava:

(5) A‘FB:(m1+yi)A1 1= pury

la quale formula da le coordinate della somma A - B in funzione
delle coordinate di A e di B.

Se A=x,A,+.., ¢ B=y,A, .., si ricava, sviluppando il
prodotto AB e ordinando:

(6) AB :(miyz '_" ng%) AtAz + (ﬂ'),y3 o 373?/1) A1A3 + soiy

e cosl resta messo sotto la forma (2) il prodotto di due formazioni
di prima specie; come caso particolare resta messa sotto la forma (2)
una linea qualunque.

Se a—=p,,A, A, +.. e b=g,, A A, + ... si ricava:

(7) ha=—Fkp,,A A, + ..
(8) a+b:(p12+Q|e)AiA‘2 ”1“

Siccome ogni formazione di seconda specie € della forma
m,a, +m,a, - ..., in cui 7, ... sono numeri, a,a, ... linee, e perche
le linee si possono mettere sotto la forma (2), come pure il prodotto
di linee per coefficienti, e le somme di piu linee, si conchiude che
ogni formazione di seconda specie si pud mettere sotto la forma (2).

La formula (6) da le coordinate del prodotto AB in funzione delle
coordinate di A e di B; la (7) da le coordinate di ka in funzione
delle coordinate di a; la (8) esprime le coordinate di a |- b mediante
quelle di a e di bh.

Se A—x,A,+.., B=y,A, +..,C=23,A,+ .., siricava, svi-
luppando il prodotto ABC,

x, X, X,
(9) :‘&IEE%C:*::%y2 Ys Y l0, + ..

I 4 - |
ivz 53 04;



Se A—x,A,+ .., a=p,,AA, 4 ..., si ricava:

(10) Aa —aA = (XD, — X3Py + XyDp3) Oy + -
Se « =wu,0,+ ..., B =wv,a, + ..., sl ricava

(11) Ro—=Fhu,a, + ..

(12) a+p=(uw,+7v)a, + ..

Le formule (10), (11) e (12) dicono che si possono mettere sotto
la forma (3) le superficie triangolari, come pure i prodotti di queste
superficie per numeri, e le somme di tali prodotti; ossia ogni for-
mazione di terza specie e riduttibile alla forma (3).

Le formule (9) ... (12) danno le coordinate di ABC, Aa, ka, o+
in funzione delle coordinate di A, B, C, di A e a, di a, di a e B.

Cosl resta dimostrata 1'esistenza dei numeri «, p, # che soddisfano
alle condizioni (1), (2), (3). Rimane a dimostrare che questi numeri
sono completamente determinati. Percido si moltiplichi la (1) per
A AA,,...; la (2) per A A,,..; la (3) per A,,..; dividendo per
AAA A, sl ricava:

_ AAAA, ) _algA ) Aja

(13) wi T AiAQA;;A:. T pi? o Al A2A3A4 » ui - A1A2A3A4 T

le quali formule esprimono in modo unico le coordinate di A, a, o.

62. Sono ancora a notarsi le formule seguenti:
Se A=@,A; sy B=Y A + ey Q=2 & F ey D=LA 3~
sl ricava

(14) ABCD = A AALA,

Se a=p, A A, + .., b=¢q,.A A, .., siricava:

(15) ab= (P95 —Di3%es +P11%s3 T DPs3%is — P43 -+
+D3,059) AiAs AgA,.
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Come caso particolare

(16) a8 =2 (P1aPg; — P13Pos 1 D1y Do) A1 A'Ag A,
Se A=ua,A, +.,., a =u,0,+ .., si ha:

(17) Ao = (x,u, + xu, + @ u; + @, u,) A, A, A A,

Fatto, per semplicitd di scrittura, A, A,A,A, — A, si avranno i
seguenti prodotti regressivi:

AA,.a, =AA,, A\A,.0,=AA,, AJA,.0,=0, A/A,.a, =0, ecc.
Quindi, sviluppando il prodotto regressivo di sinistra:
(18) (PipAAy+ o) (U0 + ) = (Dye Uy — DysUs + D1y %) DA, ...

Si ha pure o,a,—=AA,A,, ecc. Quindi sviluppando il prodotto
regressivo di sinistra si ha.

(19) (v, 0, +..) (0,0, F ...) = (%, 0, — u,v,) AAA, + ...

Dalle formule a,a,a, = A?A, e analoghe, e dalla o,0,0,a, = A®
si ricava:

(20) (30 4 ) (8,0 - ) (1,0, + )
Uy Uy U,
= [?/2 U, ’UérAzAi—]—...
.iwe Wy W, |
(21) (w,a, + ...) (0,0, + ...) (w, @, - ...) (¢, 00, -+ ...)

Uy U, Uy YUy
vy Uy Uy Yy
W, w, wW; W

!
ot ot ot

A%

Essendo w il trivettore unita, si avra:

(A + . Dw=x,A,w-+..
(PoAAy + ) w=p,,A A, w ..
(ui a, + ) w=y,a,w —+ ...
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le quali formule esprimono la massa d’'una formazione di prima specie
il vettore d'una di seconda, il bivettore d’'una di terza in funzione
delle coordinate della formazione, e delle masse, o vettori e bivettori
delle formazioni di riferimento.

Applicando ai vettori e bivettori I'operazione |, si deduce che
ogni funzione di piu formazioni ottenuta eseguendo su queste le
. operazioni: somma, moltiplicazione per numeri, moltiplicazioni pro-
gressive e regressive e l'operazione |, si pud esprimere mediante
le coordinate delle formazioni date, e elementi che dipendono pu-
ramente dagli elementi di riferimento. Quindi si possono calcolare
la grandezza d'una linea o superficie, le funzioni trigonometriche
dell’angolo di due linee, o d'una linea e d'una superficie, o di due
superficie mediante le coordinate di questi elementi e numeri che
dipendono dal sistema di coordinate.

63. Svilupperemo le formule precedenti nel caso speciale in
cui si prendano come elementi di riferimento un punto O e tre
vettori IJK, eguali in grandezza all’'unita di misura, ortogonali a
due a due, e il cui trivettore sia positivo. Allora il trivettore IJK
sara il trivettore unitd: IJK =w, e il volume OIJK — Ow sara
1l volume unita Q.

Ogni formazione di prima specie sara riduttibile alla forma:

1) A=mO0+xl+yJ 1 zK;

moltiplicandola per w si deduce Aw — m, ossia 7 ¢ la massa del
sistema. Se 72=1, A & un punto semplice, quindi ogni punto sem-
plice puo ridursi alla forma:

() 0+ xl+yJ+2K;

1 numeri x, y, 2 diconsi le coordinate cartesiane ortogonali del
punto. Se 7 =0, la formazione rappresenta un vettore, il quale
ha la forma (N. 50)

(3) xl -+ yJ + zK.



oo 1B A=
L’identita

(4) (0+ﬂ71+yJ—&—z’K)——(O—1—w’I+y’J + 7 K)=
@—a)I+@y—y)I+(E—2)K

d3 le coordinate d’un vettore in funzione delle coordinate dei suoi
estremi. Quindi, dalla formula (9) del N. 55 si ricava la distanza
di due punti in funzione delle loro coordinate.

Ponendo, come al N. 55,

i=JK, j=KI, k=1J,
ogni formazione di seconda specie a ¢ riduttibile alla forma:
(5) a=pO0I+ qOJ4rOK+p'i+q'j+ k.

Moltiplicandola per w si deduce:
(6) aw=pl+qJ+7rK

la quale formula da le coordinate del vettore di a in funzione delle

coordinate di a.
Si ha pure:

(7) aa=2(pp +aq +rr)

e lannullarsi di aa ¢ la condizione affinché a sia riduttibile ad

una linea o ad un bivettore.
Ogni funzione di terza specie € riduttibile alla forma:

(8) o =s0i+10j-+u0k +vw.
Moltiplicandola per w si deduce:
(9) ow=si-+tj+uk

la quale formula da le coordinate del bivettore di a in funzione

delle coordinate di a.
Ora, poiché la grandezza d’una linea o d’una superficie, e I'angolo

di due linee, o di una linea e d’una superficie, o di due superficie
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sono eguali alla grandezza del vettore della linea, o del bivettore
della superficie, e agli angoli dei vettori o bivettori delle linee o
superficie, le formule del N. 55 permettono di esprimere immedia-
tamente quelle grandezze, e 1 seni e coseni di questi angoli in
funzione delle coordinate degli elementi dati.

Applicazioni.

64. 1. Se I J,K sono tre vettori eguali all'unith di misura, si ponga per

definizione del primo membro:
(1) sen (I, J, K)=1JK.

Se I, J, K sono tre vettori qualunque, pongasi per definizione:

I J h )

) sen (I, J, K)=sen (gr I 577" jrK

Se a, b, ¢ sono tre rette di senso determinato passanti per uno stesso punto,
le quali formano un trispigolo, si definisca per seno del trispigolo il seno di
tre vettori paralleli e dello stesso senso delle tre rette date.

Si ricava dalla (2):

3) IJK =grl.grJ.grKsen(,J, K)
Supposto 1, J, K eguali in grandezza all’'unita di misura, le identita:

[JK=1.JK=J.KI=K.I1J

sl possono pure scrivere:
(4) sen(l, J, K) =sen(J, K)sen(l, JK) = sen (K, I)sen(J, K1) =sen(l.J) sen(K,1J)

ossia il seno d'un trispigolo & eguale al prodotto del seno d'una faccia pel seno

dell'angolo di questa faccia collo spigolo opposto.
La formula 1J.IK =1JK .I, prendendo i valori assoluti d'ambo i membri,

diventa:

() sen (I, J) sen (I, K) sen (1J,1K) =gr 1JK



— 120 —

ossia il seno d'un trispigolo, in valor assoluto, é eguale al prodotto dei seni
di due faccie pel seno dell’angolo che esse fanno. Si ricava dalla stessa formula :

) sen(IJ,IK)___sen(JK,Jl)__sen(KI,KJ)__ gr1JK
( sen(J,K) — sen(K,1) = sen(I,J) ~ sen(J,K)sen (K, I)sen(l,J) °’

la quale esprime la proporzionalith fra i seni dei diedri e i seni delle faccie

opposte.
2. Siano 1, J, k tre bivettori eguali in grandezza all’unith di misura. Porremo

per definizione:
1) sen (1, , k) =1j k.

Se 1, j, k sono tre bivettori qualunque, porremo:

) e R 1 ] k
) sen (1, j, k) = sen (gri * v grk)'

S1 deduce da quest'ultima:
(3) 1jk=grigrjgrksen(,j, k).

Se tre plani, di giacitura determinata in senso, passano per uno stesso punto,
e formano un ?¢riedro, si definisca per seno di questo triedro il seno di tre bi-
vettori aventi la stessa giacitura e senso dei piani dati. Si dimostra, in modo
analogo al precedente, che il seno d'un triedro é egﬁale al prodotto del seno
d'un diedro pel seno dell'angolo che questo spigolo fa colla faccia opposta, e
che, in valor assoluto, vale il prodotto dei seni di due diedri pel seno della

faccia compresa.
La formula 1J.IK.JK=(IJK)? si pud leggere:

4) sen (I, J) sen (I, K) sen (J, K) sen (1J, IK, JK) = sen? (I, J, K).
Si ha pure:
(3) sen (1, j, k) =sen (|1, |j, | k),

e dalle formule (4) e (5) si possono dedurre due altre formule scambiando i

vettori coi bivettori.
3. Siano 1JK tre vettori, in grandezza eguali all’'unita di misura. Siano i, j, k

tre bivettori aventi le giaciture e sensi di JK,KI,1J, ed eguali in grandezza
all'unithd di misura. Fra essi passano le relazioni:

JK =isen (J,K), KI=jsen(K,I), 1J=ksen(l,J).
Jk=1Isen(j, k), ki=Jsen(k,i), ij=Ksen(,j).
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Sia O un punto fissato ad arbitrio; essendo I un wvettore qualunque, colla
espressione ‘retta I’ intenderemo la retta passante per O e parallela ad I,
cioé la retta OI; ed essendo i un bivettore qualunque, colla espressione ¢ piano i’
intenderemo il piano passante per O e parallelo ad i, cioé il piano Oi. Allora
le rette I, J, K sono gli spigoli d'un t¢rispigolo o triedro, le cui faccie sono i
piani 1, j, k.

Le rette 1+J, 14+ K, J4=K sono le sei bissettrici delle faccie del triedro.
Esse giacciono a tre a tre nei quattro piani JK 4+ KI -+ IJ=1isen (J,K)+
jsen (K,I)4-ksen (I, J). Questi piani fanno angoli eguali coi tre spigoli del
triedro.

I piani 1J + 1K, ... sono i sel piani passanti per uno spigolo del triedro, e
per una bissettrice della faccia opposta. Essi passano a tre a tre_per le quattro
rette I + J 4 K.

1 piani bissettori dei diedri del triedro sono i+ j, i+ k, j + k. Essi passano
a tre a tre per le quattro rette Isen (j,k)-4Jsen(k,i) 4+ Ksen(i,]); queste
rette fanno angoli eguali colle faccie del triedro. Il piano bissettore i—j ‘in-
contra la faccia opposta k secondo la retta k (1 —j)=ki—kj=1Jsen (k, 1)+
I'sen (k, j); queste rette giacciono a tre a tre nei quattro piani i-+ j-4+ k.

I piani 11, J|j, K|k sono i piani passanti per uno spigolo e perpendicolari
alla faccia opposta; essi si incontrano secondo la retta:

I tang (j, k) 4+ J tang (k, 1) + K tang (i, j).

Le rette 1|1, j|J, k| K sono le rette contenute in una faccia del triedro e
perpendicolari allo spigolo opposto. Esse giacciono in un medesimo piano:

1tang (J, K) 4 j tang (K, I) 4+ k tang (1, J).

Questo piano € perpendicolare alla retta ultimamente considerata.
4. Siano A, a, a, A... formazioni di 12, 22, 3* e 4* specie. Raccogliendo i
risultatl precedentemente ottenuti si ha:

(1) Aw=massa della formazione A.

2) E%:punto semplice coincidente con A.

(3) (Aw=0)=Ia formazione A é riduttibile ad un vettore (punto all'infinito).
(4) (aa=0) ~n — (aw=0)= la formazione a ¢é riduttibile ad una linea.

(5) (aw=0)=Ia formazione a é riduttibile ad un bivettore (retta all'infinito).
(6) aw==vettore della formazione a.
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(7) aw = bivettore della superficie a.
() (aw=0)= la formazione a é riduttibile ad un trivettore (piano all'infinito).

(9) Aw=trivettore del volume A.
5. Siano A, B, ... punti semplici, a, b, ... linee, a, B, ... superficie. Si avra:

(1) Retta AB=retta che unisce i punti1 A e B.

(2) (AB=0)=1 punti A e B coincidono.

(3) Piano (A 4+ B)| (A —B) = luogo dei punti equidistanti da A e da B.
(4) Piano Aa = piano passante per A ¢ a.

(5) (Aa=0)= il punto A sta sulla retta a.

9;faa=distanza del punto A dalla retta a.

(7) Retta A.aw=—retta passante per A e parallela ad a.

(8) Piano A |(aw)— piano passante per A e normale ad a.

(9) Retta Aa.A |(aw) = perpendicolare abbassata da A su a.

(10) A | (aw) . a =piede della perpendicolare abbassata da A su a colla massa gria.

(11) (Aa=0) =1l punto A giace nel piano a.
Aa
gra

(13) Piano A .aw= piano passante per A e parallelo ad a.

(14) Retta A | (aw)= perpendicolare abbassata da A su a.

(15) A | (aw) . a = piede della perpendicolare precedente colla massa gr* a.

(16) (ab=0) =1e rette a e b giacciono in uno stesso piano.

(17) (aw . bw=0)=le rette a ¢ b sono parallele.

(18) (aw .| bw ==0) =le rette a e b sono perpendicolari.

(19) gr (aw . bw)=gr a.gr b sen (a, b).

(20) (aw) | (bw) =gra.gr bcos (a, b).

(21) Piano a.bw = piano passante per a e parallelo a b.

(22) Retta [a [(aw.bw)] [b|(aw.bw)] = perpendicolare comune alle due rette a e b.

(23) a[b| (aw . bw)] = punto d'incontro della retta precedente colla retta a, colla

(6)

(12) — distanza dal punto A al piano a, presa col segno del volume A a.

massa gr? (aw.bw).

(24) P (aijb B minima distanza delle due rette, presa col segno del vo-
lume ab.
(25 *—-E—b—_ﬁ— — (secondo Staudt) momento delle due rette a e b.
gragrb

(26) aq = punto d’incontro della retta a col piano o, colla massa aaw==
gragra.sen(a,a)
(27) (aaw==0)=1la retta a é parallela al piano a.
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(28) (aa=0) =1la retta a giace nel piano a.

(29) Piano a | (aw) == piano passante per a e perpendicolare ad a.

(30) (a | (aw) =0) = la retta a & perpendicolare al piano a.

(31) Retta [a|(aw)] a = proiezione ortogonale della retta a sul piano a.
ﬁ%%& , cos (a, a) :g?;(::;;’é .

(33) Retta of = intersezione dei piani a e B.

(32) sen (a, a) =

(34) (ap==0)=1 piani a e B coincidono.
(35) (apw =0) =1 piani a e B sono paralleli.
(36) [(wa) | (wB) =0]==1 piani a e B sono perpendicolari.

(wa) [ (wB)
groagrp

(37) sen (a,B) = g : g“frwé, cos (a, B) =

(38) Piano gfa:t qﬁ — piano bissettore dei piani a e B.

ooy OBY " : o
(39) ZET — punto d’'incontro dei tre piani a, B, Y.

(40) (aBy=0)=1 piani a, B, y passano per una stessa retta, o sono parallel fra
loro.

(41) (apyw=0)=1 piani a, B, ¥ sono paralleli ad una stessa retta.

(42) (apyd = 0)=1 piani afyd passano per uno stesso punto, o sono paralleli
ad una stessa retta.

; (aByd)? - . s ;
(43) Brw apdw. aydw BYOW volume del tetraedro limitato dai quattro

piani a, B, Y, 0.

6. Siano ABGCD i vertici d'un tetraedro. Le identita:
ABCD—.:A.BCD:AB.CD:—:A(B—-A)(C-—A)(DﬁA)

dicono che il volume d'un tetraedro & eguale al prodotto d'una base per 'al-
tezza corrispondente, ovvero al prodotto delle grandezze di due spigoli opposti
pel loro momento, ovvero al prodotto delle grandezze di tre spigoli concorrenti
in un vertice pel seno del trispigolo corrispondente.

L'identith ABC.ABD=AB.ABCD, ove si prendano i valori assoluti
d’ambi 1 membri, diventa:

4r ABC.gr ABD.sen (ABC,ABD)=gr AB.gr ABCD.,

la quale dice che un tetraedro, in valor assoluto, € eguale al prodotto di due
faccie pel seno dell’argolo compreso, diviso per lo spigolo corrispondente.
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Lidentita ABC.ABD.ACD=A.ABCD? ove si prendano le masse d’ambo
1 membri, dice che il quadrato del volume d'un tetraedro é eguale al prodotto

di tre faccie pel seno del triedro che esse formano.

ABC ABD 4 & . . ' .
grABC gr ABD e il piano bissettore del diedro AB. Esso in-

contra lo spigolo opposto G D nel punto

I1 piano

( ABC ABD

n G D '
grABC " gr ABD )’

)CD:ABCD (EFXE"C"" grABD

di qui si ricava immediatamente che esso divide lo spigolo CD in parti diret-
tamente proporzionali alle faccie che vi terminano.
I 12 piani bissettori dei diedri del triedro passano pegli 8 punti.

AgrBCGD+-Bgr ACD+Cygr ABD+Dgr ABC,

1 quali sono i centri delle sfere tangenti alle faccie del tetraedro.

AB AC AD : —_—
La retta Py - - er AL - D ¢ la retta per cui passano i piani che

uniscono gli spigoli del triedro in A colle bissettrici interne delle faccie opposte.
Affinché essa incontri la corrispondente nel triedro in B, deve essere nullo il
loro prodotto progressivo. Sviluppando i calcoli si ha come condizione:

grAC.grBD=grAD. gr BC.

La formazione:

0 A B C D

1 0 gr'AB gr:AC  gr2AD

1 gr*BA 0 gr?BC gr*BD
1 ¢gr2CA  ¢rCB 0 grrGD
1 ¢gr”DA ¢gr*DB ¢r2DC 0

rappresenta il centro della sfera circoscritta al tetraedro con massa 8 volte il
quadrato del tetraedro.

7. Diremo che un numero o una formazione geometrica é funzione intera di
numeri e formazioni geometriche, quando essa si pud ottenere dalle variabili
indipendenti e da enti costanti colle operazioni:

a) Somma di due numeri, o di due formazioni della stessa specie.
b) Moltiplicazione di due numeri; moltiplicazione progressiva di due for-
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mazioni (dispecie 1 e 1, 01 e 2, 0 1 e 3, 0 2 e 2); moltiplicazione regressiva
di due formazioni (di 2* e 32 specie, ovvero amendue di terza specie); l'ope-
razione | da eseguirsi sopra un vettore o bivettore; la divisione d'un trivettore
pel trivettore unith, o d’'un volume pel volume unita.

Una funzione dicesi monomio se essa si pud ottenere eseguendo solamente
le operazioni distributive ). Dicesi grado d'un monomio rispetto ad una for-
mazione il numero delle volte che comparisce questa formazione come fattore
nel monomio. Ogni funzione intera & riduttibile alla somma di pit monomil.
Dicesi grado d'una funzione intera il massimo dei gradi dei suoi monomii. Se
tutti i monomii che compongono una funzione intera sono dello stesso grado,
la funzione si dira omogenea. Ogni monomio é funzione omogenea. Se una
formazione Y é funzione intera, omogenea, di grado » d'una formazione X, le
coordinate di ¥ sono funzioni intere omogenee di grado » delle coordinate di X.

Le quantith gr?a e gr*a, ove a e o sono linee e superficie, sono funzioni
intere di secondo grado di a e a.

8. I punti P dello spazio per cui ¢ nulla una funzione numerica di P for-
mano, in generale, una superficie. Se la funzione & intera di grado n, questa
superficie si dird d’ordine 7.

Cosi I'equazione gr OP =17, ovvero (P—0)|(P —0)—r?= 0 rappresenta
una sfera di centro O e di raggio ». Il primo membro della seconda equazione
¢ funzione intera di secondo grado di P.

L' equazione di 2° grado [(P —O0)|1]*—Z%gr*(P —0)=0, ove O sia un
punto, I un vettore, e % una costante numerica, rappresenta un cono di rivo-
luzione avente per vertice O, e il cui asse ha la direzione di L

L'equazione gr Pa=r, che si pud mettere sotto la forma, di secondo grado
in P, gr*Pa =13, ove a rappresenta una linea, in grandezza eguale all'uniti
di misura, e » una costante numerica, rappresenta il cilindro di rivoluzione
avente per asse la retta a, e per raggio .

L'equazione del luogo dei punti per cui & costante il rapporto delle distanze

: rPa :
da due rette date si pud mettere sotto la forma g o k, ove a e b sono linee,

in grandezza eguali all'unity di misura, giacenti sulle rette date, e k é il rap-

porto costante dato. La stessa equazione si pud scrivere:

gr*Pa—k*gr*Pb=0

e il primo membro é una funzione di secondo grado di P.
9. Un numero funzione omogenea intera di grado n d'una formazione di
prima specie P, col suo annullarsi, esprime una condizione tale che se una
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formazione P vi soddisfa, tutte le formazioni, della forma m P, aventi la stessa
posizione, o direzione, vi soddisfano pure. L'insieme di queste formazioni si
dirh un luogo geometrico d'ordine =.

Cosi I'equazione della sfera (P —O)|(P —0)—22=60, ove O & un punto
semplice ed » un numero, ha significato solo quando P é un punto semplice.
Essa si pud pure scrivere:

(OP.w)| (OP . w) — (Pw)? 72 =0,

e il primo membro ¢ funzione omogenca di secondo grado in P, avente signi-

ficato qualunque sia la formazione di prima specie P.

L'equazione Pa.Pb.c=0, ove abc sono linee, rappresenta la superficie del
secondo ordine contenente le rette a, b, c.

Il luogo dei punti P tali che 1 4 piedi delle perpendicolari abbassate da P
sulle faccie d'un tetraedro ABCD giacciano in un piano ha per equazione:

gr* ABC  ¢gr*ABD  ¢gr*AGD ¢r?BCD 0.

PABC — PABD T PAGD — PBCD

Fatti sparire 1 denominatori, essa diventa di terzo grado in P. Gli spigoli
del tetraedro appartengono al luogo.
L’equazione

(PA.a)(PB.B) e=0
rappresenta una superficie del secondo ordine. Essa si pud pure scrivere:
Poa.PB.ABc+4+ Poa.Bg.PAc+ Aa.PB.BPec=0.

Questa superficie contiene la retta ap, la Be.a, la Ac. B, ece.

L'equazione (Pa.w)|(Pb.w)=0, ove a e b sono linee, rappresenta la
superficie di secondo ordine luogo dei punti P tali che i piani Pa e Pb siano
ortogonali. Essa contiene le rette a e b.

10. Un numero funzione omogenea intera di grado » d'una formazione di
seconda specie p, col suo annullarsi esprime una condizione tale che se una
linea p vi soddisfa, tutte le linee mp che stanno sulla retta p, vi soddisfano
pure. Le rette che contengono linee p che soddisfano a quella condizione for-
mano un sistema chiamato complesso di grado n.

Sia a una formazione di prima specie. L'equazione ap==0 rappresenta un
complesso di primo grado. Se a é riduttibile ad una linea, questo complesso &
costituito dall'insieme delle rette che incontrano a, o le sono parallele. Se a
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& riduttibile ad un bivettore, il complesso contiene tutte le rette parallele a
questo bivettore. Qualunque sia a, le rette del complesso passanti pel punto P
giacciono nel piano Pa, e le rette del complesso giacenti nel piano m passano
pel punto wa. Se il punto P descrive una retta p, il piano Pa passa per la

retta 2ap.a—aa.p.
L'equazione (pA .w)|(pB.w)=0,0ove A e B sono punti, rappresenta il com-

plesso di secondo ordine le cui rette p sono tali che i piani pA e pB risultano

ortogonali.
11. Un numero funzione omogenea intera di grado » d'una formazione di

terza specie m col suo annullarsi esprime una condizione tale, che se una su-
perficie m vi soddisfa, ogni superficie mm contenuta nello stesso piano w vi
soddisfa. L'insieme di questi piani m dicesi un inviluppo di classe 7.

L’ inviluppo dei piani per cui & costante la somma delle distanze dei
punti A, B, C, ... ha un’equazione che si pud scrivere:

[(A4B+.)n2=~%'gr?m,

di secondo grado in m.
L'inviluppo dei piani per cui & costante la somma dei quadrati delle distanze

dei punti A, B, ... ha per equazione:
(AnP? 4+ Bn)+ ...=k*grin

pure di secondo grado.
L'inviluppo dei piani m che fanno con tre piani dati aBy un tetraedro di

volume dato 2 ha per equazione:
(aBym?®=(aByw) (afmw) (ay mw) Bymw)k,

di terzo grado in m.
L'equazione ma.mb.c=0 rappresenta un inviluppo di secondo grado. Vi
appartengono tutti 1 piani tangenti alla superficie di equazione Pa.Pb.c=0.




CAPITOLO VIII.

Derivate.

65. Le formazioni geometriche possono essere, come i numeri,
costanti o variabili. Supporremo note le definizioni e teoremi che
si riferiscono ai numeri variabili, e porremo le seguenti definizioni
pel limiti di formazioni geometriche.

DEF. Diremo che il ‘volume variabile A ha per limite il vo-

r

. e A
lume fisso A,, se essendo Q il volume unita, il numero 9 ha per

limile il numero %”.
1" S
Diremo che la formazione variabile di | 2° | specie| s |ha per
3* o
S
limite la formazione fissa | s, |, Se, comunque si prenda
0,
la superficie m ) ltm ST=S,m )
la linea p) 8t ha {lim sp = s,p ).
il punio P R er==g,pP

Si riducono immediatamente ai teoremi sui limiti di numeri le
proposizioni che seguono:

1. Se A e B sono due formazioni della stessa specie, si ha :

(lim A = A,) o (lim B = B,) < (lim (A + B)= A4,-+ B,).
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2. (mnA:Ao)n(zz'mw:wo)<(lz‘ma:A:moA0),

-

0

3. (m A=A, n(limrx=01x)n-(0,—0) < (gz-m 4 _ 4

x = ’

4. Se AB é il prodotto progressivo o regressivo delle due for-
mazioni A e B, si ha:

(lim A= A,)~ (im B=B,) < (lim AB= A,B,.

5. (Uim A = A,))=le coordinate di A hanno per limilte le coor-
dinate di A,.

6. Se 1 ¢ un vettore nel piano, si ha:
(lem 1 =1,) = (lim 11 =1k

7. Se I é un vettore o bivettore nello spazio, '.s'z' ha .

(timI=1,)= (lim |1 =1,).

Applicando le proposizioni precedenti si puo determinare il limite di
espressioni piu complicate. Cosl, essendo a una formazione di seconda
specie, si ha (lima=a,) < (lim wa = wa,) < (ldm | wa=|wa,) <
<(lfm walwa =wa,|wa,) < (lim gr?a =gr*a,)) < (lim gra=gra,)
in virtu delle 4, 7, 4, e di identitA numeriche.

8. In modo analogo si ha, se A & una formazione di cui & defi-
nita la grandezza:

’

i (lim A = A,)) < (imgr A =gr A,).

9. Essendo A una formazione di prima specie :

I . A AN
(szA—Ao)“-(on——O)<(szwA:w:O),

ossia, se A ha per limite A,, e la massa di A, non e nulla, il

punto semplice coincidente con A ha per limite il punto semplice
coincidente con A,.

10. (im A = A~ (ima=a,) ~ - (gra, =0
gra gra,

Peaxo, Calcolo Geometreco. 9
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Supponendo A un punto semplice, questa proposizione si pud
leggere: se il punto A e la linea a hanno rispettivamente per li-
miti A, e a,, e la grandezza di a, non & nulla, la distanza di A da a

ha per limite la distanza di A, da a,.
Ricordando quindi la definizione del limite d'una retta e d’un

piano (Applicazioni Geom. pag. 30), si deduce:

11. (tma=a,)n-(gra,=0)<la relta a ha per limite la
retla a,.

E analogamente:

12. (ma=q,) - (gra,=0)< @ piano o ha per limite il
piano o,.

66. Se A(f) & una formazione geometrica di specie qualunque,
funzione d’una variabile numerica ¢, porremo:

A (t)=lim 5 [A (t+ 1) —A (D).

La formazione A'(f), che & della stessa specie di A(?), si dice la

derivata di A(f). La indicheremo anche colla scrittura d‘;t(t); in

questa df ¢ un numero arbitrario, detto differenziale della variabile
indipendente; la formazione d A4 (1) = A'(t)dt dicesi il differenziale
di A(f). Invece di A(?), sottintendendo la variabile £, scriveremo

spesso solamente A.
Si hanno le seguenti regole di differenziazione:

1. Se 4 e B sono formazioni variabili della stessa specie, si ha:
d(A -+ B)=dA-+dB.
2, dwvA)=dx.A+ z.dA.

3. Se AB & il prodotto progressivo o regressivo di due forma-
zioni, si ha:
d.AB—dA.B+ A.4dB.

(Si noti che il secondo membro non e sempre eguale a BdA - AdB).
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Quindi, se 4 BC ... & il prodotto delle formazioni 4 BC ... composto
di prodotti di due fattori, progressivi o regressivi, sara:

d(ABC.)=(dA)BC..+ A(dB)C ..+ AB(C)... - ..

4. Se I & un vettore nel piano, si ha:

all= 1dl

5. Se I & un vettore o bivettore nello spazio, si ha:
d|I=|dL

6. Se @, x, ... sono le coordinate della formazione variabile 4
rispetto alle formazioni di riferimento fisse 4,, 4,, ..., ossia se
A=wx A, +x,4,+ ..., saradA —=dx, . A, +dx,. Ay + ..., ossia
le coordinate della derivata di 4 sono le derivate delle coordinate
di 4.

TeoR. Se la derivata di A(t) é nulla, la funzione A(t) é
costante.
Invero, se la derivata di 4 é nulla, le coordinate di questa de-
rivata, ossia le derivate delle coordinate di A4, sono pure nulle;
quindi queste coordinate sono costanti, ed e percio costante la A.

67. La derivata della derivata di A(¢{) dicesi derivala seconda

2

di A(¢) e siindica con A" ({), ovvero : la derivata della deri-

at* ’
vata (n — 1)™* dicesi derivaia n™, e si indica con A’ (%) ovvero
drA
at®

dine 7.

Si riconosce subito che la derivata d’ordine » d'una formazione
ha per coordinate, rispetto ad elementi di riferimento fissi, le de-
rivate d’ordine n delle coordinate della formazione data.

Si ha pure:

. La formazione d» A — A™(t) di{» dicesi il differenziale d’or-

d". AB—d'A.B-tnd—A4.0*B+ ( ; ) d-* A d*B-..4A.d"B.
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TEOR. (di TAYLOR). Essendo A(t) una formazione funzione
di i, avente le derivale che compaiono nella formula seguenie,

determinato R in modo che sia:

A(t+n)= A(t+hA(t+2,A" (&) . + AN+ R

si ha, per h=0, lim = =0.

68. DEF. Diremo che il numero a é medio fra ¢ numeri a, a, ...,
in numero finito od infinilo, se esso non é maggiore del limite
superiore di questi numeri, ne minore del loro limite inferiore.

Diremo che @l volume A é medio fra i volumi A,A, ..., se, es-
sendo Q il volume unila, il numero -g- e medio fra i numeri
A A
0 o

Diremo che la formazione A, di 1*, o 2%, o 3* specie, ¢ media
fra le formazioni A, A, ... della stessa specie di A, se, comunque
st prenda la superficie, o linea, 0 punio, P, il volume A P ¢ medio
fra i volumi A, P, A,P, ..

Per esempio, essendo A4, 4, ... delle formazioni della stessa specie,

m,, M,, ... numeri tutti positivi, la formazione — :I::i?"' &

media fra le formazioni 4,, 4,
Se A, A, ... sono punti semplici, le formazioni medie fra essi sono

i punti semplici appartenenti al minimo campo convesso chiuso che

li contenga (V. Appl. Geom. pag. 152 e 164).
Se A & medio fra 4, 4, ..., le coordinate di 4 sono medie fra

quelle di 4,, 4,, ..., ma non viceversa.

TEOR. Se A (t) ha derivala per tulli i valori di t nell’ inter-

vallo (1, 1,), sara A(t‘t)—;‘:(t") medio fra i valori di A'(t) nello
-

stesso intervallo.



— 138 —

CoroLL. Se A4 (f) ha derivata nell’intervallo (¢, £,), € si annulla
agli estremi di questo intervallo, un valor medio fra quelli della
derivata sara lo zero.

TEOR. Se A(l) ha le successive derivate fino all ordine n -1
nell’intervallo (t, t + k), la formazione K, che soddisfa alla con-
dizione.

A+n)=AO)FrA(t) 4.+ 2 a0 (1) (:’:1;! K,

sara media fra i valori della derivata d’ordine n -+ 1 nello stesso

intervallo.
Si ha cosi una seconda forma del teorema di Taylor.

69. DEF. Porremo A (t,, 52)_—_*-‘1(%3_;1 (t) ,
- Y]

A, ) — A1, L)

ts_t2 3

A (L, by, )
Le funzioni A (¢,, %,), A (1,,1,, {,), ... diconsi le funzioni interpo-
lari di primo, secondo, ecc. ordine (V. Calc. diff., N. 84).

TeOR. 1. La funzione inierpolare d’ordine m, A (lyt, ..1,), é
)
media fra i valori di %’Q , ove t sia compreso fra i,,t,, .. t,.

TEOR. 2. Se A™ (%) é funzione continua di t, facendo tendere
i, t, ... 1, ad uno stesso valore t, si ha:

A
- alc

uim A (t,, t,, .1)

TEOR. 3. Se A (f) é una formazione di prima specie, avente
le successive derivate continue, facendo tendere t, i, t, ... verso
uno stesso valore t st avra:

(@) tim 22— Ay Ay
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A(t) A(ty) A(ts) e 1 A(2) A'(t) A"( )

R e .
) A(t) A(2y) A(ts) A(ty) hind
(c) ) (ts —t) (ts— ) (b — 1) (b — &) (i — )

srgy Al) A'(E) A”(t) A (1),

infatti, per dimostrare la (b), si ha:
At) A(ty) Alt) =A(t,) [A(L) — A(L)][A(t) — A)]

onde

A@R)A()AlL) _ .
S O = () A AL L) =A ) ALL) (ALl —ALL);

quindi, dividendo ancora per 1, —1{,,

A(%) A(%) A(t) -
Gt (1) (65— — 2] Allals) AlliZe ).

Passando al limite, in virtu del teorema precedente, si ha la
formula a dimostrarsi.

TEOR. Se a(t) é una formazione di seconda Specie nel piano,
8t ha:

lim agﬂ a(t) — o (t) a’ (1),

: t td 1
i G e e = (O t) " (0.

TeOR. Se o (1) é una formazione di terza specie, nello spazio,
St ha:

lim agz‘)_fftg) = {f) o' ({),

et = =3 SO O D,

L a((tzi-)-ft(f)g),,fl((tf;)_ft(g) i 12 a (t) of (if) o (t) a’ (Z)
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70. DEF. Colla scrittura J‘A (H)dt intenderemo wuna [unzione

avente per derivata A (1).

Se B(f) & una funzione avente per derivata A (¢), ogni altra
funzione avente la stessa derivata sard della forma B(¢) + C,
ove C & una formazione costante, della stessa specie di B. Si di-
mostra, riducendola alla corrispondente sulle funzioni numeriche,
la proposizione: se A({) & funzione continua di #, essa e inte-
grabile. |

Le regole d’integrazione che seguono si ricavano immediatamente
da quelle viste per la derivazione:

1. J‘(A—;—B) dtz‘]‘Adt—{—“‘Bdt.
2 f@da=w4— | 4az.

3. [4aB=4B—[a4.B.

4, [ 1rat=1 | 1at.

5. [ 11at=| [1as

6. Se A, A, ... sono formazioni costanti, x,, Ly, .. NUMEr fun-
giont di t, st ha:

J'(:;:;,A1 —1—w2A2+...)dt:A1f w,dt + Ag‘j‘ @, dt =+ ...

Quindi le coordinate, rispetto ad elementi fissi, dell'integrale duna
formazione geometrica sono gli integrali delle coordinate della for-

mazione proposta.

DEF. Se B (1) é uno degli integrali di A(t)dtl, porremo:

j:’ A(tydt=B(t,) — B ({,).



BT .

TEOR. Se A ({) ha le successive derivale, si ha.
hl

A(l+nr)=AW)+nrA'(D)+ 5T A" () + ...

hn h 71
b AW(D)

n!

j: 1—2)d™(t+2h)dz.

Questo teorema € una terza forma del teorema di Taylor appli-
cato alle formazioni geometriche.

Applicazioni.

71. 1. Sia A (¢) una formazione di prima specie funzione della variabile ¢,
avente le successive derivate continue, e suppongasi che, per quei valori che si
considerano di ¢, la massa di A non sia nulla. Allora il punto semplice coin-
cidente con A, variando ¢, descrive una linea. La retta A (¢,) A (%) unisce i
due punti della curva corrispondenti ai valori #;, e ¢, di ¢ Facendo tendere
?, e t, ad uno stesso valore ¢ in virtu delle teor. 3, N. 68 e 11 del N. 64, si
deduce che la retta precedente ha per limite la retta A (¢) A’ (¢), supposto A A’
non nullo. Questa retta limite & la tangente alla curva nel punto considerato.

2. Il piano A (¢;) A (%) A (¢3) contiene tre punti della curva; facendo tendere
t; tyt; ad uno stesso valore ¢, esso ha per limite il piano A (¢) A’(f) A" (¢t),
supposto che questa formazione non sia nulla. Questo piano limite & il piano
osculatore alla curva.

3. Se A (¢) € un punto semplice, le sue derivate successive sono vettori. Se
la variabile ¢ rappresenta il tempo, la derivata prima dicesi velocita, la seconda
acceleraszione del punto. Se A (¢) é un punto con massa costante, le sue derivate
sono ancora vettori; essendo ¢ il tempo, la derivata prima dicesi gquantita di
moto del punto materiale, la derivata seconda forza che agisce sul punto.

4. Se A (¢) € un punto semplice che si muove in un piano fisso, la retta
A | A’ é la normale alla curva descritta da A.

5. Se A (f) é un punto semplice che si muove nello spazio, allora la direzione
del vettore A’ é quella della tangente A A’; e la giacitura del bivettore A’A"
é quella del piano osculatore AA'A". La giacitura | A’ é normale alla dire-
zione della tangente; il piano A | A’ é il piano normale alla curva. La dire-
zione |(A’A") é normale al piano osculatore; la retta A |(A'A") é la binormale.
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La direzione A’A”.| A’=(A’|A’). A" — (A’ | A”). A’ é l'intersezione delle gia-
citure dei piani osculatore e normale; la retta A (A’A".|A)=(A'|A'). AA" —
(A'| A")A A’ é la normale principale.

6. L’ J (gr A')dt = J (gr d A), preso fra certi limiti, rappresenta la lunghezza

dell’arco descritto dal punto semplice A, ove ¢ varii fra gli stessi limiti. Detta s
la lunghezza dell’arco descritto da A, ove ¢ varii da un valore fisso al valore
variabile ¢, sarh ds=(gr A")dt =gr dA.

7. L j AA'dt = j AdA rappresenta una formazione di seconda specie. Essa

¢ il limite verso cui tende la somma AjA, + A, A, 4+ ...+ A, (A,, In cul
AyA, ... A, siano punti consecutivi della curva, A, e A, le posizioni di A cor-
rispondenti ai limiti di ¢, il limite essendo ottenuto col far crescere indefinita-
mente il numero dei punti, in modo che la distanza di due punti consecutivi

qualunque tenda a zero.
{1 vettore diJ AA'dt sara j A'dt, ossia sara il vettore formato dagli estremi

dell’arco considerato.
8. Se il punto A si muove in un piano e descrive un arco 1 cui estremi non

coincidono, la formazione J A A’dt é riduttibile ad una linea MN; essendo X

un punto qualunque del piano, I'area descritta dal segmento X A, ove A descriva
I'arco considerato di curva, é eguale all'area del triangolo X MN. Se invece

gli estremi dell’'arco considerato coincidono, I’ ] A A’dt é un bivettore, e 1'area

X J.A A'dt, che & indipendente dalla posizione del punto X, dicesi l'area Li-

mitata da quella curva chiusa.

9. Se il punto A si muove nello spazio, e gli estremi dell'arco considerato

coincidono, la formazione } AA’dt é riduttibile ad un bivettore 1. Se XY sono

-

due punti dello spazio, il volume descritto dal triangolo X Y A, ove A descriva
I'arco chiuso considerato, & eguale al volume XY1i. Sesi proiettano su d'un piano
con proiezioni parallele la linea chiusa descritta da A e il bivettore i, I'area li-
mitata dalla proiezione di quella linea ha per bivettore la proiezione di i

10. L’ j A(grA)dt= j A(grdA)= fAds rappresenta una formazione di

-

prima specie, di massa la lunghezza dell'arco descritto da A. Essa e il limite

verso cui tende la formazione s;A, 4 S;As + .. + S A,, ove s;$, ... s, sono le
lunghezze di » archi in cui si é decomposto 1'arco dato, e A;A,.. A, sono



— AN
punti di questi archi parziali. Il punto semplice che coincide con questa for-

f A (gr dA)
mazione, 0ssia “— dicesi il baricentro dell’arco.
(gr dA)

ii.IlpuntoA=0+tI+tiJ, ove A sia un punto semplice, I ed J siano

vettori, descrive un'iperbole di centro O e di assintoti Ol ed OJ. Si avra:

Al=1— -:—, J; quindi si scorge che 1 quattro vettori I, J, A—O, A’ sono ar-
monici. Si ha la tangente AA’'= OI—LOJ—E [J. Detti B e G i punti

AA".01
d'incontro della tangente cogli assintoti Ol e OJ, si avra B= W) I

O 4+ 2tl; e analogamente C=10 + ?J.

Si deducono immediatamente le formule A :% (B4 C), ABC=401J, le

quali, interpretate geometricamente, esprimono mnote proprieta dell’iperbole.
L'area descritta dal segmento OA, mentre ¢ varia da ¢, a ¢, é data da

“h *h 2 7
DAAdt= — 2 01Jdt=201Jlog -2,
jto J o 1 Ogti

12. 11 punto O + 1¢4J¢#2, ove O & un punto semplice, I e J sono vettori,

descrive una parabola.

1 — 2t
15 t? + J T+ ove O1J

hanno lo stesso significato che negli esempi precedenti, descrivono ellissi. Si

Il punto O 4 Icos¢+ Jsent, come pure O + 1 ——

possono applicare a queste linee le formule trovate.

13. 11 punto O 4 rcos¢.I 4 rsent.J + At.K, ove O & un punto semplice, e
IJK sono tre vettori eguali all'unith di misura e a due a due ortogonali, de-
scrive un'elica avente per asse la retta OK, per raggio r, per passo 2mh. La
linea chiusa 1 formata da una spira dell'elica, dai due raggi del cilindro che
vanno agli estremi della spira, e dalla porzione dell’asse compresa fra questi
due raggi, considerata come una formazione di seconda specie, & eguale al bi-
vettore del cerchio base del cilindro su cui sta tracciata l'elica. Quindi, proiet-
tando con rette parallele su d'un piano arbitrario, 1'area limitata dalla proie-
zione della linea 1 é eguale all'area della proiezione del cerchio base.

14. Sia a(¢) upna linea funzione della variabile t, che si muove in un piano
fisso. 11 limite del punto a(¢,)a(t,) d’intersezione di due linee a, ove ¢ e ¢,
tendany ad uno stesso valore ¢, sara il punto aa’, supposto aa’u non nullo.
Questo punto dicesi il punto d'incontro di due linee consecutive del sistema,
ovvero il punto di contatto della a col suo inviluppo. La retta aa’. ] ua ¢é la
normale all’ inviluppo.
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15 Sia' A(f) un punto semplice mobile nel piano. Fatto a==A] A', la
retta a sard la normale alla curva descritta da A. Siavra a'==A"] A"+ A | AP,
Quindi, il punto aa’ d'incontro di due normali consecutive, si pud ridurre, dopo

gr* A
AFA"” LA
16. Sia a (¢) una linea che si muove nello spazio, ed avente le successive

alcune trasformazioni, alla forma A +

derivate, che saranno formazioni di seconda specie. Poiché a & una linea,
sarh aa = 0, onde, derivando, aa’ =0, aa"” 4 a’a’ =0, ecc. Variando ¢, la retta a
descrive una superficie rigata. Se P & un punto della retta a, il piano Pa’ é
il piano tangente alla superficie nel punto P; e se m é un piano passante per
la retta a, il punto mwa' & il punto di contatto del piano m colla superficie.

Dati a ¢ i valori ¢, e 7, dette a, e a, le posizioni corrispondenti di a, © il
loro angolo, d la loro minima distanza, si ricava:

ror
lim 0 gr(u,ta1 wa)’ lim—g—z a'a .
11 limite del piano passante per a, e parallelo ad a, ¢ il piano p.p'w —=—p.pw.

Il limite degli estremi della minima distanza delle due rette a, e a, & il punto
[pl(wp. wp)] P’

17. Sia a (¢) una formazione di terza specie funzione di ¢. Se il bivettore di a
non & nullo, questa formazione é riduttibile ad una superficie triangolare. La
retta aa’, supposto aa'w non nullo, & la posizione limite dell'intersezione di
due piani a; il punto aa’a”, supposto aa’'a”w non nullo, & il limite del punto
d'incontro di tre piani del sistema, corrispondenti a valori di ¢ che tendono ad
uno stesso valore. Se aa’a’” a” non & nullo, il punto aa’a’’ descrive una curva
la cui tangente & aa’ e il cui piano osculatore é a. Il piano normale &
aa'a’.| (ad'w).

18. Una formazione geometrica A potrebbe essere funzione di due o piu numeri

. ; dA dA d*A
%, v, ... ; ed allora si hanno a considerare le derivate parziali T TRl T

per le quali sussistono teoremi analoghi a quelli che si dimostrano per le fun-
zioni numeriche di piu variabili
19. Se la formazione di prima specie A & funzione di due variabili » e v,

e la sua massa non é nulla, il punto semplice coincidente con essa, col variare
dA dA

di » e v descrive una superficie. Il piano AE{[ == & il piano tangente alla

superficie nel punto A.
20. Se A é un punto semplice funzione di u e v, le sue derivate saranno
vettori; la giacitura 3A C;A & quella del piano tangente; la retta A | (3A C:it )

¢ la normale alla superficie.
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21. Variando w fra i valori fissi %, e %, > u,, e v fra i valori vy € v > vy,
funzioni di w, il punto semplice A, funzione di # e v, descrive una superficie

limitata o; con ’ J ydudv, ove y é una funzione di u# e v, intenderemo

I J 5 ( ]v pdov ) du. Allora 2ff A di du dv rappresenta un bi-

Uo
vettore eguale al contorno di ¢. Se si scompone la superficie ¢ in parti
0;0y ... O, detti iiy...1, 1 loro bivettori, il limite superiore della quantita
griy +grig+ ...+ gri, dicesi I'area della superficie data. L' area risulta mi-

surata da 2 J J‘gr (g-g Cé—‘:) du dv (I'unitd di misura delle aree essendo quella

definita al N. 39).
22. 2 J J Ad—A— g—{k-du dv rappresenta una formazione di terza specie;

essa ¢ il limite verso cui tende la somma A,i, + Ayiy + ... 4 Api,, ove i, ig...1,
sono i bivettori delle parti 0, 0,...0, in cui si pud decomporre la superficie
0, Aj Ay ... Ap sono punti di queste parti, il limite essendo ottenuto col far
variare la decomposizione di ¢ in guisa che la distanza di due punti apparte-
nenti alla stessa parte tenda a zero. Se il bivettore di questa formazione non &
nullo, essa € riduttibile ad una superficie triangolare PQR. Comunque si prenda
il punto X dello spazio, il volume descritto dal segmento X A, ove il punto A
descriva la superficie o, tenendo conto dei segni, é eguale al tetraedro X PQR.
Se invece quel bivettore € nullo, il volume descritto da XA & indipendente

dal punto X.
dA dA

i 4 Z‘j‘} Agr(d =
la cui massa é l'area della superficie; il punto semplice che vi coincide dicesi

) du dv rappresenta una formazione di prima specie,

baricentro della superficie.
24. Se A ¢é un punto semplice funzione dei tre numeri ¢, w, », allora

6JJ . dA dA dt du dv misura il volume descritto dal punto A mentre

le vanablh variano fra i limiti a cui si estende l'integrazione.
Se un segmento rettilineo AB varia col variare di due numeri u e v, detto I
il vettore B—A di quel segmento, e C il suo punto medio, il volume descritto

da AB é misurato da G"I-@g—qdudv+ J' 31 55 dudv.

Se un’area piana ¢ si muove col variare d'un numero 7, detto i il bivettore

di quell'area, e G il baricentro, il volume descritto da ¢ é misurato da 3jidG.

LS




GAPITOLO IX.

Trasformazioni di sistemi lineari.

72. Esistono dei sistemi di enti sui quali sono date le seguenti
definizioni:

1. E definita 'eguaglianza di due enti a e b del sistema, ciod
é definita una proposizione, indicata con a —="b, la quale esprime
una condizione fra due enti del sistema, soddisfatta da certe coppie
di enti, e non da altre, e la quale soddisfa alle equazioni logiche:

(B=0) == (bh==a), (A="D» bh=0) < [a=129)

2. E definita la somma di due enti a e b, vale a dire & definito
un ente, indicato con a -+ b, che appartiene pure al sistema dato,
e che soddisfa alle condizioni:

(a=b)<(a+c=b-+c), a+-b—=>b-+a, at+(b+c)=(a+b)+tc,

e il valor comune dei due membri dell’'ultima eguaglianza si indi-
chera con a + b -+ c.

3. Essendo a un ente del sistema, ed 72 un numero intero e po-
sitivo, colla scrittura 72a intenderemo la somma di 7 enti eguali
ad a. E facile riconoscere, essendo a, b, ... enti del sistema, m, n, ...
numeri interi e positivi, che

(a=b) < (ma=mb); m(a-+b)=ma-+mb; (m+n)a=ma-+na;
m(na)—=(mn)a; 1a—a.
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Noi supporremo che sia attribuito un significato alla scrittura m a,
qualunque sia il numero reale m, in guisa che siano ancora sod-
disfatte le equazioni precedenti. L’ente ma si dird prodotio del
numero (reale) 7 per l'ente a.

4. Infine supporremo che esista un ente del sistema, che diremo
ente nullo, e che indicheremo con 0, tale che, qualunque sia I'ente a,
il prodotto del numero O per I'ente a dia sempre l'ente 0, ossia

08 = 0.

Se alla scrittura a — b si attribuisce il significato a + (— 1) b, si
deduce:

a—a—0, a-}-0=a.

DEF. I sistemi di enti per cui sono date le definizioni 1, 2, 3, 4,
n guisa da soddisfare alle condizioni imposte, diconsi sistemi
lineari.

Si deduce che se a, b, ¢, ... sono enti d'uno stesso sistema lineare,
m, n, p, ... numeri reali, ogni funzione lineare omogenea della forma
ma -+ nb -+ pc -+ .. rappresenta un ente dello stesso sistema.

Costituiscono sistemi lineari 1 numeri reali, e le formazioni della
stessa specie nello spazio.

Costituiscono pure sistemi lineari le formazioni di prima specie
su d’'una retta, o nel piano, i vettori nel piano o nello spazio, e
cosl via. Ma i punti dello spazio non costituiscono un sistema lineare,
perche le loro somme, secondo le definizioni date, non sono piu
punti, ma formazioni qualunque di prima specie.

78. DEF. Piu enli a, a, ... a, d'un sistema lineare diconsi fra loro
dipendenti, se s¢ possono determinare n numeri m, m, ... m,, NOn
tutli nulli, in guisa che riswlti

m.a, + m,a, + .. +m,a, = 0.

In questo caso uno qualunque degli enti, il cul coefficiente non
sia nullo, si puo esprimere qual funzione lineare omogenea dei ri-
manenti.



— 143 —

Se gli enti a,...a, sono fra loro indipendenti, e se fra essi passa
una relazione m,a,+...+m,a,=—0, si deduce 7,=0,...m,=0.

Essendo AB... formazioni di prima specie nello spazio, le equa-
zioni AB=0, ABC=—0, ABCD=0 esprimono la dipendenza fra
9 0 3 0 4 formazioni. b formazioni di prima specie nello spazio sono
sempre fra loro dipendenti.

DEF. Numero delle dimensioni d'un sistema lineare é il mas-
simo numero di enti fra loro indipendenti che st possono prendere
nel sistema. |

Ad esempio le formazioni di prima specie su d'una retta, o nel
piano, o nello spazio, formano sistemi lineari rispettivamente a
2 3 e 4 dimensioni; i vettori nel piano o nello spazio formano
sistemi a 2 e 3 dimensioni; le formazioni di seconda specie nello
spazio formano un sistema a 6 dimensioni. I numeri reali formano
un sistema lineare ad una dimensione; i numeri immaginarii o
complessi ordinarii formano un sistema a due dimensioni. Un sistema
lineare pud anche avere infinite dimensioni.

TEOR. Se il sistema A é ad n dimensioni, prest nel sistema n
enti indipendenti a, ...a,, e dalo un nuovo enle a, Si POSSONO
sempre determinare n numeri x, ... x,, tn guisa che risulli

. n’

(1) 8= X,8, + ..t T8,

s,

Inoltre essi sono determinali univocamenlte, 0SSia
2) (r,a,+..+xa,—x/a,+...+x,/a,)=(@,=2) 0.0 (@, =a.)

Infatti, poiché il sistema a & ad n dimensioni, fra gli n+1 enti
a,a, ..a, passera una relazione della forma della definizione 1°;
in questa relazione il coefliciente di a mnon e nullo, perche altri-
menti passerebbe una relazione fra a, ... a,, cosa contraria all’ipotesi;
risolta quindi questa relazione rispetto ad a si ha la formula a
dimostrarsi.

Se poi fosse x,a,+...=x,'a,+..., si deduce (v, —a,)a,+..=0;
e quindi, poiché a, ... sono indipendenti, z,= 2/, X, =x,, ...
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DEF¥. Essendo a,,...a, n enti indipendenti d’'un sistema ad n
aimensioni, i numeri x, .. x, che soddisfano alla relazione (1)
aiconst le coordinate @i a rispetto agli enti di riferimento T,

Le formule

(3) (wia'iql—'"_'_a:ua;'u) + (yiai +"'+ ynan)z(wi +yi ) ai +'"+ (wnﬂu)an’
(4) m(x.a,+ ...+ x,a,)=mza,+..+mz,a,

danno le coordinate della somma di due enti, e del prodotto d'un
numero 7@ per un ente in funzione delle coordinate di questi enti.

Le coordinate dell’ente 0 sono tutte nulle.
La definizione precedente coincide colle definizioni date ai N. 34,

38, 46, 50, 60 per le formazioni di prima specie su d'una retta, pei
vettori nel piano, per le formazioni di prima e seconda specie nel

piano, ecc.
Se &, ... x, sono le coordinate di a rispetto agli enti di riferimento

a,..a,, Ossia

8 =Z,8, 1 «+ &,8,

e si conoscono le coordinate di a, ... a, rispetto ad un altro gruppo
di enti di riferimento b, ... b,, ossia

a, =myb, +..+m,b, .., a, =m,a, + ..+ m,a,,
sostituendo si deduce:
a—=(m,x, +..+m,x,)b, + ..+ (Mg Zy + e +m,,2,)b,.

Si hanno in tal modo calcolate le coordinate di a rispetto a b, ...b,;
esse sono funzioni lineari ed omogenee delle coordinate di a rispetto
ad a,..a,; i coefficienti di queste |[funzioni sono le coordinate di

a,..a, rispetto a b, ... b,.

74. Un ente d’un sistema si pud considerare come costante o va-

riabile.
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DEF. Diremo che lente variabile a d’'un sistema lineare ad
un numero finilo di dimensioni, ha per limite I’ente fisso a,, se
le coordinate di a, rispetio ad enti fissi, hanno per limite le coor-
dinate di a,.

Risulta dalle cose dette che il limite non dipende dagli enti di
riferimento.

Un ente variabile a d’un sistema lineare puod essere funzione
d'una variabile numerica #; su questa funzione si possono dare le
definizioni di derivata, derivate successive, integrale indefinito e
definito che si ricavano dai N 66, 67 e 70, leggendo ¢ ente d’un
sistema lineare ’ invece di ¢ formazione geometrica ’; sono pure ap-
plicabili i teoremi ivi trovati, che si riferiscono puramente alle
somme, moltiplicazioni per numeri, e coordinate.

Un ente y, funzione d’'un ente x, dicesi funzione continua, se il
limite della funzione & la funzione del limite. Si suppone natural-
mente definito il limite dell’ente x e dell’ente Y. Se l'ente y d'un
sistema lineare ad un numero finito di dimensioni & funzione con-
tinua dell’ente x appartenente pure ad un sistema lineare ad un
numero finito di dimensioni, le coordinate di Yy sono funzioni (nu-
meriche) continue delle coordinate di x.

75. DEF. Un’operazione R, a esequirsi su ogni ente a d'un si-
stema lineare A, dicesi distributiva, se @ risultato dell’operazione R
sull’ente a, che indicheremo con Ra, é pure un enle d’un Sistema
lineare, e sono verificate le identita

R(a-+a')=Ra-+ Ra', R (ma)=m (Ra),

ove a e a' sono enli qualunque del sistema A4, ed m un numero
reale qualunque.

L’ente Ra, cioé il risultato dell’ operazione distributiva R sul-
I'ente a, dicesi funzione distributiva di a. Un’operazione distribu-
tiva si chiamerd anche trasformazione tineare, o lrasformazione
senz’altro. Se l'ente Ra appartiene allo stesso sistema lineare A
cul appartengono gli enti a, I’operazione R si dird una sostituzione.
L’ente Ra dicesi anche prodotto della trasformazione R per l'ente a.

Praxo, Calcolo Geometrico. 10
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Essendo R un’operazione distributiva, a, b, ... enti del sistema 4,
e m,n,.. numeri, si avra:

R (ma-+nb+..)=mRa -+ nRb ..
RO =0,

L'unica operazione distributiva a eseguirsi sui numeri (real), e
il cui risultato sia ancora un numero, & la moltiplicazione. Se 4 e B
sono formazioni geometriche di specie qualunque, il loro prodotto
progressivo o regressivo A B & funzione distributiva di ambi i fat-
tori. Le operazioni indicate coi segni 1 e |, da eseguirsi sui vettori
d'un piano, o sui vettori e bivettori dello spazio, sono operazioni
distributive.

La moltiplicazione d'un ente d'un sistema lineare per un nu-
mero 72 & un'operazione distributiva. Una qualunque delle coordi-
nate dell’ente a d'un sistema ad 7z dimensioni, rispetto ad enti fissi,
¢ funzione distributiva di a, come indicano le formule (3) e (4) del
N. 73.

Si osservi che delle due condizioni imposte ad una operazione
per essere distributiva, la seconda & conseguenza della prima per
commensurabile; se 7 & incommensurabile, essa si pud pure de-
durre dalla prima, supposta p. e. la continuitd della formazione Ra.

76. Introdurremo le seguenti convenzioni:
1° Essendo R e S due trasformazioni degli enti del sistema A4

in enti d’'uno stesso sistema lineare B, porremo
R=S,

se, qualunque sia l'ente a del sistema A4, si ha Ra==Sa.

2° La moltiplicazione degli enti d'un sistema per un numero 7,
¢, come si & detto, un’operazione distributiva; noi la indicheremo
collo stesso numero 7. Quindi le eguaglianze R =1, R =0 dicono
che l'operazione R fa corrispondere ad ogni ente rispettivamente

sé stesso, o zero.
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3° Essendo R ed S trasformazioni degli enti a d’un sistema A
in enti d’'uno stesso sistema lineare B, porremo

(R-+8)a—=—Ra -} Sa.

L’operazione indicata col segno R+ S & pure distributiva. La
diremo somma delle due operazioni R ed S; essa € una nuova
trasformazione degli enti di A4 in enti di B. Sono evidentemente
soddisfatte le condizioni imposte ad una somma al N. 72.

4° Essendo R una trasformazione degli enti a del sistema A in
enti del sistema B, ed essendo S una trasformazione degli enti B in
enti d'un sistema C, porremo

SRa—=S (Ra).

L’operazione indicata col segno SR ¢ pure distributiva; la diremo
prodotto delle due trasformazioni R ed 8. L’operazione SR tras-
forma gli enti del sistema 4 in enti del sistema C.

Come caso particolare, poiché un numero rappresenta una tras-
formazione, ¢ definito il prodotto 72R, d'una trasformazione R per
un numero, e sono soddisfatte le condizioni imposte al N. 72, 3°.

Si deduce che le varie trasformazioni degli enti d'un sistema A4
in enti d'un sistema B costituiscono un sistema lineare.

Se R, R’ sono trasformazioni degli enti 4 in enti B, ese S, §/,
sono trasformazioni degli enti B in enti C, si avra

S(R-+R)=SR-+SR, (S§+S)R=SR-LSR.

Se R, S, T trasformano rispettivamente gli enti 4 in B, gli enti
Bin C, eglienti C in D,siavra T (SR)—=(TS) R, e il loro valore
comune si indichera con TSR; questa ¢ una trasformazione degli
enti del sistema A4 in enti del sistema D.

Quindi la moltiplicazione delle trasformazioni ha la proprieta
distributiva rispetto alla somma, e l'associativa; ma essa non & in
generale commutativa, vale a dire non € in generale SR —=RS.
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Quando questa condizione & soddisfatta, le due operazioni si diranno
commutabili fra loro. Se 7 € un numero, R una trasformazione
qualunque, si avra mR —=—Rm, ossia le trasformazioni eguali a
numeri sono commutabili con ogni altra trasformazione.

77. TEOR. Se a, ..a, sono n enli indipendenti d’un sistema Ui-
neare A ad n dimensioni, e b, ... b, sono enti pure d'un sistema
lineare, e determinata wuna ed una Ssola lrasformazione R del
sistemma A che soddisfa alle condizioni

(o) Ba,=9,,.. Ra=h.

Infatti, ad ogni ente a del sistema 4 corrispondono gli z numeri
x, ... x, che soddisfano alla condizione a—=wx,a, + ... + «,a,, cioé
le coordinate di a rispetto ad a, ...a,, le quali sono funzioni distri-
butive di a. Pongasi Ra —=«,b, + ... +a,b,; sard Ra una funzione
distributiva di a, e quindi I'operazione R & distributiva, e soddisfa
evidentemente alle condizioni imposte (a).

Se poi R e S sono due trasformazioni che soddisfano alle condi-
zioni (a), preso un ente qualunque a =a,a, + ...+ @,a, di 4, si
scorge subito che Ra—Sa, e quindi R =S8.

DEF. La trasformazione degli enti del sistema lineare A ad
n dimensioni che fa corrispondere agli n enli indipendenli a,, ... a,
gli enti b, ... b, si indichera colla scrittura.

b,, b,,...b,,)
(a,, 8y, - By, |

Il gruppo degli enti a, ... a, dicesi anche il denominalore della
trasformazione, mentre il gruppo b, ... b, dicesi il numeralore della
medesima. Per denominatore d'una trasformazione si puo¢ prendere
un gruppo qualunque di #» enti indipendenti di 4. Due trasforma-
zioni degli enti dello stesso sistema A4 si possono sempre ridurre
allo stesso denominatore.
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Si ricava da questa definizione, e dalle proposizioni precedenti:

b , LE N bn
(&7 7 g) @t o+ By ) =,b, + ... £,
i’ LEN ] n

$(b1, b,,...b,,)___ ( B Byl b,.’)

saw
n

}:-_. (by=b,) ~ (b;=b,") ... ~ (b,=b.").

(bi, By; o0 b,,) 1 (ci, Gy -+ G, ) o (b{ + ¢, b, 4c¢,, ... b, cn)

(ma, may ... maﬂ) S (ai, a.,,) .3 (O 0 .0
ai ai — b e *

La coordinata x, dell’ente a rispetto agli enti di riferimento
a, .4, ¢ come si & detto, una funzione distributiva di a; l'opera-
zione che da questa coordinata si pud indicare col segno

(1, 0, O)
Ry By s By, )

n

Essendo a, b, ¢ numeri, I’espressione (g)a vale —g—a.
bl "ee b \ L} - » -
DEF. Se R —= ( "| € una trasformazione degli enli del
| Ryt

sistema A ad n dimensioni negli enti del sistema B pwie ad n
dimensioni, e gli enli b,, .., b, sono fra loro indipendent:,
porremo

B = ().

n

La R-* sard una trasformazione degli enti del sistema B in enti
del sistema A; essa dicesi 1'inversa di R. Si ha:

R-'R—=1, RR-'=1, (R-')-'=R.
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78. Fra le trasformazioni meritano menzione speciale le sostitu-
zioni, ossia le trasformazioni degli enti d’un sistema lineare A in
enti dello stesso sistema lineare. Sono sostituzioni le trasformazioni
eguali a numeri. Le sostituzioni si possono sempre sommare e mol-
tiplicare fra loro e con numersi.

Se R & una sostituzione, indicheremo con R®, ove # € un numero
intero e positivo, il prodotto di » sostituzioni R. Si avra

(1) R"R» = Rmt; (Rm)" = R,

Se esiste la sostituzione R-! inversa della R, essendo # un nu-
mero intero positivo, porremo R—"—(R-')", e R°—=1. Si deduce
che, qualunque siano i numeri interi 7 ed 7, positivi o negativi,
sussistono le formule (1).

Essendo R una sostituzione qualunque, porremo per -definizione

Rl R3
e =1+Rrgrtar

Si suppongono estese agli enti lineari e alle trasformazioni le
definizioni di serie, convergenza, e loro somma.

Si puo dimostrare che la serie del secondo membro € sempre
convergente, supposto che il sistema lineare A4 abbia un numero
finito di dimensioni (V. Integrazione per serie delle equazioni dif-
ferenziali lineari. Atti dell’Acc. delle Scienze di Torino, 1887).

Essendo ¢ una variabile numerica, a, un ente costante del si-
stema A, e fatto

B0 ™ B

sara a funzione di £, che per {=20 si riduce ad a,, e che soddisfa
all’equazione differenziale

da_

“Cﬁ-._RE.

Se due sostituzioni R ed S sono fra loro commutabili, cioé
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RS —S8R, sono pure commutabili con esse e fra loro le sostitu-
zioni R -8, RS, R, e®, e tutte le sostituzioni che si ottengono
da queste ripetendo le stesse operazioni. Nella ipotesi della com-
mutabilith di R ed S sara pure eF+S—e® ¢S,

Le varie sostituzioni che si possono ottenere da una sostituzione R
e da numeri colle operazioni somma, moltiplicazione, inversione,
esponenziale sono fra loro commutabili.

79. Sia x un ente d’un sistema lineare A4, e sia y — f(x) una sua
funzione, il cui risultato appartenga pure ad un sistema lineare B.
Essendo x’ un ente qualunque del sistema A4, porremo per defini-
zione del primo membro

(d z) £ (x) = lim 1 [f (x + hx) — [ (z)]

il limite essendo ottenuto col far tendere il numero %2 a zero.
L’ente (d o

5.4
di x ed x'. All’ente x' si da il nome di differenziale della variabile

) f(x) appartiene al sistema lineare B, ed ¢ funzione

indipendente x, e all’ente (d xx} f(x) quello di differenziale della
funzione f(x). Quando sia ben fissata la variabile indipendente x e

; ; ; ; x ' .
il suo differenziale x’, al posto di (d x) scriveremo semplicemente

la lettera d.
Se p. e. f(x) € una funzione numerica del numero &, avente

derivata f’(x), si avra

(@ )@ =r@, (d,|r@=r@n

X

Se il sistema lineare A4 ha m dimensioni, e quello B ha n di-
mensioni, posto

X =,8, +F .+ Zp8,
e a:,'a.i + . —-l— x’mam
y=uyb +.. =¥ Bys
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ove a,..a,, b, .. b, sono gli enti di riferimento nei sistemi 4 e B,
se I'ente y & funzione di x, le variabili numeriche y,, ...y,, sono
funzioni dei numeri «, ... x,, e si avra: '

%)y (20t B

+(@Hm+-+d;fmﬁ“

supposta la continuita delle derivate parziali delle y rispetto alle .
Nella stessa ipotesi, supposto 2 un numero reale, e x’ e x"” due
enti del sistema lineare A4, si ha

X
X

(d kxf)f(x):k(d

X

')f(X)
@ ) rm=(a])r®+(a %)@

Queste due ultime formule dicono che (d i ) f(x) € funzione
distributiva dell’ente x’
L'operazione distributiva o trasformazione, che eseguita su x’,

da per risultato (d :’) f(x), si potra indicare con ( d ; ) f(x), e

si potrebbe chiamare la derivata dell’ente y rispetto all’ente x.

Applicazioni.

80. 1. Detta aad una proposizione qualunque contenente due enti a e b
dello stesso sistema, possono essere soddisfatte o no le equazioni logiche

1) (aab)=(baa)
) (aab) A (bac)<(aac).

Cosi se con aab si intende la proposizione

‘i1l numero a é il quadrato del numero &’
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non sara soddisfatta alcuna delle equazioni (1) e (2). Se invece collo stesso
segno si intende '

‘il numero a é eguale e di segno contrario al numero 5’
‘la retta a incontra la retta &’
“la retta a é perpendicolare alla retta & °,

sard soddisfatta la (1), ma non la (2). Le proposizioni:

“il numero a & maggiore di &’
“il numero a é un multiplo del numero & °,

soddisfano alla condizione (2), ma non alla (1). Le proposizioni:

‘il numero a é eguale al numero 5

“il numero @ & congruente col numero b, rispetto ad un modulo fisso '
“la retta a é parallela alla retta & °

“la retta a coincide colla &

“la figura a é sovrapponibile alla figura & °, ecc.

soddisfano alle due condizioni (1) e (2), percid esse si possono considerare come
eguaglianze (N. 72).

2. L'identita di due enti a e &, ossia ’affermazione che a e & sono due nomi
attribuiti ad uno stesso ente, ¢ una eguaglianza particolare. Ma fra gli enti
d’uno stesso sistema si possono stabilire piu specie di eguaglianze. Cosi se si
considerano i segmenti rettilinei AA’, BB/, ... descritti da un punto che li per-
corra dalla loro origine al loro termine, I'identita di due segmenti equivale
all'identita delle loro origini e dei loro termini. Ma le proposizioni: ‘il seg-
mento AB si pud sovrapporre ad A’B’'" ¢ la retta AB & parallela ad A’B' " ¢ la
retta AB coincide colla A'B’’, ecc., si possono assumere come altrettante egua-
glianze.

3. Ogni eguaglianza fra gli enti d'un sistema, diversa dall'identit, equivale
all'identith fra gli enti che si ottengono da quelli del sistema dato astraendo
da tutte e sole quelle proprieta che distinguono un ente dai suoi eguali. Cosi
I'eguaglianza ‘il segmento AB & sovrapponibile ad A’B'’ equivale all'identita
fra gli enti che si ottengono da ogni segmento astraendo da tutte le proprieta
che lo distinguono da quelli con cui é sovrapponibile. L’ente che risulta da
questa astrazione vien chiamato grandeszza del segmento; 1'eguaglianza prece-
dente equivale quindi all'identith delle grandezze dei due segmenti. Se conve-
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niamo di indicare col segno = l'identitd, 1’ eguaglianza ora considerata si

potra scrivere:

gr AB=grA'B".
Analogamente, 'eguaglianza ¢ la retta AB é parallela ad A’B'’ sl pud scrivere:

direzione A B = direzione A’B’

‘e cosl via.

4. 11 prodotto logico (congiunzione) di due eguaglianze é ancora un'eguaglianza;
non lo & pit la negazione d'un’eguaglianza, o la somma logica di due egua-
glhanze.

81. 1. Si considerino dei sistemi di forze applicate ad una figura di forma
invariabile, o variabile con leggi determinate. Attribuendo ai segni =, 4+, 0
i significati di equivalenza meccanica di due sistemi, di sovrapposizione mec-
canica di due sistemi, di sistema in equilibrio, e per prodotto d'un sistema per
un numero intendendo il sistema che si ottiene moltiplicando tutte le forze per
questo numero, si deduce che i sistemi di forze sono enti d'un sistema lineare.
Il numero delle dimensioni di questo sistema lineare dipende dalla variabilita
della figura; se questa & rigida e libera nello spazio, il sistema é a 6 dimensioni.

2. Si considerino le funzioni algebriche intere f(«) d'una variabile numerica .
Intendendo con £, (x) = f; («) I'identita dei valori di f () e f; (), qualunque sia
il valore di «, con f;(x)+ f> () la funzione intera somma di /} (@) e f; (@),
con m [(x), ove m & un numero, il prodotto del numero m per la funzione f(ax),
e con 0 una funzione nulla per ogni valore di , le funzioni considerate sono
enti di un sistema lineare.

Se si considerano solo le funzioni intere di grado n, esse costituiscono un
sistema lineare ad » 41 dimensioni; le funzioni intere di grado qualunque
formano un sistema lineare ad infinite dimensioni.

3. Dalle ipotesi 1, 2, 3 e 4 fatte al N. 72 si deduce (a =b)= (a4 c=Db 4 c).
Viceversa delle ipotesi 1, 2 e 3, e da questa eguaglianza logica si pud dedurre la 4.

82. 1. Se u—RA & un numero, funzione distributiva delle formazioni di
prima specie A su d'una retta, si pud determinare un’altra formazione di prima
specie P sulla stessa retta, in guisa che, qualunque sia A, s abbia:

RA=PA

dove, nel secondo membro, con PA si intende il numero —I-)-l%— (V. N. 33).



— 155 —

Uy
Ay Ay
due formazioni A, A,, il cui prodotto non sia nullo, basta fare

SeR:(

), ossia se u; e u, sono i valori di » corrispondenti alle

1
P= m (‘M,Ai — Uy A2)

2. Se u=RA & un numero, funzione distributiva della formazione di prima
specie A in un piano, si pud determinare una formazione di seconda specie p
nel piano, in guisa che, qualunque sia A, si abbia:

RA:pA,

ove, nel secondo membro, con pA si intende il numero -%é- (V. N. 43).

3. Se #=Ra & un numero, funzione distributiva delle formazioni di seconda
specie a del piano, si pud determinare una formazione di prima specie P nel
piano, in modo che, qualunque sia a, si abbia:

Ra=Pa.

4. Se u=RU é un numero, funzione distributiva dei vettori U dello spazio,
si pud determinare un vettore I in modo che, qualunque sia U, si abbia:

RU=I|U.

5. Se u, =R, A, u,=R,a, us= Rya sono numeri funzioni distributive delle
formazioni A, a, a, di 12, 22 e 32 specie nello spazio, si possono determinare
le formazioni m, p, P di 32, 28 ¢ 12 specie, in guisa che, qualunque siano A, a, a,
si abbia:

R;A=mnA, Rba=pa, Rsa=Pa.

88. 1. Siano A, B due formazioni di prima specie su d'una retta, A’, B’ due
altre formazioni di prima specie su d'una seconda retta.

Supposto AB non nullo, la trasformazione:
A B

T=(A’ B")

dicesi un'omografia. Essa fa corrispondere ad ogni formazione di prima specie
della prima retta una formazione della stessa specie sulla seconda; ad A e B
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corrispondono A’ e B'. Se A'B’ non é nullo, la trasformazione T permette in-

versione, e la T = (i, g,) fa corrispondere ad ogni formazione della se-

conda retta una formazione della prima.
2. Se P=azA+4yB e Q=2'A 4+ y’'B sono formazioni della prima retta,

posto TP =P, TQ=0Q, sarh P'—2A’' +yB, Q'=a'A' 4+ y'B’. Si deduce
PQ=(xy —2'y) AB, P'Q = (xy — «'y) A'B’, onde

£ g
AB — AB"

Si deduce di qui che il doppio rapporto (N. 36, 2) di quattro formazioni della
prima retta ¢ eguale a quello delle loro corrispondenti.

3. Se A, B, A’, B’ sono punti semplici, I'omografia dicesi similitudine. In questo
caso ad ogni punto semplice corrisponde un punto semplice, ad un vettore un
vettore.

4. Essendo ABA'B’ quattro formazioni di prima specie su d'una stessa retta,
la trasformazione T € una sostituzione.

Fra la sostituzione T e il suo quadrato T? passa la relazione:

T2—pT + ¢=0,

ove si € posto:
__AB'4+A'B __A'B
—  AB ' 1Tam

I numeri p e ¢ hanno importanza nello studio della sostituzione T. Se ¢ &

nullo, la T non ammette inversione,
Se p é nullo, il quadrato di T vale il numero — g.
5. Una sostituzione non numerica, il cui quadrato sia un numero, dicesi in-

voluzione. Se T € un’involuzione, T?P coincide con P.
6. La sostituzione:

- (473

A, B

ha per quadrato 1, e quindi é un'involuzione; gli elementi A e B coincidono
coi loro corrispondenti. Ogni sostituzione, diversa da 1 e —1, il cui prodotto
sia 1, é riduttibile alla forma precedente.

La sostituzione (g g), il cui quadrato vale 1, si riduce alla forma prece-

dente, facendo A=P 4+ Q, B=P —Q.
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7. La sostituzione:

B s
I:(A, B)

ha per quadrato — 1, ed é percid un’involuzione; in essa nessun elemento coin-
cide col corrispondente. Ogni sostituzione il cui quadrato vale — 1 & riduttibile
alla forma precedente in infiniti modi, potendosi prendere ad arbitrio I'ele-
mento A.

8. La sostituzione :

B 0
= (s8]

ha per quadrato 0. Ogni sostituzione non nulla, il cui quadrato & nullo, si pud
ridurre alla forma precedente; 1’elemento A si pud prendere ad arbitrio, purché
non coincidente con B, cui corrisponde lo zero.

2
9. Una sostituzione T, se 1 numeri p e ¢ soddisfano alla condizione % —qg>0

- s pud ridurre in modo unico alla forma:
T=x+4ylI,

ove @ e y sono numeri reali, e I & una involuzione, il cui quadrato vale 1
(V. es. 6). Nelle stesse ipotesi, la sostituzione T si pud pure ridurre alla forma:

_‘kiA,kgB
=" "p):

ove k; e k, sono le radici reali dell'equazione A*—pk 4 ¢=0.
2
10. Una sostituzione T, ove L — q < 0, & riduttibile in modo unico alla

4
forma:

T:‘x'l'yla

ove « ed y sono numeri reali, ed I una sostituzione i1l cui quadrato vale — 1
(V. es. 7).

2
11. Una sostituzione T, ove %— — g =0, é riduttibile alla forma:
T=uwr+4+1,

ove I & una sostituzione il cui quadrato vale 0 (V. es. 8).
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12. Se I* =1, sarh:
er+yl=¢* (Chy + IShy);
se invece I*=—1, sara:
er+yl —=e¢® (cosy + Iseny);
e se I*=0, sara:

ext+yl—=¢* (1 4 Iy).

13. Essendo A, B punti semplici, I un vettore, la trasformazione:

A+1L1
(A7)

rappresenta una traslazione, per cui ad ogni punto P si fa corrispondere il

punto P + I; la trasformazione:
A, —1
(1)

rappresenta una simmetria, per cui ad ogni punto si fa corrispondere il simmetrico

rispetto al punto A.
14. Facciasi

i=(335) 3=(x78) E=(X78)
sl avra
P=IP=—K*=1; IJ==—JI=K, IK=—KI=J, KI==—JK=IL
Ogni sostituzione -T si pud ridurre alla forma
T=m+xI+4+yJ + :K,

ove m, &, y, z sono numeri (coordinate di T rispetto alle sostituzioni di riferis

mento 1, I, J, K).
Conservando le notazioni dell'es. 4 del presente N., si avra

p=2m, gq=m?=z?=—y?4 3%

Se m =0, la T é un’involuzione.
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15. Se 8 e T sono due involuzioni, anche la loro somma S + T é un'invo-
luzione. La trasformazione ST 4+ TS ¢é eguale ad un numero; se questo nu-
mero ¢ nullo, le due involuzioni diconsi armoniche, e sara ST =—T8S.

La trasformazione ST — TS é un'involuzione; se questa involuzione é nulla,
sarh ST =TS, e le due involuzioni sono commutabili. 1 prodotti ST e TS
rappresentano involuzioni se le due involuzioni sono armoniche.

16. L’equazione:

T+ a, T+ ... 4+ a2, T 4+ 2,=0,

ove ay...a, sono numeri dati, e T é una sostituzione a determinarsi delle for-
mazioni di prima specie su d'una retta, ¢ soddisfatta:

a) Facendo T==w, ove @ sia un numero (reale) che sostituito nell'equa-
zione precedente al posto di T, la soddisfi.

b) Se x; e x, sono due numeri disuguali che, sostituiti al posto di T
soddisfano all’equazione, si pud fare:

i (.’U{A, x2B)

A, B

ove A e B sono formazioni arbitrarie.
¢) Se il numero complesso « 4y y — 1 sostituito al posto di T soddisfa
all’equazione data, si pud fare T =« + yI, ove I sia una sostituzione qualunque
il cul quadrato valga —1 (V. es. 7).
Ogni soluzione dell’equazione proposta ¢ compresa nelle precedenti.

84. 1. Le cose dette precedentemente sulle sostituzioni delle formazioni di
prima specie su d'una retta sono applicabili a tutte le sostituzioni degli enti
di sistemi lineari a due dimensioni; come caso particolare ai sistemi di vettori
di un piano.

L'operazione distributiva |, a eseguirsi sul vettori d'un piano, trasforma i

vettori in vettori; quindi é una sostituzione; e poiché (N. 40)

essa rappresenta un'involuzione. Quindi ogni espressione della forma x + y |
ove x ed y sono numeri (reali) rappresenta una sostituzione dei vettori del

piano. Se U ¢ un vettore, posto

V-_--'"(G’J-Fy_]_)U,
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sarh V=aU +y | U, ossia V & un vettore avente per coordinate @ ed y Ti-
spetto ai vettori U e ] U.
2. Si avrd, essendo £ un numero:

et —cosa 4+ | sen .
L’espressione:

V=rez+ U,

ove U é un vettore, ¢ un numero reale, » un numero positivo, rappresenta
il vettore che si ottiene facendo rotare il vettore U dell’angolo @, e poi molti-
plicandolo per 7.

3. L'equazione:

P, =0 4 es: (P —0),

ove O sia un punto semplice, fa corrispondere ad ogni punto P del piano un
punto P, che si ottiene facendo rotare P attorno ad O dell’angolo .
4. Ponendo:

P,—=P+41, Py=0+ e (P, —0),

sard P, la nuova posizione del punto P dopo una traslazione rappresentata dal
vettore 1, ed una rotazione attorno ad O dell'angolo «. Si ricava:

) P,— 0+ ot 1 4 =1 (P —O).

Si determini il punto C in modo che sia:

@) G=0 + =2 1 4 ¢=1 (G—O).
Si ricava:
O ek ey T O Lot
- +1--e==-t - +e—xl—-1 =0+ Zsenilw

Sottraendo dalla (1) la (2), si deduce:
P,=C 4 ¢=+ (P —0),

ossia una traslazione susseguita da una rotazione equivale ad una sola rotazione.
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5. Una rotazione dell’angolo « attorno al punto O, susseguita da una rota-
zione dell’angolo y attorno al punto O, equivale ad una rotazione sola dell’an-
golo @ 4 y attorno al punto

, B | sengy  —lo
O § =0 e 2 0,—0,) =
1 1
sens & Y1
=O 8-2- O —-—-—O )
T enbwry”

1 . . -
supposto sen §(w + y) non nullo; se questo avvenisse, l'insieme delle due ro-

tazioni equivale ad una traslazione.

6. Essendo U e V due vettori nel piano, di cui il primo non nullo, si pud
sempre determinare, e in modo unico, una trasformazione della forma = 4y |
in guisa che risulti:

X. Si deduce:

Questa trasformazione si potrd indicare con T

\ v,1V) ULV UV
t=\u, v/~ oo torot

7. L'equazione:

y_V
v U
Higs, ohis Bt s BY Y o e i w0, Vi 8 (U', V') sono eguali
grU grU° ’ ’ e
8. L’equazione:
C—A CO-—NA
B—A& B —ir

ove A, B,C, A', B, (' sono punti, dice che i triangoli ABC e A’B’C' sono
simili e dello stesso senso.

Si deduce una costruzione colla riga e col compasso del vettore ~Uv- W, ove

U, V, W sono vettor: dati.

Peano, Calcolo Geometrico. 11
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9. Siano A, B, A/, B’ quattro punti del piano; vogliasi determinare il punto C
in guisa che i triangoli CAB e CA'B' risultino simili e dello stesso senso. Il

punto C deve soddisfare all'equazione:

C—A C—A
B—A B—A"

la quale risolta rispetto a G da:

B-A

B=D=F—=a) " ™

o

e cosi si pud costrurre il punto C, salvoché sia B— A =B"—A".
L[ —11
I, 11
dere ad ogni vettore il simmetrico rispetto ad I.

10. La trasformazione ( ), ove 1 & un vettore del piano, fa corrispon-

11. Le trasformazioni (}’ - j) e (i’—}), ove 1 e J sono vettori qualunque

del piano, sono le trasformazioni piu generali il cui quadrato vale rispettiva-

mente 1 e — 1. _
12. Essendo 1, J, 1, J’, U, 5 vettori dati nel piano, la costruzione del vettore

I
i 3)v
é un problema lineare (N. 19).

13. Fatto:
P=0+4¢81,

ove O é un punto, I un vettore, S una sostituzione dei vettori nel piano, ¢ una
variabile numerica, variando ¢ il punto P descrive una curva nel piano. Se S =] ,
essa & un cerchio. Se S é una sostituzione qualunque il cui quadrato vale — 1,
si ha un’ellisse. Se § & una sostituzione non numerica il cui quadrato vale 1,

la curva é un'iperbole; se 8= (i’_i{) , si ha Iiperbole equilatera. Se

S :IYJ" essendo U e V due vettori qualunque, si ha la spirale logaritmica.
In ogni caso, derivando, si ha:

dp a*P &

=8P —0), Gy =8F=—0)

e quindi si possono facilmente costrurre le derivate prima e seconda, e in con-
seguenza la tangente e il centro del cerchio osculatore alla curva.
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85. 1. Essendo ABC A’B'C’ formazioni di prima specie in un piano fisso, la
sostituzione:

A'B C
T““(A B G)

dicesi un'omografia. Ad ogni formazione di prima specie nel piano corrisponde
un'altra formazione di prima specie. Ad elementi collineari corrispondono ele-
menti collineari. Se PQR sono tre formazioni nel piano, e P'Q'R’ le loro

corrispondenti, si avra;

PQR’_PQR
A'B'C ABC

2. Se A’B'C’' non é nullo, la trasformazione T permette inversione. Se invece
A'B'C'=0, A’, B', C' sono collineari, e si possono determinare tre numeri m, %, p
non tutti nulli, in guisa che mA’' 4+ nB' 4 pC’=0. In questa ipotesi ad ogni
elemento del piano corrisponde un elemento collineare con A'B'C/, e all’ele-

mento non nullo m A 4 nB 4 pC corrisponde lo zero. L’omografia dicesi 1n

questo caso speciale.
3. Si ha, essendo « un numero qualunque:

T‘“‘”:(A, B, C

ed affinché 'omografia T — « sia speciale, deve essere:
(Al —xA) (B'—aB) (G'—2C) =0,

ovvero, sviluppando:
23 —pat+ qe—r=0,
ove s1 e fatto:

__ A'BCH+ABC+ABC’  A'BCHABC4+ABC _ ABC
p= ABC 1= ABC » "=3ABC"

4. Si ha fra le potenze 0, 1, 2, 3 di T la relazione:

TS —pT24 ¢T — r=0.

11*



— 164 —

5. Se si suppongono ABC A’B'C’ punti semplici, la trasformazione T chia-
masi un'affinita. Le aree dei triangoli formati dai punti corrispondenti sono
proporzionali. Se inoltre la figura A'B'C' & simile, o eguale ad ABG, la T
rappresenta una similitudine nel piano, ovvero un'eguaglianza.

6. Essendo ABCD A’B’C’'D' formazioni di prima specie nello spazio, la so-
stit_}xzione:

T — f A BY O D’)
o (A BCD

rappresenta un'omografia, per cui ad ogni elemento corrisponde un aitro ele-
mento, ¢ ad elementi collineari o complanari corrispondono elementi collineari
o complanari. Se gli elementi che compaiono in T sono punti semplici, la T
rappresenta un'affinita. 1 volumi dei tetraedri corrispondenti in un’affinita sono
proporzionali. L'affinith comprende come caso particolare la similitudine, e le-

guaglianza.

86. 1. Nel piano, essendo O e P formazioni di prima specie, u il bivettore
unitd, si indichi con | (O*.u) quell’ operazione distributiva, la quale, eseguita
sul punto P, da per risultato | (OP .u). Allora la trasformazione:

e:u(O*.u)

a eseguirsi sulle formazioni di prima specie P nel piano, rappresenta, se O é
un punto semplice, una rotazione dell’angolo « attorno al punto O; se O € un
punto colla massa n, essa rappresenta una rotazione attorno ad O dell’angolo ma;
se O & un vettore, essa rappresenta una traslazione.

2. Nello spazio, essendo I un vettore, in grandezza eguale all'unitd, si indichi
con |(I*) I'operazione distributiva che eseguita su d'un vettore U da per ri-
sultato | (IU). Allora la trasformazione:

exl(1*)

a eseguirsi sui vettori nello spazio, rappresenta una rotazione di questi vettori
dell'angolo « attorno alla direzione di L

3. Nello spazio, essendo a una formazione qualunque di seconda specie, w il
trivettore unitd, si indichi con | (a*.w) quell’ operazione distributiva che eseguita
su d'una formazione di prima specie P da per risultato |(aP.w). Allora la
trasformazione :

ev!(a*.W)
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a eseguirsi sulle formazioni di prima specie dello spazio rappresenta o una rota-
zione attorno ad una retta, o una traslazione, o l'insieme d'una rotazione e
d’'una traslazione, secondoché a é riduttibile ad una linea, o ad un bivettore, o

all'insieme d'una linea e d'un bivettore.

8%7. Le regole per trovare 1 differenziali di enti funzioni di altri enti (supposto
che e gli enti variabili, e quelli funzioni appartengano a sistemi lineari) sono
analoghe a quelle che servono per gli enti funzioni di numeri. Si ha:

1. Se I'ente u non dipende da x, sara:

(dy )u=0.
X

2. Se Rx € una funzione distributiva di x, sara:
y -
(d x) Rx=Ry.

3. d(u+v)=du+dv.

4. Se uv indica una funzione distributiva degli enti u e v, come il prodotto
di due numeri, il prodotto d'un numero per una formazione, geometrica, o per
un ente d'un sistema lineare, il prodotto progressivo o regressivo di due for-
mazioni geometriche, il prodotto d'una trasformazione per un ente d'un sistema
lineare, il prodotto di due trasformazioni, supposto che u e v dipendano dal-
I'ente x, sard sempre:

d.uv=du.v+nu.dv.

5. Quindi, se S & una sostituzione degli enti d'un sistema lineare, si avra:

d.8?—=8.dS +dS.S,
d.8°=8Y.dS +8.dS.8S + dS.S? ecc.
d.§ 1 =—8-1.4d8 .8
d.82=—81.dS.8-2—8-2.dS.81, ecc.

bl bn

ai L] an

6. Se 8= ( ) e una sostituzione qualunque degli enti d'un sistema

lineare, e se a,..a, b, .. b, sono enti funzioni dell’ente x, sari:

i (dbi,...dbn)_ (bl,...b,,) (dai,...da,,)‘

aig .a-an 31, wen an al,...aﬂ
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88. 1. Se f(x) é un ente funzione omogenea dell’ente x, di grado n, ossia
é tale che, qualunque sia il numero 7, si abbia f(fx)=="f(x), sara:

: <
(dx) f(x)=nf{x).
2. Se f(x) é funzione omogenea di grado 0 in x, sara:
x .
(d x) F(x) =0.

3. Se f(x) ¢ funzione intera omogenea di grado » di x (cioé le coordinate
di f(x) sono funzioni intere omogenee di grado » delle coordinate di x), essendo
p e g numeri, ed y un ente dello stesso sistema lineare cui appartiene X, saras:

rox+ g =pr@+27L (ad) @+

T il (dz)nf(x>+.--+ i (dz)"f(xJ-

\ 2
1 differenziali successivi (di) f(x), (dz) f(x), ...diconsi anche le funzion:

polari dei successivi ordini ottenute da f(x) coll'operazione ( d i) Essi sono

funzioni intere omogenee di grado n — 1, n —-2, ... in x, e di grado 1,2, ...1ny.
4. Se u=/(X) ¢ un numero funzione intera omogenea della formazione X

>

di prima specie nel piano, allora (d;) w ¢ una funzione distributiva di Y,

che & un’altra formazione di prima specie nel piano. Quindi si potra determi-
nare una formazione p di seconda specie nel piano, dipendente da X, ma non

-

da Y, tale che si abbia (dx

X) u =pX. La formazione p si pud indicare con

(d;{) u, e si suol chiamare la formazione polare di X rispetto ad f(X).
Se X & un punto del luogo di equazione f(X)=0, sarh pX =0; quindi la

formazione p= (d;{) » € una linea passante pel punto X ; questa ¢ la tangente

in questo punto alla curva di equazione [(X)=0.
5. Se u==f(x) ¢ un numero funzione intera omogenea della formazione x

di seconda specie nel piano, allora (di ) # ¢ un numero funzione distributiva
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della formazione di seconda specie y. Si potrad percio determinare una forma-

zione di prima specie P, che si potra anche indicare con (d:) u tale che,

qualunque sia y, si abbia (d’xr ) v="Py. La formazione P si suol chiamare

polo di x. Se x & una linea che soddisfa all'equazione f(x)=0, e P & un punto,
sard Px=0, ossia P sta su x; il punto P e il punto di contatto della retta x
coll'inviluppo di equazione f(x)=0.

6. Le cose dette si possono agevolmente estendere alle formazioni di prima,
seconda e terza specie dello spazio.

89. 1. In un piano fisso sia X una formazione variabile di prima specie,
a, a, ... a,, formazioni date di seconda specie, e siano m, m, ... m, numeri dati;

pongasi:

F(X)=my(a, X)? + m, (a, X)? + ... + m, (2, X)? = Zm; (a; X)%

Sard f£(X) una funzione numerica di secondo grado di X. Si avra:

14 %Y
—2~(dX) fX)=Zm;a; X .a;Y,

quindi la polare di X e:

%— (d;{) fX)=Zm;a; X .a,.

2. L'intersezione, o prodotto regressivo, delle due formazioni di seconda specie

* - .
_—% ( dX) f(X)e ; ( dY) (Y )si puometteresottolaforma X m;m;(a;a;.XY) a;aj,

ovvero, fatto XY =x, sotto la forma:

2 m;m;a58X.a;3; .

che é una formazione di prima specie. Essa dices1 1l polo di x.
3. Dipendono da f(X) la funzione di secondo grado in x,
F(x)=Zm;m4(a;a;x)?
¢ la costante

A=Zm;m;my(a;a, ax)’.
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L'’equazione f(X)==0 rappresenta un luogo di secondo ordine. La formazione
di seconda specie (retta) x contiene nessun elemento, o uno, o due, che soddi-

-
sfano all'equazione, secondoché F'(x)=0. Questo luogo conterra nessun vettore,
<=

0 uno, o due (cioé sard un’ellisse o parabola o iperbole) secondoché F'(u) %O.
Per la formazione di prima specie (punto) X passano nessuna, 0 una, o due
formazioni (rette) x che soddisfano alla F(x)= 0, secondoché A £(X) {::0.

4. Se nella funzione f(X) si suppongono a,,...a, linee in grandezza eguali
all'unitd di misura, 1 numeri m, ... m, eguali all'unitd, a, il bivettore unitd u,
ed m, un numero qualunque — %, la funzione diventa

FX)=(@,X)*+ ... + (@, X)*— & (uX)?’,

e l'equazione f(X)=0 e soddisfatta da tutti 1 punti X per cui la somma dei
quadrati delle distanze dalle rette a, ..a, € una quantita data .
5. Se X & un vettore, la polare di X sara, osservando che uX =0,

o (d;;) fX)=a,X.a,4..4a,X.a,.

Questa retta dicesi il diametro coniugato alla direzione del vettore X. Per
costruirlo, si costruiscano le linee 2;X.a;, cioé le linee che stanno sulle rette
date, e proporzionali ai seni degli angoli che esse fanno colla direzione X; la
loro somma sara una linea giacente sul diametro cercato.

6. 1 diametri coniugati alle varie direzioni X passano per uno stesso punto,
detto centro, che é il polo del bivettore u (retta all'infinito). Esso, in virtu della

formula 2, s1 pud scrivere

2 a;a;u.a:aj,
1

e quindi é il baricentro dei punti d'incontro (a distanza finita) delle rette con-
siderate, con masse eguali ai quadrati dei seni degli angoli che esse fanno
fra loro.

Questo centro & anche il punto per cui é minima la somma dei quadrati
delle distanze dalle rette date.

7. Le direzioni degli assi, cioé dei diametri coniugati a vettori loro perpen-
dicolari, si puo ottenere colla costruzione che segue. Preso un vettore X ad
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arbitrio, si determinino 1 vettori X, ... X, simmetrici di X rispetto a, ...a,; le
direzioni che dividono per meta 1'angolo di X con X, 4+ X, 4 ... +X,, sono quelle
degh assi.

90. 1. Sia » un numero funzione della posizione d'un punto semplice P dello
spazio. Poiché la differenza di due punti € un vettore, si pud prendere per dif-

ferenziale del punto P un vettore I. Allora ((ZPI,

funzione distributiva del vettore 1. Quindi si potrad determinare un vettore U,
dipendente da P, ma non da I, tale che, qualunque sia 1, s1 abbia

)u rappresenta un numero,

(dé) u=TI1L

I1 vettore U dicesi parametro differenziale (di primo ordine) di wu.

Se u rappfesenta la distanza del punto P da un punto fisso, o da una retta
fissa, o da un piano fisso, il parametro differenziale ¢ un vettore diretto dal
punto P al punto fisso, o0 normalmente alla retta fissa, o piano fisso, nel senso
che va dal punto o retta o piano fisso al punto variabile, ed in grandezza eguale
all’'unith di misura.

Se u=f(u,,vy ..., u,) € un numero funzione dei numeri ¥, ... %,, che alla loro
volta sono funzioni del punto P, se U, ...U, sono i parametri differenziali di

ar ar U,.

Uy .. Uy, 11 parametro differenziale di » sard -— U, 4 ... + Jut
n

du,
Il parametro differenziale U di » e normale alla superficie luogo dei punti

per cui # ha lo stesso valore.

Se per un punto P, » diventa massima o minima, il suo parametro differen-
ziale, se esiste, € nullo (V. App. Geom. Cap. IV).

2. Sia # un numero funzione della posizione d'una retta in un piano fisso.
Presa una linea qualunque p, risulta determinata la retta p, e quindi un valore
di u; e poiché la retta tp, ove ¢ & numero, coincide colla p, e quindi il valore
di % rimane lo stesso, si deduce che » e funzione omogenea di grado zero d’ogni
linea p del piano. Si determini la formazione di prima specie (punto o vettore)

p z(d;) u. Sarh Pp=0, ossia P sta sulla linea p. Se P é un punto, esso

sarh il punto di contatto della retta p col suo inviluppo; se per una certa po-
sizione di p la funzione #» diventa massima o minima, la formazione di prima

specie (d;) u deve essere nulla.

Se u=f(ry,ry ... "), ove r,..r, rappresentano le distanze di punti fissi
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A, ..A, dalla retta p, detti B, ... Bn 1 piedi delle perpendicolari abbassate dai
punti dati su p, e supposto gr p=1, sara:

B g B df
(dp) w= B+ G Byt o+ g B

(V. App. Geom., pag. 329).

3. Le stesse cose si possono ripetere per un numero funzione della posizione
d'un piano nello spazio (V. App. Geom., pag. 333).

4. Se u & un numero funzione della posizione d’una retta nello spazio, presa
una linea qualunque p, risulta determinata una retta, e quindi un valore di %;
percid u & funzione d'ogni linea dello spazio, e sara funzione omogenea di

grado zero. Posto q= (dp) u, sarh q una formazione di seconda specie nello

spazio, che soddisfa alla condizione pgq==0. Preso sulla retta p un punto P, il
piano Pq é tangente lungo la retta p al cono luogo delle rette pjassanti per P,
e per cui » ha un valore costante. Condotto per p un piano m, il punto mq e
il punto di contatto della p coll'inviluppo delle rette contenute nel piano m, e

per cui % ha un valore costante.
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