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CAPITOLO V.

Aprprlicazioni analitiche.

Espressioni

che si presentano sotto forma indeterminata.

124. ForMa 2. — Il Caleolo differenziale & utile per deter-

0
minare il limite del quoziente di due funzioni f (z) =% quando,
pel valore speciale x, della variabile, il numeratore e denominatore

si annullano. Se si ponesse @ =, nell’espressione di f(z), essa
! . 0 . .
assumerebbe la forma indeterminata 5 © si suol chiamare vero

valore di f(x,) il limite di f(x) per x ==, .
Supposto adunque @ (x,) =0, y(x,)=0, si pud scrivere

? (@) — @ (@)
() — 2@ __o@)—o@@) = r—z
@)= Y@ —y() @) —y@)’
T —ax,

e se le funzioni ® e Y ammettono derivata per ¥ =, e y'(z,)
non ¢ nullo, passando ai limiti si deduce il limite cercato

. i
hmf(m):g,-%’i.

e T T R L et

e

s
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Oppure si pud ricorrere alla formula (N. 45)

NP @) —o(@) @' ()
() T y@—yxy) gz’

ove &, € una quantita compresa fra x, ed «, si suppone che @
e y ammettano derivata nelle vicinanze del valore «x,, e che y'(x)
non sia nulla. Facendo tendere « ad «,, anche x, tende ad x,, e
se 1l rapporto delle derivate tende verso un limite, anche il rapporto

2@ tende allo stesso limite.
Y (@)

Se quindi avvenisse che ciascheduna delle derivate avesse ancora
per limite zero, si applicherebbe al rapporto delle derivate la stessa
regola, e si passera alle seconde derivate, e cosi via. In generale

se per x =, si ha

@ (1) =0, @' (x,)=0,..... e=1(2,) =0,
Y(r) =0, ¢'(x)=0,..... o= (x) =0, ma y"(xz) =0,
si avra
. e@_ .. o'(@__ . o'(@)__ o @=U(x) @l ()
lim et lim e lim 7 —H111] (@ — g (@)

Lo stesso risultato si puo ricavare dalla formula di Taylor.
Si ha diffatti

Q@+ 1) =@@,) + 1 (z)+.....

Jin—1 hn y
oo O @0+ 7 9 (@t 07),

ooooo

e nella nostra ipotesi
hn
@ (@y+ h)= =T oM (z,+0h),
ed analogamente

hin
Y @ +h)= v (@, +6'h);
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onde dividendo I'una per l'altra

Q@+ 1) o (z,+ 07)
Y@+ k) Y (w4 0'%)°

e passando al limite

lim 2@ _ 9" @)
oo W (@) i ()

125. — Finora si & supposto z, finito ; ma le formule precedenti
si possono estendere al caso in cui # tende verso I'infinito.
Se col tendere di x ad oo, lim @ () =0, e lim Y(2)=0, posto

1 L
& — —, sara

-

e col tendere di « ad co, 2 tende a zero, e si puo applicare quanto
si e detto precedentemente, e si ha, facendo il rapporto delle de-
rivate rispetto z,

{

o |

A

)

/

w |~

_q)’(
li lim , — lim
Tr=w ) 3=0 |

—v'| Ty

i ()
_}lfiow’(w) ;

Q@) __
yi@)

t ‘H— tr[b—h-
(3] t
|¢|'_“ :&I'-"

ﬁ_ﬁ
N
~

ossia anche in questo caso il limite del rapporto delle funzioni &
eguale al limite del rapporto delle derivate.

Si pud osservare che se per z=0co lim@(x)=0, e se @' ()
tende verso un limite, anch’esso & zero. Infatti se il limite di Q' (@)
fosse diverso da zero, da un certo valore di @ in poi la derivata
avrebbe un segno costante, e si manterrebbe numericamente mag-
giore d'un numero finito 4 ; sia @ il valore di 2 dal quale in poi
questo avviene ; dalla formula :

[(@)=[(a)+(x—a)f (x)

Gexocent, Caleolo differenziale. 12
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ove z, ¢ compreso fra x ed a, si deduce che col crescere indefi-
nitamente di @ f(«) cresce indefinitamente, ¢ quindi non pud avere,
contrariamente all’ipotesi, per limite lo zero.

q’,é i si fa @ = 00, essa si presenta
sotto la forma indeterminata —, come {( ; il che pero non impe-
disce che possa essere di qualche utilita il sostituire alla ricerca

del limite di di quella del limite dell’altra funzione $E~°«‘;

y@)

Dal che si deduce che se in

126. ForMA g . — Sia f(ac):%, e suppongasi che col cre-
scere indefinitamente di # lim @ (#) =00 e limy(x)=00. Si vuol
dimostrare che se da un certo valore di' # in poi y'(«) non &
te m,( ) col crescere indefinita-

P(x)
w@)

nullo, e se il rapporto delle deriva

mente di # tende ad un limite, tende pure allo stesso limite —

Invero dalle relazioni

@ (@)

(- . \
@)= (@) __ @) o) , o@—o@) @@
Y (@) —wy(z) ) - Y (@)’ Y (@) — ¥ () y' (@)’
y (@)

ove &, € compreso fra x, ed x, si ricava

§ V(@)

P@_ o(@)  y@
v@ y(m) el

®(x)

Supponiamo @& >, ; sara anche x, > &,. Potremo quindi fissare

a, cosl grande che $ ((z:)) differisca dal suo limite d’'una quantiti

tanto piccola quanto si voglia ; inoltre, fissato x,, siccome col cre-
— v@)

scere di z lim @ (x)=co, e limV¥ (x)=o00, limi ;g}) =4
P (@)

e si potra supporre & cosi grande che questa quantithd differisca
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dall'unita di tanto poco quanto si vuole, ossia si potra fare in modo

che la differenza fra q’(( ; ed il limite di % sia piccola ad ar-

bitrio, e quindi

9@ . 9 (2)
hmlp (x)__lml )

Q' (v)
' (@)

il primo si pud rendere grande ad arbitrio,

Lo stesso avviene se lim ——= =00, perché dei due fattori in cui

? (@)
v (@)
ed il secondo ad arbitrio prossimo all'unita.

Se nel rapporto @ @) il numeratore ed il denominatore diven-

Y (@)
tassero infiniti per un' valore finito @ della variabile, pongasi

si & decomposto >

1 -
&=a- —; si ricava

°@ _
Y () " (‘H %)

ed il numeratore e il denominatore diventano infiniti per z = co,
onde si ricava

1 , 1)1 , 1

o (@) ‘P(“+7)_. '—"P(‘“r?}?_. ¢(“+?)
lim (x)_llm = lim 1 1_11m B
T Ty ek ) v (0t )5 v(e+3)

ed infine si ha ancora

lim 2% —1im ¥@
r=a Y (@) z=a Y ()

E pero a notarsi in quest'ultimo caso che, se pel valore finito
& =a una funzione (come @ (x) e y(x)) diventa infinita, la sua
derivata non puo tendere verso un limite diverso dall'infinito.
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Infatti se f(2) € una funzione la cui derivata [’ (z) col tendere
di # ad a tende verso un limite finito, od anche solo si mantiene
inferiore ad una quantita finita, detto 2, un valore prossimo ad a,
dalla formula

F[(@)=1(2) +(z—2,) [ (x,)

si ricava che col tendere di # ad @ anche f(«) si mantiene finito.

127. — ForMA 00 —00. Sia a considerarsi la differenza di due
funzioni che per un dato valore di «# diventano infinite di segno

1 1 g
opposto. Rappresentandole con s & @’ la loro differenza

L1
?@ @)’
si potra scrivere
y (@) — (@)
? @)y (x)
Facendo qui tendere « al valore speciale considerato, @ (z) e y (x)
tendono a zero, e questa frazione si presenta sotto la forma —g-, ed

il suo limite si determinera applicando le regole note.

FormaA 0.00. — Abbiasi il prodotto @ () w(x), e si supponga
che per un valore speciale di 2 il primo fattore diventi zero, ed
il secondo infinito. Si potra mettere il prodotto sotto le forme

®(@)y@)=2"=22,
vE 8@

e nella prima espressione si ha un quoziente che prende la forma
0 ' 00 vt
—, ¢ nella seconda un quoziente che prende la forma —, quindi
0 0

siamo nei casi gia trattati.
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ForME 0°, 1°, 00°. — Abbiasi la funzione @ (2)*® ove si sup-
pone @ (z) > 0, e per un valore speciale di z sia

P (x)=0, y(z)=0,
ovvero

?@)=1, y(@) =00,
ovvero

Q(x)=00, y(xr)=0.

Prendendo il logaritmo della funzione si ha

log @ (@)*"” = y () log @ (),

e facendo tendere z verso il valore speciale, in ognuno dei tre
casi uno dei due fattori di questo prodotto € nullo, e I'altro infinito,
onde si ricade nel caso precedente. Determinato il limite del loga-
ritmo, che e il logaritmo del limite, si avra il limite della funzione
passando dai logaritmi ai numeri.

128. — Esempi. 1° Determinare il vero valore di

2" —a"
y—:m per r=a.

Facendo il quoziente delle derivate, si ha (N. 120)

! . mxm—l m
lim y = lim = —qn-",
nan—1 7
sen xr
Qo Y = per x=10.
z
Si ricava
sen o % cos o

lim = lim
r=0 i i
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E a notarsi che questo risultato & una verificazione, non una

dimostrazione nuova ; perché qui si ¢ derivato sena, e per dimo-

strare che la derivata di sen& & cos ci serviamo appunto della
sen o

proposizione che lim — M
5 @ —=b o . __loga—1logb
3 = per x=0. lim y_lm__ogc—-—logd'
o ....-—e__z+e_z_2 [y ——
4 == per z=0.
lim s et i 6% mme—® im e4e=r
rsenw sena 4 xcosx 2cosa — xsena
log (ex — e9) (00)
1] —_— A JERPTETR L — S
5} = oy per rx=a ( forma oo)
) . - . . oL R
limy =1lim M:hmex.hm 7% —eolim —=1.
er — et er — eo e

¢ y=1@Fa)@ta) - @Ta)—, pero=c
(forma co — c0).

Posto a::—i—, si ha

Y(i4a,2) (14a33)...(1 +a,3)—1

z

Y=

che si presenta sotto la forma -g-; e, applicando”le regole date,

a,+ag+...+a,

n

llmy:

»

ossia il vero valore di y ¢ media aritmetica delle a.
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T y=— —cot? r 2=0 (i
Yy=—F—cov'x per x= (forma co — o).
Si puod scrivere

1 cos’m___(sena:-f—mcosm)(senx-—-xcosm)_
V=7 "snta z?sen? -

Sen & — & cos &

- (i_{_senx e 55') x?sen

Facendo tendere 2 a zero il primo fattore ha per limite 2, onde
bastera considerare il secondo fattore, che si presenta sotto la forma

—Oq, ed applicandovi le regole note si trova che ha per limite -;T, onde

2

11my:§.

8 y=wxe " (con a>0), per x=-+co. (forma co X 0).
: x (0'0)
La funzione posta sotto la forma ¥ = —, assume la forma >’
onde

. . 1
lim y = lim = ==

9° Sia piu generalmente a trovare il limite per @ —-oco di
y=ame~*, con a ed m positivi. Possiamo ridurei al caso precedente

1 a

facendo ™=z, onde x=2z", e y=ze ™ ; facendo tendere
ad oo vi tende pure z, e quindi

lim xm e—az — (),

r=ao
Posto in questa formula #=1log z, si ricava

-~
s=0 2@
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e ponendo in essa z:—_-:— si ha
lim # (log {)» =0,
=0

risultati utili a ricordarsi.

10. Yy=a" per x=0. (forma 0°)
Lim y =1.
L
4. y={1+ax)°* per =0 (forma 1%)
Lim y =e°.
o T — Sen & . o0
12. Y= - Lnn per =00 ( forma Efo) :

Il rapporto delle derivate del numeratore e del denominatore &

ed esso, col crescere indefinitamente di 2 non tende verso alcun
limite ; di qui non & lecito conchiudere che anche la funzione data
manchi di limite. Invero mettendo la funzione sotto la forma

sen &

x L) -
Yy=—107 o deduce limy=—1.

x

Funzioni di piu variabili

che si presentano sotto la forma -%.

129. — Piu difficile ¢ I'esame dei valori che assume il quoziente di due fun-
zioni di piu variabili
i [le,y,...)

_'q;(x,y,...)
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ove si facciano tendere w, y,... verso i valori ,, Yo+--- per cui si annullano

numeratore e denominatore.
Posto @ =ay+ ht, y =y,+ kt,..., u diventa funzione di ¢ che assume la

forma %— per t=20; il suo limite sara (N. 124)

1imu:fr-fv (xns?/m---)ﬁ-i-f’y(xne3;‘0,---)k+---
O @0 Yor-) b+ @y (o, Yor ) k..

supposto non nullo 11 denominatore. Questo limite dipende dai valori di %, &,..,
salvoché le derivate parziali di £ siano proporzionali a quelle di @; e quindi
u tende verso limiti diversi col tendere in vario modo di Dy Yyeee & Loy Ygoooo
e considerata come funzione di x, ¥, non tende ad alcun limite. Se le derivate
parziali di / sono proporzionali a quelle di ¢, occorre un esame ulteriore per
riconoscere l'esistenza, ovvero non, del limite di .

Se la funzione g, che ¢ nulla per o = a,, Y =Yo,- .-, si annulla ancora per
altri valori delle variabili in ogni intorno di %oy Yoseers € € f non si annulla

’

per questi valori che annullano g, il rapporto © assume valori comunque

grandi, ed anche il valore infinito in ogni intorno di z, y,,..., e quindi # non
pud tendere verso un limite finito.

I criterii che seguono possono servire a riconoscere se @ si annulli ancora,
ovvero non, in ogni intorno di x,, Yo eccettuati questi valori; ed in questo
caso se  tenda o non tenda ad un limite. Ci occorrerd premettere alcune no-
zioni sulle forme algebriche.

180. — Dicesi forma di nm° grado una funzione algebrica razionale intera
e omogenea di piu variabili.
Per esempio, sviluppando colla formula di Taylor

f(x0+h1 yo+k1)

1 successivi termini sono negli incrementi %, %,... forme di gradi 0, 1, 2,.....

Una forma dicesi definita se si annulla solo quando si annullano ad un tempo
tutte le variabili.

Tale per es., & la forma 2+ y24 32

Una forma dicesi indefinita se pud assumere valori di segno contrario. Tale
€ per es., ogni forma di grado dispari non identicamente nulla, perché attri-
buendo alle variabili prima un sistema di valori per cui la forma non sia nulla,
poi gli stessi valori cambiati di segno, la forma assume valori eguali e di segno

contrario.
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Una forma é funzione continua delle variabili, e se assume valori di segno

contrario, si annulla per infiniti gruppi di valori delle variabili (N. 100, teor. 4°);

ossia una forma indefinita non pué essere definita, od anche una forma non pud

essere ad un tempo definita ed indefinita. Ma una forma potrebbe anche essere

né definita né indefinita, il che avviene quando essa si annulla per valori non
tutti nulli delle variabili, senza cambiare di segno.

TeorEMA 1°. — Se y (X, ¥,...) & una forma definita di gradon, e w (X, y,...)
¢ una forma qualunque dello stesso grado, il rapporto 3 ha un massimo ed

un minimo finiti.

Infatti :::((';4’3’———)) ¢ funzione omogenea di grado zero in @, y,..., ed il suo
s Wi
valore non si altera moltiplicando tutte le variabili per una stessa quantita.

Ma con questa moltiplicazione si pud supporre che le variabili soddisfino alla

equazione

m=214+y'4.....—1=0,

perché ove non vi soddisfacessero, basterebbe moltiplicarle per la quantita finita
1

Vot
i valori, sono gli stessi che i valori assunti attribuendo alle variabili solamente
i valori appartenenti al campo definito dall'equaziene = —=0. Ora questo campo
¢ finito, perché ogni variabile risulta compresa fra —1 e 4 1; ogni punto
limite del campo appartiene al campo stesso, perché se valori comunque pros-
simi ad X, Y,... soddisfano all’equazione = =0, a causa della continuita della
funzione =z anche X, Y,... soddisfano a questa equazione; infine a questo campo
non appartiene il punto (0, 0,..), pel quale solo si annulla y. Quindi in tutto il
campo le funzioni w e y sono continue, e y mai nulla; e il loro quoziente

. Dunque i valori che assume % attribuendo alle variabili tutti

-$— & pure funzione finita e continua; quindi (N. 100 teor. 6°) esistono il mas-

simo ed il minimo dei valori di L ed essl sono finiti.

TEOREMA 2°. — Se y (X, ¥,...) € una forma definita di grado n, ed w(x, y,..)
¢ una funzione che si pud mettere sotto la forma di un polinomio omogeneo
in X, Yy di grado n, i cui coefficienti dipendano ancora da queste variabili

ed abbiamo per limite zero col tendere delle variabili a zero, anche % ha

per limite zero.
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Infatti w é la somma di pitt termini della forma Cw“yB..., ove a+B+4...=
e C ¢ funzione di w,y,... avente per limite zero. Quindi % ¢ la somma di pit
termini della forma
wayB
Y@, Ys...)”

In questo prodotto il primo fattore C ha per limite zero; il secondo & compreso
fra limiti finiti, perché é il rapporto d'una forma di grado » ad una forma
definita dello stesso grado; quindi quel termine ha per limite zero, e

lim =-=0.
g

TEOREMA 3° — Se nella formula di Taylor per le funzioni di piw variabili
il termine che contiene omogeneamente al grado n gli incrementi delle va-
riabili é una forma definita, facendo tendere a zero gli incrementi delle
variabili, il rapporto del resto dopo quel termine al termine stesso ha per
limite zero, e il rapporto del resto prima di quel termine al termine stesso
ha per limite uno.

Infatti, conservando le notazioni della pag. 147, e detti R, ed Rpq1 1 resti

prima e dopo il termine considerato, si avra

F)=FO)+ ...+ =7 Fo=1 0)4 1 Fwi)

=
FUY=F(0) A oo L F® (0) + Ru,
onde si ricava
Ra= i FW), Rups =5 [Fw (@) — F(0)],
n. n.

Rel  Fin) (g) — Fm (0)

:—, F (0) = (0)

Il numeratore della frazione di destra & un polinomio omogeneo di grado =
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negli incrementi delle variabili, i cui coefficienti dipendono ancora da questi
incrementi, ed hanno la forma

(n) (n)
f (‘7"0+eh!y +ek!)_f [.xi"y{"")}
.rayB... ! xayﬁ... oo
e col tendere di %, %,...a zero, il loro limite é zero; quindi pel teorema pre-
cedente,

L1 i n
a7 F™O) )

E dall’essere
Fin () — Fn) (0)

lim 71 0] =i} ,
si deduce
n
lim %ﬂig—g; =1,
ossia
Liva -1—————~—-R[“’ =1.
. Fm)(0)

n!

TEOREMA 4° — Se la funzione f(x,y,...) si annulla pei valori Xg, Yp,...
e, sviluppando f colla formule di Taylor, il primo termine non identicamente
nullo é una forma indefinita negli incrementi delle variabili, in ogni intorno
di Xy, Vo,.-. la funzione assume valori di segnd contrario, ¢ si annulla.

Invero, supposta nulla la funzione e le sue derivate d'ordine minore di #, la
formula di Taylor da

f @+ thy Yo+ thy..) = F(t) =~ Fin) (01).

Ora F()(0) é una forma indefinita in %, %,...: quindi si possono dare ad esse
valori tali che F (0) risulti positivo, ovvero negativo. Supposto nella formula
precedente ¢ >0, e facendolo tendere a zero, F(* () tende a F(n (0), ossia verso
un limite che &, a seconda della scelta di %, &, ... positivo o negativo; quindi
anche F(t) & a nostro arbitrio positivo o negativo, e la funzione data assume
in vicinanza di @, y,,... valori positivi e valori negativi; ed a causa della sua
continuitd, essa si annulla infinite volte.
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TEOREMA 5° — Se la funzione f(x,y,...) si annulla pei valori Xg, Yo,--
e nello sviluppo colla formula di Taylor il primo termine non identicamente
nullo & una forma definita negli incrementi delle variabili, in un conveniente
intorno di Xg, Yo,... € per i valori delle variabili diversi da questi, lo funzione

non & nulla, e conserva un segno costante.

Infatti, se sono nulle le derivate d’ordine minore di 7, nella formula di Taylor,
[ (@o+ h, yo+ &,...) si riduce al solo resto R, prima dell'n™o termine; e siccome
questo ¢ forma definita, e pel teorema 3° il rapporto di R, al termine nmo ha
per limite 1, si deduce che il rapporto di /(z, + %, 9, + %,...) al termine nwo ha
per limite 1, ossia f(@,+ %, ¥+ %,...) & per valori di A, %,... sufficientemente
piccoli dello stesso segno del termine di grado .

TEOREMA 6°. — Posto

F@y,.)o=p+ Hi+----. I+ 11
@Y, ) =P+ @ ... Pq+ Pg+1s

ove fi e @j sono funzioni omogenee in X —Xy, Y —Y,... di gradi equali al
loro indice, ed ottenute applicando la formula di Taylor, se i primi termini
non nulli negli sviluppi di f e @ sono fm e Qu, € se Qo & forma definita negli
incrementi delle variabili, posto u—= ;{‘ s ¢ facendo tendere X, Y,... @ Xg, Ygyeees
st ha:

1°—=Sem>n, limu=0;

20 — Se m =n, u oscilla entro limiti finiti, e tende verso un limite L

se qualunque siano gli incrementi delle variabili
fn —_— L (pn .

30— Se m<<n, u non tende ad un limite finito.

Infatti, se m > n, si pud scrivere

r“

y—=T0_— Pu
P Pa

P,

Facendo tendere gli incrementi delle variabili a zero, lim % =1 pel teo-
n

7, W e . \ .
rema 3°, ed qJ—" é il rapporto alla forma definita @, d'una funzione omogenea
LU

s s e e
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di grado n negli incrementi delle variabili, i cui coefficienti dipendono ancora

da essi, ed hanno per limite zero, onde lim ;“ =, @ lim w=—0
n
Se m —mn, sl avra
fu | Tt
g T Tkl _ Pn Pn .
pa n
Pn

e facendo tendere gli incrementi delle variabilli a zero, lim % =1, lim ":p“:o,
n n

perché il numeratore, che & funzione omogenea di grado n 41 negli incrementi,
i cui coefficienti dipendono ancora dai medesimi, e sono finiti, si pud considerare
come una funzione omogenea di grado =, i cui coefficienti sono ancora funzioni

Ia

Pn

omogenee di primo grado, ed hanno per limite zero. Infine varia fra limiti

finiti che sono il massimo M e il minimo  valore di q’:—" (pel teorema 1°);
n
quindi anche # varia entro limiti finiti tanto prossimi quanto si vuole ad M

ed m, e non tenderd verso alcun limite, salvoché M —m. In questo caso, detto

L il loro valore comune, sarh identicamente g:L, ossia f,=Lq,, e
n

limuv=L
Se infine m <#, posto

FO)=[(to+ th, Yot thy-o) € & ()= @+ thyyo+ tk,.....),

si avra
" Fm (ot
F(t) m! ( )_ 1 n! Fm(0t)
== = tn—m oy | ?
0 i, omey  ° m! ®m (37
n!

- - ., F(m)(0)
e facendo tendere ¢ a zero, 1'ultimo fattore tende al limite finito , che
$70)

non é nullo, se si sono scelti %, %,... in modo che non sia nullo il numeratore,
onde # tende verso l'infinito, e non pud tendere ad un limite finito.
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Massimi e minimi

delle funzioni d’una variabile.

131. — Diremo che una funzione f(z), data in un intorno del
valore 2, diventa massima per x =, se si pud determinare un
intervallo @, —%, 2,4+ % in modo che per ogni valore di 2 in
€880 sia

(@) Z 1 ().

Diremo che f(2) diventa minima per o =ux,, se per ogni valore
di 2 d'un intervallo @,—#%, x,--% si ha

f(@) =1 ().

I massimi e minimi cosi definiti dipendono dalla successione dei
valori della funzione, e li diremo anche assoluti. Una funzione puo
avere parecchi di tali massimi e minimi, anche fra loro diseguali,
ed anche minimi pit grandi di massimi. Essi sono a distinguersi
dal massimo e minimo valore d'una funzione relativamente ad un
dato intervallo (o, b) definiti al N. 21, e che diremo relativi, od
anche ¢/ pi grande e il pit piccolo dei valori della funzione ;
questi dipendono dal sistema di valori assunti dalla funzione, e non
dall’ordine in cui si susseguono.

Se per & =, la funzione f(x) ammette derivata ['(2,) positiva,
la funzione & crescente (N. 43), ed i suoi valori sono rispettiva-
mente minori o maggiori di f(,), secondoché z & minore o mag-
giore di x,, purche sufficientemente prossimo ; quindi la funzione
non & per # =, né massima né minima. Lo stesso avviene se
I () & negativo; onde:
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Se per x=X, la funzione {(x) ha derivala non nulla, per
questo valore la funzione non é né Massima né Minima.

Quindi, scartati dal sistema di valori di x quelli cui corrisponde
una derivata (determinata, finita) non nulla, rimangono quelli per
cui la funzione non ha derivata, od ha derivata nulla, pei quali la
funzione pu0 diventare massima 0 minima, € per essi occorre uno
studio ulteriore per accertarsi dell’esistenza ovvero no dell'uno o
dell’altro. Non daremo regole nei casi in cui manchi la derivata.
Supposta la derivata nulla, possono servire le seguenti.

Se f(«) ammette derivata f’(x) in un intervallo z,— &, @, -+ K,
si ha la formula

f(@)—f (@) =(x—a) " (2,),

ove &, ¢ compreso fra x, ed .

Se f'(x), annullandosi per @ —=,, assume valori positivi per
x < x,, e valori negativi per @« > x,, comunque si supponga
@ = x, sara sempre (x—x,)['(x,) negativo, onde f(x)<[(x,),
e la funzione & massima per & =u,. Se invece f’(x) ¢ negativa
per x < &,, e positiva per & >x,, il prodotto (xz—uz,) [ (x,) &
sempre positivo, e la funzione & minima per z =, Se poi f'(x)
conserva un segno costante nelle vicinanze di « =,, il prodotto
(@ —a,) [ (2,) cambia segno secondoche x Z x,, e la funzione non
¢ massima né minima. Quindi si ha:

La funzione [(X) é massima, ovvero minima per X —x,, Se
la sua derivata, annullandosi per questo valore, passa dal campo
posilivo al negativo, ovvero dal negalivo al positivo. Non si ha
ne luno ne Uallro se la derivata non cambia segro.

Invece di considerare il segno della derivata nelle vicinanze di
x, basta considerare il segno della seconda derivata per x =z,
e si ha la regola:

La funzione f(X) é massima, ovvero minima per X =x, Se,
supposto {'(x,) =0, "(x,) é negativo o positivo.
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Invero, se ["'(x,) < 0, f'(x) & decrescente, ed essendo nulla per
Z = x,, passa dal campo positivo al negativo; succede 'opposto se
™ (@) > 0.

Questa regola ci lascia in dubbio se f”'(x,)=0. Supposto in
generale che per =, sia

@) =0, ["(x)=0,..... [*=D(@)=0, e f"™(z)Z0,
ricorrendo alla formula di Taylor si ha

(@ = )

[(@)— [ (%) = ™ (@,)

n!

con z, compreso fra & ed x,; supposta, per semplicita di ragio-
namento, continua /™ (z), essa conserva un segno costante variando
@ nelle vicinanze di z,; se »n & impari il fattore (z—a,)* cambia
segno secondoché x Z x,, onde cambia pure segno f(x)—f (),
e non si ha né massimo né minimo ; se » & pari, il fattore (x—ua,)"
e positivo, ed f(x)— f(«,) ha il segno costante di 7™ (x,); quindi
la funzione sard massima, ovvero minima secondoché 7™ (z,) &
negativa o positiva. Onde :

Se per X =X, s annullano la prima, e alcune delle successive
derivate, la funzione non sara, ovvero Sara massima 0 Mminima
secondocheé la prima derivata non nulla é d’ordine dispari, o pari;
in questo caso si avra un massimo od un minimo a seconda del
segno negativo o positivo della prima derivata non nulla.

132. — Se la funzione [(2) & continua nell'intervallo finito
(@, b), esistono il massimo e minimo dei valori della funzione relativi
a questo intervallo. L'uno e l'altro di essi pud corrispondere a un
valore estremo dell’intervallo (a, b), o a un valore medio; in quest’ul-
timo caso il massimo e il minimo relativo sono anche massimi e
minimi assoluti della funzione; onde il massimo e il minimo relativo

Genoceni, Calcolo differenziale. 13
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corrispondono o agli estremi dell'intervallo, o a quei valori di »
che rendono la funzione massima o minima assolutamente.

Se lintervallo entro cui varia o & infinito [(a, c0), ovvero
(=00, b), ovvero (— oo, 400)|, la funzione pud mancare di mas-
simo o minimo, avendo, ovvero non, limiti superiore ed inferiore.

Esempi: — 1° Decomporre un numero in due parti in modo che

il loro prodotto sia massimo.
Sia ¢ il numero dato, x e a — @ le due parti, y =z (a —2) il
loro prodotto; considerando & come variabile, si ha

Y =a—2x

che si annulla pel solo valore m:%; inoltre " —=-—2; quindi la

. N a . .
funzione y ha un massimo assoluto per x=5-, ossia quando si

2
decomponga il numero dato in parti eguali; ed y:% . Esso poi

il piu grande valore che assume ¥, perché la derivata y' & positiva
per x < —g- e negativa per x > =, ossia nell'intervallo — 0, %

- . a .
la funzione & crescente, nel secondo 3 -+ 0o e decrescente.

La funzione non ammette né minimo, né limite inferiore.
20 — Yy=uao° (z > 0).

Derivando si ha

Y =% (1 -+ log x).

Il primo fattore non si annulla mai, ed ¢ sempre positivo; il
’ 3 1
secondo si annulla se logx ——1, ossia x=e = b ed annul-
: g ; P 1
landosi passa dai valori negativi che assume per z < -~ a va

lori positivi; onde la funzione presenta un minimo assoluto per
i . At J
xr=-=0,36788..., ed il minimo & ¥ =0,67641...; esso ¢ anche il

e_
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piu piccolo valore che possa assumere la funzione nell'intervallo
(0, 00). La funzione non ha né massimo, né limite superiore.

H
3° — ¥y =¥ si ha Yy==-2 *.

La derivata non & nulla per alcun valore di «, ma & infinita
per £ =0; per questo valore ¥y =0, e la funzione diventa effetti-
vamente minima sia assolutamente, che relativamente all’intervallo
(—o00, -+ 00), perché dando ad 2 un altro valore qualunque il va-
lore della funzione & sempre maggiore di zero. La funzione non
ha né massimo né limite superiore.

Massimi e minimi

delle funzioni di pili variabili.

133. — Si dice che v =/[(x, y, #,...) diventa massima, ovvero
minima pei valori @, 7, 3,..... delle variabili, se per un conveniente
intorno di questi valori si ha sempre

f(xn 2y )= (@ ¥ & 5 uas)
ovvero
@y 2,-- ) ST (29, 2,...)

Si consideri la funzione della sola
f(.’L‘, yg: zoa---);

se % diventa massima o minima per z=ux,, y=1,,... questa fun-
zione lo diventa per x =u,; quindi la sua derivata ["z(2,, ¥,, Z;s)s
se esiste, & nulla. In modo analogo si puoé ragionare per le altre
variabili, e si deduce:
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Se w=1(x,y, z,...) diventa massima 0 minima pei valor
Xo» Yor Zo-++» COTrispondentemente a questi valori le dertvate par-
ziali di u, se esistono, sono nulle. :

134. — Pongasi

e=x,-+ht, y=y,+ht, z2=5+1U,.....

F)=r1(z v, 3,-..--).

Se % diventa massima o minima pei valori @, ¥, %..., lo stesso
avviene di F (i) per ¢t =0.

Ora, se f(x,y, 2\,...) ammetie le derivate prime continue, la
funzione F (f) ammette derivata finita

F'O)=["2(2, ¥, Z,.) h+ 'y (@, ¥, 3,...) R + 12 (@, Yy Byee) L ooy
e quindi dovra essere

F'(0) = [ (&g, Yo» Bo---) A I'y(@o» Yo» Fore- Y+ =0

qualunque siano i valori di %, k,...; ed affinché questa condizione
sia soddisfatta dovra essere

-----

f"x(a?[,,yo,--.):o, f’y(mo:yo:'"):o

-

come gia si & trovato.
Supposto poi che / ammetta derivate parziali di secondo ordine
continue, si ha
F”(t):f”u(x, y,-..) h=+ f”yy(w, y,---) R,—i‘ .....
42 (@, Y,.- )RR ..... :

e se w diventa massima ovvero minima pei valori considerati, altret-
tanto avviene per F(f) per {—=0, quindi & necessario
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pel massimo che
' F"(0)=0
pel minimo che

F"(0)=0,

qualunque siano %, kK, ..., ossia

Affinche la funzione u possa divenitare massima, 0vvero minima
pei valori X, y,... delle variabili che annullano le derivate prime,
& mecessario che la funzione omogenea di secondo grado in h, K,...

non asswma rispettivamente valori positivi, ovvero negativi, qua-
lunque siano h, k, 1,...

185. — Se per x=3X3, Y =Yq,--- Si annullano tutic le derivate par-
ziali d’ordine minore di n della funzione w=1f(x,y,...), e se, sviluppando
f(xo+ b, yo+ k,...) colla formula di Taylor, il termine che contiene h, k,...
omogeneamente al grado n ¢ forma indefinita, u non é né massimo né minimo
pei valori Xy, Yo, - delle variabili. Se invece questo termine é forma definita
positiva, u é minima, e se forma definita negativa u é massima.

Infatti, applicando i teoremi 4° e 5° del N. 130 alla funzione

v=[(@Y,..) =T (@, Yos---)

se il termine considerato é forma indefinita, in ogni intorno di x;, y,.... ©
assume valori positivi e negativi, e f(2, y,...) valori maggiori e minori [di
f(@g Yo,---) onde la funzione » non é né massima né minima. Se invece esso
¢ forma definita positiva sara in un certo intorno di 'zy, yg,... © >0, ossia

f(x‘s y1)>f(m0! %1-')

e la funzione » & minima per # = x,, ¥ = y,,--- In modo analogo si ragione-
rebbe se 1l termine considerato fosse forma definita negativa.

136. — Ecco un criterio per riconoscere se una data funzione omogenea di
secondo grado w (h, k, I,...) & forma definita positiva, ossia se, qualunque siano
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1 valori attribuiti ad A, %,... essa assume valori positivi, e mai nulli, salvoché
si annullino ad un tempo tutte le variabili.
Se la y dipende da una variabile sola /, sard y = AA? ed essa sarh positiva,
e nulla solo quando si annulli A, se A > 0.
Se y dipende da due variabili % e &, sarh

w = Ah? 4 2 Bhk + Ch®;

e se essa € forma definita positiva, posto £ =0, ed 4 non nullo, y assume il
valore AR? che deve essere positivo e non nullo, onde deve essere

A>0:

y si pud mettere sotto la forma
y=" 1 [(AR + BRy*+ (AC— BYA?|,

e se si dispone di 4 in modo che AA + Bk=0, y assume il valore positivo

e non nullo i (AC— B% k*: ed affinché cid avvenga & necessario che
AC—B*>0.

Le condizioni A >0 e AC— B*> 0, necessarie affinché y sia forma quadratica
definita positiva, sono anche sufficienti; invero, se & non é nullo, sara

(AC—BYR*>0, e (Ah+ Bh=0,

onde la loro somma ¢ positiva e y > 0; se k& & nullo, non sara nullo 4, e quindi
y sl riduce a AA%, quantitd positiva.
In generale, se y dipende da piu variabili, 4, %, Z,..., si potra scrivere

y=Al+2BL+ C,

dove A é una costante, B é funzione omogenea di primo grado in %, /,... e C
¢ funzione omogenea di secondo grado delle stesse quantith. Se si annullano
k, 1,...senza annullare %, si annullano B e C, e y assume il valore AA2, che
é positivo per ipotesi, onde

A>0.

La forma y si pud scrivere

s _‘:_ [(AR + Br 4 (AC— BY)],
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ed AC— B? ¢ funzione omogenea di secondo grado in %, /,... Dando a queste
variabili valori qualunque non tutti nulli, e ad % un valore tale che A%+ B=—0,
y assume il valore % (AC— B?) che é positivo e non nullo, quindi deve essere
positiva e non nulla I'espressione A C— B?; ossia, posto y, (%, [,...) = AC— B2,
y; ¢ funzione omogenea di %, /,... che é sempre positiva e mai nulla, salvoché
si annullino tutte le variabili.

Quindi le condizioni necessarie affinché y sia forma definita positiva sono:
1© A>0; 20 AC— B sia forma definita positiva delle variabili %, Z,...

Queste condizioni sono sufficienti. Invero se si attribuisce ad 4 un valore arbi-
trario, e a k&, /,... valori arbitrarii non tutti nulli, dei due termini in cui si &
decomposto y il primo & positivo o nullo, ed il secondo positivo, onde y > 0.
Se invece si attribuiscono a &, ,... valori tutti nulli, # non sari nullo, e y
assume il valore AA? che é positivo.

In tal modo, per riconoscere se una forma quadratica sia definita positiva
siamo ridotti a riconoscere se abbia la stessa proprieta un’altra forma quadratica
contenente una variabile di meno. Cosi continuando saremo ridotti ai casi gia
studiati con una o due variabili.

Si riconosce se una forma y sia definita negativa, se —y é forma definita
positiva.

Esempi.

137. — Spesso si domanda il massimo od il minimo valore rela-
tivo d'una funzione, cioé il piu grande o il piu piccolo valore d’una
funzione mentre le variabili variano in un dato campo finito od
infinito. E se esso corrisponde ad un [sistema di valori interni al
campo dato, corrispondentemente a questo sistema di valori la fun-
zione diventa massima o minima, nel senso definito, cioé assolu-
tamente. '

Vogliasi per es. decomporre un numero positivo @ in p parti posi-
tive in modo che il prodotto delle potenze positive a, B,... A, u
di queste parti sia massimo.
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Dette w,y,....u, a —2x —y—...—u queste parti, e posto

J=az" yB...ul(a—x—-y—...-—u)“,

trattasi di rendere massima la funzione U, o c¢id6 che fa lo stesso,
il suo logaritmo neperiano. Annullando quindi le derivate parziali
di log U, si ha

dlog U a u
= —— .
dax z O—r—=Yy—...—u
dlogU 8 W
L =0
dy Y (e o Yf e U
dlog U A u
e =0
dy u O—r—Y—...—U

le quali equazioni si possono pure scrivere

u A e Yf . — U a

BT ek " ~Ta+B+.. . FAtu’

als
|
|
[

dove l'ultimo termine si ottiene componendo le proporzioni prece-
denti. Quindi, detti z,, ¥,,...%, i valori delle variabili che soddi-

sfanno a queste equazioni, si ricava

a ] A
— 3 = L, U= a .
ST e U Uty e e "o ey
€ A— Ty YYo= o.. == Uy — QA ¢ y
L g a4+B+...+u

ed il valore corrispondente di U, c¢he diremo U, sara

a+B+..-+n GGBB...RLy“ .
@+B+. .. 4w tht-tu

Uy=a
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Per riconoscere che U, ¢ il piti grande dei valori di / si potrebbe
dimostrare che U diventa effettivamente massima per un sistema
di valori 2, g,,... delle variabili, che questo & interno al campo
considerato; e che per essi si debbono annullare le derivate di
log U; ma queste derivate non si annullano che pei valori preceden-
temente trovati; dunque essi sono i valori che rendono massima 7.

Oppure, ricorrendo alla formula di Taylor, se a, 7,... # & un altro
sistema di valori positivi delle variabili, corrispondentemente a cui
sia anche positivo ¢ — > —y —...—u, lo stesso avverra per i
valori

Zo+t(@—ax,). Y+ily—vy,),... u,+ (v —u,),

ove ¢ & una variabile compresa fra 0 ed 1; quindi log U avra le
derivate parziali prime e seconde finite e continue, e osservando
che le derivate prime si annullano pei valori x,, 9,,... delle va-
riabili, si avra:

1 —.'.r:,,‘ —_—.)2 Au—u)?
logU:logUo——z*l_a(xxl, Ly b0 yl,y") +-..+*(—2;;@—|—

pE+y+...+ u—xo—yﬂ—...—uoy“

(0= —yy—...—uy?

+

dove ,, y,,...%, sono valori delle variabili della forma

Zy+0(@—2), Yo+oW—1uy),-.. Uy + 0 (U — u,)

con 0 <<6<1. La quantita entro parentesi & positiva, e non nulla,
supposto che il sistema z, y,... » non coincida col sistema 2, ¥,,... %,
quindi
log U < log U,

e U<Th,
ossia effettivamente U, ¢ il massimo valore che pud assumere U.

Si osservi che U diventa minimo =0 se & nulla qualcuna delle
parti in cui & decomposta a. Se a queste parti si dinno anche valori
negativi, potrebbe avvenire che U, non sia il pil grande dei va-
lori di w.
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138. — Vogliansi i massimi 0 minimi della funzione

u=F(x, Yy, )
le variabili essendo legate dalla relazione
f(z, y, 2) =0.

Se da questa equazione si ricava 2z in funzione di @ ed y, e si
sostituisce nella prima, % sara una funzione di & ed y ed i valori
delle variabili che rendono # massima o minima debbono annullare
il differenziale totale du qualunque siano da e dy. Ora si ha

du_—da?+ —f——-dz

dove dz rappresenta il differenziale totale di 2, definito dalla
equazione
df daf ar ., __

Se all’equazione du — 0 si aggiunge quest’ultima moltiplicata per
un’indeterminata — \, si avra

(—g-—h )dx+ E_f) ( g)dz:O;

e se in questa equazione si dispone di A in modo da annullare il
coefficiente di dz, si dovranno anche annullare, corrispondentemente
al massimo od al minimo, i coefficienti di dz e dy, e si ottengono

le equazioni

dF af dF ar _ dF . df _
= Vg =0 k=0 F—Ag=!

che sono simmetriche rispetto alle variabili, e che si ottengono

eguagliando a zero le derivate parziali di

F—\T.



e DO e
Queste tre equazioni e le =0, v = F determinano le incognite
\, @, y, 2, u, corrispondentemente ai quali valori % pud diventare
massima 0 minima.
Si ragionerebbe in modo analogo qualunque sia il numero delle
variabili, e delle relazioni passanti fra esse. |

Cambiamento delle variabili indipendenti.

139. — Abbiasi un sistema di variabili legate fra loro da rela-
zioni convenienti. Preso un gruppo di queste come variabili indi-
pendenti, di cui le rimanenti sono funzioni, si considerino le derivate
ordinarie o parziali dei varii ordini di queste rispetto quelle. Preso
un altro gruppo di variabili indipendenti, si considerino in modo
analogo le derivate delle rimanenti variabili. Il problema del cambia-
mento delle variabili indipendenti consiste nel trovare le relazioni
che passano fra le derivate prese nella seconda ipotesi e quelle
prese nella prima.

Il caso piu semplice & quello in cui ¥ =/(«), e si pone z=q(f);
y diventera una funzione di ¢, e le derivate f'(x), "' (@), "' (x)
di y considerato come funzione di « si possono esprimere in fun-
zione delle derivate di y rispetto a ¢ e di @ rispetto a ¢, come ora
vedremo.

La regola di differenziazione delle funzioni composte da.

d ! da
S =@eO=r @,

onde si ricava
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che si potra scrivere piut semplicemente :

dy __ dy
@) T = o’

intendendo che nel membro di sinistra gg rappresenti la derivata

di y rispetto a z, cio¢ f'(x), e che nel membro di destra % rap-

presenti il quoziente dei differenziali di ¥ ed @ considerate come

funzioni di 7.
Differenziando rispetto £ ambi i membri dell’'equazione precedente,

e dividendo per da si ha

dy  daddy—dyd»
(2) dz? — da® ’

Differenziando un’altra volta, e dividendo per da si ha ancora

3) dy __ dao (da ddy — dy d¥) — 3d* (do d*y — dy )
dos dad ¢

e cosi di seguito si hanno le formule che esprimono le derivate di
y rispetto ad « in funzione dei differenziali, e quindi delle derivate
di « e y funzioni di Z

Si possono verificare le formule precedenti col supporre /=,
ossia che la nuova variabile non differisca dall’antica; allora nella
differenziazione sara dx costante, e d*x —=d*x=...=0. Tenendo
conto di questo le formule precedenti riduconsi ad identita.

Se si fa t=—1y, ossia si considera y come variabile indipendente,
nelle formule precedenti bisognera porre d*y =d*y=...=0, ed
esse si riducono a

dy _dy dy _  dydz By _ —dedyd» 4 3dy da?

da de’ dot  de® ' dad do®

g oo
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ovvero mettendo in evidenza le derivate di « rispetto ¥ si ha

Bz de dix d*x
dy 4 Ay Ay By dy ay TP (dy)
Az dz’ do? . [da\3' da® da

"~ s (@)

Esempio. — Trasformare |'espressione

(@) T
&y )
dect

ove x ¢ la variabile indipendente, ed y funzione di «, in un’altra
in cui sia ¢ la variabile indipendente, e & e y funzioni di 7.
Applicando le formule precedenti si ha:

dy? ) 5
W_“*W _ @etay
T daedly—dydiz ~ dodly—dydic’
dz®

Sia ancora y funzione di «, siano ¢ ed » altre due variabili legate
alle precedenti da relazioni che supporremo messe sotto la forma

z=0{u), y=y({ u.

Si vogliono esprimere le derivate di ¥ rispetto a & in funzione delle
derivate di w rispetto a {.

Bastera a questo scopo di esprimere le derivate di ¥ rispetto a
2« in funzione delle derivate di y ed @ rispetto a f; queste si po-
tranno infine calcolare fra le relazioni che passano fra «, ¥,  ed
u, perché si ricava differenziando

__do do . dw L

ifpd,

2 2 2
d.sc— ) 2 42 dtd dtdu—\— 22 U ecc.
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Esempio. — Vogliasi trasformare l'espressione V7 dell’esempio
precedente in un’altra in cui si prendono per variabili » ed o legate
alle & e y dalle relazioni

x—rcosa, y=7rsena,
ed o ¢ la variabile indipendente.

Trasformata I'espressione di 7 in modo che a risulti la variabile
indipendente, si trovo

:

T dedy—dy dx’

differenziando le relazioni date si ricava

dox—cosadr—7rsenada,
dy —senadr-+rcosa dao,

onde
dx*+ ay*=dr*+-r*do?,
e
d*r =cosad» —2senadrdo—7rcosado
d*y —=senad*r—+2cosadrdo—rsenada?,
quindi
dox d*y — dy d*x =—rd*rda + 2dr*do <+ r*da’
ed infine
3
e (dr* 4 71d a?)?
T —rd*rda+2dritda+ ridad’
140. — Sia z funzione di # ed ¥, si sostituiscono ad x ed y

due altre variabili 7, # legate ad esse da relazioni note, che per-
mettono di esprimere 2 e y in funzione di 7 e u, e reciprocamente.
Si vogliono esprimere le derivate parziali di z rispetto ad « e y
in funzione delle derivate parziali di 2z rispetto a ¢ ed w.

La regola di differenziazione delle funzioni composte, considerando
z funzione di ¢ ed %, funzioni di # ed ¥, da

dz dz dt+dz du
de ~  dt dx du dax’

dz dz { 4 dz du
dy dt dy du dy ’




ey

g

— 2] -

. ; dz dz , : .dz dz ,
che esprimono appunto le derivate el = in funzione di 7 ¢ :

.. dt 3o I
I coefficienti — . si ricavano dalle relazioni date fra x, v, 7, u.

5
de’ dy’”
Differenziando ancora le equazioni precedenti se ne dedurranno

g d*z d*z a3z
altre che determinano d_y’ : dx—dy_’ @;‘,
Esempio. — Sia z una funzione di o ed y tale che soddisfi al-

I'equazione

ecc.

d*s o A% )
dy? L ‘do?-—o’

invece di o ed y prendansi per variabili indipendenti / ed  legate
alle precedenti dalle relazioni

l=xt+ay, u=x—ay,
onde si ricava

dt-:j, dt du_i, du _
dy

i E;_a, i —a.

Derivando z rispetto « ed y, come si e detto, si ricava nel nostro

caso:
dz dz dz dz dz dz
z=ata w=(7—=)
Bz diz d*z d*s

da? T det +2dcdu + dut’

P (L2 _p Fr
dy? de? dtdu ' du® |’

onde sostituendo nell’equazione data, dopo aver diviso per 40 si ha

d*z
dtdu ~

« In modo analogo si trattano i casi in cui sia maggiore il numero
delle variabili.
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CAPITOLO VL

Variabili complesse.

Limiti.

141. — Le regole del calcolo infinitesimale si possono estendere
alle quantita che l'algebra chiama immaginarie o complesse, ridut-
tibili alla forma

a-+bi,

ove a e b sono quantita reali, ed 7 I'unita immaginaria tale che
(' =—1.

Diremo variabili le quantita z = x -} 4y se sono variabili le quan-
tita reali # ed y. Diremo che z tende ad un limite c = a i se

Imp=—a, limy=3%.

La differenza z — ¢ =(x —a)-¢(y —b) ha per modulo

V(@ —ay+(@y—0oy,

il quale, se lim s =¢, ha evidentemente per limite zero. Viceversa, se

lim mod (2 —¢) =0,
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le quantita #—a e y—b avranno pure per limite zero, perché
numericamente minori di mod (2 —c¢), e quindi lim z =¢.

Ammetteremo dimostrati i teoremi (N. 10-12) sui limiti d'una
somma, d'un prodotto e d'un quoziente, anche per le variabili com-
plesse, perché la dimostrazione ¢ facilmente riduttibile alle variabili
reali.

Serie a termini complessi.

142. — La serie

col crescere indefinitamente di % tende verso un limite, cui si da
il nome di somma della serie.
Se si pone

Uy :p0+ iQ’o P :pl + iqi grecas
ove le p e le ¢ sono reali, si ha
Sa=Bo+2,+ .. +D-1)+i(@+ -+ an-1)

e se la serie é convergente, ossia s, tende ad un limite § =P+ Qi
¢ necessario e sufficiente che siano convergenti le serie delle pe
delle ¢, e sia

Gexocen1, Caleolo differensiale 14
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143. — Si consideri p. e. la progressione geometrica

i, @, 0 B s ;

si ha

4 e
— -1 - — .
S, 1i+o+...+2" =4—g —i—a 1—9°

se il modulo di 2 & minore di 1, il modulo di 2~ col crescere inde-
finitamente di » ha per limite zero, onde la serie proposta & con-
vergente e si ha
1
— =14ttt 2+..... (mod z}< 1).

{—z
Se si fa x=7r(cosa-+isena), si ha (r<<1)

1
{—r(cosa-+'isena)

+r3(cos3a+Zsen3o)+.....

—1+7(cos a+7sena)+r*(cos2a-isen2 )+

Ma il membro di sinistra

i __1—rcosatirsena
{—7(cosa+isena)  1—2rcosa+r’

quindi eguagliando le parti reali ed i coeflicienti di 7 si hanno le
formule per tutti i valori positivi di » <1, e per tutti i valori
reali di a:

{—rcosa
1—2rcosa+r?

—=1+4rcosa+trcos2a—+.....

rsena
{1 —=27rcosa+r?

—047rseno-+r*sen2a—+.....

144. TEOREMA. — Il termine generale d'una serie convergenie
ha per limite zero col crescere indefinitamente dell’indice.
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Invero, se u,=—p,—+%q,, e se & convergente la serie delle %,
sono pure convergenti le serie reali i cui termini sono p, € q,,
onde (N. 55) limp,=1limgq,=0, e {limy,=0.

Ammetteremo dimostrati i teoremi (N. 52 e 53) riferentesi alla
moltiplicazione d'una serie per una costante, e alla somma di due
serie.

TEOREMA. — Una serie a termini complessi é convergente se
¢ convergente la serie formata coi moduli dei lermini.

Siano

i loro moduli che supporremo formino una serie convergente ;
e siano

 RTOR R D
gli argomenti dei termini. Si avra che
Un = 7'n (COS O = 7S€N Qn),

quindi le serie formate colle parti reali e coi coeflicienti di 7 dei
termini sono

7COSQy, 7,C0SQ,, 75COS0y,...

rosena, 7, Sendc,, 7,Send,,...

i termini delle quali sono rispettivamente minori in valor assoluto
dei termini della serie convergente

Tos Tys Tey---

onde esse sono pure convergenti, ed é convergente la serie delle u.
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Cosi p. es. la serie

x‘
1, @, BT’ Jrocccer

é convergente qualunque sia x, reale o complesso, perche, detto »
il modulo di x, i moduli dei termini formano la serie

che & convergente, ed ha per somma e

145. TEOREMA. — Se le serie

Mgy My Mypeasas (1)

¥ Vis Vgsmuuen (®)

sono convergenti, e sono pure convergenti le serie formate coi
moduli dei loro termini

Apy Ay Agyece-n (3)
e
By s Boymeemes (4),
la serie
Wos Wiy Weyennn. (5)
m cui

Wy =U, Vo, W,=UV,+WV,, Wu=UV,+UV,+UV,,.....

Wo =UyVa+U Va—1+4...... +Un Vy,ennne

e convergente, ed ha per somvma i prodotto delle somme delle due
serie date.

Dimostreremo dapprima il teorema sulle serie (3) e (4) formate
coi moduli dei termini, ossia sulle serie a termini positivi.
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Posto

Ap:avo_{—al—i— ..... +ap_1
By=0b,+b,+.....+bp—1

e
Ca=a b+ (20, +a, o) ... +(2 Uy 42, by _s ... . An 1)
¢ facile il riconoscere che il prodotto

Ap By =a,by+a,by+..... ap—1b,
+a,b,+a, b +..... —+ ap—10,

--------------------------

vale
APBP =CP +a1 bp_]_+ ...—l"ap—l bi+...+ap—lbp—-—1,
ossia
Ap By > Cp,
e che

Ap Bp =) C2p < C2p+]_.

Ponendo nella prima diseguaglianza p —n, si ha
Cun < Au Bn,

e fatto nella seconda n—=2p, ovvero 2p 41, onde p risulta il

% " . n "
massimo intero contenuto in 5 Si ha

Cﬂ> Apo.

Facendo crescere indefinitamente 7, anche p cresce indefinitamente,
e dette 4 e B le somme delle serie (3) e (4) si ha

lim&ln-:llmAg.‘:A, IimBn:lime:B,
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quindi C» risulta compresa fra due quantita che tendono verso uno
stesso limite, e sard percid

Si considerino ora le serie complesse (1) e (2); posto

Sn:uo—!—ul—l— ..... —‘}—un-.]
P SR T W
S’Fn:wo+w:+ ..... +wn_],

si ha
Snn=—=8"n =% On—1F ...+ Un—10 + ...+ Un—1Vn-1,

onde, considerando i moduli d’ambo i membri, e ricordando che
il modulo d’'una somma non & maggiore della somma dei moduli,

mOd(SnS’n'—"-S"n)éai bn—1+..- +an—l b1—|—.. .+aﬂ—1bn-—],

ossia
mod (Sn S'n m— SHn) é (An Bn — Cﬂ) )

facendo crescere indefinitamente #, lim (A4n Bn — Cx)=0, jonde
lim mOd (Sn. S’u —— S"n) =0 y - 0 quindl

lim §", = 1lim 8, . lim &', c. v. d.

Funzioni esponenziali e circolari

di variabile complessa.

146. — Porremo per definizione di e#, quando z € complesso

(1) e=1tatoFTt,
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ove nel membro di destra la serie & convergente qualunque sia &,

e la sua somma per x reale & appunto e®.
Porremo in modo analogo, quando x & complesso, per definizione
3 b
) senx:a;'—gi--}—?!-— .....
a* z
(3) COS.’D:'.[——F—}—-Z!—— .....
le quali serie sono convergenti qualunque sia z, € se & ¢ reale

rappresentano appunto sen x € COS Z.
Se nella formula (1) invece di & si legge &, si ha

_ 2? . 28 z . >
ee=1+W——y —igr T T TiFT T

ovvero, a causa delle formule (2) e (3):

(4) iz — cos & - isen &,
e scambiando @ in — &

(5) | e— i = COS & — i SeN & .
Da queste ultime due formule si ricava

e 4 e\ e

(6) CsST=—p—, SDT="(—"

e si hanno cosi le funzioni circolari espresse mediante esponenziali.

147. — La proprietad
(7 | e . ey — er+y

sussiste anche se « ed y sono complessi. Invero si ha
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e moltiplieando le due serie colla regola nota, il che si pud fare,
perché sono convergenti le serie formate coi moduli dei termini,
si ha

er.ev=1-+|(x+y) + (2&:—{—55'11—4-%—:-)—4— .....

ed il termine generale &

o xn—l y -
n! (n—i!T+ T m—=r)! r!

_—[97“+W /e +(n ,.)r,.r =Y+ —|'y":l (z+y)’

ossia

er.e¥ =1+ (x+y)+

(@ -2|-!y) el (2 + y)

e siccome la serie di destra ha per somma e*+v per definizione,
si ricava la formula a dimostrarsi.
In virtu di questo teorema si ha che

(8) e*+% —e* ey — e* (cos i -+ 7sen y) ;

supposto > ed y reali, « -7y sard una quantitd complessa qua-
lunque, e e*+% resta espressa sotto forma trigonometrica, ed ha
per modulo ¢* e per argomento y.

Reciprocamente una quantita complessa di modulo » e di argo-
mento o si pud scrivere semplicemente reia.

Moltiplicando le formule (4) e (5) membro a membro, si ha

9 1 —=cos* x +sen*x,

formula nota di trigonometria, che risulta cosi dimostrata qualunque
siano i valori di @.
Moltiplicando le formule

er—=cosx t+isenx
ev—cosy+iseny
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si ha

g'(z+y) — COS T COsy —senxseny --7(cosxseny +cosysen x),

ossia

cos (x+y)+isen(z+y) =

COS COsy —senxseny -+#(coswseny -+ cos y senx) ;
scambiando in essa 2 ed ¥ in —2 e —y si ha
cos (x+y)—isen(z+y)=
CoOsx cosy—senaseny —i(cosxseny + cosysenx),
onde, si ricavano le formule per I'addizione degli archi

( cos(z +y)=cosx cosy —sen x seny ,
10}
sen ( +y)=cosxseny - cos y sen x ,

che valgono qualunque siano « ed y, reali o complessi.
Da queste ultime formule si ricava

€os (X - 7y)=cos x cos iy —sen rsen iy ,
sen (x + 7y) = sen & cos 7y -+ cos & sen 7y ,

ed in virtu delle (6)

. ey 4 e—v . e=Y—ey LY =Y
Cos 2y —- 3 sen iy — 57 = 5 ,

onde, se ¥ € reale, cos7y & pure reale, e senzy & immaginario
puro; onde sostituendo nelle ultime formule, supposto 2 ed ¥ reali,
si ha cos(z+7y) e sen(x 4 7y) ridotti alla forma a - b7

148. — Le funzioni - e 3 presentano molta ana-

logia colle funzioni circolari coseno e seno, e, benché si esprimano

e fe-7  r—emz
2
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mediante esponenziali, e quindi non siano funzioni nuove, tuttavia
si imposero loro i nomi di coseno iperbolico e seno #perbolico, ©
si rappresentano scrivendo

(11) Chao=

e si ricavano con tutta facilitd le formule

Ch(—az)=Chuz, Sh(—»)=—8Shw.
z? A z°
Eha=—41 +-—-2~T~4--4—,—}——67+ .....

22 2
Shm:x—}——s—,——I—?——[— .....

e#—Chao+Shw
e-r=Chx—Shux,
{=Ch*z—Sh*z
cosiz —=Chx, senix=iSha,
Gh(:c-{—y):Gha:Chy—l—Sthhy
Sh(z +y)=Shx Chy 4+ Cha Shy.
Le altre funzioni trigonometriche si definiscono mediante le loro

espressioni in funzione del seno e del coseno, le quali sono i risultati
di dimostrazione se x & reale; cosi per & complesso si pone

seng
cosz’

tang & =

ovvero, esprimendo tutto mediante esponenziali

1 er—e ¥

Si da una definizione analoga per la tangente iperbolica, e si pone

Shag e —e "
Chzg ™ e +4e =’

M=

onde si ha
tanix =7iTha, ecc.
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149. — Si dice che y & il logaritmo naturale di z, e si scrive

y=1log x
se ey —a.

Pongasi x =1 (cosa-+isena), ed y=p-+ig, siavra
ey = ep—+1i4 — ¢p (COS q 7 senq),

ed affinché questa quantitd complessa possa essere eguale ad , €
necessario che i moduli siano eguali, e gli argomenti non differi-
scano che per un multiplo di 2m; onde 'equazione e¥ = & si riduce
alle seguenti fra quantitd reali

er—r
g=a-+2kn (k intero).

La seconda determina ¢, dalla prima si ricava p in modo unico,

perché essendo 7 reale e positivo, esiste un sol valore reale di p

tale che e? =7, ed & il logaritmo di » ;stato definito a proposito
delle funzioni di variabile reale; noi lo indicheremo scrivendo

= log' 7.

Cosi determinate » e ¢, risulta noto p+gi=y=logw, e si ha
(13) log [ (cos @+ Zsen a)] = log'+(a 42k ),

ossia il logaritmo d'una quantita complessa ha infiniti valori; la
loro parte reale & comune, ed & il logaritmo (nel significato di va-
riabili reali) del modulo; ed il coefliciente di ¢ & l'argomento au-
mentato d’un multiplo arbitrario di 2.

Se la quantitd di cui si vuole il logaritmo '¢ reale e positiva,
essa ¢ eguale al suo modulo », e per argomento si pud assumere
lo zero; onde la formula precedente da

log »=log' r+2kmi;
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ossia il logaritmo d’'una quantita reale e positiva ha infiniti valori;
uno, corrispondente a k=0, ¢ reale, ed é il logaritmo definito per
le variabili reali; tutti gli altri sono immaginarii, e a due a due
coniugati, perché si avranno valori coniugati per log» se si danno
a k valori eguali e di segno contrario.

Sia ora — » una quantitd reale e negativa ; il suo modulo & 7,

e per argomento si pud assumere m; onde
log (—7)=1log’"» + (kK 1) mi;

essi sono tutti immaginarii; dando a % le coppie di valori 0, —1;
1, —2; 2, —3;... log (—7) assume i valori immaginarii coniugati

log’»+mé, log'r+3mné, log'r+56mé,.....

150. — Alla scrittura #* si di, per % e v complessi, il significato

ur — evigu

che costituisce un’identitd nota per « e v realied » > 0. Siccome
log % ha infiniti valori, e detto log% uno di essi, tutti gli altri
sono della forma

logu—+2kmz,

anche »* avra infiniti valori, che in generale sono distinti.
Cosi ad esempio, in virtu delle convenzioni fatte, l'espressione

P |
=1 ha il significato ei!s*; e siccome

log 4= (% +2kn) =(r+1)21,

si ha

—(4k+1) 1;

’

ossia, assume infiniti valori, tutti reali.
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151. — Diremo che x =—arcsenz, ovvero & =—arccosz se
senx—2, ovvero cosx=—2. Queste funzioni circolari inverse si
possono facilmente ridurre ai logaritmi. Invero, prendendo i loga-
ritmi d’ambo i membri dell’eguaglianza (4) si ha

(14) tx = log (cos & + Zsen x),

e se si pone in essa sen x=2, onde cosm:!/i—-z‘, e
x=arcesenz, si ha

(15) arcsen z — % log (l/i__—_;s"’l —l—z‘z) ;
analogamente, ponendo nella formula (14)

cose=z, senx=} 1—2z*, x=arccosz,
si ha

(16) arc cos 2= — log (s 441/ 1—2") .

Esaminando la formula (15), si scorge che dato z, I'espressione
l/ 1— 2*+ 4z ha due valori corrispondenti al doppio valore del
radicale ; ad ognuno di essi corrispondono ancora infiniti valori di
arcsen z, perché il logaritmo ha infiniti valori. Se z & reale e
<1, 1—2 & reale, il modulo di 11— z*-¢z & l'unita, il
logaritmo di questa quantitd ¢ immaginario puro, e dividendo per
7 si ha arcsen z reale. Ma se z & reale > 1, ovvero immaginario,
risulta immaginario anche arcsen z. Cosi ad esempio, l'espressione

are sen 2 :% log (V' —8+27) = —;-logi(l/§+2)

== log’ (I/§+2)+(2R+%)n.

S P I
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Si divida la formula (4) per la (5); si avra

__cos¢+£sena:_1+itanga:_

e — - = : ;
cosz—isenz 1—itangz

prendendone i logaritmi

1 14 itang 2
=By 0 {—itang 2’

e posto tangx =z, e xr=arctangs, si ha

1—iz

1447

) arc tang 2 = ?1;" log 1{—2‘2: = log

Cosi restano definite le funzioni esponenziali e logaritmiche, e le
funzioni trigonometriche dirette ed inverse per valori complessi delle
variabili, e si vede che le funzioni trigonometriche dirette si pos-
sono esprimere mediante esponenziali, e le inverse mediante loga-
ritmi ; onde se dell'esponenziale e del logaritmo che ne e l'inverso
si fa una sola categoria di funzioni, si deduce che tutte le funzioni
trascendenti finora introdotte nel calcolo si possono ridurre alla
sola e*.

Funzioni di variabile complessa.

152. — Diremo che w ¢ funzione della variabile complessa 2,
e si serive w=/(z), se ad ogni valore di z corrisponde un va-
lore di w.

Se si fa w=u—+iv, z=a -+, ove u, v, £, Y SONO variabili
reali, se w ¢ funzione di z saranno v e v funzioni reali di & ed ¥.
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Diremo che la funzione w = [(z) ha derivata se, col tendere a
zero della quantitd complessa %, tende verso un limite la quantita

Avw __ fGE+B)—7()
Az T h ’

e questo limite & il. valore della derivata f” (z) corrispondentemente
al valore considerato di z.

153. — Pongasi
u=0 @), v=¥(Y)
h=rk+41l,
ove k ed / sono quantitd reali. Si avra:

f@=o @ v)+iy @ v)

fe+h=09@+kryv+)+iv@+k v+,

onde

A [epe+ky+h)—o@yl+ilvEt+hy+)—y @ y)
Az k4 il g

Se w ammette derivata f’(z), la quantita AA—tf tende verso f'(2) in

qualunque modo si faccia tendere Az a zero. Suppongasi dapprima
in Az=—h=—Fk-i, nulla la parte immaginaria /; si avra:

lim @@+ ky)—o@y) +}:’[w(x+k1y)—w(-’myﬂ =1(2),

ed affinché cid avvenga, debbono tendere verso limiti la parte reale
ed il coefficiente di 7; quindi le funzioni @ e y ammettono derivate
parziali rispetto o, e si avra

f(2)=9% (x, ¥) + 7= (& V).
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Suppongasi invece in Az nulla la parte reale &, si avra:

lim 2% ¥+ )—9 @) -'-,-1;:,[“, @y +h)—v (x,y)]:ff(z)’

e quindi con ragionamento analogo si deduce I'esistenza delle deri-
vate parziali di @ e y rispetto ¥, e

@) =v¥y (@ y)—i@y(z, v).

Paragonando questa espressione di f’(z) colla precedenté, colla
quale deve essere identica, si ha:

@ )=yy(@Y) e Y:(z,y)=—9 (),
0ssia :

Affinché w=u--iv sia funzione di z—x 1y , € necessario che
le funzioni reali u e v delle variabili reali X ed y soddisfino alle
equazioni

du  dv du dv

&' o am

Se si deriva la prima equazione rispetto «, la seconda rispetto v,

si ritien Lo o si ricava I’ ion
e se e — T i equazione
d?*u

d?u
= T =0
equazione a derivate parziali di secondo ordine, in cui non entra

che la funzione w. In modo analogo, derivando la prima equazione
rispetto ¢ e la seconda rispetto #, e sottraendo si ha

d*v d?*v
G T =0

ossia anche v soddisfa alla stessa equazione a derivate parziali cui
pure soddisfa uff.
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154. — Se le condizioni

du o do du dv

w— ° T @
sono verificate, la funzione w ha derivala.
Invero, si ha (N. 105)

Q@+Ry+1)—0z, Y=k (2, y)+19y (z, y)+ak LB,
Y(@+R,y+0)—v (@, v)=ky': (z, y)+1y'y (@, )+ o'k B2,

e, sommata la prima equazione colla seconda moltiplicata per 7, si ha
Aw=nr(Q' s+ Y.) 1@y iy'y) +ak+Bl+o'ik+pi,
ovvero, osservando che y'y=9@'; e @ y=—y .=y,
Aw=Ek-+d)(9's+iy':) - ak+Bl+ o'tk -+ B,
e dividendo per Az—=k -+,

Aw k ! k l
2 0. 4w, WL AP T )| SO SO R 1 O
As — VT WeToagTatBiantTie s0p+ 18 kLl

Facciasi qui tendere Az a zero; k ed / tendono pure a zero, e
quindi anche a, g, o', 8’; le quantita

k !
r+ad © xFa

sono finite, perche il loro modulo ¢ minore dell’'uniti, onde

. Aw , .
lim —— =@, +7y's, ¢ v d.

155. — Si rappresenti su d'un piano la variabile z=ux 47y
mediante un punto M le cui coordinate cartesiane ortogonali sono

Genoccur, Calcolo differenziale 15
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& ed y, si rappresenti in modo analogo in un altro piano la fun- -
zione w =1 47 mediante un punto P le cui coordinate siano
% e v. Essendo w funzione di 2, ad ogni punto M del primo piano
corrisponde un punto P nel secondo, e quindi la funzione complessa
w = (2) determina una corrispondenza fra i punti del primo piano
e quelli del secondo.

L]

I =
x 7
/ ar I/,P
Ved
1}

0 E - w i

-4

Dato a z il nuovo valore 3 -/, rappresentato dal punto M’, sard
il modulo di % rappresentato dal segmento MM’ ed il suo argo-
mento dall’angolo di MM’ coll’asse delle x. Se P’ & il punto cor-
rispondente ad M’, PP'=mod Aw, e angolo Ppﬁuzarg. Aw.
Fatto qui tendere Az a zero, se la funzione ha derivata f'(2) sara

. Aw ;
lim A =1 (3),
e quindi
: Aw .. modAw .. PP 7
lim mod E_llmm_llmw_modf .o),

e se mod /" (z) non € nullo, anche
lim arg 2% = lim [arg Aw — arg Az] =
g Az - =] g i [
=lim [P'ﬁ?‘wu — MM, ox] = arg 1" (2).

Se M'" & un altro punto prossimo ad M, e P" il corrispondente,
sara anche

lim 31;'1% =mod ' (2), lim [‘P"T;,H wy — M 'f[,\o.cc] =arg f'(2),
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quindi si deduce

PP PP

i g3 0 = 1

lim [(P"P, wu — P’ﬁm) —(M'"M, 600 — M'mx)] =0,
la quale ultima si pud pure scrivere
lim (P" PP — M" MM')=0.

La prima equazione si pud interpretare dicendo che, col tendere

4 '

di M' e M" ad M i rapporti %7 e 33 tendono a diventare
eguali, e quindi i lati MM', MM, PP', PP" tendono a diventare
proporzionali. La seconda equazione, ove si supponga di far variare
M' e M" in modo che M"MM' tenda ad un limite, dice che

lim P"PP' =1lim M"M M,

il che si puo interpretare dicendo che gli angoli M"MM' e P'PP’
tendono all’eguaglianza; onde i triangoli M'MM" e P'PP" ten-
dono a diventare simili. Tutto questo fatto si suol esprimere dicendo
che i due piani sono nelle loro parti infinitesime simili. Perd quanto
precede non si deve ritenere che come schiarimento delle formule
trovate.

156. — Ammetteremo dimostrate anche per le variabili imma-
ginarie le regole di differenziazione per le variabili reali, d'una
somma, prodotto, quoziente, funzioni di funzioni, e funzioni inverse
(N. 34-38), perché la dimostrazione & la stessa.

La derivata della funzione esponenziale e* si pud ottenere nel
seguente modo. Si ha

e:c~4—-h — e, eh s

onde

— (1)



Ora
e":i—f—%—}- ;:-“{‘ gl T
3”;1:%4. % + g! +.....
THRNY P B
e

| -
mod I-e T 1]:1110(1?2 . mod ['?,_1?—'_3_% =1 i J )

La quantitd racchiusa nella parentesi di destra e finita, e, detto &
una quantita positiva maggiore del modulo di %, sara

1 h 1 k
mod[-—?-_-l-—t—gr—l—...—i g S A R

quindi, facendo tendere 7% a zero, il membro di destra della (2) ha
per limite zero, e

-h—1
lim mod i'e 7 ---i] =10,

ossia
lim & ;1 =1,
Quindi dalla\t‘ormula (1) si ha
lim b ﬁ_ i ’

vale a dire la derivata di e# & ancora e”.

Dalla derivata di e* si deducono le derivate di sen, e cosa,
perché queste funzioni si possono esprimere mediante esponenziali;
si ha:

I e p=—1T e + e—ix
—— -

§ €Xr = COST =
sen & 57 , € %)
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onde, derivando

o G e @ =i
T =t =—sena,

dsena e 4 e—iv dcos
—_— —=Cos&,
da 2

precisamente come se le variabili fossero reali.

Applicando la regola della derivazione di funzioni inverse, si tro-
vano le derivate di log «, arcsen &, arccos&,... che coincidono
con quelle trovate per le variabili reali.

Serie ordinate

secondo le potenze d’una variabile.

15%7. — TEOREMA. Se in una serie
Uss B, TeXy Uy Xy vow v s .

ove Uy, U,,... 8000 quantita indipendenti da X, per wn certo va-
lore di x di modulo R il modulo del lerinine generale un X non
asswine valori comunque grandi, la serie proposta ¢ convergente
per ogni valore di X il cui inodulo ¢ minore di R,

Infatti, suppongasi che il modulo del termine generale, pel valore
di 2 il cui modulo ¢ R, sia sempre minore d'una quantita finita
A ; sara

mod u, . R*<< 4.

Diasi ad 2 un valore il cui modulo sia »» << R; il modulo del termine
generale della serie sard mod %, " =mod %, .7" che si pud seri-

vere mod u, . R*. (LR) In virtu dell'ipotesi precedente si ha che

r » f . . . .
mod u, " << 4 (-}—2—-) . Ora la serie, il cul termine generale e
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A (f) , € convergente, perché & una progressione geometrica la
. . LAY . ag e
cui ragione —- & minore dell’unita.
Quindi la serie formata coi moduli della data, che ha i suoi ter-
mini minori dei corrispondenti d'una serie convergente, ¢ pure
convergente, e percio ¢ pure convergente la serie proposta.

CoROLLARIO. — Se la serie u,, u,X, u,Xx*,.... & convergente
per un valore di X di modulo R, é ancora convergente per ogni
valore di X i cui modulo é minore di R.

Infatti, se la serie data & convergente pel valore considerato di
a, 11 modulo del termine generale ha per limite zero col crescere
indefinitamente di #; onde da un certo termine in poi il modulo
del termini della serie saranno minori d'una quantita finita (positiva)
scelta ad arbitrio; 1 termini precedenti sono finiti, ed in numero
finito, quindi i loro moduli sono tutti minori d’'una quantita finita;
onde i moduli dei termini sono minori d'una quantita finita, e
ricadiamo nel teorema precedente.

1568. — Una serie ordinata secondo le potenze di & puo essere
convergente per tutti i valori di @ ; tale sarebbe la

x?
d, Y

la cui somma & e*; oppure non essere convergente per alcun valore
di 2, tolto il valore x =0, per cui la serie si riduce al primo ter-
mine; tale ¢ la serie

1, W, 2L, Bl .oi.n, .

perché in essa, supposto mod @ > 0, il termine generale ha per
limite l'infinito. Ma pud avvenire che la serie proposta sia conver-
gente per alcuni valori di @, e divergente per altri. Sia p il limite
superiore dei valori dei moduli di & per cui la serie € convergente.
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La serie data sara convergente per tutti i valori di « il cul mo-
dulo ¢ minore di p, divergente per quelli il cui modulo & maggiore
di p; potra essere convergente, ovvero divergente pei valori di @«
di modulo eguale a p.

Per es. la progressione geometrica

Ly 6 B seillimissss

& convergente per ogni valore di & di modulo minore di 1, & diver-
gente pei valori di  di modulo = 1.

La quantita p dicesi raggio di convergenza della serie; se nel
piano in cui si rappresenta la variabile complessa, centro nell’ori-
gine con raggio p, si descrive un cerchio, questo vien detto cerchio
di convergenza; la serie proposta € convergente pei valori della
variabile rappresentati da punti interni al cerchio di convergenza,
divergente per gli esterni.

159. — Se la serie
R e SR T R
e convergente pei valori di X il cui modwlo € minore di p, SONO
pure convergenti per gli slessi valori di X le serie formate colle
derivale dei termini, e, posto
fxX)=u,+u x4+ u,x*+u,x34.....
¥ (x) = u,+2u,x +3u, x*4.....
a5 4 Jo— 2u, +3.2u;x+.....

..................................

le funzioni ' (x), {""(X),...sono le derivale prima, seconda, ...
ai f(x).

Infatti, detto » il modulo di a, che supporremo <p, e detto R
una quantitd compresa fra » e p, la serie data & convergente se si
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da ad « un valore di modulo R; quindi il modulo del suo termine
generale %, 2", che sard mod », R* avra per limite zero col cre-
scere di %, e quindi sara sempre finito; e potremo supporre

mod %, . R" < A .

Ora il termine generale della serie delle derivate, che e nwu, "'
ha per modulo

r \n—t 1 r\n 1
PIREI n — — — J—
nmod «, . 7 _n.modu,,.R.(R) ‘B <¢3A(R) 554

. iz ; ; . r\n il
Ma la serie il cui termine generale ¢ n 4 (f) — € convergente,

[

perché il rapporto d'un termine al precedente ha per limite % <1

col crescere indefinitamente di #»; quindi anche la serie formata
coi moduli dei termini di /”(2) & convergente, ed & convergente
infine la serie i cui termini si ottengono derivando i termini di /().
La serie f”(x), che si ottiene da /' () come questa si & ottenuta
da f(x), & pure convergente, e lo stesso avviene qualunque sia il
numero delle derivazioni eseguite.
Cid premesso, si ha

f(x) -_-ﬂf U "
n=0

f@+n=) u@+ny
f@+n)— @)=Y, w|@+nr—a]=
zz U, [nw“—‘h - (\ ; ) xr=tht4 .. ]

ﬁﬂﬁ%:&:Zun[nw""-F(;)w"“”“'_‘ :I



¢ sottraendo la serie

n=—=uw®0
()= Z nu, x",
’ n=>0
si ha
‘p=o

(4= f,(x)_hzu [(2)art (5 )amnt..]

n=o

:%Zn(%—i)un[m"

n=0

(n—-z)(:«a

a3 1y 4 i 2 +:’

e per dimostrare che

lim I

basta dimostrare che il membro di destra ha per limite zero col
tendere di % a zero, e quindi bastera riconoscere che il fattore che
moltiplica % & finito.

Suppongasi mod /2 cosi piceolo che mod 2 4 mod 72 < p, cosa pos-
sibile, poiché mod « <<p; sia R tale che

mod & -+ mod 72 < R <p.

Si avra
ey +f_‘:i£“L__ 4 - ]<
(mod' @) "= mod 7 - w(mod )4 (mod £)*4-..
< (mod @y~ + =2 (mod )= mod 2.+ “=25 = (mod zry~* (mod 7" +..

< (mod @ 4 mod A)y'—?* < R"-?
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ed il modulo del termine generale della serie che si considera sara
minore di

n(n—1)modwu, . R"—*;

ora si ¢ dimostrato che la serie il cui termine generale &
n(n—1)u,xz"-* & convergente, ed ¢ anche convergente la serie
dei suoi moduli per ogni valore di # di modulo <p, quindi anche
pei valori di & di modulo R; quindi la serie il cui termine generale
& n(n—1)modw,.R"—* & convergente ed ha una somma finita B.
Lo stesso avverra per la serie

n—=uw

z n(n—1)u, lix“—’—f— n—;—?isc"“sh—}— i ]

n=0

il cui modulo sara << B, onde
mod [f—(—ai%:-‘—f@ — f’(w)_J«:modk.B,

e siccome il membro di destra ha per limite 0 per 2 =0, si con-
chiude che " () ¢ appunto la derivata di ().

Per la stessa ragione "' (x) & la derivata di /' (x), e quindi la
derivata seconda di f(x), e cosi di seguito.

Le funzioni f(x), [’ (x),... che ammettono derivata sono continue.

Applicando il teorema precedente alla serie che servi per defini-
zione di e*

x? a3 ah
ex::l—'—w—'— }2’,"+§i-—+——4—,—+ .....

si ha
x «? @
dx ‘1+T+§T+ 3! ~rlhsy
ossia
dex s
—_— .
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Analogamente, derivando le serie

a8 s
sena;zw—ﬁ-—l——!.....

x? ah
cosy=1— gr—r—F7----

si ritrova

dsen x —=cosxdx, dCosx=—=—senwdr.

160. — I teoremi precedenti fanno scorgere una certa analogia fra le funzioni
definite come somma d'una serie ordinata secondo le potenze delle variabili,
nell'interno del cerchio di convergenza, colle funzioni intere. Questa analogia si
fa piu evidente coi teoremi che seguono.

TEOREMA. — Se la serie
f)=u,+ux+ux?4..... 1)

¢ convergente pei valori di x il cui modulo ¢ minore di p, sara applicabile
la serie di Taylor

.1
£ (5g+B) =1 (50) + b7 (59) 4+ 1 17 (50 - @

supposto mod xy < p, per tutti i valori di h per cui

mod h < p — mod x;.

In altre parole, ricorrendo alla rappresentazione geometrica, la (1) definisce
una funzione f(x) per tutti i valori di & rappresentati
da punti interni al cerchio il cui centro & l'origine, e
il cui raggio é p. Se «, ¢ un punto interno a questo
cerchio, si vuol dimostrare che la serie (2) ¢ conver-
gente, ed ha per somma f (x4 /&) per tutti i valori
di % il cui modulo é minore di p — mod 5, , ossia per ) )

tutti i valori @, + /4 rappresentati da punti interni ai S/
cerchio di centro x,, e tangente internamente al cer- '

chio di convergenza della serie (1). Perd non é esclusa
la possibilita che la serie (2), ordinata secondo le potenze ascendenti di /i, possa
ancora essere convergente per altri valori di A.



Infatti, posto

f'(xn'i'h):f‘(mn)-l-hf’(x,;)-‘l-.....+E7f:ml(x0)+3m, 3)

m .

ed osservando che
flxo+ k)= Z un (o4 )", (@) = E Yn %" »

[ (xg) = ch,, ot S fim (zg) = Z nn=1)...(n=—m-+4 1) u, z0—m,

sl ricava:

Ry = Z Uy [(xg + =z —nhap—l —.. . — ( ?;:, )h“‘xo“-mj .
\

I sommatarii si debbono prendere rispetto n, che varia da 0 ad CO. Pero nel-
l'espressione di Rp i primi termini corrispondenti ai valori 0, 1,... m di » sono
nulli; quindi in Rn basterd dare ad » i valori

m4+1, m<4+2,.....

Prendendo i moduli d’ambo i membri si ha

n=uw
7n \
mod Rn < E mod w,, . mod [(xu + B)" = 2y =l Nl - ( o | A ”o"_“t:\
e |
n=m-+1 '

ma

mod i:(rr;u + W=ty l— . — ( fb‘hm%“'mJ <
!
[mod (wy + ?i)jln—{—(mod xo)" + nmod A (mod zg)"—1 4 ...+ ( ?::, ) (mod &)m (mod a7p)n—m

= [mod (2, + h):ln-i- ’_mod o + mod k:ln,

onde

n=oo 1=%

mod Rm << Z mod %, l'mod () + k)]n-i— Z mod #,, l:mod 2y 4+ mod h]". 4)
n=m+1

n=m+<1
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Ora le serie 1 cui termini generali sono X

mod u, [mod (g + 1) ]”, e modu, [mod 29+ mod h] '

sono convergenti; quindi i due sommatarii della (4) col crescere indefinitamente

di % hanno per limite zero, onde

lim mod Ry, =0,

e lim Rn=0. Facendo quindi crescere indefinitamente i nella (3), si ricava
la formula (2), che volevasi dimostrare.

TEOREMA. — Se nella serie (convergente se mod X <p)
f'(x):uo-i-.u,x oy et

non tutti i coefficienti sono nulli, £ (x) si puo annullare per x =0, ma esso
non si annulla pii in un conveniente intorno di x=0.

Infatti se il primo dei coefficienti non nulli é #%,, si ha

@) =u,@" + uppr @™t 4 .....
=z" [u“~{- Unpr & 4 .. ... ] :

il primo fattore ™ si annulla per # =0 se » >0, e non si annulla per altri
valori di «; il secondo ¢ funzione continua di @, che per @ =0 assume il va-
lore non nullo #,, quindi esso non ¢ nullo in un conveniente intorno di z==0,

e lo stesso avviene di f(x).

TEOREMA. — Se f(X) =y + u; X 4 uyxt+4..... , st annulla, per valori non
nulli di x in ogni intorno di x=0, i coefficienti uy, 0y, 0y, ... sono tutti nulli.

Questo teorema ¢ conseguenza del precedente.

TEOREMA. — Se la serie

fx)=uw+ux+uxt4+.....

¢ convergente per i valori di x di modulo <p, e se {(x) si annulla per in-

finiti valori di x il cui modulo & minore d'una quantita R <p, tutti i coef
ficienti sono nulli, ed f(x) & identicamente nulla.
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Infatti, esistera un valore @, di , di modulo non maggiore di R, tale che
in ogni suo intorno f(«) si annulla. Sviluppando f(x,+ %) secondo le potenze
di A, il che é lecito se mod & << p — mod «,, quantith finita, = p — R, si avra
una funzione di %, che si annulla in ogni intorno di 2 =0, per valori non nulli
di %, e quindi & identicamente nulla per questi valori; ossia f(z) & identica-
mente nulla pei valori di @ rappresentati da punti interni al cerchio di centro
@y, e di raggio p—modx,. Se ora si considera un altro punto . interno a
questo cerchio, /(#) é nulla in un suo intorno, qnindi é nulla per tutti i valori
di « rappresentati da punti interni al cerchio di centro «, e di raggio p—mod ;.
Cosi continuando si scorge che f(x) & nulla identicamente per tutti i valori di
2, e quindi tutti 1 suoi coefficienti sono nulli.

TEOREMA. — Se le serie

fX)=u 4y x4ux?4.....
PR =Vo+Vix+ Vo Xt 4. ...

sono convergenti pei valori di x il cui modulo é minore di p, e sono equali
per infinili valori di x il cui modulo é minore d'una quantita R <p, i coeffi-
cienti delle stesse potenze di x nelle due serie sono eguali, e le serie identiche.

Infatti, basta applicare il teorema precedente alla serie

F(@) = @ (@) = (tg== 1) + (4= v)) & 4 (13 =—vx) 2 4. .. .. |

TeOREMA (DI ABEL). — Se la serie
fx)=u+ux4+uxt4.....

¢ convergente pel valore x, di X (che supporremo appartenare alla circonfe-
renza del cerchio di convergenza), facendo tendere x verso X, in modo che

= tenda allunita assumendo soli valori reali e crescenti, f(x) tende a f(x,).
Infatti, detta ¢ () la somma dei primi m termini della serie,

Q(@)=uyt+uwao+4..... + #p—y 2m—1

e y(x) il resto della serie
Y (@) = tuma™ 4 Upgy o™ 4L

sl avra

F@) =0 @) +v@).
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Ma wy (@) si pud scrivere

m | ml
w(m):umwo“(%) _+um+1 wymtl (%) ) A

Si considerino le quantita

Do =1Um x{)me
m
Pr=Un®y + my1 2™,
Pa=Um B + Umg Byt A Umpo 2T

e dicasi p il massimo dei loro moduli, od il loro limite superiore, il quale esiste,
perché ciascheduna delle quantita p,, p;,... & finita, e col crescere indefini-
tamente del loro indice, lim p, =y (z,) = £ (2;) — @ (@), quantita finita.

Posto ancora

@ . 2 \n
Ty = UmTy™ 4 Um-1 xom+1 ( ?‘) s R T + Upn 2T ( = ) P
0 “0

si ha
0
i Ap = 2z _(= ““\
re=2o| L ™, + 24 o 330)__+“.
a \*l x \n x \n
s ()= (5) ]+ ()
e presi i moduli d'ambi i membri, osservando che i binomii entro parentesi sono

reali e positivi, e che i moduli di py, p,,... pn=1, p, Non sono maggiori di p,
si avra:

e B A C I R ]

ossia

"n=7Po + (P1—Po) (7,:—) + (P2 —p1) (%)2+---+(p,.—pn-—1)(i—ﬁ)“’

ossia

modr, <p:
e facendo crescere indefinitamente 7 ,

lim mod #, = mod lim », < p.
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Ora si ha che
a

v@=(- )" mr,,

quindi, prendendo i moduli d'ambo i membri, e ricordando che —g- éreale <1,
0

mod y () << (—g—o—)mp<p-

Ma, essendo convergente la serie f(x,), si pud determinare un valore di m
cosi grande che la somma di un numero qualunque di termini successivi a
quello di posto , le quali somme sono appunto pg, Py, Pa»-- abbia un modulo
minore d'una quantith w piccola ad arbitrio; quindi anche il loro limite supe-
riore p < w: ossia, fissata ad arbitrio una quantitd w, si pud determinare m

in modo tale che il resto y () della serie f(x) troncata all’'m° termine sia mi-
nore di w, qualunque sia il valore reale <1 di —g: In altri termini la serie
considerata ha i suoi termini complessi, che si possono considerare come fun-
zioni della variabile reale ;:—0, *compresa fra 0 ed 1, ed & di convergenza
equabile.

Cid premesso, siccome

@)= (@ +v @)
€ (@) =@ (o) + v (%)

sl ricava
f (@) — [ (@)= @ () — @ (@) + @ (%) =y (©);

si pud prendere . cosi grande che i moduli di y (%)) e y (@) siano << w; si
pud supporre z cosi prossimo ad x,, che

mod [ () — @ (@) | <w',
perché @ (x) é funzione continua di ; quindi si pud rendere
mod [£(wy) —f(@)] <w +2w,
quantitad piccola ad arbitrio, ed infine,
lim f(z) = f(@,) » ¢ v. d.

1l teorema precedente si pud applicare in molte questioni. Eccone un esempio.
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TeEOREMA. — Se le serie

sono convergenti, ed é pure convergente la serie
Wo=UyVy, Wy ==U, Vg4 Uy Vosee.y Wo=UpVn 4 Uy Va1 4 ... + Un Vg,.-.,

lo somma di questa serie & equale al prodotto delle somme delle due serie
date (V. N. 145).

Infatti, se @ ¢ una quantith positiva minore di 1, sono convergenti le serie

Uyy Uy®, U X .....

e Vs Vi Dgddyusens

e sono pure convergenti le serie formate coi loro moduli. Onde applicando il
teorema del N. 145 si deduce, per » <1,

(g u w4 ug 2+ ..... Yot v x4 vat4....0)

=wy+ wy i Fwy Xt 4. ...
Facciasi qui tendere « verso 1; pel teorema precedente le serie

Uyt g rfug 4. ...

tendono rispettivamente alle somme delle serie date, e quindi

(Uo+ustug+.. )0 +vi+vat...)=wy+w+wy+... c v.d

Gexocen, Caleolo differenziale. 16



