CALCOLO DIFFERENZIALE

CAPITOLO I.

Delle Funz=ioni

Dei Numeri e delle Quantita.
>
1. Le quantita in Analisi si misurano e si rappresentano con
numeri. Un numero & #nfero se risulta dall'unione di piu unita,
fraito se risulta dall'unione di unith e parti aliquote di unita. I
numeri interi e fratti diconsi commensurabili.

2. Un numero commensurabile ¢ divide tutti i numeri commensu-
rabili in due categorie : numeri minori di @ e numeri non minori
di @ (ovvero numeri non maggiori, e numeri maggiori di @), ed ogni
numero della prima categoria ¢ minore d’ogni numero della seconda.
Viceversa, se tutti i numeri commensurabili trovansi divisi in due
categorie, in modo che ogni numero della prima sia minore d’ogni
numero della seconda, ammetteremo, estendendo il concetto di nu-
mero, che esista un numero non minore d'alcuno di quelli della
prima categoria né maggiore d’alcuno della seconda; e se nessun
numero commensurabile gode di questa proprietd, diremo éncom-
mensurabile il numero cosi definito. Esso sara maggiore di tutti
quelli della prima categoria, e minore di tutti quelli della seconda.
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Due numeri incommensurabili diconsi eguali se sono definiti dalle
stesse categorie, ossia se ogni numero commensurabile minore del-
I'uno & pure minore dell’altro, e viceversa; il numero incommen-
surabile ¢ si dira minore di b, se esistono numeri commensurabili
maggiori di @ e minori di b.

3. Finora considerammo i numeri in valore assoluto; unendovi
il concetto di direzione si hanno i numeri positivi e negativi. 11
lettore gia ‘deve conoscere il modo di eseguire su essi le operazioni
algebriche, e le loro proprieta; ed & specialmente per ben fissare
il concetto, fondamentale nelle nostre ricerche, dei numeri incom-
mensurabili, che si ¢ ricordato quanto precede. Piu tardi compari-
ranno i numeri immaginarii.

4. Sono misurabili (con numeri positivi) le grandezze d'un sistema
tali che: 1° se ne sia definita 1'uguaglianza e la disuguaglianza —
2° di due grandezze disuguali si possa riconoscere la maggiore dalla
minore — 3° che si sappiano sommare, e si sappia sottrarre la minore
dalla maggiore — 4° che ogni grandezza si possa dividere in parti
eguali — 5° e che ogni grandezza 4, ripetuta un numero conveniente
di volte, possa superare ogni altra grandezza B; e quindi che una
parte aliquota di B possa rendersi minore d’'ogni altra grandezza A.

Per eseguire questa misura, si prenda ad arbitrio nel sistema
dato una grandezza U, che diremo wnita di misura ; essendo le
grandezze sommabili e divisibili, si potranno immaginare tutte le
grandezze nU, n essendo un numero commensurabile. Sia 4 una
grandezza qualunque del sistema; o esistera un valore di »=a,
tale che 4 —aU, ed @ ¢ il numero che misura 4 ; ovvero non
esistera, ed allora, in virtu dell’ipotesi 5% sonvi dei valori di » per
cui nU < 4, ed altri per cui nU > A4; il numero (incommensu-
rabile) maggiore dei primi e minore dei secondi valori di 7 sara il
numero che misura 4. Due grandezze A e B disuguali sono misurate
da numeri 2 e b pure disuguali; invero, se 4 < B, la differenza
B— A & misurata da un numero positivo (non nullo) ; ma questo nu-
mero vale b—a, dunque » — ¢ & positivo, ed ¢ e b sono disuguali.
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5. Fra le grandezze che compaiono in varie scienze alcune sod-
disfanno in modo evidente alle condizioni precedenti, e sono misu-
rabili, come lunghezze di segmenti rettilinei, intervalli di tempo, ecc.
Altre come le aree di superficie, le lﬁnghezze di archi curvilinei, ecc.,
esigono, per potersi misurare, opportune definizioni e dimostrazioni.

Delle Funzioni e dei Limiti.

6. Nelle questioni che tratteremo possono comparire delle quan-
tita cui si suppongono attribuiti valori determinati e fissi, e diconsi
costanti, ed altre che si suppongono poter assumere diversi valori,
e diconsi variabili. Fra le variabili ve ne sono di quelle, cui noi
possiamo attribuire ad arbiirio successivamente diversi valori, e di-
consi variabili indipendenti, ed altre 1 cui valori dipendono dai
valori dati alle prime, e diconsi variabili dipendenti o funzioni
daelle prime.

Noi tratteremo dapprima le funzioni d'una sola variabile indipen-
dente, e diremo che: una funzione y di x e data in un intervallo
(a,b), se ad ogni valore di X compreso fra a e b corrisponde un
valore uwico e delerminato per y — qualunque sia il mezzo di
determinarlo.

Cosl ad esempio 2 & funzione definita di & per ogni valore di «,
e quindi ¢ data in ogni intervallo; }/, intendendo per radice la
radice aritmetica di «, ¢ data per tutti i valori positivi di ; invece
:——I— —é——}— %-1— weee -15 ¢ funzione di « definita per i soli valori
interi e positivi della variabile, ecc.

Si suole indicare che y ¢ una funzione di & scrivendo ¥ = () ;
f(a) rappresenta il valore della funzione corrispondente al valore a
deila variabile. Altre funzioni di & si rappresenteranno con @ ()
f' («).... Una notazione analoga serve anche per le funzioni di piu
variabili; cosi F (a, 9, 2) significa una funzione delle tre variabili
& y 3, ecc.
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% Dicesi che col tendere di X verso a, y ={(X) ha per limile A,
se, fissata una quantita piccola ad arbilrio €, st puo determinare
una quantile h tale che per ogni valore di X, che differisca da a
meno di h, sia f(x)— A in valore assoluto minore di_€.

Dicesi che col crescere indefinitamente di X, y =1(x) ha per
limite A, se, fissata wna quantila piccola ad arbitrio €, st PUO
determinare un numero N tale che per ogni valore di x >N
sia f(x)—A < € in valore assoluto.

Si suole indicare che f'(2) ha per limite 4 col tendere di o verso a,
o col crescere indefinitamente di & scrivendo lim /(@)z=a =4, OV-
vero lim /():=x= 4, od anche piu semplicemente lim f(x) = 4,
quando si possa sottintendere il modo di variare di «.

Se non esiste alcuna quantith A che goda della proprieta enun-
ciata, si dice che f(x), col tendere di x ad @, o col crescere inde-
finitamente di @, non tende verso alcun limite.

Cosl, ad esempio, &* col tendere dg 2 a 0 ha per limite 0, perche,
preso ad arbitrio €, sara #?—0 = a* < e per ogni valore diz <Ve;
V7 col tendere di @ a 0 ha pure per limite O, perché sara

— : : 1 ;
Y& — 0 < € per ogni valore di < 1 +—a§ col crescere inde-
finitamente di & ha per limite 1, perche la differenza fra la fun-
: L . ; - . 1
zione ed 1, che e = sara minore di e per ogni valore di & > = s

f(«) ha un valore costante / pei valori di sufficientemente pros-
simi ad @ o sufficientemente grandi, col tendere di « ad a, ovvero
col crescere indefinitamente di « il limite di f(«) & il valore costante
7, perche la differenza f(x)—¢ & per quei valori di « nulla, e
quindi minore d’ogni quantita €, il che si esprime dicendo che una
costante ha per limite sé stessa; ecc.

Affinché si possa parlare del limite di ¥ per  =a, o per @ cre-
scente indefinitamente, occorre che la funzione sia data per un
sistema di valori di @ prossimi quanto si vuole ad @, o grandi
quanto si voglia. La funzione puo essere ovvero non data per x =a;
se f(a) & dato, escluderemo, parlando di limite, il valore & fra quelli
che pud assumere x; onde si deduce che lim f().—a pud essere
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diverso da f(a), perché () non dipende dai valori di f(x) per x
prossimo ad @, mentre da questi solamente dipende il limite di /().

8. Dicesi che f(x) ¢ funzione continua per X=X,, se lim f(X)= f{x,);
quando x tende verso X,. E, ricordando la definizione del limite :
« dicesi che f(«x) é continua per & = &,, se, fissata ad arbitrio una
quantita €, si pud determinare un intervallo x, — Iy, xy+h in
modo che per ogni valore di & in esso sia in valore assoluto
(@) — (@) < € ».

Una funzione dicesi conlinua in un intervallo (a, b), se & con-
tinua per tutti i valori di X in questo intervallo.

Una funzione non continua dicesi discontinua ; quindi () sara
discontinua per & = @, se col tendere di & ad x, f(2) non tende
verso alcun limite, ovvero, tende verso un limite diverso da f(«,).

Teoremi sui Limiti.

9. TEOREMA L. — Una quantitac non pud tendere conlempora-
neamente verso due limiti diversi.

Infatti pongasi per assurdo che una quantith P funzione di &
tenda contemporaneamente verso due limiti A e B diversi. Posto
P—A-+a P=B-R oep che sono le differenze fra P ed i
suoi limiti A4 e B si possono rendere tanto piccoli quanto si vuole;
e dall’eguaglianza 4 +a=B-+f si ricava 4 — B = — a, egua-
glianza impossibile, se 4 e B sono diversi, perchu il membro di
sinistra & costante e non nullo, ed il membro di destra si pud ren-
dere tanto piccolo quanto si vuole.

10. TEOREMA 1. — 17 limile della sowima i pite quantita, che
abbiano tutte limite determinato, esiste ed é uguale alla Somimna
dei limiti.

Sia infatti ¥ =y, -+ ¥s -+ .. -+ ¥» € supponiamo che y,, Yy - Un,
funzioni d'una variabile a, abbiano per limiti @, @, ... » quando
o tende verso a. Posto

V=0, +0; Y= A+ 035 . Yn = C0n " On,
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Q, ... an SONO quantitd che si possono rendere tanto piccole quanto si

vuole. Sommando si avra: y=(a,+ay ..+ @)+ (0, 4 .. On)
ossia y — (@, + ... an ) =@, + ... 0. Fissiamo ora € quantitd piccola

. : ey ok €
ad arbitrio e prendiamo & tale che ogni a sia < = allora sara a, +

O <€ Y=—(ay .. an) < g ossialim y=a,+ ...+ an.

11. TEOREMA IIl. — 17 limite del prodotto di pit quantita aventi
limiti determinati esiste ed é uguale al prodotto dei limiti.

Sia ¥ = PQ dove P e Q sono funzioni di & aventi limiti deter-
minati 4 e B, allora P=A4 + a, Q= B4 B dove a e B possono
prendersi minori di qualunque quantitd piccola quanto si voglia.
Sostituendo avremo:y = (4 + a)(B+ B) = A B+ AB + Ba + of
donde y — AB = AB -+ Ba 4 af.

Fissiamo una quantitd € piccola ad arbitrio e si dia ad & un va-

3 P = BN _ € €\
lore tale che AB <§(habtexa porre B (\-—32) B =S 3 (a e 3B )

e finalmente a8 <T§ (basteré prendere o < V*;—,B < l / % );é dlitaie

che o e B possono soddisfare a tutte queste condizioni ed allora
sard Yy — AB < € ossia lim y = AB.

Sey—=PQRS..,sarAlimy=1lmP.lim QRS ..=1lm P.
IimQ.llmRS..—=..=limP.limQ.limR.lImS..... , 11 che
dimostra il teorema qualunque sia il numero dei fattori.

12. TEOREMA IV. — Il limite del quozienle di due quaniita
aventi limiti determinati, il limite del divisore essendo diverso
da zero, esiste, ed é uguale al quoziente dei limiti.

s, P .
Infatti sia y:z, lim P = 4, e lim Q=B, e B = 0; posto

P=A-+a Q=B-+}Bsard —— = ——"—
| TR =BT 3B+
i valori assoluti di 4, B, a, B; potremo supporre B numericamente mi-
nore di una quantita # < B,; B-+B sara numericamente maggiore
., B, + Bi A
tita si puo supporre minore d'una quantita arbitraria € col sup-

.Dicansi 4, B, o, B,

di B,— 7, ed il valore della frazione < ! la quale quan-
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B, <i)% (B, — &), e quindi lim .8 e
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: €
porre , ossia a, <§f(B,——h),

QB 1lim Q

13. TEOREMA V. — Se una quantila é sempre compresa [ra
due allre che tendono verso uno stesso limile, anche la prima
tende wverso questo limile.

Infatti se P e Q sono due variabili che tendono verso A4, ed R &
sempre compreso fra P e @, sara anche R — 4 compreso fra P— A
e Q— A e se si rendono P— A e Q— A minori di € sara anche
R — A minore di € ossia R ha per limite A.

14. TEOREMA VL. — Se col crescere continuamente di X, y cresce
continuamente, ma mantenendosi sempre inferiore ad una quan-
tita A, y lende verso un limite che é 0 A slesso, 0 wna quanlita
minore di A.

Infatti tutte le quantita si possono distinguere in due categorie :
quantita che possono essere superate dai valori di y, e quantita
che non ne possono essere superate: appartengono alla prima le
quantitd minori dei valori di y, alla seconda la quantita 4: ed ogni
numero della prima categoria & minore d'ogni numero della seconda;
onde queste due categorie individuano un numero Z che non viene
mai superato dai valori di y, e tale che ogni numero minore di L
¢ superato da valori di y ; dico che L ¢ il limite verso cui tende ¥
col crescere di z. Invero, fissata una quantita ad arbitrio €, il nu-
mero L —e€ ¢ superato da qualche valore di y, e quindi anche
dai valori successivi, vale a dire da un certo valore di # 1n poi
& L—e <y <L, ossia la differenza y — L si conserva minore
di € c.v.d.

15. TeorEMA VIL. — Se, col crescere indefinitamente di x,y = f(x) tende verso
un limite, fissata una quantita piccola ad arbitrio €, si pud determinare un
numero N tale che la differenza f(x) — f(x'), sia sempre minore di € per tutte
le coppie di valori di @ e @' non minori di N.

Invero, sia A il limite di y; si prenda N tale che per ogni valore
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diz = di N sia f(o) —A <§-; sia ' un altro valore = N: sard anche

[@) =A< g3 e f@)—f@)<ec v d

TreorEMA VIII. — Se fissata una quantita piccola ad arbitrio €, si puid deter-
minare un numero N tale che la differenza f(x) — f(x’) sia sempre < € per
tutti i valori di x e di x’non minori di N, col crescere indefinitamente di x,
f(x) tende verso un limite. ‘

Infatti, diamo ad e i valori decrescenti indefinitamente €, > €; > €; >...
siano N, N, N.... 1 valori corrispondenti di N. Dando ad # un valore > N, sara
f (@) — f(N,) minore in valore assoluto di ¢, ossia f(x) sard compreso fra
f(Ny) + € ed f(N,)— ¢, che dird a; e b;; dando ad z un valore > N,, f(z
sarh compreso fra f(Ny) + € ed f(Ny) — €,; e quindi, dando ad « valori mag-
giori di N, ed N,, f(«) sard minore della pia piccola delle due quantita a, e
f(N,) 4 €, che dird a,, e maggiore della pit grande delle quantita b, e f/(Ny)
— €, , che dird b, ; onde per questi valori di  sarh ay> f(x) > by, ed ay = a,,
b, =b,, e ay— by = 2¢,: in modo analogo, per tutti i valori di > N, N,,.Ng
sard f(x) compresa fra la minore delle due quantith a, e f(N;) + €;, che dird a3,
e la maggiore delle due b, e f(N3) — €3, che dird bg: cosi continuando si avra
una serie di quantitd a, ay ag... che, quando variano, decrescono continuamente,
ad un'altra serie &, b,b; ... che crescono continuamente, in modo pero che le prime
sono sempre maggiori delle seconde ; e quindi le a e le b tendono verso limiti,
che sono gli stessi, perche, essendo an — bn = 2€n, sard lim a, = lim by ; ed f(2),
sempre compresa fra le a e le b, tendera pure verso lo stesso limite c. v. d.

16. Una quantita variabile dicesi infinitesima se ha per limite
zero. In una stessa questione possono comparire diversi infinitesimi,
e si sogliono paragonare fra loro; si dice che due quantith a e B
sono infinitesime dello stesso ordine se il loro rapporto tende verso

un limite finito e diverso da zero; si dird che a & infinitesimo di

: ; ; o - _— . 5
ordine minore di B se — ha per limite zero, e quindi che a & in-

B

g ] . . . a .
finitesimo d’ordine maggiore di B se 3 cresce in valore assoluto

indefinitamente.

Fra i diversi infinitesimi che compaiono nella questione si suol
sceglierne uno ad arbitrio, cui si da il nome di infinitesimo prin-
cipale, e sia %, si dirda che un altro infinitesimo o & di ordine #»
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se tende verso un limite finito diverso da zero il rapporto e Cosl

/

ad esempio sen & ¢ infinitesimo di primo ordine prendendo & per
sena

infinitesimo principale, perché ha per limite 1, come vedremo;

e 1 —cosa & infinitesimo di secondo ordine, perche

¢ 1 L
1—cosx 2sen’ a1 (sen-;an

)

=i o

A -

2
) ha per limite —é—

Si dice che y ={f(x) diventa infinita per & =a se col tendere
di # ad a i valori assoluti di ¥ crescono indefinitamente, e quindi
f_éch ¢ infinitesima. Anche per gli infiniti si puo parlare di ordini,

ed una quantith o si dird infinita di ordine #» rispetto allinfinito
principale 7 se }% tende verso un limite finito diverso da zero.

Una quantitd variabile che tenda verso un limite finito si po-
trebbe percio considerare come infinitesima d'ordine zero, ed una
quantith infinita come infinitesima d'ordine negativo.

Non & vero pero che, prendendo ad arbitrio I'infinitesimo prin-
cipale, ogni altro infinitesimo sia di ordine misurato da un numero,
ossia, a ed % essendo due - infinitesimi, non & vero che si possa
o

- tenda verso un limite

sempre determinare un numero » tale che

- . . . 3 - a .
finito, e c¢io perche puo avvenire che il rapporto g per certi va-
lori di » possa non tendere verso alcun limite finito, né verso lo

zero, né verso l'infinito, ed allora non possiamo dire se l'ordine di
a sia maggiore o eguale, o minore di 7, inoltre, anche supposto

- - . . - u
che questo non si presenti, perché puo avvenire che e qualurique

sia 7 tenda-sempre verso zero, o sempre verso s, od anche che
esista un numero 7 tale che per #» < quel rapporto tenda a
zero, per n> 7 tenda ad o, senza che per n=—m tenda ad un
limite finito.
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Teoremi sulle Funzioni continue.

17. TEOREMA 1. — Se wuna funzione é continua per X =x, e
f(x,) € diverso da zero, essa conserva wn segno costante nelle
vicinanze di x,.

Infatti posto: f(x) = f(x,) + a se f(x,) & diverso da zero po-
tremo determinare un intervallo comprendente x, tale che per ogni
valore di 2 in questo intervallo sia: a < f(#,) in valore numerico.
Allora f{a,) +- « ossia f(«) avra costantemente il segno di f(a,).

18. TEOREMA II. — Se una funzione ¢ continua in un certo
intervallo (a,b) e per x=a e per X =>» assume valori di seqgno
contrario, la funzione f(X) si annulla per un valore di X com-
preso tra a e b.

Infatti si consideri il valore medio fra @ e b, se per esso f(x)
non si annulla, nel qual caso sarebbe dimostrato il teorema, f(x)
assumera un certo segno che sara o quello di /(@) o quello di f(b);
si consideri fra i due intervalli in cui si & diviso (@, &) quello alle
cui estremitd f(x) assume segni contrarii, e diconsi @, e b, i limiti
di questo intervallo ; sara

& =8 b, =0

ed il nuovo intervallo sara la meta del primo. Si ragioni sull’inter-
vallo @, b, come si ¢ ragionato sull'intervallo @ b, e si trovera un
intervallo @, b, ai cui estremi /() assume valori di segno contrario.
Cosl continuando, si trovera una serie di intervalli « 0, 4, bywias Uy
.+ @ulu, ...in numero che si pud rendere grande ad arbitrio
(ove non si trovi un valore per cui f(x) si annulli, ed il teorema
resterebbe dimostrato) che soddisferanno alle condizioni :

B By e = S el e Uy 2 2=l 2=
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ed in generale :
b—a
2n -’

bn -_n =

La serie delle quantitd a, a,, a, .... an, crescenti sempre ma tutte
inferiori a b, tendono verso un limite ; analogamente le quantita
Us by 5 Uy o Un decrescenti sempre, mantenentisi pero superiori ad
@, tendono verso un limite col crescere di #, e I'ultima formola dice
che lim @, = lim b, .

Detto , il limite comune delle quantith @ e delle quantita b, si
potra prendere » cosi grande che a, differisca da o, di una quan-
tith minore di € piccolo quanto si vuole, e che b, differisca pure
da @, di una quantith minore €; vale a dire in un intervallo co-
munque piccolo ma finito comprendente «,, sonvi valori di per
cui /() & positivo, ed altri per cui f(«) & negativo. Dovra adunque
essere f(,) = 0 perché se f(x,) fosse diverso da 0, la funzione ()
non assumerebbe in un intervallo suflicientemente piccolo compren-
dente 2, valori di segno contrario; quindi & dimostrato il teorema.

19. TEOREMA III. — Se f(X) é continua nell'intervallo (a, b), e
f(a) = A, f(b) = B, variando x nell'intervallo (a, b), f(x) assume
ogni valore compreso fra A e B.

Infatti sia & una quantith compresa fra 4 e B e supponiamo,
p. e., che:

A << K <B.

Pongasi F(2x)==f(x)— K; si avrdh F(A)=A—K <0, e
F (b)=B— K> 0, e poiché la funzione ¥ (x) continua assume per
& =a, e per x = b valori di segno contrario, esistera un valore
@, di 2 compreso fra @ e b per cui F (x,) =0, ossia [ () — K==
ed f(x)=K, e¢. v. d.

20. Dicesi limite superiore dei valori d'una quantitd variabile ¥ una quan-
tita Z non minore d'alcuno dei valori di y, ma tale che ogni quantith minore
di 7 possa essere superata da qualche valore di y. Dicesi che 7' & il limite in-
feriore dei valori di y se nessun valore di y & minore di 7, ed esistono valori

di y minori d'ogni quantitd pit grande di ¥
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TEOREMA. — Se una quantita variabile y assume valori minori di una quan-
tita fissa A, esiste un limite superiore dei valori di y (eguale o minore di A).

Infatti tutti i numeri trovansi divisi in due categorie: numeri che possono
essere superati da qualche valore di y, e numeri che non ne possono essere
superati ; ogni numero della prima categoria ¢ minore d'ogni numero della se-
conda; quindi queste due categorie individuano un numero / non minore di
alcuno di quelli della prima, né maggiore di alcuno di quelli della seconda ca-
tegoria ; ? sara il limite superiore dei valori di y. Invero 7 non pud essere
superato da alcun valore di y, perché se a fosse un valore di y, ed a > 1,
ogni numero compreso fra a ed I apparterrebbe alla prima categoria, e quindi
non é vero che Z non sia minore d'alcun numero di essa; ed ogni numero
minore di ! appartenendo alla prima categoria pud essere superato da qualche
valore di y.

In modo analogo si dimosjra che:

Se una quantite variabile y assume valori maggiori d'una quantita B,

esiste un limite inferiore dei valori di y.

-

TEOREMA. — Se 1 ¢ il limite superiore (inferiore) dei valori di f(x) quando
X varia in un intervallo finito ab, esiste un valore x, compreso nello stesso
intervallo, tale che in ogni intervallo comunque piccolo comprendente x; nel
suo interno il limite superiore (inferiore) dei valori di f(x) ¢ ancora 1.

Infatti si divida l'intervallo a & in due parti eguali; il limite superiore dei
valori f(x) in ciascheduno di questi intervalli esiste, non ¢ maggiore di 7, ed
in uno ¢ eguale ad 7; si divida I'intervallo a; b, in cui il limite superiore di
f(x) é ancora ! in due parti eguali, e cosi via.

Si avrd una serie di quantith a ¢ @, .... sempre crescenti quando variano, ed
un‘altra serie di quantita b b b, .... decrescenti, ma non indefinitamente, e quindi
tendono verso uno stesso limite a.

Si prenda ora un intervallo 2y — € «; + €’ contenente nel suo interno z;:
esistera un valore di » per cui ry—c<a, <o b, <z +€; e siccome
il limite superiore dei valori di f(2) nell'intervallo a, %, é I, anche il limite
superiore dei valori di f(2) in ogni intervallo contenente x; nel suo interno ¢
ancora I, c. v. d.

Si dimostrerebbe nello stesso modo che:

Se non esiste limite superiore (o inferiore) dei valori di f(x) quando x
varia nell'intervallo (a, b), esiste un valore compreso in questo stesso in-
tervallo tale che in ogni intervallo comungque piccolo comprendente x; nel
suo interno manca il limite superiore (o inferiore) dei valori di f(x).
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21. Dicesi che una funzione f(x) diventa massima relativamente ad un in-
tervallo (a, b) per @ = «y se f(x;) non € minore dalcun valore di f(«) nello
stesso intervallo. Dicesi che f(x) diventa minima per # — x, relativamente
allo stesso intervallo se f(z,) non ¢ maggiore d'alcun altro valore di f(x) nello
stesso intervallo.

TEOREMA. — Se f(x) ¢ funzione continua nell'intervallo (a, b), esiste un
limite superiore ed un limite inferiore dei valori di f(x) che ne sono anche
il massimo ed il minimo.

Infatti, si neghi l'esistenza del limite superiore dei valori di /(«), esistera un
valore x, compreso nell'intervallo (a, b) tale che in ogni intervallo compren-
dente @, nel suo interno manca il limite superiore dei valori di f(x); ma f(x)
essendo continua anche per # — w, fissata ad arbitrio €, si pud determinare
un intervallo @, — %, #,4 % in modo che per ogni valore di « in esso sia
f(x) < f(xy) + € ¢ quindi esiste un limite superiore dei valori di f(x) in un
intervallo comprendente @, nel suo interno, il che é contradditorio coll'ipotesi
precedente. Dunque esiste un limite superiore dei valori di f(x) in questo in-
tervallo, e sia £; si vuol dimostrare che f(x) assume anche il valore I. Sia z,
quel valore di « tale che in ogni intervallo contenente wx, nel suo interno il
limite superiore é ancora ! fissato piccolo ad arbitrio €, si pué determinare
un intervallo @, — A, =, 4+ &, tale che per tutti i valori di  in esso f(@) — f(5)
¢ minore di e; inoltre, ?\srendo ¢ 1l limite superiore dei valori di f(x) in esso,
esisteranno dei valori di # in questo intervallo) ehe differiranno di meno di e
di 7, quindi 7 — f(x,) deve essere minore di 2 €; e siccome € & piccolo ad
arbitrio, cid non sard possibile se non quando f(x) =1, c. v. d.

In modo analogo si ragionerebbe pel limite inferiore, e pel minimo.

TEOREMA. — Se f(x) ¢ continua nell'intervallo (a, b), fissata una quantiti
piccola ad arbitrio €, se ne pud determinare ur’altra h tale che per ogni
coppia di valori x ed X' della variabile, la cui differenza sia minore di h,
f(x) — f(x") ¢ minore di e.

Sia a < b; si determini @, > a tale che per ogni valore di @ compreso fra

aeasiaf(z)— fla) < —:-; poi una quantita «, > a, tale che per ogni va-

lore di « compreso fra a, e a, sia f(z) — [ (ay) < %, e cosl via, 1l che ¢ pos-
sibile, perché f(x) ¢ continua nell'intervallo a &. Si avrh una serie di quaatiti
@ ay ay .... crescenti continuamente. Dico che esse possono crescere in modo tale
da raggiungere b. Invero lo si neghi; le quantitd a a, a, .... tenderanno verso
un limite eguale o minore di &, e sia c¢. Si determini un intervallo ¢ — 0, ¢

"a,j, _ﬂ.-ﬁ_"; H 1.;.;':-
1 L’_'c‘m'f#rud_n.__
L ol [(x)
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tale che f(z) —f(c) < —Eﬁ— per ogni valore di « in esso; le quantith a a, ....
avendo per limite ¢, se ne troverh una ar contenuta in questo intervallo, e

sard f(ar ) — f(c) < —:— , ¢ o essendo contenuto nell’intervallo (ar, ¢) sara

anche /(@) — f(c) <~ e quindi /(@) — f(ar ) < , € posso porre ar+1=c;
vale a dire ¢ pud essere raggiunto da qualche valore della a, ossia effettiva-
mente si pud dividere l'intervallo @ & in altri intervalli in numerc finito
@ ay a, ay...an—1 b tali che x essendo compreso nell'intervallo (as,as+1) sia
[ (x) = f(as )<-3€~ . Sia & il pia piccolo di questi intervalli; dico che
flx)— f(x') <€ se »—x'<h; invero # ed ' saranno o contenuti in uno

stesso intervallo (as, as +1), ed allora f(x) — f (as ) <m§- , [(@) — Fflas ) < —;

2 s s : : g, 3
e f(x)— f(z) << _ge_ < €; ovvero sono contenuti in due intervalli contigui

(as—1, as ) e (as, as+1), e quindi
@ —=F@s=) <, flas=1) = [ (a5 ) < 5, [@) — flas ) < =
e f(x)—f(x)<e, c. v. d

22. Le funzioni d'una variabile si so-
gliono rappresentare geometricamente
5 con curve. Sia ¥ = [(«) una funzione

| di & data in un intervallo («, b); segnati

i E due assi cartesiani o ed oy, si dia ad
| lI o un valore qualunque compreso in
j : questo intervallo, e sia 0 M un segmento
Va4 »—= misurato dal numero z; si segni il

segmento M P parallelo all’asse delle y,
e misurato dal numero /(«); variando z nell'intervallo (a, b), M
variera fra i due punti 4’ e B' le cui ascisse sono 2 e b ed il punto
P assumera infinite posizioni, che diremo formare una linea A4 B.
Se la funzione f(z) & continua, anche la linea e continua, ossia,
fissato ad arbitrio € si pud determinare un arco P P' di curva
tale che le distanze dei suoi punti dal punto P siano minori di €;
invero si ha che P P' < P Q-+ Q P, e siccome P Q si pud pren-
dere piccolo ad arbitrio, e Q P, che rappresenta I'incremento della
funzione si puo pure rendere piccolo ad arbitrio, perché la funzione
¢ continua anche P P’ si puod rendere piccolo ad arbitrio.
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Viceversa, se si ha una curva continua riferita ad assi cartesiani
tale che ogni parallela all’asse delle y la incontri in un punto solo,
questa curva da luogo ad una funzione continua. Invero dando ad
« un valore qualunque, si avra un valore corrispondente per ¥ ;
e siccome Q P' < P P’ (supposti gli assi ortogonali)e P P’ si pud
rendere piccolo ad arbitrio, si potra pure rendere tale Q P’ che
rappresenta l'incremento della funzione.

Si noti pero, che, avendo noi chiamato /Znea il sistema di punti
rappresentativi dei valori d'una funzione, non sara lecito estendere,
senza dimostrazione, alle linee cosi definite le proprieta delle linee
che piu comunemente si adoperano, e tanto meno poi di ricorrere
a queste proprieta per dimostrare dei teoremi sulle funzioni.

Esempi di Funzioni continue.

23. I teoremi dimostrati ai n' 10, 11, 12 dicono che la somma,
e il prodotto di funzioni continue sono pure funzioni continue; ed
¢ pure funzione continua il quoziente di due funzioni continue,
purché non si annulli la funzione divisore. Quindi ogni funzione
algebrica razionale intera di &, che si ottiene eseguendo su x e
su costanti delle addizioni e moltiplicazioni, ¢ funzione continua per
tutti i valori di @. Le funzioni fratte saranno continue per tutti i
valori di & per cui non si annulli qualche denominatore.

24. FUNZIONE ESPONENZIALE. — Consideriame la y = a* dove a ¢
un numero qualunque positivo. Ad ogni valore intero di & corri-
sponde un valore determinato per 7. se si da ad @ un valore

m
fratto %, an ha, come si sa dall’algebra, » valori, di cui uno
solo reale e positivo : sara questo il valore che'intendiamo rappre-
sentato con a”; e se ad @ si da un valore &, incommensurabile,
si assumera per a< il limite verso cui tende a*, dove si diano ad
o valori commensurabili approssimantisi indefinitamente ad x,. Con
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queste restrizioni, la funzione az, detta esponenziale, ¢ data per
ogni valore di .

Essa & continua. Per dimostrarlo premettiamo che quando & tende
verso 0, lim a*z = 1.
Infatti, supposto dapprima @ > 1, essendo € una quantita positiva

piccola ad arbitrio, ed 72 un numero intero e positivo, che ci
1

riserveremo fissare, sara soddisfatta la disuguaglianza a™<1-€ se
posso determinare 7 in modo che (14 €)™ > a, e siccome

i -1
(i—{—e)’":i—%-me-;-*———”m(?.z ) € A

ed i termini di questo polinomio sono tutti positivi, sara
(1+e¢e >1+me; quindi sara sqddisfatta la disuguaglianza pre-

1 - ar'_l
cedente se 1€ ga, ossia 77 T —— -

€
a—1
sara a* > 1, e a* <1--¢, quindi per valori positivi sufficiente-
mente piccoli di &, a* —1 si puo rendere minore di una quantiti €
piccola ad arbitrio, ossia lim @* =1 per « infinitesimo positive. Se

?

Diansi ora ad « valori positivi non maggiori di e

" : i . . 1
a € un infinitesimo ma negativo ed uguale a — y, sara a* = e

. 1
e col tendere di & a 0, anche ¥ tende a 0, a¥ tende ad 1, ed == as

ha per limite 1. Lo stesso avverra per a < 1. Infatti posto —:;- =,

sara b >1ed a* =0b-+% e col tendere di 2 a 0, ¥* e b—= tendono
verso 1 come si ¢ dimostrato.

Diamo ora ad « l'incremento % ; l'incremento della funzione &
a*+h — q* = 0% (@ — 1); ora a* ha un valore finito ed a* — 1 ha
per limite O, quindi I'incremento della funzione & infinitesimo col-
I'incremento della variabile.

La disuguaglianza trovata: (1 -+ ¢)*> @ per valori suflicien-
temente grandi di s, dice che una quantita 1 4+ ¢ > 1 si puo ele-
vare ad una tale potenza da superare ogni quantita grande quanto si
vuole. Quindi la funzione a# con a > 1, cresce, col crescere di ,
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al di la di ogni limite. La stessa quantita =, quando z tende verso
— 00, cioé assume valori negativi, ma grandi quanto si vuole ,

tende verso 0, percheé, posto o = —y, ar = , e col tendere di

ay
& a — 00, y tende a - 0o, a¥ ad oo, ed%y—— a zero. Se a << 1,
a*, col tendere di # a -+ co, tende a zero; e col tendere di'z a
— 00, tende a - co.

Si e definito, quando 2, & incommensurabile, aFo=1lim,—,a”, e
per rendere del tutto rigoroso quanto precede conviene dimostrare
che questo limite esiste. Diansi percido alla variabile valori com-
mensurabili  che tendono ad «, crescendo; se @ > 1, a* andra
crescendo continuamente, ma non indefinitamente, perche, se z’ &
un numero commensurabile > x, > a, sard a*<< ¢*'; quindi ¢ tende
ad un limite. Diansi ora alla variabile valori commensurabili 2/ che
tendono ad @, decrescendo: a* va decrescendo continuamente, ma
non indefinitamente, quindi tende verso un limite ; e lim a== lim =,

r

. ar ' .
perche gz —@" 7% ¢ col tendere di x ed 2’ ad x,, #'— & tende

a zero assumendo valori commensurabili, ¢ a*—= tende ad uno,
perché la dimostrazione precedente nulla lascia a desiderare se si
danno alla variabile valori commensurabili. Inoltre se <« Xy < X'
sara ar< ato < a*'.

Se &, ed &, sono numeri incommensurabili, e zz,<a,, sara ancora
aro< a%, sempre supposto @ < 1; invero sia & un numero com-
mensurabile tale che z,< & < x,, sard a% < ar < g, e a@< gn.
Essendo x;, ed x, incommensurabili sara ancora a.gs=— g+
invero siano « ed @, valori commensurabili che tendono a Xy ,;
sara a* .o = qr+7', e passando al limite si trova la formola a

dimostrarsi, ecc.

25. FunzioxNt pr FuNzioNt. — Alcune volte una variabile Yy e
legata ad una variabile & per mezzo d'una terza variabile u: cioe
si ha

y=1 (v) ed u=09 ().

Allora dato ad @ un valore «,, u assumerd un valore u, tale

[£<]

Calecolo differenziale.
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che u, =@ (x,), ed ¥ un valore y, tale che y, =7 (%,) e si dice
che la y & funzione di funzione della & o funzione di & per mezzo
di u. _

Se le funzioni /' e @ sono continue, anche la y, considerata come
funzione della &, ¢ continua.

Infatti essendo f funzione continua di 7, fissata una quantita
piccola ad arbitrio e sara possibile il determinare un‘altra quantita
€ tale che dando ad # un aumento minore di € in valore assoluto,
sia I'incremento di ¥ minore di € anche in valore assoluto; ed
essendo v =1 (x) funzione continua di &, si potra fissare una nuova
quantita €”, tale che, dando ad o incrementi minori di €, sia l'in-
cremento di 2 minore di € e quindi quello di ¥ minore di €, c. v.d.

Cosl, p. e., se » ¢ una funzione continua di 2, e* sara pure
funzione continua di .

26. FUNZIONI INVERSE. — Sia y = [ («) funzione data e continua
della variabile 2 in un intervallo ab, e sia [ (@) =a e [ (b)) =8B;
allora la funzione y assumera ogni valore compreso fra o e B, ma
potra assumerli piu di una volta. Supponiamo che [ () assuma
ogni valore fra o e B una volta sola. Affinché ci6 avvenga, col
variare di & fra a e b, y dovra variare sempre nello stesso senso,
ossia andar sempre crescendo o sempre diminuendo; perche altri-
menti essa assumerebbe piu volte uno stesso valore. Allora fissato
un valore di ¥ compreso tra o e B, esiste un valore unico e deter-
minato per & tale che [ (x)=v, ed @, considerato come funzione
di y, dicesi funzione inversa della [ (x).

Se una funzione f(2) € continua, anche la sua inversa é continua.
Sia y=1/ (x): do ad y un valore y, e cerco il corrispondente z,
tale che y, = [ (»,). Fisso € piccolo ad arbitrio e faccio variare o
tra x, + € ed w,—e€; y variera tra y, e y,, dove y, ed ¥y, sono
due valori comprendenti y; allora ad ogni valore di ¥ compreso
fra y, ed y, corrisponde un valore di @ compreso fra x, + € ed
xy—¢ la cui differenza da &, ¢ minore di € onde x ¢ funzione
continua di .
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27. LogarRIiT™I. — Dicesi che y € il logaritmo di o in base a
se a¥ = x, e si scrive y = Log, @. La base @ ¢ un numero positivo
diverso dall'unitd. Ogni numero positivo ha il logaritmo corrispon-
dente, perche, se @ > 1, a¥ col crescere di ¥y da — oo a 4+ co va
crescendo continuamente da O ad co in modo da assumere sempre
ed una sola volta ogni valore positivo; la funzione esponenziale
essendo continua, & pure tale la sua inversa.
Fra gli infiniti sistemi di logaritmi sono specialmente usati quelli

aventi per base e = lim (1 —|—%)m, 1 quali diconsi naturali (ne-

m=a0

periani, iperbolici), e che indicheremo colla caratteristica log, ed i
logaritmi in base 10, che diconsi decimali (volgari, di Brigg.).

Se % € funzione continua di @, ed ha valori positivi, anche Log
¢ funzione continua di . La funzione #?, ove % e » sono funzioni
continue di x, ed » > o, é pure funzione continua, perché si ha
che u? = evle%, Come caso speciale, se v ¢ costante = m, la fun-
zione u™, ove u ¢ funzione continua e positiva, ¢ pure continua,
qualunque sia 72, intero o fratto o incommensurabile, positivo o
negativo.

. & 1 4 , g
28. LIMITE DI (1 i 7) PER 772 INFINITO. Diamo anzitutto ad m
\ 1

valori interi e positivi; si ha dalla formula del binomio di Newton

3 il 1 o mm—1) 1 | m(m—1)..24 1
(i T SR BT g g e 1.2.m mm
che potremo scrivere
4

’ 1 ( Wi 1 ! i f -3 \

(1 Tw S 1.2 : m,) +1.2.3 "\.1 m) &i m!
1 1,/ 2 ' 1i—1
SIRTO | R P D )
: 1.2....-}}3(1 m ,-' (1 ml =\ 7

dove tutti i termini sono positivi. Col crescere di 77 tutti i termini,
a cominciare dal terzo, vanno crescendo, ed inoltre cresce pure il

Bt :
loro numero; onde (i - oy col crescere di 72 va crescendo con-
7
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tinuamente. Ma, sostituendo I'unitd ai binomii 1 s 1 - il
secondo membro crescera di valore, ossia
(1 : ) 141 + ot !
+m = _J‘_ 1. ’.ST 2.1
e se nel membro di destra invece dei divisori 3, 4,....m metto 2

avro a fortiori
1 \m R B | 1
[L+5) <etgtmtet o

e sommando la progressione geometrica del membro di destra:

e 1.
(i_‘_i-)m/')._;_.2 2—“1 Ossi1<‘)_l_i __i
\ 77 SRR ’ ag
2
ed a fortiori
1 m
1+ -/ <3
0

; : ] Y ; :
Dunque I'espressione (1 -+ -E) , col crescere di m, cresce continua-
7

mente, mantenendosi inferiore a 3, e percio tende verso un limite non
m

’ N B
superiore a 3. Il limite di (1 e ?—n} si rappresenta colla lettera e :
vedremo piu tardi dei metodi rapidi per calcolarne il suo valore,
le cui prime cifre decimali sono
e = 2,718281828459045......

Diansi ora ad 7 valori positivi non interi; sia » il piu grande
intero minore di 7 sicché

n<m<n-1
sara

= i>——~~ei—i— >i—}- > —]—n_H

n- m- nt+l
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€ quindi

€ siccome
(143> (15 ) e (1+oﬁ-‘1}" (+¢3Ii\

sara a maggior ragione

1\n+1 ) 1 \m ( 1 \n
e — i
(i+?@) >(1Tm! e ?Z—j-—i\
ossia
1 \n 1) [ 1\m 1 \n+l i
1 12 1 N :( _)
(1—{_7;) X( —'_n}>]\i+m) >(i n-;-i’ - n+1

Facendo crescere indefinitamente 77, anche » ed n--1 crescono
indefinitamente, ed il primo membro ha per limite e, perché

Iim (1—]— 1-15) =e, e lim /1 4= %\ =1, e I'ultimo ha pure per li-

\ n+1

mite e, perché lim ( —|—” i | =e, e lim ( + |_1 onde

+1

1 \m
(1—]—;}—?) , essendo compresa fra due quantitd che tendono verso

uno stesso limite, avra pure per limite e.
Diansi in fine ad 7 valori negativi; e minori di —1 affinché

I'espressione abbia significato ; posto 7 — —n, 7 sara positivo, ed
1™ 1Ty\="  [n—1\—n n o\®
1+ =) =(1——) "= y :(—)
( i m ,-'I n] \ "% n—I1

- 1\ /1 )H | )
=(1 1) =1+, ey
e facendo crescere indefinitamente 7% in valore assoluto, »n cre-

. i ) ) 1 n—1
sce pure indefinitamente, e, siccome lim ( 1 -{_n_i) == 28

| 1 . . 1 \m ' g
lim ( 1+ e ) =1, saraancora lim ( 14 ;;) =¢, ossia quest’espres-
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sione ha sempre per limite e, qualunque siano i valori dati ad =
purché in valore assoluto crescenti indefinitamente.

; : 1 :
Se si pone nelle formule precedenti 72 = = col crescere indefi-

nitamente in valore assoluto di 7, a tende verso zero, ossia la
1

quantita (1—f—a)§ ha per limite e col tendere di a a zero.

29. FUNZIONI CIRCOLARI. — Sia & la lunghezza d’un arco di
cerchio AM, il cui raggio si assume per unitad; sara

MP = senx, OP = cosz,

diasi ad « un incremento MM': il seno ricevera l'incremento QM’,
ed il coseno l'incremento PP'; ma PP’ e
QM sono minori della corda MM/, e del-
I'arco MM’, e quindi, col tendere di MM’,
incremento della variabile, a zero, tendono
pure a zero gli incrementi del seno e del

coseno, ossia essi sono funzioni continue
: di @.

Le formule
senx COoSx 1 1
tang x —= , cotr——— secx———, cosec x =——
Ccosa sena COSXL sene

dicono che anche le altre linee trigonometriche sono continue per
tutti 1 valori di @, eccettuati, per la tangente e secante i valori
di & che annullano il coseno, e per la cotangente e cosecante
quelli che annullano il seno, pei quali valori le funzioni diventano
discontinue passando per l'infinito.

Se » ¢ funzione continua di 2, anche sen# e cos% sono fun-
zioni continue di & (N. 25).

La funzione inversa del seno si chiama arcoseno,; quindi
y=arcsenx se x=seny. Facendo variare y fra —-g e —{—E g

o =seny va crescendo con legge di continuita da —1 a +1;
quindi ad ogni valore di & compreso fra —1 e 41 corrisponde uno
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. s ™
ed un sol valore di y=arcsenx compreso fra — e—}—é—. Esso

pero non ¢ il solo arco il cui seno sia @, perché anche gli archi
arcsenz 42k m, e (2k +1)m—arc sen & hanno pure per seno z.
Se & >1 in valore assoluto, non esiste alcun arco il cui seno sia .
Intendendo adunque per y-—arcsenx, ove x*<1, quell'arco

G | . o
compreso fra e 4+ = avente per seno #, vy ¢ una funzione
P 5

——

2
continua della variabile . In modo analogo la funzione y — arc cos
¢ funzione uniforme e continua di ., ove « sia compreso fra —1
e -1, e per y si prenda quell’'unico arco compreso fra 0 e
avente per coseno . Con opportune convenzioni si rendono pure

funzioni uniformi arc tang .z, arc cot , arcsecx e arc cosec .

0 SCD T " 2. o
30. — La quantita e col tendere di & a zero ha per limite uno.

Sia 0 il centro d'un cerchio, 04 =1 il
suo raggio; I'arco AM=uw; sia A M' — x,
MT ed M'T le tangenti al cerchio in
M ed M'; si ha dalla geometria che . ”
MPM <MAM < MT M, ossia 2senx
<2x<2tang , e, dividendo per 2senx

a0)

i sen @& P
e ricordando che tang x — ——, siha:

cos &
a 1 a .
1< —<— Facendo tendere x verso zero, € com-
sen o cos
presa fra due quantitd, I'una costante — 1, e l'altra variabile,

cos &
che ha per limite 1 quando 2 tende verso zero: quindi anche

x |en & . e
e Bl hanno per limite uno, c. v. d.
sen a a

Esercizii.

31. — 1° Se [(x) e funzione intera di &, col tendere di «
a--co, [(r) cresce indefinitamente assumendo il segno del coeffi-
ciente del primo termine.
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2°.Se y:g%, /e @ essendo funzioni intere di &, e prime
fra loro, ¥ ¢ funzione continua per tutti i valori di # che non
annullano @ (x). Se @ ¢ una radice multipla o volte dell’equazione
@ (x)=0, col tendere di # ad @, y diventa infinita d’ordine a,
essendo & — « l'infinitesimo principale. Col crescere indefinitamente
di o, y tende verso un limite finito, o verso zero, o verso I'infinito,
secondoché il grado di f(x) € eguale o minore o maggiore di quello
di @ (). Se i gradi di /(#) e @(x) sono eguali, il limite di » per
2 =C0 ¢ eguale al rapporto dei coeflicienti dei termini di grado
piu elevato; se i gradi di /e @ sono disuguali,  diventa infinita
o0 infinitesima d'ordine eguale alla differenza dei gradi, preso « per
infinito principale.
3° Si ¢ dimostrato (N. 25) che e* ¢ funzione continua se u &

funzione continua di &. Se » ¢ discontinua, e* puod essere continua
1

o discontinua. Cosi, posto % =—, la funzione e“ & continua per

g

tutti 1 valori di @ eccettuato il valore =0, per cui = diventa
_l
discontinua ; col tendere di # a zero e” tende verso —co, ovvero

verso zero secondoché  tende a zero assumendo valori positivi o
1

valori negativi. La funzione e 5"’-, cul si attribuisca per » = 0 il
o

valore zero, ¢ funzione continua per tutti i valori di , benche
1

: (R P ah : ’ ae 4 b
e diventi discontinua per o =0. La funzione y=—— &
e 41
continua per tutti i valori di &« tolto lo zero; col tendere di « a
zero, 7 tende verso a o verso b secondoché 2 assume valori positivi
0 negativi.
In modo analogo sen # pud essere discontinua se % & funzione

. . . 1 e i . A
discontinua di «; posto U=, la funzione y —sen - ¢ continua

per tutti i valori di 2 tolto il valore zero; col tendere di  a zero
y oscilla fra —1 e 41 senza tendere ad alcun limite. La funzione
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Y = & sen —:; col tendere di # a zero tende verso zero, e quindi
¢ funzione continua per tutti i valori di « se per 2 =0 si fa ¥y =0.
La funzione ?;sen i col tendere di & a zero va oscillando in modo

a2

da assumere infinite volte ogni valore.

4° Dimostrare che

e che

qualunque sia il numero intero 7:.

5° Dimostrare’ che

lim (1
=00

a \m
e —_—=er .,

m

Un capitaie C messo all'interesse dell'’” per 100 composto ogni
nm parte di anno, diventa alla fine di ¢ anni

[ | r \'n t_
c l\i T 100_J

trovarne il suo limite col crescere indefinitamente di #.

6° Se f(x41)—1(x) col crescere indefinitamente di x lende
verso un limite L, e se esiste il limite superiore dei valori asso-
luli di £(x) in ogni intervallo finito, anche —{\—m tende wverso (o

stesso limite.

Infatti, essendo lim [/(x +1)— f(x)] —= L, fissato ad arbitrio €
Z=ch

si pud determinare un numero N tale che per ogni valore di &> N
sia f(« +1)—[(2)— L < € in valor assoluto. Diasi ad « un valore
> N, sia » il massimo intero contenuto in &z — V,; onde & —n =y
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sara compreso fra N ed N 1. Essendo y, y+1, y+2,..... >N,
si avranno le diseguaglianze :

fy+1)—ry)—L<e
f+2)—rfly+1)—L<e
fy+n—1)—fy+n—2)—L<Ee
[@)—rfy+n—1)—L<e,

e sommando :
f(@x)—T(y)—nL<ne
e dividendo per «, e ponendo x — ¥ invece di 7

a x

— €

ed ancora

x

’%@—-IA@—‘” Ld——He,

& @ . @x

II membro di destra consta di tre termini: il terzo ¢ <e, e quindi
si puo supporre piccolo ad arbitrio; il secondo %L col crescere
di « tende verso zero, perché L ¢ finito, e y< N~+1; il primo
termine, detto 7 il limite superiore dei valori assoluti di f(«) quando

. - . . i l
a varia nell’intervallo N, N+41, ¢ e che tende verso zero

col crescere indefinitamente di & ; e percio la differenza @—L
[ ()

potendosi rendere tanto piccola quanto si vuole, lim —;4 —W

Si puo dimostrare in modo analogo che :
Se, col crescere indefinitamente di x, f(x +1)—f(x) cresce in-
definilamente in valor assolulo, e se esiste il limile superiore dei

- - 3 o . . - . x
valori assoluti di {(x) in ogni intervallo finilo, anche 2 cresce

@x
indefinitainente.
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La condizione che esista il limite superiore dei valori assoluti
di /() in ogni intervallo finito, da un certo valore di  in poi, e
necessaria; cosi p. e. la funzione f(x) = tang mx & tale che f(x 4-1)

tanem o
- col cre-

—(x)=0, ed il suo limite & zero ; cionondimeno

scere di  non tende ad alcun limite. La proposizione inversa, cioe

che se lim f(—;—): L, anche lim[f(x+1)—f(x)] = L, non ¢ esatta, e

vi fa eccezione p.e. la funzione f(x) = sen 7 x, per cul lim ﬁ? == i
e f(x + 1) — f(#) = — 2 sen w & col crescere di & non tende ad

alcun limite.
7° Dimostrare che:

Se lim w: L, (od é infinilo) ed esiste il limite supe-

i . . i . f(x) 5 o
riore dei valori assoluti di f(x), anche lm = L (od ¢ in-
X

finito).
flx+4+1
Se _(.._+_)
f(x)
verso Uinfinilo, ed {(X) assume valori seinpre positivi, in modo
che in ogni intervallo finito esiste un limile superiore, ed un (i
1

mile inferiore non nullo dei valori di £(x), anche [f(x)] © tende
verso lo stesso limilte.

8° Dimostrare che col tendere di x a -+ co, qualunque sia 7

a® log =
—=r Ove a> 1, tende a + oo, a* @®, ove a < 1, tende a zero, %

, col crescere di X tende verso wn limile finito, 0

tende a zero.

Le funzioni precedenti forniscono esempi di quantitd infinite od
infinitesime non aventi ordine. Cosi a* con @ > 1 tende verso infi-
nito col crescere di «,; ma, prendendo & per infinito principale,

. . ax : .
non esiste alcun valore di n tale che - tenda verso un limite

finito, ossia a* diventa infinito d’ordine maggiore di qualunque or-
dine misurabile con un numero; in modo analogo a*, con a <1,

] S i oo s ; : F e " B o ; y
diventa infinitesima rispetto — d’ordine maggiore d’ogni ordine mi-
x
surabile con un numero; e log & diventa infinito d’ordine minore
d’ogni ordine misurabile con un numero.
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Si puo dimostrare in modo analogo che la funzione a* definita

per tutti i valori positivi di & tende verso 1 col tendere di x a

zero; col tendere di o ad oo diventa infinita d'ordine maggiore di

qualunque ordine finito. I1 N.27 non definisce questa funzione i)er'
a negativo. L'espressione «*, secondoche @ é della forma

2m 2m + 1 2m + 1
am+1 0 em+1 ° T

ha dall'algebra, oltre a valori immaginarii, rispettivamente o un sol
valore positivo, o un sol valore negativo, o nessun valore reale.

9° La funzione f(x)= ax, dove a & una costante arbitraria, &
la sola funzione continua di & tale che, & ed y essendo due valori
qualunque della variabile,

fw+v)=r@)+r1w). (1)

Infatti sia f(2) una funzione i cui valori soddisfanno all'egua-
glianza (1). Posto y =0, essa diventa f(x)=/[(x) 4 [ (0), onde

f(0)=0 (2)
Posto y = — & ricavo ‘0= () - f(— ), onde
[(—x)=—[(®) (3)
Ponendo y + z invece di ¥ ricavo
et+y+2)=r@)+1W+23)=7(@)+7W+1@c)
e pitl generalmente
@+ &yt Fa)=F(@) + (@) +...+ @)  (4)
Facendo in questa formula tutte le 2 eguali fra loro ricavo
f(nz)=nf(r). ()

Pongo in quesla formula =1, e ricavo f(n)=n[(1), e se chiamo
@ la quantita /(1) avro f(n)=an pei valori interi e positivi di 7
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e per le formule (2) e (3) I'eguaglianza f(n) = a n sussiste per tutti
1 valori interi di 7.

Pongo nella (5) 33::1:, m ed n essendo numeri interi ed » positivo
e ricavo f(m):nf(%) ossia am:nf(%%-) ed f‘(%@):a% ;
che da i valori della funzione per tutti i valori commensurabili
della variabile; ossia per tutti i valori commensurabili di « si ha
f(x) = ax. Facciasi ora tendere & verso un valore incommensu-
rabile z,; [(«), essendo supposta continua, tende a f(x,), e ax
tende ad ax,, onde f(x,)=ax,, ossia la sola funzione che goda
della proprieta enunciata ¢ a .

10°. La funzione f(x):=a® ¢ la sola funzione continua di z i cui
valori soddisfanno all’equazione :

fe+y)=rx.ry.

11°. Se per tutte le coppie di valoridi & e di ¥ si ha f(xy)=
=f(x)f(y), la funzione f(x) =", a essendo una costante.

12°. Se [ (wy) =1 (x) 4+ [ (y), la funzione [ (x)= Log a, il loga-
ritmo essendo preso in una base qualunque.

13°. Se fle+vy)+f(lv—y) =2f(x)f(y), la funzione f(x)
az 4 a—=2

2

14°. Sia f(a, t) una funzione di due variabili « e 7, e suppon-
gasi che per una certa categoria di valori di @ esista il limite di
f(a, 1), quando ¢ tende verso l'infinito, 0 verso una quantita finita e
costante, od anche verso un limite funzione di . Il limite di /' (x,?)
dipendera in generale da x, e sara una funzione di . Cosl p. e.

vale o cosaw, ovvero , @ essendo una costante arbitraria.

lim L1+?J ¢ una funzione definita per tutti 1 valori di x, e

t=o

vale e* (Eserc. 5°). Le funzioni definite a questo modo forniscono
esempi di discontinuita delle funzioni.

i . atx4b , : ot P
La funzione F (.:v):lmq"qE 10 8 definita per tutti i valori di
t = I + .|
&, e vale costantemente a se <0, e vale b se x =0. La stessa

. , ) P . ax+ bt
funzione si pud anche scrivere F(x)=lim e
t=o0
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at, ove &> 0, col crescere indefinitamente di Z tende verso zero,
o verso 1, o verso -+ oo secondoch¢ & ¢ minore, o eguale, 0 mag-

giore di uno.

Quindi la funzione F (@)=1lim 2% + @)
t=om xt + 1
definite pei valori positivi di & ¢ pure definita per gli stessi valori,
¢ coincide colla funzione @ (x) se x<<{1, e colla f(x) se #>1; e
D+od)
et

, ove [ e @ siano

Fy=L

. o (I +senma) —1
La funzione F (x) —t];“; (I +senma) +1

valori di @, e vale 0 se & ¢ intero, +1 se & non ¢ intero, ed il
massimo intero algebricamente minore di esso ¢ pari, —1 se &
non e intero, ed il massimo intero minore di esso ¢ dispari.

¢ definita per tutti i
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CAPITOLO II

Delle Derivwate.

32. — Dicesi derivatia d'una funzione il limite del rapporto del-
Vincremento della funzione all'incremento della variabile, quando
I'incremento della variabile tende a zero.

Se y={(x) ¢ la funzione, Axz-—n l'incremento della variabile,
Ay =[(w-nh)—[ (@) l'incremento corrispondente della funzione,
[+ h—=[lx)

h
simo. Cosi ad es. se [(¥)=ax -+ b, sard f(x-+h)=a(x -+ h)-Lb,
Ay Ay

e y lim — =a, ossi ¢ iv i ax . =
o fi);,ohmAm , ossia a e la derivata di axr + 0. Se a=0,

la funzione si riduce ad una costante, e la sua derivata ¢ nulla.
La derivata d'una funzione y=/f(x) si rappresenta con y' o
" (), od anche con Dy e Df(x); essa in generale dipende dal
valore attribuito alla @, ed & percio una funzione di x. Pud perod
una funzione mancare di derivata o per valori speciali di z, od
anche per tutti. E __a__l_ssai conveniente di eguagliare la derivata, che &
dy

il limite d'un rapporto, ad un vero rapporto, e si pone f'(x)= o

———

la derivata sara il limite di %19{ - , per 7% infinite-

'g;y e dx essendo due quantita dette differenziale della funzione,
e differenziale della variabile, legate dalla sola condizione che il
. F_‘___—._‘_— - LS - - - -
loro quoziente valga f’(x). Una di esse & percid arbitraria ; si suol
prendere ad arbitrio dx, ed allora dy =f'(x)dx, ossia il diffe-
renziale d'una funzione & eguale alla derivata moltiplicata pel dif-
ferenziale della variabile indipendente. Derivare, o differenziare una
funzione ¢ il calcolare la derivata od il differenziale.




o
Una funzione avente derivata ¢ continua, perché, essendo
. A o
Ay:i—‘i’;Aa;, col tendere di Az a zero A—‘z tende ad un limite

finito ¥’ e quindi Ay tende a zero. Inoltre, se la derivata non é
nulla, I'incremento della funzione & infinitesimo del primo ordine,

. Y i ol Sl . A
prendendo A 2 per infinitesimo principale, perché A—‘z tende verso

un limite finito.

33. — Sia y=/[(») l'equazione d’una curva riferita ad assi
cartesiani ortogonali (Vedi N. 22 ). Posto OM=x, MP=vy,
MM'=Pd=A, QP’:“\'y, sara g la tangente trigonometrica
dell'angolo che la retta PP' fa coll’asse delle «. Facendo tendere
A x a zero, se la funzione f(x) ammette derivata, 2—1 tendea /'(x),

quindi tende verso un limite I'angolo di PP’ con oz, e la retta
P P', che congiunge il punto 2 della curva con un altro punto
P' il quale si va avvicinando indefinitamente al primo, tende verso
una posizione limite. Dicesi tangente ad una curva in un suo punto
P la posizione limite della congiungente il punto P con un altro
punto della curva, quando il secondo punto si avvicina indefinita-
mente al primo. Quindi se la funzione f(2) ha derivata, la curva
ha tangente, e la tangente fa coll’asse delle z un 'angolol a tale
che tang a =" (x). _
Anche in questioni di meccanica la derivata ha un significato
semplicissimo. Suppongasi che un punto P si muova percorrendo
una retla. Sia z la distanza del punto mobile P da un punto fisso
della retta (x sard la coordinata di P); sia 7 il tempo compreso
fra un istante fisso ed un istante variabile. Ad ogni valore di ¢
corrisponde una posizione di 2 e quindi un valore di @, onde sari
2 =1 (f). 11 moto del punto P dicesi equabile se lo spazio percorso
in un intervallo di tempo & proporzionale a questo intervallo, e
dicesi velocita del moto equabile il rapporto dello spazio percorso
al tempo impiegato a percorrerlo. Se il moto é qualunque, dato un
valore a 7, e trovato il valore corrispondente per , si dia al tempo
un incremento Af; x riceverda un incremento Ax che & lo spazio
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percorso dal mobile nellintervallo di tempo A# successivo al mo-

mento considerato ; il rapporto % rappresenta la velocita del

moto equabile che nel tempo A?¢ percorre lo spazio A ; si chiama
velocita del moto proposto nell'istante considerato il limite di questo
rapporto. Onde la velocitd in un moto qualunque ¢ la derivata dello
spazio rispetto al tempo.

Regole di Derivazione.

34. — DERIVATA D'UNA SOMMA. Sia y=u-+v—w, u, v, w
dv dw

P g . du
essendo tre funzioni di & aventi derivata - , —, ——
d dx’ dx

T . sara

Ay Au , Av  Aw
e - 2 5= 4 sy Ar
Ay=Aut+Abv—Aw, Az~ Az | Az Az’

¢ facendo tendere Ax verso zero, si ha:

Ay dy _du  dv dw

lim Az~ dx (E+E‘_ dx’

ossia la derivata della somina algebrica di piv funzioni ¢ eguale
alla somvina delle derivate.
Moltiplicando per d, si ha:

A (1 -+ v —1w) = du 4 dv — dw. [1]
35. — DERIVATA D'UN PRODOTTO. Sia y —aw, dove @ & una
. ; Ay Au

costante ed »# una funzione di @ sara Ay=alAwu, A =0 5 s

sl di du
e passando al limite Y¥—a —, e

da dax

d.au = adu, [2]

ossia la derivata del prodolto d’una costante per wna funzione &
eguale al prodotto della costante per la derivata della funzione.

Gexoccu1, Calcolo differenziale 3
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Sia ora y =wuv, w e v essendo funzioni di x,; sara

y+Ay=(u—+ Au) (v + Av)=uv+u Av+v Au -+ Au v,
Ay =ulbv-+vAu -+ Auldv

8 28 R g O 33
E_uAa:_!_@"Ax_{_Ax Az
d 1 Timit d.uv +
e passando al limite, —— = d;r d .
d.ur = udv + vdu ; [3]

cioé 7l differenziale del prodotto di due funzioni ¢ eguale alla

somina dei prodotti di ciascuna funzione pel da‘ﬂ‘erenzz‘afe dell’altra.

; : 3 . d.uv dv
Quest'ultima formula si pud anche scrivere s —+——

Se y & eguale al prodotto di piu funzioni u, u,...u,, sara

d.ouuy...u, duy  d.uguy...u, du, du2+d.u

Uy Us ... Uy, Uy 142 'ud 11 Uy Ug... Uy,
du du
= l 2
) + +

Se gli » fattori precedenti si eguagliano ad una stessa funzione

. it du . ’ ;
v, sard —o— =mn—-, ossia d.ur—=mnu"—'du, e la derivata
d.u? du : du P
- =nur—1— = Se w—uw, la sua derivata = = 1, e quindi
(? xﬂ 1
S =na*t, e

d.er=na"-'dr, [4]

la quale formula serve a derivare una potenza di & con esponente
intero e positivo.

Le regole precedenti forniscono il mezzo di derivare ogni fun-
zione algebrica razionale intera; cosi se

y=ax"+a, " '+...4a, 2 +a,,
sara

y’: %aﬂ{D"'i + (n - 1)a]wﬂ—-’ +' * '+ a"‘-
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36. — DERIVATA D'UN QUOZIENTE. Sia y=-,ev =0; sara

& Au Av
u4 Au _vAu—ubv Dy Az~ " Az
o v(e+Av) T AzrT v(v+ Av)

D -
dy dx do vdu — udv =
T o2 , € dy= ! [OJ

ossia 7 differenziale d'un quoziente vale il denominatore molti-
plicato pel differenziale del numeratore meno il nwineratore mol-
tiplicato pel differenziale del denominatore, tutlo diviso pel qua-
dralo del denominalore.

Come caso particolare, se il numeratore si suppone costante ed
=1, sard du =10, e

1 dv
lg_..:m..-.—---— 3
¢ v v?
= 1 ma™—) da
S5 v=x™, d— ::d.a)—’":—'—o-—:--mm—"‘—’dx ,
zm om

che si oftiene dalla formula [4] supponendo l'esponente intero e
negativo.

3%7. — DERIVATE DELLE FUNZIONI DI FUNZIONI. Sia y={f(u),
ed v=@o(x); y ¢ funzione di x per mezzo di w. Suppongasi che
le funzioni f(u#) e @ (x) ammettano derivata /" (v) e @' (x). Si dia
ad 2 un incremento Ax, e siano A» e Ay gli incrementi corri-
spondenti di % ed y; sara

Au=9@x+Ax)—(x), e Ay=/[(v+ Au)—[(uv).

Se, dando a Ax valori sufficientemente piccoli, A# non si annulla

" A Ay Au Au
mai, sara e , e facendo tendere Az a zero

Ar~ Au Az Ax tende
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. du A .
verso @' (x):;ﬁ , ¢ Au tende a zero, e ng col tendere di Aw
o £ dy
a zero, tende verso [ (-e;):d;, onde
. Ay _dy ., , __dy du
. Az~ dx =" () @' (r)= du dz’
e dy=1"(v) @' (x)dx =["(v)du, [6]

formula identica a quella che definisce dy se u fosse la variabile
indipendente, ma qui du vale @' (x)dx.

Se, comunque piccolo si prenda Az, Aw, si annulla per qualche
valore di Az, la formula precedente ¢ ancora a ritenersi vera.
Infatti, se Aw si annulla per infiniti valori di Az piccoli quanto si

. Au : . s : e
voglia Az S annulla pure per gli stessi valori, ed il suo limite,

che si suppone esistere, dovra essere zero, onde @' (x)=0.
Facendo tendere Az’ a zero, dandogli dapprima i soli valori per
cui Auw =0, ¢ applicabile il ragionamento precedente, e quindi
NAY : , ; :
lim ——A—'gi‘z ()@ (x)=0; dando a Az i valori per cui Au =20,

—n BAY _n o BY o o geel a. AY
sard anche Ay =0, AE"O’ e lim h;_o, ossia il limite di —

& costantemente nullo, comunque si faccia tendere Az a zero, e
la formula per la derivazione delle funzioni di funzioni ¢ ancora

applicabile.

38. — DERIVAZIONE DELLE FUNZIONI INVERSE. Sia 2 funzione di
7, che diremo diretta: =@ (y); si suppone che essa permetta
inversione, vale a dire che si possa considerare y come funzione
At : K.

di # : y=/[(x): se @ (y) ammette derivata non nulla, la sua
inversa () ammette pure derivata. Invero diasi ad 2 un incremento

: 4 : < = A 1
Az ; sia Ay l'incremento corrispondente di y ; sara Ay = = @
a
Ay

% 5 ]{(‘j) ;-__}({#)

T = e
y - %:f/;}



A

facendo tendere Az a zero, anche Ay vi tende, 2—”: tende a @' (y),

. Ay 1 .
_—— 1
onde hmm: ) ossia
dy A :i 7]
de™ @'(y)~ dz ol
dy

e la_derivata d'una funzione inversa ha il valore reciproco della

derivata della diretta.

Esempio: Sia @ =y, m essendo un numero intero e positivo;
variando ¥ fra 0 e 20, @ va crescendo con legge di continuita da
0 a +-00; quindi questa funzione permette inversione, ossia, dato
ad 2 un valore positivo, esistera un sol valore positivo per #, che si

e m |
rappresenta con y = x=a" tale che y»=ax. Applicando la

da e dy 1
— — gy, g —1 S R LR
dy my , onde de ~ mym—1" e

sostituendo ad ¥ la sua funzione di x, sara:

regola precedente si ha

1 1

= P, |

d. o™ 1 =

1 1
Sidby ‘i g ol = 1
la regola delle funzioni di funzioni, d.u”’:; w®

e se v =" n essendo un numero intero, sara:

n n

- gy s 1
a.x"=—2z" ax,
i
ossia la formula [4] per la differenziazione delle potenze sussiste

anche per esponenti razionali.

39. — DERIVATA DI Logx. Sia y = Log @, il logaritmo essendo
preso in una base a positiva, ed # una variabile che assume valori
positivi, sara

Ay _ Log(x+h)—Logz _ 1 : |
= h == Log(i-[—-wj._?Logki-{—;.i .



— 38 —

1
. 1 a .
Posto %:u, %:? Log (1--a)%, e col tendere di o a zero,
1
: o . Ay 1
lim (1+4o)"=e, e lim == Loge,
ossia
dLogz 1 ) _ dx
e _;Logc, dLoga;_?Loge.

Se i logaritmi sono naturali, loge=1, e quindi
dax i
dlog =" [8]
x

la quale formula sussiste qualunque sia la variabile indipendente.
Es. Sia

1+ t—a N+
y = log ,;/1____’:_; s dy= / - a ,.’; s =

14+« {—x
/1-.:- /1-—;, pite A—ed—otdta) _ dr
_l 14 l’ 14 1—;:_"1—+—:r A=z W=1"2
Sia

y=log (w+a-+V @*+2az-+b),

1 —_——
+ Ver+2ae + b . d.r

g z4a+Var42ar4b Va4 2ax 4+ b

40. DERIVATA di @*. — Sia y=—a*: prendendo i logaritmi in
una base qualunque, sara Log ¥ = @ Log a, onde

_ Logy dx _ Loge 1

Loga ’ dy — Loge y

L]

dy Loga  Loga

=1

)

dz — Y Loge™ = Loge
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ossia:

Log a LY
Log e i =1 Loga e

d.a* —a*

dr=0a*log a dx .

Se a—=¢e, si ha
d e = ¢* dix. [9]
41. DERIVATA DI W’ . — Sia y = »*, dove » e v sono funzioni
di @, ed » assume solamente valori positivi. Sara y = e'l%¢*; onde
1 1 du
dy = ev1ev d (vlogu) = e*l8 " (v —+ log u dv)
—ou?—"? du 1+ u’ log u dv.

Come caso speciale, se si fa % costante, ed eguale ad @, sara
du=0, e
d.a* =a’ Logadv,

formola per la differenziazione delle funzioni esponenziali. Se si
suppone » costante =, si ha:

d.um—mum—**du,

che da la derivata d’'una potenza, qualunque sia 1'’esponente (V. for-
mula [4]).

4°2. DERIVAZIONE DELLE FUNZIONI TRIGONOMETRICHE. — Sia
Yy —sen a; sara:

1 V;
Ay = sen (:1:-}—:’:)—5@11.av_—_ii:se-n:—2 h cos (m —{—%) :

e &y . skl oo (e h)
Az~ i ‘ ( 2
sen3h

. i h
e facendo tendere 7 a zero, lim e 1, lim cos (m “+ 5 ) —=cos &,
o I o=
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e quindi
d sen x .
—gg —C0SZ, dsenx=cosxdr. [10]
Sia y=-cosax: sara
h R\
Ay =cos(x -+ h) —cosx = —2sen 5 sen (m-{——z }
/
sen -
&y _ 2 h
v s 7 sen[a:—{—g-),
2
e passando al limite
d cos =
==—senx, dcosx=—senx dx. [11]
dax N

Si pud anche trovare la derivata del coseno osservando che
T
Cos & = sen (-5—9:)

e derivando colla regola delle funzioni di funzioni.

Le altre funzioni trigonometriche si sanno esprimere razional-
mente mediante il seno ed il coseno, ed applicandovi le regole note
si ricava

da da

. = & == — 2
dtang ¥ = ——, dcotw — [12]
sen x cos &
@ sec & = —— dx, dcosec ¥ =— —— dx. [13]
cost w sent »

Sia ora y—=arcsenz, ove x ¢ compreso fra —1 e +1, e per
y si prende I'arco compreso fra _12‘_ e —[—-;l il cui seno & z, se-
condo le convenzioni del N. 29, si ha #=seny, dz=-cosydy, e

di 1 . : . 3 e
d—i:m, e volendo esprimere la derivata in funzione della variabile

indipendente z, si osservi che cosy =1 1 —sen’y =11 —a?,



)
ove il radicale si deve prendere col segno -, perché, essendo ¥

s 1 vgw . .
compreso fra — = e 5, cosy & positivo; quindi

2 %
dao .
d arc sen & = —— . [14]
V1 =22 '
Sia ¥ — arec cosx; sara
r=cosy, dr —=—senydy,
2f] 1 1 da -
4 = - —_——_——, darccosx:-—'—.—“‘liﬂl
dax sen y V- V1=
ed il radicale si prendera positivo, se # ¢ compreso fra 0 e .
Sia y —arc tang «; si ha
dy dy 5 1
_ 1 == e h = .
x=tangy, dx o5ty dx cos® ¥ = g g
d arc tang & — -
' S T 14 a2
In modo analogo si ricava
dax
d ar _—
¢ cot & g [16]
dax dx .
d arc sec & — — darccosec r —m— ———. “-I']
) 2t —1 )zt =1

Le formule i)recedenti permettono di determinare la derivata
d’ogni funzione di  ottenuta eseguendo sulla variabile e su costanti
un numero finito di volte le operazioni di addizione, sottrazione,
moltiplicazione, divisione, elevazione a potenza d'esponente qua-
lunque, prendere logaritmi e funzioni trigonometriche dirette ed
inverse.
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Teoremi sulle derivate.

43. — Una funzione f («) dicesi crescente per x = x, se I'incre-
mento [ (xz -+ h) — [ (x,) della funzione & dello stesso segno dell'in-
cremento 7 della variabile, supposto pero suflicientemente piceolo 7;
dicesi invece decrescente se I'incremento della funzione ¢ di segno
contrario all'incremento della variabile.

TEOREMA. — Se la derivata ¢ positiva, la funzione é crescente,
se negativa, ¢ decrescente.

Infatti sia f(«) la funzione, /” () la derivata; sarad

lisn FEEPTE _ i),
e quindi

[t 1 =10 i) 4, (g4 ) — ) =1 I @) + @]

a essendo una quantita infinitesima con %. Se ora [’ (z,) non ¢ nullo,
si pud supporre o minore in valor assoluto di /”(x,), quindi la quan-
tita /"\(z,) + @ del segno di /' (x,), ed allora [(zy+7)—[ (ex,) sara
del sezno di %, o del segno opposto di % secondoché [’ (x,) & po-
sitivo ovvero negativo, vale a dire la funzione & crescente se [’ ()
& positivo, decrescente se /7 (z,) & negativo. ’

44. — TeoreMA (di Rolle). — Se f(x) ¢ funzipne di x dala in
un intervallo (a, b), avente derivata T (x) per tutli i valori di X in
questo intervallo, e se f(a) =0 ed f (b) = 0, esistera un valore X,
compreso fra a e b e diverso dagli estremi, per cui la derivala
e nulla.

Infatti o /() & sempre nulla per tutti i valori di & compresi fra
a e b, e allora per ogni valore di & compreso nello stesso intervallo
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sara [’ (x)==0; ovvero [*(x) assume anche valori diversi da zero,
che potranno essere positivi o negativi. Se /() ammette valori
positivi, se ne consideri il loro massimo, che esiste, & positivo, e
corrisponde ad un valore «, della variabile & compreso fra a e 0,
e diverso da a e da b, per cui la funzione & nulla. Quindi la quantita
f(x,+ h)—[(x,) sard sempre negativa o nulla, qualunque sia 7,

e, supposto Z positivo, le quantita ﬁ-?‘:i)--;—f—f—%-} o LBt };3 —re)

saranno la prima positiva o nulla, e la seconda negativa o nulla;
e dovendo esse, col tendere di 7 a zero, tendere verso uno stesso
limite finito /' («,), dovra essere [’ (x,) =0, c.v. d.

Se la funzione assume soli valori negativi, diventera minima per
un valore @, compreso fra @ e b, e si dimostra con ragionamento
analogo che per questo valore la derivata ¢ nulla.

4585. — TEOREMA. — Se f (x) anmunette derivala per tutli i valori
di x mell'intervallo (a, b), sara
f (b) — f (a)

])—a—:1 (%)) »

X, essendo una quantila compresa fra a e b.
Infatti si consideri la funzione

F@)=@—/(@)— ;= [f®)—/@]

essa si annulla per # — a ed & — b, ed inoltre ha derivata

"(b) — fla

F’(-T)If’(m)—f%—)

a e b, percid esistera un valore &, compreso fra @ e U per cui
[ (a)

g (b) —
F'(2,)=0, ossia [’ (xl):fLE;_T

per tutti i valori di & compresi fra

La formula precedente 8 puo scrivere diversamente. Pongasi
b=a -+ nh; 2, che & compreso fra @ e b, si pud mettere sotto la
forma x, = a -+ 0%, § essendo una quantiti compresa fra 0 ed 1
(esclusi i limiti); quindi moltiplicando per 7 si ha:

f(@a+h)—f(a)="n[ (a-+ oh)
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formula assai importante, che vale supposto che /(x) ammetta de-
rivata per tutti i valori di & compresi fra @ ed a + 4.
Si puod trovare una formula pit generale della precedente.
Siano f () e @ () funzioni aventi derivata nell'intervallo (, b)
e si supponga che @'(«) non si annulli per alcun valore di in-
terno allo ‘stesso intervallo, potendosi perd annullare per & =a
ovvero —b. Si consideri la funzione

f(b) /()

— [P@—2@);

F(@)=f(x)—f(@)—

si avrd F(a)=0, F () =0, F(x)=["(v)— mb; cp(a cP (),

quindi esisterd un valore x, compreso fra ¢ e b, per cui F'(x,) =0,
f(b) = f(a)

ossia [’ (x)=

non ¢ nullo,

r—r@ _ @)
o () =)~ @'z’

Ponendo in questa formula b — a + 7, o, = a -+ 6k, si ha

fla+4h)y—f(a) _ ['(a-+ 6h)
olat+h)—ola) ~ @' (a+6h)

46. — TEOREMA. — Se la derivala d'una funsione é nulla per
tulti @ valori di X wnell'interno d'un intervallo, f (X) ha un valore
costante nello stesso intervallo.

Infatti sia @ un valore di @ compreso nell'intervallo dato, @ + %
un altro valore di 2 nello stesso intervallo; sara

fa+n—rf@=nf(a+oen,

ed essendo a--6% pure compreso nello stesso intervallo, sara
f'(a 4+0/)=0, onde [(a -+ #)=1(a) ha un valore costante.
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TEOREMA. — Se due funzioni f (X) e @ (X) hanno derivate eguali
pei valori di X in un dato intervallo, la loro differenza ¢ costande.
Invero pongasi F(z)={(x)—@(x);sara F''(x)=["(x)—o¢'(2)=0,
e quindi F (z) & costante.

Derivate successive.

47. — Se una funzione /(x) ammette derivata /" (x) pei valori
di 2 in un certo intervallo, /7 () sara una nuova funzione di & che
potra ammettere derivata, che rappresenteremo con [ (z), e di-
remo seconda derivata di / («), chiamando anche la /' () derivata
prima.

La derivata della derivata seconda si chiama derivata terza, e
si rappresenta con /"' (x), e cosi di seguito. Se /'(«) ¢ funzione ana-
litica di @, anche le derivate successive sono funzioni analitiche della
stessa natura, e si ottengono successivamente applicando le regole
di differenziazione studiate.

Esempi: 1°—Sia y=a™; sara y' = max™~', y"'=m (im — 1yam=3....

ym =m (m—1).. (m —n—+ 1)z ™",

L agw r . = LA/ ‘f
Se 7 ¢ intero e positivo I'me derivata ¢ costante, =, e le
successive sono nulle; altrimenti le derivate sono in numero infinito,
e tutte funzioni di .

"

. 1 1
20 — Sia y =Log &; sard y= —Loge, ' —=—— Loge,...
D a o x? o

, (n—1)!
) — n—1

Y™ = (— 1) i

3° — Sia y ==sena; sard

y' =cosz, Y'=—senx, y" =—cosx, ylY=senz,..
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ed esse si riproducono periodicamente. Si puo pure scrivere
! T 3 ™ \
¢ = sen (w —+ 3 ), y'' = sen (a:?+ 2-2-J ,

f “.
2y = sen (w—i—n?).

4° —Sia y=a* ; sara y' =a*loga, y'=a" (log a)3,:
Y (n) — g (log a) n

48. — Dicesi differenziale 77, o d’ordine » d'una funzione ¥ il
prodotto dell'n” potenza del differenziale della variabile indipen-
dente, per la derivata z” della funzione. La potenza 2™ di dz si
rappresenta con dz" (mentre con d . x" OVVero d () si rappresenta
il differenziale di 2", ossia nzn—1dx), e il differenziale »" di y si
rappresenta con d”y; onde se y = [ (%),

(I 0 == /‘(n) (.l") d.rm
e quindi
dry

) () — ——
re (aj) daxn

e questa notazione ¢ assai usata per esprimere le derivate suc-
cessive. Se nell’eguaglianza dy = " (x)da differenziamo ambo i
membri, considerando dix come costante, abbiamo: ddy=["(x)dx?,
cioté ddy = d*y; ed analogamente dd*y = d’y, ecc., ossia un diffe-
renziale qualunque si ottiene differenziando il precedente, ma con-
siderandovi il dao come costante.

Esercizii.

49. — 1° — Derivare le seguenti funzioni:

1

Q% , Qsenz g 8MT o aTCEOR I, w’“ log cos @, log tang 2,

VQa:n —_ 2
=

log log @, arc sen arc sen

i
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20 — Derivare la funzione 2z — log (1 + ), e dedurre dal segno
della derivata che per tuttii valori positivi di x ¢ & > log (1 + ).
3° — Applicando ad una stessa funzione, mettendola, se occorre,
sotto forme diverse, differenti procedimenti di differenziazione, si
possono trovare facilmente delle identita. Cosl ad esempio si ha:

sen (& -+ y) = sen & cos ¥ - Cos & sen v,
e derivando rispetto ad @, si ricava la formula
cos(x+y)= oS & COS 1y — sen & sen .
4> — Se si eleva a potenza n (7 essendo intero e positivo) il
binomio @ + &, si ha un risultato della forma
@+x)"=A4,+ 4,2+ 4, 2+ ... + 4n 2"
e derivando
na@+a)-'=4,+24,z+.+ndyz"! (*)

n(n—1)(@+a)*=24,+..+nHn—1) 4, 2"-*

...........................

nn—1.m—r+1)(a+r)—r=
=r!ArF. +0(n—1)...(n —r 4+ 1) Adp -7

............................

e ponendo in queste formule =0 si hanno tante equazioni che
determinano i coefficienti 4, 4,...., e sI ricava
i (n—1) "

A=t A, s=far=; Ay == 5 a "=

nmn=—1).n—r+1)

i ar=r . “dye=d.

/1:‘ e

e cosl resta dimostrata la formula del binomio di Newton per espo-
nente intero e positivo.
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Si pud dimostrare la stessa formula moltiplicando la (*) per
(a + x) ed eguagliando i coeflicienti delle stesse potenze di  nei

due membri.
Si dimostrerebbe in modo analogo la formula di Taylor per le

funzioni intere di a.
5° — Dall’eguaglianza

4 [ 3 e e TS A
1+ + 2+ ..+ " A

che vale per tuttii valori di o diversi da 4, derivando, e poi mol-
tiplicando per @, si ha

: ne?+2—(n41)ae™ 4
42+ ..4+nx" = — d—ap

e cosl si possono avere successivamente le somme

1*o+222+ ...+ 02",
13 + 28 2t 4 ... + 7 2 ecc.,

sempre per x = 1.
Se in queste espressioni si fa 2z — 1, a sinistra si hanno le somme
delle potenze dei successivi numeri naturali; ma il membro di

destra si presenta sotto la forma '?T :

6° — Sia la funzione f(x) = x3 che & definita e continua per
f\h)—[(0)

tutti i valori di @. La sua derivata per & = 0 ¢ il limite di =

ossia il limite di h_%; ora h_?]f col tendere di 2 a zero cresce inde-
finitamente in valor assoluto assumendo valori positivi se % € po-
sitivo, ed assumendo valori negativi se %z € negativo; dunque f(x)

non ha derivata finita per w = 0. '

. 1 .
7° — La funzione f (m):xsen—g, ed /(0) =0, e continua;

£y . fh)— 710 Sas fir RS
la sua derivata per & — 0 ¢ il limite di &l—k—f—{—) , ossia il li-

; ’ 1 .
mite di sen % quando 7% tende a zero;ma col tendere di % a zero
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1 o 5 .
sen —- non tende verso alcun limite, dunque la funzione z sen L3

non ha derivata per x = 0.

; Y p—
8° — La funzione z —

e +e
quando x vale 0, é funzione continua di x; e cercandone la deri-

s A
vata per & = 0 si ha che Kiﬂ tende verso + 1, ovvero verso — 1 col
tendere di A a zero, secondoché si dinno a Az valori positivi o
negativi; onde questa funzione non ha derivata per x — 0.
9° — Non & vero in generale che se f(x) & continua ed am-
mette derivata per tutti i valori di 2 in un dato intervallo, anche

Bl
B I~

, cul si attribuisce il valore

B ot

. ’ . . ;s 1
la derivata sia funzione continua. Per es. la funzione f(x) = z*sen g
con /(0)=0, & funzione continua di z, ed ammette derivata per
tutti i valori di @, perche, per x diverso da zero, la derivata si
ottiene colle regole note, ed &:

. 1 1
I’ (@) =2 sen —{ 1608 —

-
e per xz — 0 la derivata si ricava dalla sua definizione:

/" (0)=1lim f—-h)—}_:—fio = lim 72 sen% =0 :
cionondimeno la derivata f’ (x) ¢ discontinua per x — 0, poich &
col tendere di & a zero f’ (x) non tende verso alcun limite, perché
il primo termine tende verso zero, ed il secondo oscilla indefinita-
mente fra — 1 e + 1.

Tuttavia potremo dimostrare i seguenti teoremi (10°— 14°):

10° — Se {(x) ha derivata ' (X) in un dalo intervallo, e se

col tendere di x ad a, f'(x) lende verso un limite A, sara questo
limite il valore della derivata per x = a, ossia A = {' (a).

Infatti si ha che -C-(n—'H;B—_———{-@ =/["(a+67) essendo0 < g <1,

e, col tendere di 2 a zero, « +@7% tende verso «, ed ["(a -+ gh)

tende verso A4, ossia ’i&t i) —7@ tende verso un limite, e " («) = A.

Gexocent, Caleolo differenziale.
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Quindi se /' (x) & discontinua per x = @, col tendere di » ad
a, ' () non deve tendere verso alcun limite.

11° — Se f(x) ammette derivata in un certo intervallo com-
prendente il valore a, col tendere di X ad a, f "(x) assume infinile
volte valori comunque prossimi ad f'(a), cioé fissata una quon-
tita piccola ad arbitrio € si puo determinare un intervallo com-
prendente a tale che f'(x) assume in questo intervallo infiniti va-
lori che differiscono da f'(a) di meno di €.

120 — Se f (x) ha_derivata nell'intervallo (a, b) ed ' (a) ed f' (b)
sono di segno contrario, esiste un valore di X COmMpreso fra a eb
per cui la derivata si annulla.

130 — Se f(x) ha derivata nell'intervallo (a, b), ed 1’ (a) = A
e {' (b) = B, variando x nell’intervallo (a, b), f' () asswmera tutti
i walori compresi fra A e B.

140 — Se f(x) ha deriwala {'(x) nell’ inlervallo (a,b), e se
fissato ad arbitrio € si puo determinare ¢ in modo tale che per
ogni valore di X compreso in esso e per ogni wvalore di h < o0

i f(:c+1)—f(x)

f' (x) é funzione conlinua, e vicerersa.
15° — Dimostrare le formule

— ' (x) < € in valore assoluto, la derivata

ar(u+v)y=d"u -+ d"v
ar.au=ad"u
ar (au + o)y =ad*u—+bad"v ,

dove % e v sono funzioni di 2, e @ e b costanti:
16° — Essendo v e v sgm® funzioni di , si ha:

ar.uv = wd"w +ndud" ' v+ ("l;) a*udr-*v4...fva .

1 coefficienti dei termini sono quelli dello sviluppo della potenza
zme d'un binomio; onde la formula precedente si puo scrivere
simbolicamente

ar. uwv = (du + dv)"
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dove occorre intendere che sviluppata la potenza »™s del binomio
dwu -+ dv, scrivendo anche nel primo e nell'ultimo termine le po-

tenze 0 di du e di dv, si porti al d I'esponente di du e 'di dv;

. . . a . a .
ossia che invece di du d'vﬁ si legga d u, dBe:, e ritenendo che
du=u, dv=wv.

In modo analogo si ha simbolicamente:

duvw...l = @u + dv + ... + ab)*.

= . u um o M
17° — Pongasi %,=u, Ug="T ) «oeor U=, © notazioni ana-

loghe per v ed y.
Se y =uv, si ricava dalla formula del numero precedente:

Y= UoUp+ Uy UsVp_at - os- T % T -

18° — Sia y = —: ; si ha w=wy. Derivando quest’eguaglianza,

servendoci delle notazioni e della formula (17°), si hanno le equazioni:

1(0: T{lyn

U, :?:1??’0_'_ Tyl

Uy =Dy Yo+ V1 ¥+ s Vs
’ — A | . | as s
Mw-—l__‘2‘?1—1y(’l‘-‘}—'2‘!1—2?}1‘_?_1 n—-3y?_;_ REE + ?’Oyn—l

?’!n - ?:'ny(l_i_ ?’.n—iyi_{yrn—? y8+ At 8 + ri yn-—i+ 1:0 yn

dalle quali si possono ricavare successivamente ¥, ¥, ... %,, ossia le
derivate di g, in funzione delle derivate di # e v. Risolvendo il
sistema delle equazioni lineari precedenti col metodo dei deter-
minanti, si ha:

B 0 00 .l U
T 0 u |
Y= | Yo U U 0 U, |'
?‘!’l—i zn—i Tn-—3 ll) “ﬂ—j }
| ?.n ?"ﬂ—l ?‘.ﬂ-—" t 1 un I'



| &5 0
_ Uy Un—1 un—2 | Uy Ty | Un—3 & ail e
U= o0 o e Er . e [ P Uy | ™5 Hen
0 0 V" | Uy Uy | Yo S
b Uy Uy Uy

19. — Sia y = F(u) ed v =q(x), onde y & funzione di fun-
zione di & mediante ». Si ha:

%: F'(v)@' (@)=F'(u) v,

e derivando piu volte quest’eguaglianza, si ricava

d*y ’ "o 1" 12
7 L =F'(u). v+ F"(u).u
&'y ' " a1 T " 3
2 =F"(u). "+ F"(u).3uvu'"+F"(v). v

4
g&%: F'(w)yw~ +F" (u) (400" 3w+ F"'(v) . 6 u"*u"+ F~ (u) . '

....................................................

d“_ Z 'F"Hu) w\a (¥ )B ( un) )h
¢ - alB!....A T_-) (-_2_' """ n!
ove nel membro di destra si intende la somma di tutti i termini che
si possono ricavare da quello scritto dando ad » i valori 1,2,...n
e alle @, B,...\ valori interi e positivi, o nulli, tali che :

o+ +...+A=r

a+28+...+nh=mn.
Si verifica questa formula per n=1, 2,... e si puo dimostrare
facilmente che, se & vera per un dato valore di 7, € anche vera

aumentando #» di un’unita.
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20. — In casi particolari si pud, con opportuni artifizii, deter-
minare la derivata d'ordine » d'una funzione.

1 s deni
T 1_%). e aeri-

_ 5 : 1
Sia y =q—— si pud scrivere y:-g(

vando 7 volte, si ha:

dny‘—f_{ (_1)71 + 1 ]
dz"— 2 [ (+ar+! A=zm+t |-

21. — Sia y=arctang. Si ha y' = od esprimendo

1
14+ 2%’
questa derivata in funzione di y, si ha y'=cos*y: derivando suc-
cessivamente, si ha la formula

d"y

—((nm—1)!cos"y .s P L
dw"_(n 1).cosy.aenn(y 2).

L}




