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CAPITOLO VIL

I ntegrall indefiniti,

161.— Una funzione F(x) avente per derivata.f(x) dicesi fun-
zione primitiva, o integrale di f(x), (o del differenziale f(x)dx),
e si serive

F (@)= [ [()az.

Quindi, per definizione, questa equazione equivale alla
F'(@)=1().

Se f(x) ha un integrale F(x), ne ha infiniti, perche ogni funzione
F (x)-+ C, ove C e una costante arbitraria, ha ancora per derivata
f(x); reciprocamente ogni funzione che ha per derivata f(2) non
differira da F(x) che per una costante, ed é della forma F(x)-C.

L’espressione F(x)--C, ove a C non si attribuisca alcun valore
speciale, dicesi V'infegrale generale di [(x)dx, perché attribuendo
a C varii valori si trovano tutti gli integrali di f(x)dz, ciasche-
duno dei quali dicesi anche #ntegrale particolare. Gli integrali, di
cui attualmente ci occupiamo, soglionsi chiamare ntegrali indefiniti.

162. TEOREMA. — Se la funzione f(x) é continua nell’inlervallo
(a, b), esiste una ed una sola funzione definita nell'intervallo (a,b),
la cui derivata é {(x), e che assume un valore dato arbitrario-
mente corrispondentemente a un daio valore della variabile.
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Sia p. e. 2 < b, e siano

Xoy=a, T;3, Lgyeer Tyy, x,=b

valori crescenti di 2, che divideranno l'intervallo (e, b) in » inter-
valli parziali. Si rappresentino in generale con Z(a, 8), e Mo, B)
rispettivamente il limite superiore ed il limite inferiore dei valori
assunti da f(«) mentre 2 varia nell'intervallo (o, 8), i quali ne sono
anche il massimo ed il minimo (N. 21). Sia @ () la funzione defi-
nita nell'intervallo (o, ) a questo modo:

per z=a, @(a)=A4, A essendo una quantitd scelta ad arbitrio;
nell'intervallo (a, «,), compresi gli estremi, sia

P @)=A+@—a)i(a x),
nell'intervallo (2, , @,) sia

@) =0 (x,) + @—2a,) (v, 2,)
=4 —|—(a;',—a)Z(a., $1)+($—mi)l(mi! Zs) s

ed in generale, nell'intervallo (z,_,, @,) sia

?2)=@9 ("Br—i)_k_(w_wff—i) (X, _y, 2,)
= A+ (@, —a) (@, 2,)F (Dg—2,) (X, DBp) T e
+(wr—l_mr—!)g(mr—£’ mr—l)+(m_'x —:I.)J(wr—i! x‘r)‘

Le quantitd /(a, 2,), 1(x,, 2,),... sono tutte comprese fra (2, b), e
A(a, b); onde si ricava

A+1(a,b)(z—a)> (@) > A+Ma, D) (x —a).

La natura della funzione @ («) dipende dalla scelta dei valori
x,, &,,... interpolati fra @ e b; e attribuendo alla variabile 2 un
valore fisso, e variando in tutti i modi possibili @, @,,..., @ (2)
assumera in generale infiniti valori, tutti compresi entro limiti finiti,
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come risulta dalla ultima diseguaglianza. Sia # (@) il limite inferiore
dei valori che assume @ (), conservando fisso #, e variando la
divisione dell'intervallo (a, ). Dico che la funzione F(x), che per
Z=a assume evidentemente il valore 4, ha per derivata f(x).

Infatti, dati ad 2 due valori X, ed X; > X, ed eseguita una
divisione arbitraria dell’intervallo (@, b), e calcolata la P (x) cor-
rispondente, se X, cade nell’intervallo (@._, 2,) e X, in (v,_,, 2),
sara

q)(Xi):A P (xi_a)l(a’ 'Tl)"‘ +(Xi_x -—1)3(mr—-i! a"r)a

V() =A+@,—0) (@, @) +..+@,—a,_) (@, @) L.
+ (XE - w:—i) l (ws-—-i ’ ws)'

Suddividasi lintervallo (z,_,,,) in (@1, X)) € (X,, @,), e l'in-
tervallo (z,_,, «,) in (z,_,, X,) e (X,, x,); e sia @'(x) la funzione
analoga a @(x) caleolata su questa nuova divisione dell'intervallo
(a, b). Sara

P'(X,)=4 5!—(931—@)5(&, 2,)+... +(X,—x,_)i(,_,, X,)

q)r(‘ 2):A +(x1 —-a)z(a, m1)+- i + (Xi— mr—i)z(mf—i’ X1)+
+("'vr'_X1)z(Xv mr)+ ses —|—(X9—-m,_i)z(x,_,1, Xz)s

quindi, paragonando le espressioni di ¢’ (X,) e (X)), ed osservando
che /(z,_,, X,)S!(x,_,, x,), si ha

9 (X) = (X,);
analogamente, paragonando @'(X,) e @ (X,), e osservando che

(Xi_wr—i)e(mr—i ’Xi)+(xr_Xi)z(Xis Q?,.);(-’L',._x _JJ({L‘ —13 55',.)
[+
L@, y, X)) =1 (@,_y, &,),
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si deduce
Q’,(Xs) =P (Xz)
D’altra parte si ha

q)r (Xz)_ qu (Xi)z (55',.—4Y1)l(‘Yl, xr) + ae ‘+(X2 _xs—-i) Z(Qf/"_i b Xz),

e sostituendo a /(X,, @,)...1(»,_,, X,) rispettivamente I(X,, X,) e
A (X,, X,), entro cui esse sono comprese, si ha

(*Yz —Ari)z(Xi ’ Xs)«.z— 9’ (Xs)_q)f (-Yt);(j(z_"xi) A Xy, Xz);
e questa diseguaglianza si decompone nelle due
?' (X)) =9/ (X)) +(X,— X,)I(X,, X,) (a)

P'(Xp) Z @' (X,)+(X,— XA (X,, X,). )

Ora F(X,) ¢ il limite inferiore dei valori di o(X.), e quindi
anche di @'(X,), onde @'(X,)=F(X,); e siccome si & trovato
?'(X,) = @(X,), dalla disezuaglianza (a) si ricava

F(X,) S o (X)) + (X, — X)) (X, X,),

e questa, che ¢ soddisfatta da tutti i valori di @ (X,) sara ancora
verificata dal loro limite inferiore F (X,), onde

F (Xs) ; F (‘X'i) ‘+‘ (‘Ys =T Xi) l (Xl ’ *Yz) ’

e quindi
F(Xz) i F(Xl) > 4
"‘“mi—ég(ln Xp). (@)

In modo analogo, dalla diseguaglianza (b), osservando che
PX)Z 9 (X,), e 9'(X,)= F(X,), si ricava

Q (Xs) = F(X) +(X,— X)) M (X, X,),
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quindi anche F(X,), che ¢ il limite inferiore di @ (Xy), sara = della
quantita di destra:

F(XE);F(Xl)_}-(Xi_xl)h(xiﬁ‘ 2)’

onde
F (X)) —F(Xy)

2o, X ®)

Le («') e (') riunite danno

F(X)—F(X)

Xe-X1 EA(X“_ 2)'

LX), Xp) =

Questa formula ¢ dimostrata per X, > X,, ma in essa X, e X,
compaiono simmetricamente, quindi questa condizione si puo togliere.
Facciasi in questa diseguaglianza X,=, X,=x+7%; si avra:

1@, w4 1) 2 TEXN =T = \ (4, 54 1),

e facendo tendere % a zero, siccome, per la continuita di f(x),

lim I (@, x + k) =lim \ (@, © + h)=[(®),
si deduce

lim F®+ };3 =) (@),

ossia la funzione F () ha appunto per derivata f(x).
Risulta cosi trovata una funzione F(x) che per # =— a assume un
valore arbitrario 4, e la cui derivata & [(z), il che volevasi fare.
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Regole d’integrazione.

163. — Dalle formule che danno i differenziali di funzioni si
ricavano facilmente altre formule che danno gli integrali di quei
differenziali.

Cosi ad esempio dalla formula

!

si ricava
~ m’i+1 .
jxdm: T T [1]

la quale serve qualunque sia » purché non eguale a — 1.
Supposto @ > 0 si ha

dx
dloga’;_-w— g

onde si ricava

.fi}—_—logx—l—c.

Se & <0, e quindi — x positivo, si avra

d(—2) _ de

dlog (— w)=

—_— 3

— O &

onde per @ negativo si avra

[E=10g(—a)+C;
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del resto questa nuova formula coincide colla precedente, perché
introdotti i logaritmi immaginarii, log & e log — 2 non differiscono
fra loro che per un multiplo dispari di w7, ossia per una costante.
Quindi si avra:

(& —lgwtCc=log(—a)+C=glogat+C, [2]

dove le varie costanti non hanno necessariamente lo stesso valore.
. o d(b‘ . t

L [T si puo anche dedurre dall’ f a*da facendo tendere n

verso — 1. Per riconoscere questa verita si consideri fra gli infiniti

valori di Ja:"dw quello che si annulla per 2 =1; esso sara

antle—1

‘ w"dx:——-——n+i -

" facendo tendere »n verso — 1, il limite del membro di destra, che
si determina derivando numeratore e denominatore rispetto 7, &

appunto log 2, cioé quell’ [ %m- che si annulla per x —1.

164. — Analogamente dalla formula

da
darctangw:i_:w,
si ricava
9% _arctangx 4+ C 3]
| 75 —arctanga +C. -
Dalle formule
== o dx
darcsen o e d arc cos & = —
Vi—22 yi=2a*
si ha
* dx
j}/i 1=ar'csen.0r:—|—C:—----au*ccosac—{—C [4]
. _—
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dove le costanti non sono eguali fra loro. Ma queste due espressioni
si possono facilmente ridurre 'una allaltra, perché

™
arcsenm-{—arccosw:-g ,

e quindi arcsenz e —arccosz non differiscono che per una
costante.
Menzioneremo ancora i seguenti integrali

-

eax -
Jede=—+cC [5]

- 1 -
j Cos ax dx = — sen ax + C, rsenaa:d.:v:-—-% cosax—+ C. |6]

165. — La somma
Jo@ dz+ [y @) ar—(x @) az

ha per derivata

P (@) +y (@) —X(x),
onde

Jle@ +v@—x@)do=(o @) & +(y @) do— [x@)az (7]

ossia Uintegrale d'una somma algebrica é eguale alla somma
degli integrali.

I1 prodotto a J‘f (@)dx ha per derivata a[(x), onde
Jar@ar=a|r@)ax 8]

ossia 'integrale del prodotto d’una costante per una funzione é
eguale alla coslanie moltiplicata per Uintegrale della funzione.
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Le formule [1], [2], [7], [8] permettono d’eseguire l'integrale
d’ogni funzione della forma
ax™+baxr+cxP+ ...,
ove a, b, C,... € M, N, P,... sON0 costanti qualunque e queste non
eguali a —1, e si ha

- a‘r'cm-i-l b J(.‘”+1

car+l
’ (azx™+ban+-ca? +-...) de = ) +n+1+p+i +...

Ogni funzione intera si puo ridurre alla forma precedente, in cui ’
m, M, P,... sono interi e positivi; onde si deduce:

Lintegrale d’una funzione iniera & pure funzione intera.

166. — Se in ]‘f (x)dax si pone = (t), questo integrale
diventa una funzione di ¢, ed il suo differenziale sard ancora
f(x)dx, ove x =0 () e dz=0q'(t)al; onde si deduce che

(r@dw=rle®l®®a,

e cosi si & trasformato l'integrale cercato in un altro mediante un
cambiamenlo di variabile. Se si sa eseguire il secondo integrale,
bastera sostituire a ¢ la sua espressione in & per avere il primo.

Esempio.— Vogliasi ‘E% Pongasi x—a =t; onde dw=dl;

si ricava
> dzx “dt t—m+1 i
J(x—a.)mz.‘?"“,(t_ dt——m+1+C_—'m——1jm——1+C
e sostituendo a ¢ il suo valore
* dx 1
’ (=—a)™ 7 m—=1)(@—aym-! e
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Questa formula serve per 7z Z1. Nel caso di 72=1 si ha

Y dw d (v—a)
,‘x—a:f @ — ZIOg(x_a)+C’
ovvero =log(a—x)+C,

i 1
ovvero =3 log (x —a)*+ C.

16'7. — Dalla formula

dur =udv + v du

ove % e v sono funzioni di & si deduce

uUv :..-_“u dv -‘r-{?, du ,
e quindi

]‘u dy = up — ]‘z‘- du .

In questa formula consiste il procedimento detto d'zntegrazione per
parti. Per applicarlo si decomponga il differenziale ad integrarsi in
due fattori, I'uno finito u, e l'altro dv che sia il differenziale d'una
funzione v facile a determinarsi ; I'integrale cercato resta decomposto
in due parti, 'una integrata, e l'altra affetta dal segno integrale;
e se questo nuovo integrale & piu semplice del precedente, si avra
fatta un’ utile applicazione di questo procedimento.

Es. Vogliasi T’ "a';"' log & dac. Pongasi

w=Ilogx, dv=x"dx,

onde
dax aml
W=7 PEmyl
si avra
am1 o™ dw
‘_fa:"‘logasdw-—n——z_f_ilogx—J—m+i~,
ossia
. m . xm-i-l xm+1
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Integrazione delle funzioni razionali.

168. — Ogni funzione razionale fratta di « si pud mettere sotto

la forma
F(z)

flz)’
ove F(x) ed f(x) sono funzioni intere di z.
Se il grado del numeratore ¢ maggiore o eguale a quello del
denominatore, si divida F (x) per f(x); sia Q il quoziente ed R il
resto; si avra

T G
@~ T

ed integrando, siccome I’J‘Qdac si sa fare, siamo ridotti ad inte-

grare una frazione in cui il numeratore & di grado inferiore a quello
del denominatore. Per fare questa integrazione ci occorre la teoria
algebrica della decomposizione delle funzioni fratte in frazioni della
forma

A

(.:r,‘—(l!)"‘

dette frazioni semplici.

169. — Sia adunque il grado di ¥ («) minore di quello di f().
Sia @ una radice dell'equazione f(z)=0, ed a il suo ordine di
multiplicitd. Pongasi

f(@)=(r—a)* o (z)

ove @ () & un polinomio intero non divisibile per z—a, e quindi
®(2) Z0.
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Dall'identita, qualunque sia A4,

f_(:r_) o A F(x) _ A
f(x) - (w—(t)a

@—a)%p @) (2—a)°

si ricava

Fa) A +F(m)—Am(x)
f(x) _(cc—a)a

@w—ao@)

Si determini la costante 4 in modo che il numeratore della
seconda frazione sia divisibile per z — q percid e necessario e suf-
ficiente che esso si annulli per Z=a, e si ha I'’equazione

Fla)— 4 ¢ (a)=0,

onde A4 risulta determinato

__F(a)
4= o (a)

ed il suo valore & finito, perché @ () non & nullo. Cosi determinato
4, la seconda frazione si pud semplificare, e posto

F(0)— Ao @)=(x—a)F, (z)

si ha

F@) A F@
f(x) o (x_a)u

@=0* " o)

ed il grado di 7, («) sara minore del grado del denominatore, perché
il grado di 7 (x) — A4 @ () & minore di quello di (@ — a)* ().

Se a> 1, si operi sulla seconda frazione del membro di destra
come si e fatto sulla data, e si avra

F () . A, F, (x)

=0 "0@ (@—0*" | @m0 lo@)’




e cosi continuando, si avra

G(2)
@ @)’

F A A, A
(‘fc)_ + 0._1__'_-..‘}_ CI.l+

f () o (x_a)u (@ —a) r—a

ove G (x) & un polinomio intero di grado minore di quello di @ ().
In questa nuova frazione al denominatore non comparisce piu la

radice @ ; se b ¢ una radice multipla B volte di f(x)=0, e quindi
6 @)
®(x)’
cosi continuando, se a. b, ... 7 sono le radici dell’equazione f(a)=0,
ed o, B,...\ il loro ordine di multiplicita, si avra

anche di @ (2)=0, si potra decomporre in modo analogo e

Fa_ A A, Ag1
f(2) _(m_a)u ' g e xz—0
B
B B, B—1
+...+

@—bf (@ —pPf! e~
e aes

L L -

+ et e

e cosl resta decomposta la frazione data in frazioni semplici.

170. — Se le radici a, b,... 7 di f(x) =0 sono semplici, si avra

Fz) _ A B L
f(w)_x—a+ —b++ -1

x @

I numeratori costanti si ottengono col procedimento indicato; cosi
posto
[(@)=(z—0a) (@)
si ha
__F@
T o)

Ma derivando l'equazione precedente si ha

'@)=@—a) o' (@)+ ¢ @),
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e ponendo & =ua

ra)y=eo()),
onde
_F@
A= Fa
Analogamente si ha
_F@® _FQ
B=rr - Y pa

e queste nuove formule sono spesso piu comode pel calcolo, perché
riesce spesso piu facile calcolare la derivata di f(«) che i suoi
quozienti per x—a, x—0,...

Se
f@)y=@—a)(x—D0)...(x—=1),
si avra
2@)=L2 =@—n@—0)...@—0),
onde
Q@) =(@—b)(@—c)...(a—1)
e
__Fl@ __ F(a)
T o) (@a=b(a=c)...(a=10"
Analogamente
L F(b) o F()
B“(b—a)(b—c)...(b—n""L"’(z—a)(z-b) ..... ’

Sostituendo questi valori nella prima formula, e moltiplicando per
f(2) si ricava

F@)=2=0 ) pa) + G C T E I F O+ .
(x=—a)(e—D).....
+ (—=ay(@l—0)..... F@®,
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che esprime un polinomio intero F () in funzione dei valori che
esso assume pei valori @, b,...7 della variabile, il cui numero &
maggiore del grado di F(x). Questa formula e conosciuta sotto il
nome di formula d’interpolazione di Lagrange.

171. — Il calcolo differenziale somministra dei procedimenti utili
per determinare i numeratori delle frazioni semplici, anche nel
caso delle radici multiple.

Conservando le notazioni precedenti, se si moltiplica per (z— 2)®
I'equazione

Fa) A A +".+Aa-1+G(:c)

f(x) . (.’L‘——{!-)a (‘,L._,a)a_l T—a @ (@)

ove f(@)=(x—a)" o (x), si avra:

(#—a)*F(x) F)
f@) e

see 5 1 . A e o G@
=A4+4,(@ a)—l—...—i—Aa_](a: a) D) @

Se in questa si fa z=ea il terzo membro si riduce ad 4, il secondo

F ] . ) ; : 0
ad :%)"’ ed il primo si presenta sotto la forma indeterminata 5 ma
se ne pud determinare il limite coi procedimenti noti. Se invece la

si deriva, poi si fa  =a, 'ultimo membro si riduce ad 4,, e si
hanno cosi due espressioni di 4,, e cosl di seguito.
Si pud pure osservare che l'ultima formula da lo sviluppo di

i) in un polinomio ordinato secondo le potenze discendenti di

P ()
x— a, completato col resto (m—a)“—q(%, ed esso si puo otte-

nere colla formula di Taylor, ovvero colla divisione algebrica.
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172. — Ottenuta la decomposizione in frazioni semplici di
?E:)) , si avra il suo integrale ricorrendo alle formule
; A
, A0 = ——3-C se a>1
v o (@—a)® (@a—1)(@—a)*!
e
(22 — Alog(@—a)+C=Alog(a—a)+ C

:% Alog (x—a)+C,

e se ne deduce che

Ogni funzione algebrica razionale ¢ inlegrabile con funzioni
algebriche razionali e logaritmi, supposte note tutle le radici del
denominatore.

Cio che precede sussiste sia che siano reali o immaginarii i coef-
ficienti di F ed /. Ma se i coeflicienti sono reali, ed & pure reale
a, se [(x) ha radici immaginarie, I'integrale risulta complicato di
immaginarii, ed ¢ conveniente il farli sparire. A questo scopo si
osservi che se ¢ € una radice complessa multipla o volte di /' (x)=0,
anche la sua coniugata, che diremo &, sara multipla lo stesso nu-
mero di volte: onde i termini

A B
@—apF © w—bp

sono coniugati, ed i loro integrali, per & > 1,

A . B
Th=Dh@—ap1 ¢ T =D @—tp

sono pure immaginarii coniugati, e la loro somma e reale.
Se l'esponente vale 1, la somma

A B
x—a x—b

Genoccr, Calcolo differenziale 17
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ha per integrale

A log (¢ —a)—+ Blog (x —b),
ossia, posto

a=p-+1g b=p—ig

A=h-+1ik, B=h—7ik,

I'integrale diventa
(h =+ 7k)log (x — p — iq) -+ (h — k) log (x — p + iq) .

ovvero per formule note

: e ) <l P e .5 Kl ol
(h+17k) [log V(& —p)* + ¢* — sarc tang —L r” ]

1 (h— k) Llog l/(m —- 7 arc tang .rip :‘ ;

e semplificando esso diventa

q
r=—p

klog [(x —p)* + q*| + 2k arc tang

e cosl scomparvero gli immaginarii.
Del resto questo integrale si puo ottenere senza passare per gli
immaginarii, perché, riducendo allo stesso denominatore si ha

A + B S h(z—p)—kq
z—a | z—=b " (c—pl+gq

ed il suo integrale vale la somma dei due integrali

2h (x> —p) dx d [(z —p)*+ ¢?] . _
il .____._-—__—} L N :} o S ‘-—.l- 3
g (m_p)s_{__ g! ‘ (x — p)ﬂ+ qi t 100 l(ﬂ; ?") —q I

-2k ——m—==2k] ————=—=2 S’ 4
ij(x_p),_!_q!_ 2k =—2k arc tang g
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ovvero anche

X 7
-+ 2k arc tang ot

1 —
perché —arctang 2 e - arctang — non differiscono fra loro che

per una costante.

173. — Esempi.
L ’ 1—2*"

Servendoci delle notazioni precedenti si ha

F({L‘):i, f(a’,‘):i_‘p’, a=1, b=—1;
F(a) 1 1 Fo 1
— 2 , A=m———— = — jr—
() @, 4 @ -T2 Be= =32

I 1
1—2" 2| 241 ao—1]|’

JrE =5 llog (@ 4 1) —log (s —1)] +-C= 5 log 2L 4 ¢

1—3’;"

& ,‘ e che si pl,l(') serivere r a da
J ar?4-2bx + ¢’ J (e + 1) + (ac—b3)

Se ac—b*>0, posto ax-+-b=)"ac—b*z, si ha

da 1 Y dz
- = - = arc t Z
.rax‘—|—2bx+c '/(w_b'.'.‘ L | ]/(!C—b“ Gy +C’
ed infine
& da 1 + b
= arc tang ——
.’ax’+2bx+c ]/(IC— }/a(._“bﬂ

Se invece ac—b*<<0, pongasi

ar +b=V"v*—acz,



si avra
a da 1 v dz 1 z—1
.jaa:‘+2bx+c"—ym_{ 71 2P —ac log 5 +C>

o 1 Ogam+b-—|/b’—ac
T 2yP—ac ax+b 4 Yb*— ac

o T pr+g
2 J ax?42hxr 4+ ¢ G

Esso si decompone nella somma dei due integrali

P 2ax + 2b

— 2
2a . msa_i_zbm_,_cda’—* i log (ax*+2bx +-¢)

e
=
”‘ 7 a __ag—bp da
J ar4-2bx 4 ¢ T a ‘ ar?+2bx + ¢

precedentemente ottenuto.

4° — Piu generalmente l'integrale

{‘Po"”“"l +pentt ...+ P
goa" + 2"+ ...+ gn

in cui il numeratore & di grado minore d'una unitd a quello del
denominatore si pud decomporre nella somma dei due integrali

Po [‘nqw“-%(ﬂ-—i)qix""’+---+9n—1 do —
ngo go@"+ "+ Fn

=;%";10g(qow"+mw""’+---+qn)

1 [‘[ﬂqum-—(n—i)qmoj iliain LTI
ngo goo"+ g™+ ...+ gn
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in cui il grado del numeratore ¢ minore di due unitd almeno a
quello del denominatore.

AC

' (m___ﬂ)n

50

ove f(x) € una funzione intera di grado minore di x.
Ricorrendo alla formula di Taylor si ha

r@)=r@+@—a) @+ 52 r@+...+ T ).

Di qui si ricava

@ __ @ (@ " (@) 4 I
(x=—a)* x—a)“+(x—a)“—1+2!(m—ﬂ)“—2+'" ' (n=1)! (z—0)
e quindi
f@ . [ r@
S —a)t == (n—1) (@ — a)n=1 T (n—2) (x — a2

. + f{ 1), log (x—a)—+C.

174. — La decomposizione d'una frazione in frazioni semplici si pud pure

ottenere col seguente

F (x)

T .— L Fione ——————,
EOREMA a frazione YOI

@(X)=ppXx2 4 p, x0-l4 ... + Pm
Y(x)=¢qox» + q X1 ... +qn
sono funzioni intere di gradi m ed n prime fra loro, ed

F(x) =agxm+n—l4 g xm+n—24 .. Am4n—1
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¢ una funzione di grado minore di quello del prodotto Q (@) y (x), si pud
decomporre nella somma di due frazioni

Fx _ P + _Q
oMy ox L wx'’

ove P e Q sono funszioni intere di grado minore di quelli dei denominator:

corrispondenti.
Invero, se fra le 4 n 41 equazioni

F () = aga™tn—1 4 q amtn-24 .. ... + Omdn—1
an=lg (@) = ppamtn—l4 p omin=ii.

o (x)= Po™+ . ... + Pm

......................................

si eliminano le m + n quantita

gmtn—=1,  gpmin—2_ g0

che vi compaiono linearmente, si ha

.
F@ a a....... m4-n—1
=l (®) Po Pr-c----- 0
[ oeenns. Sonsonn: § 5 5 AATET £ 5 § § B =0,
o@@ 0 0....... Pm
am=ly (@) Gy Gyo.eoeno 0
wy@ 0 O0....... In

e sviluppando questo determinante secondo la prima verticale, si ha
AF(#) 4 (A, + oo+ A)9 @) + (Anp1 214 oo + Ami) 9 (@) = 0.

Il coefficiente A, che ¢ il suddeterminante di F'(x) non é nullo, perche é il
risultante calcolato col metodo dialitico di Sylvester delle due funzioni @ ()
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e y(x) che sono prime fra loro; onde risolvendo I'ultima equazione rispetto
F(x) si ha
Faz)=Qop(x)+ Py (),

ove Q e P sono polinomii dei gradi »n —1 ed m—1 in #; e quindi

F (x) P Q
——— T —_— ] . d
P@y(z) @@ T v (2) .

F (x)

Applicando pit volte questo teorema si deduce che se in ) si pud decom-

porre il denominatore nel prodotto di pit funzioni intere prime fra loro

F@) =X Xe++Xn>»
sl avra
F@ P

1, Do P,
/() "xl+x1+"'+xn’

ove Py, P,,... P, sono polinomii interi di grado minore del grado del deno-

minatore corrispondente. Quindi si avra

(D to= (Rriot [t 4 [2do

Come caso particolare, se si conoscono le radici di f(xz) =0, ossia se:

f@)=(z—a)™ (@ —a)®... (& —apn™,

sl avra

' F(“f‘) & P, ' P,
de—=| —————dr4+ | — —dz+.....
. f'(a:) [ (¢ — f'i)al J (x "'“2)%

e gli integrali del membro di destra si sanno fare sotto forma finita (N. 173, 5°).

Se in _F@ il grado del numeratore ¢ minore di due unita del grado
o (@) y (@)

del denominatore (N. 173, 4°), e ¢ e y sono prime fra loro, posto

ltp (®) @(x)

H |,
Y (@) y(x)!



sara conveniente decomporre

F(x)=AH+ Qo (2)+ Py (2).,
onde

p Q

F(x) 492 @ _ v
— = A | + s
Y ()

e@y@ o (x))+'

P (@)
ove A é una costante, e P e Q sono polinomii interi il cui grado ¢ minore

anch’esso di due unita del grado del denominatore corrispondente. Quindi inte-
grando si ha

“ F(z) i tp(x)+1

@ (@) () () +’

(%)

P (@) y (w)

L) . P i A
Cosl ad esempio, per decomporre I'integrale ‘ de, ove

A=ay,2*+2a,2 + a,,
B=byx* 4 2b,x+ b,,
C=cya?*+2c,24c,,
posto
by + b, byx+by
Cr+c x40

H= =hy2*+2hyz + by,

si ricorrera all'identita, che si ottiene dalle equazioni precedenti eliminando
x%, o, 20:

J A ay a a
H hy hy hy
B b, b b,
| C ¢, ¢ ¢l

onde si ricava

A (hbc)— H(abc) + B (ahc)— C(ahb) =0

rappresentando coi simboli (Abc), (abc),...1 determinanti di terzo ordine com-
plementari di A, H,... Quindi si deduce

A, (abe) L) (aho) (“da
fﬁ‘cd“’—(—hbc)“ + (ito) J B mf c
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Se il lettore conosce la teoria delle formazioni invariantive, riconosce nella
formula (*) che godono appunto di proprietd invariantiva i tre integrali, e che
A, P, Q sono formazioni invariantive (invarianti e convarianti) di F, @ e y.

Come si disse, non si sa eseguire I'integrale f —f—(-ldx ove non si cono-

scano le radici del denomiratore. Pero, se f (:x:) ha radici multiple, si pud de-
comporre l'integrale nella parte algebrica, e in uno o piu integrali di funzioni
fratte, in cul il denominatore ha tutte le radici semplici. Invero I'algebra insegna
come, con successive divisioni, si possano ottenere i polinomi ¥, ... Xm tali che

r@y =% - %' -Xs*-- - X"n>

dove X Xg»--- Xm sono polinomii primi fra loro, ed ognuno ha sole radici
semplici; quindi si avra:

Fo P P P Py
f@ — x +xs*+x33+"'+xm'"'

e Iintegrale cercato sara ridotto alla somma di piu integrali della forma

‘J' %da;.

Sia x' la derivata di x: si determinino due polinomii U e V tali che
P=Ux+ VX,

il che & possibile in infiniti modi, ove non si faccia alcuna ipotesi sui gradi di
U e V. Invero essendo x ed x' primi fra loro, perché x ha sole radici semplici,
si potranno calcolare, in virti del teorema dimostrato, due polinomii M ed N
in modo che

1=Mx+ Ny';
moltiplicando quest’equazione per P:

P—=PMyx+ PNy,
ed aggiungendovi l'identita

0= Wx'x— Wxx
ove W ¢ un polinomio qualunque, si avra:

P=(PM+ WX)x + (PN— Wy’
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ossia

P= UX+ V'x'=

e, a causa dell'arbitrarieta di W, quest-;) si pud fare in infiniti modi.

Quindi si ha
P_uprv_U W
X" % - A
e
Y P = . l; . Vxl

Ma integrando per parti il secondo integrale, si deduce

- -fo - V 1 Y 'Vr
! X da == =1 T n- _‘_'?“ = dz
onde
ra oy
[ — da B __+”__i_

e cosi l'integrale proposto ¢ espresso mediante una funzione algebrica ed un
nuovo integrale, della stessa forma del dato, in cui l'esponente » ¢ diminuito
di un’ unita. Ripetendo la stessa operazione sul nuovo integrale, si avra infine

o

—P“— da — funzione razionale di x + . — de.

-~ x

>

Eseguendo la stessa operazione su tutti gli integrali in cui si é decomposto

F@) . .o
f(a:) sl avra:

"F@ 4 _ funsiono ras 0401 (O 4,

‘ @) da: — funzione razionale +J xj-dx+“ xgdx-}-...-{-.j ;‘dx

dove Q,, @y,... Q, sono polinomii interi.
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Integrazione di funzioni irrazionali.

175. — Se la funzione da integrarsi non contiene che irrazionali
monomii, cio¢ potenze fratte della variabile @, si potra rendere ra-
zionale il differenziale ponendo

x=2*, onde dzx=n1dz,

e scegliendo I'esponente » in modo da far sparire gli irrazionali;

e bastera a questo scopo prendere per » un multiplo comune dei

denominatori degli esponenti frazionarii. Cosi ad es., posto &= z¢,
Si avra

3_

‘j'i + V= ;

—_ . — 1_-:8 A

=7 4

e la funzione ad integrarsi ¢ razionale.
In modo analogo si rende razionale un differenziale non conte-
nente altra irrazionalitd che potenze fratte del binomio a4 bz, ov-

. b : :
vero della funzione %{5, ponendo rispettivamente

a + ba
=M, vvero — -
a-+bx ovve o da

T

—
a2

e scegliendo l'esponente » in modo da far sparire gli irrazionali.

176. — Un differenziale della forma

f(@, Va+bw 1+ ca®)d,

ove [ rappresenta una funzione razionale di due variabili, si puo
pure rendere razionale con acconcie trasformazioni.
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Pongasi

Va-+br+cwt=Va+xz. (1)
Elevando a quadrato, si ha
a+bx+cxt=a-+2Vaxz+ 23
sottraendo da ambo i membri @ e dividendo per x
b+cx=2Vaz+x3?,
ove 2 comparisce a primo grado: risolvendola rispetto si ha:

2vVaz—b
$:_Vi_.—

-2 2

C_-\)
onde

ey PRI
dmzz”fa(cjj;,w dz,

e sostituendo nella (1)

cVa—bs4Vazt
23 ;

C=—23

Va+bx+co*=
quindi l'integrale cercato

f{'(a:, va-+bx+ (;93") dow—

"2]/(?3—1)’ _f_}/c;——b::-{-]/;i::’ ) 2cl/é_—b;+|/i§._:,"dz

] f( C—z? c—3? (c — 3?2 d

diventa l'integrale d'una funzione razionale.

Se tutte le quantita che compaiono nel differenziale sono reali,
questa sostituzione introduce degli immaginarii se @ ¢ negativo. Con
una piccola modificazione ci possiamo liberare da questo inconve-

niente.
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Il trinomio @ <+ bax+ca® deve essere positivo per qualche valore
di o, se la sua radice quadrata e reale per alcuni valori di .
Sia adunque «, tale che

a-+bx,+cx,=0.

Si ha dalla formula di Taylor
a-+bx 4 cat=a-+bx,+cx, + (b +2cw,) (0 —x,)+ (X — o).

Facciasi la sostituzione

Va+bx+cx* =Va+bx,+cx+(x—x,)z 2)

* Elevando a quadrato e riducendo si ha

equazione di primo grado in &, onde si ricava & funzione razionale
di z; e — risulta pure funzione razionale di 3, e sostituendo nella

(2) anche il radicale diventa funzione razionale di =z, ed il diffe-
renziale dato diventa razionale.
Se si suppone @,=0 si ha la sostituzione precedente. Se x, e

tale che a-+bx,~+cxr,t=0, ossia, se, posto
a--bx+cx*=c(x—oa)(x—B),

si fa &,—a, si avra la sostituzione

Vatox+ext*=Vce(r—a)(z—B)=(x—a)z (3)
ossia, elevando a quadrato e riducendo
c(x—B)=(x—a)3*

equazione di primo grado in @.
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E a notarsi che se @ <0, e quindi non & applicabile la trasfor-
mazione (1), si puo applicare la (3), perché il trinomio a—-bx—+-ca?
che & negativo per £=0, ed & positivo per alcuni valori di @ si
deve annullare, ed avere radici reali.
Si puo pure fare

Va+bx+cx*=Vex—z (4)
onde si ricava

atbr=z'—2Vcxz

equazione di primo grado in z, da cul si ricava x, ——, ed il ra-

dicale funzioni razionali di z.

17%. — Esempi.

o J}/rf-{-a

Pongasi Vx* - a=z—a; siricava

onde
~2 ~2
__3—ua 2 L o+ 3
T=" Vo +a PR
24«
da — 5 az,

ed infine, sostituendo a z il suo valore

=log [z +Var+ al+C.

P
JYa

e R | Y N R gl i f A e A AT b il s it Ry % B ek R R N T S L e A bty R PR e b L
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Esso si puo rendere razionale coi procedimenti in-

20 j .
. ]/:l—x’

dicati; ma piu semplicemente, dalla formula

dax
darcsen — ——

yi—o?

si deduce

i ~-—arcsen -+ C
JVi—x‘— o

L’integrale piu generale

a
- ‘e —arc sen — +C
J }/a*—-x’ ‘/1 ( ) - a .

30

"‘ da
VA*+ 2Bo+ C
Esso si puo ridurre ai precedenti mediante la sostituzione

Ax + B=2z,
onde si ricava

Adx =dz, Ax*+2 )Bcc—|~C._I |2*4- AC— B?|

J da d'., -

J VAa'+ 2Bz + C ['/A @FAC=BY)

Quindi, se 4 e positivo, portando fuori dellintegrale V,—;_ si ha
per l'esempio 1:

. dx I
J YAz + 2Bz + ( ol |/A 108‘[3-1- y2* - AC — B*] + costante,

e sostituendo a z il suo valore

.J VAx';i-sz TC
4
v log [Ax + B4 YA (Ax* -2 Bo+ C)] - costante.
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Se invece 4 & negativo, in questa formula compaiono immagi-
narii. Ma possiamo ottenere lo stesso integrale portando fuori del

1
=1

e si avra:

segno integrale il fattore

s dz el 1 “ dz e
_j VA@+AC—B) y=—4 . VB—ACQ)—3t

-

—— arc sen ———— -} costante,
y—A VB*— AC T
ossia
da 1 A B
f = arc sen ———+~_ | costante,
VA224+2Bz+C y—A VBI—AC

e si deve osservare che B*— AC >0, poiché essendo A negativo,
ed il trinomio A42*--2Bx--C positivo per qualche valore di =,
le sue radici sono reali.

4° — L'integrale

/‘ dx
v (x—a) VAx*+2Bx+ C

si puo ridurre al precedente ponendo &—a :% ; ma si pud ri-
durre ai primi studiati mediante la sostituzione
_Aa:c+B(a+x)+C
T . i w=a .
da cui si ricava
az 4 (Ba+ C)
T z—(Aa+ B)
PR e .} L 2 A WO i .. 4
— :—(Aa+B)’ T [z—(Ae+BP
14 2B 24+ AC—B?
dobtony i SRR T DI )

[z—(Aa+ B)P ;

* dx dz
-[ (@ —a)YAz*+2Bx + s —‘()/(Aa’-I—ZBa-}- O)(24AC—B?)’

P
AR &
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¢ quindi, se Aa*-+2Ba-+C> 0, il secondo integrale vale

1
VAa*+2Ba+ C

log [2+ V2?4 AC— B*]| -+ costante,

ovvero sostituendo

J = o

J(@—a)YAa®+ 2B+ C
1 - Aaw+Bla+z)+C+YA*+2Ba+ C VA2 +2Bx+ C

VAac*+2Ba+ C z—a

Differenziali binomii.

178. — Un differenziale della forma
am™(a-+ba)p dao.

ove a e b sono costanti, e gli esponenti m, 7, e p sono numeri
commensurabili, dicesi differenziale binomio.

Conun cambiamento di variabili si puo trasformare il differenziale
dato in un altro della stessa forma in cui gli esponenti che tengono
le veci di m ed » siano interi. Invero, posto

c=z"
si ha
x™(a+bx"p dr = azma+0—1 (g +pzra) dz,
che ¢ ancora un differenziale binomio, e gli esponenti di z fuori e

dentro parentesi saranno interi se si sceglie @ in modo che siano
interi ma ed #o.

Genocenl, Caleolo differensiale. 18
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Inoltre l'identita
am™(a -+ by do = "t (ax— -+ b)rda

trasforma il differenziale proposto in un altro della stessa forma in
cui l'esponente in parentesi si cambia da » in —#, quindi in uno
dei due differenziali I'esponente della variabile in parentesi & posi-
tivo. Percio potremo supporre, senza ledere alla generalita, gli
esponenti 72 ed » interi, ed » positivo.

179. — Il differenziale proposto € integrabile quando p é un in-
tero, perche in tal caso ¢ funzione razionale di a.

Se si fa
a-+t+bxrr=y

si ricava

mtl_,
y—a) n
b

1
am(a—+bamy do = — y°| dy ,

¥ \
ossia il differenziale proposto si trasforma in un altro dello stesso
tipo; e questo, e quindi anche il dato sard integrabile, se I'espo-

7 1 . i
nente 3;-:;—1 ¢ intero, ossia se
m 41

i

= intero.

Ed applicando questo stesso criterio a
qpm—+np ((Z.’JU_“ _,l_ b)p dm ,

che & una trasformazione del dato, si ricava che esso si sapra pure
. m 4 n 1 ; ;
integrare quando —+f~i—— ¢ intero, ossia

m

T -+ p = intero.

n
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Si hanno cosi tre casi nei quali si sa eseguire l'integrale sotto forma
finita, e sono quelli in cui & intero uno dei tre numeri

m+1 m+1+p

2 n n

180. — Si possono stabilire delle formule che legano I'integrale
d'un differenziale binomio con altri dello stesso tipo, in cui perd
variano gli esponenti m e p.

Si integri per parti '

['w’"(a +ba)rda

prendendo per fattore da integrarsi @™ da, e per fattore da diffe-
renziarsi (o 4 bx")?. Posto, per semplicita di scrittura

a1 bxr=¥y,
si avra:
) am-+1lyp bunp °
m P — — = ggp—1
‘J Y0 m 41 w41 ‘ L Yy az , (i)

supposto perd 71 diverso da zero. Questa formula esprime 1'in-
tegrale cercato mediante un altro in cui invece di 7 e p leggesi
rispettivamente 7. -+n e p—1, e se questi numeri sono piu semplici
del precedenti, sara utile 1’applicazione della formula.

Se invece si integra per parti il differenziale dato, prendendo per

fattore da integrarsi y» "' d, il cui integrale & siavra:

(» +1) b’

. yrrigm—tl  m—n4d
‘m i (p+1)nb (P+1)nb.lm Y=, (2)
la quale formula riduce l'integrale proposto ad un altro in cui si
¢ diminuito I'esponente 7 di » unitd, e si & aumentato p di 1.

Si troverebbe questa stessa formula risolvendo la (1) rispetto al-
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I'integrale del membro di destra, e scambiando m+n ¢ p—1 in
m e p.

Le formule (1) e (2) esprimono l'integrale d'un differenziale bi-
nomio in funzione d'un altro dello stesso tipo, in cui si sono alterati
ambo gli esponenti 7z e p. Possiamo perd da queste dedurre altre
formule in cui si alteri un solo esponente.

Se nella (2) nel membro di destra, invece di y*+' si legge
y* (a + bx™), e quindi

_[‘x“—“ wHde =a J'm“—"y!’ dx b “xmy?’ dx ,

e si risolve I'equazione rispetto a jx"‘yP dax, che comparisce in

e

ambo i membri, si ha

ym—ntl yp+l _ a(m—mn-41)
bnp+m+D  blnp+m+1).

J.x""‘ yr doc = J‘mmin yr do. (3)

Se si risolve questa equazione rispetto all'integrale di destra, e
dovunque c’é 7 si legge m -+ n, si avra:

am Lyl bnp4m+n+1) o ol
a(m+1) g a(m—+1) _l bl Al 4)

fomurdo=

Paragonando fra loro le formule (1) e (4) si ha una relazione fra
gli integrali

‘f‘.cc”““‘y!’—‘da: e ‘Ja:""*"* yP da.

Se si risolve I'equazione rispetto al secondo integrale, e invece di
m si legge m —mn, si ha la formula

.,m — xm-!-lyp npe m -1
nypdm_na 14np m+1+npfx yraa. (5)
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Se infine si risolve quest’equazione rispetto al secondo integrale ,
e a p si sostituisce p -+ 1, si avra

amtl g+l +m—f—1 +np +n
n(p+1a np+ia .

j xm yp A — — [‘wm yp+1 da. (6)

Le formule (3) e (4) permettono di aumentare o diminuire 1'espo-
nente 72 di » unitd; e quindi, applicate piu volte, trasformano l'in-
tegrale dato in un altro in cui invece di 7 si trova m +kn, k
essendo un intero qualunque. Le formule (5) e (6) permettono di
aumentare o diminuire I’esponente p di# unita alla volta, e quindi,
piu volte applicate riducono l'integrale dato ad un altro in cui in-
vece di p leggesi p + %/, k' essendo un intero qualunque.

Le formule (1)...(6) diventano illusorie quando il rispettivo de-
nominatore € nullo; il che avviene quando

m—+1=0, ovvero p-4-1=0, ovvero m-4+1-+np=0;

ma allora si ha rispettivamente

2tlo0, p=—1, "tlip—o,

n n

e quindi siamo nei casi d’integrabilita gia riconosciuti.

181. — Esempi. Abbiasi I’ f y,'fm e -. In questo caso particolare
. _—
la formula (3) diventa
j" omde | o™l }/i—x’ m=—1 rgn—2da
= e T ) ==

Se quindi 72 & intero e positivo, togliendovi due unita alla volta,

c¢i ridurremo infine, se 7 ¢ impari all f , cui applicando la

]/1--x!
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stessa formula di riduzione, si ha

— ]/1—-— 5{?!- ’

v pdx
V==

e l'integrale nel membro di destra sparisce. Se 72 € pari, saremo

infine ridotti a | = arc sen .
v/ }/‘l —x?
Abbiasi
f A
J (a4 bx“)%

Applicando la formula (4), ovvero la (6) si ha immediatamente :

dx @
[ =t .
@+ bx’)§ el }/ﬂ + ba?
Un differenziale della forma
xt(axr+bxfy do
si puo ridurre al tipo dei differenziali binomii trattati scrivendolo cosi

a1+ (@ —+ bas—T)r da.

Integrali di funzioni trascendenti.

182.— Alcune funzioni trascendenti si integrano immediatamente
ricorrendo alle formule (N. 40 e 42):

L] ax il
l azdasz@, ’cos.ccd.x:sena:, fsena:dae:—cosw,

"4 tang @ c
’ ofts - PIg &, b
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Altri differenziali trascendenti si riducono a differenziali razionali
con acconci cambiamenti di variabili. Cosl, se I'integrale dato si puo
mettere sotto la forma

“f(u) u' da,

ove [ ¢ una funzione razionale, # una funzione trascendente, %' la
sua derivata, esso si ridurra, prendendo per variabile u, a

1),

che e lintegrale d'una funzione razionale.

183. — L’integrale

( ‘f (e*)dx

ove la funzione f & razionale, si puo trasformare nell’integrale d'una
funzione razionale ponendo
=g,

da cui

1 dz
J;:—log::, dﬂ;‘:-—"ﬂ-,
a ag

-

[remaa= (1@ -

as

Sia p. e I’ r%; posto e* = z, esso diventa
[‘ dz — loo z loe (1 e
X m—' Oo"’_oc( +"~’)9

ossia
—x —log (1 + €%).

184. — L’integrale

j‘ [(sen &, cos x)dw ,



s DR e
ove f & funzione razionale, si puo ridurre al caso precedente, ricor-
rendo alle espressioni di senz e cosx mediante esponenziali im-
maginarii; ed il differenziale dato diventa funzione razionale di e*.

Ma esso si pud pure rendere razionale, senza ricorrere ad imma-

ginarii, ponendo
tangs r =12,

da cui si ricava

' 2 tan 2z
sen z = 2sen} x cos}w=2tang } v cos’}wr= g _ ’
1+ tang?$e 1432
2 3 { =22
cos 4 =C0s* § & — sen’ } & =y,
‘ 2dz
W=
onde

- e ([ 25 1= 2dr
] (sen &, cos &) —~] / \T¥a 1+31} iFa

ed il differenziale del membro di destra & razionale.
In casi speciali si pud ricorrere a trasformazioni pi semplicl.
Se l'integrale dato si pud mettere sotto la forma

( 7(tang z) dar

basta porre tang@ =2z, onde z=arclangz, d¥=-_—3, €

ff(tang x) da =[1_f% dz.

Questo avverra sempre quando nel differenziale compaiono sole po-
tenze pari di sen@ e cosa, perche

tang?ax 1
ans e costx=

i EL
son w”i-}—tang‘w’ 1 + tang®x
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Se l'integrale dato si puo mettere sotto ta forma

]‘ f(sen &, cos® ) cos 2 da

f essendo funzione razionale, bastera porre sen z — z, e l'integrale
diventa

[‘f(z, 1—2%dz,
se si pud mettere sotto la forma
ff (sen*x, cos ) sen x d.r
posto cosx =2z, esso diventa

— [‘f(i — 22 2) ds.

185. — Abbiasi

, sen™ & cos” dux.

Se m ed 7 sono interi, il differenziale ¢ funzione razionale del seno
e del coseno, e quindi si sa calcolare sotto forma finita coi metodi
del numero precedente. Se si pone senx =2z, si ha
n—1
f‘senmxcos"a;da;z j‘z:m(i — 2% * s,
e nel membro di destra si ha un differenziale binomio, che si potra
integrare se uno dei numeri

n—1 m 41 m+n
~ 2 = 2

& intero, il che avviene certamente quando 7 ed # sono interi.
Pero, in tutti i casi & utile 1'abbassare il valore assoluto degli

esponenti 7 ed n, il che si ottiene mediante formule di riduzione.
Decompongasi il differenziale a integrarsi in

sen™ x cos & dx X cos™! a,



— 982 —
e si integri per parti prendendo il primo fattore come fattore a
integrarsi. Si avra:

(1) ‘sen“‘.rcos“xdx s P groee T iy 8
- m 41 " m + 1.

f sen™t?cos" o dx.

Oppure, integrando per parti, dopo aver decomposto il differenziale
nel prodotto

sen™! o Y cos" & sen x dw,
si ha

senm—l gz cosnHla | m—1

(2)fsen"‘as cos*xdx —=— a1 +n—+_1.

f sen™*x cos" Pt da.

Se nella formula (1) si tien conto dell'identita

f sen™ @ cos"? w dw = [ sen™ (1 — cos*x) cos"* w dx

. .

= ‘senmxcos“*’xdm— f sen™ a cos* x dx ,
e si risolve I'equazione rispetto all'integrale proposto che compa-
risce in ambo i membri, si ha:

* sen™+! & cost—la
sen™ 2 cos" & dx = , n" o cos 2w dx,
(3) [ e cos"x dx e +m+1" sen™ & Cos

ed in modo analogo dalla formula (2) si ricava

§ senm—lz cosntla | m=1
(4) J sen™ & cos" &L dx =— ——————— '—f—-}enm"’ acos™P x du.
. m + i m 4 n

Se si risolve l'equazione (3) rispetto allintegrale di destra, e si
aumenta »n di due unitd si ha:

sen“‘-H 2 cosntl @ | m +n42

) fsen’“mcos"xdm: — -+

m +2
n—}-i - ﬂ_{_1‘fsen rcos™ o da,
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ed in modo.analogo, dalla (4) si ricava

sen™tHlgcosttlae | m4n 42

m 41 m 4+ 1

(6) (sen"‘ & cos" X dx = (sen™2 g cosn a0 dze .

Le formule precedenti si potrebbero pure ricavare in varii altri

& o i ™ B .
modi. P. e. scambiando « in 5 — s scambiano fra loro le for-

mule (1) e (2), (3) e (4), (5) e (6). Le ultime quattro permettono di
aumentare, o diminuire uno dei due esponenti 7 ed » di due unit,
senza alterare I'altro. Le formule (3) e (4) sono illusorie quando
m—+n=0; in questo caso si applicheranno le (1) e (2); e cosi ridu-
cendo di due unita alla volta gli esponenti 7 ed #, essi finiranno
se sono interi, per assumere i valori 1, 0 0, 0 — 1; e saremo cosi
ridotti ai seguenti nove integrali, che calcoleremo direttamente :

[dm._—..m,
Cos & dx = sen @,
sen x dax = —cos &,

J
J
| sen cos @ dw=
S
J¥

1 senr
2 H
*cos @ da
= log sen &,
sen &
sen @ da:
—— = — log cos &,
(,0‘3.‘13
da

2 la 2 cos? & * dtang @
[———=t | =% = (2282 _ og tang =,

senx cosx ) tanga tang x )

1

Y dao dx dsa 1
[ —— ; =\ ——5—=logtang 5w,

sena ‘)sen—xcosgx ) seng weos ;@ =
‘ da T x

gam—— Ty s = «—-100' tan '__;—_-) .

cos @ f g L 4 2

sen

3+
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186.— Alcuni altri differenziali, che si possono rendere razionali

colle sostituzioni del N. 184, si possono pure integrare direttamente
con opportuni artifizii.

1° — Abbiasi

" dax
Jacosa 4 bsena’

Determinate due quantita » e a tali che

a=7rcosa, b=7rsena

si avra
@ cos & -+ b sen & =7 (COS & COS a + sen & sen a) = 7 ¢os (2 — a),

e quindi

[‘ do o J d@=a) _ 1.0 tang (%_}____:v—a) +cC.

acosxz + bsenz  rJcos(@—a) 7 2

2° — Abbiasi

s
J acos?a + bsenizy

Dividendo numeratore e denominatore per cos*x, esso diventa

dr
cos’ 2 __ (7 dtang
. a-{-btang’x_" a + btang?z’

e quest'ultimo differenziale & razionale se si prende tang« per va-
riabile indipendente.

3° — Si consideri

PRt
Ja+beosz’
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osservando che
o 2 1 a1 o I al .
COS& =cos* ;& —sen*zx, e 1=cos’5 x| sen*zw,

si ha

dz
, o —
fa (cos‘—; x4+ sen*% x2)+b (cos*i a:—sen’g ) —

1
dix

— ) -
J(a-{-b)cos’%x—}-(a—b)sena%w ¥

e siamo cosi ridotti all'integrale precedente.

4° — Sia

it

a+becosx+ csenx

Posto ancora & =7cosa, c=rsena, l'integrale proposto diventa

" dax _'j d(x—a)

a4rcos(@—a) J a+rcos@—a)’

e quindi ¢ ridotto all’integrale che precede.

187. — L’integrale

fe“a:"dw

si pud semplificare mediante l'integrazione per parti. Prendendo
per fattore ad integrarsi e* dz si deduce

a.xr

- e n ~
jewxndx: xn_z [ea:rxn—i d-’p,

e lintegrale proposto risulta ridotto ad un altro in cui l'esponente
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2 o diminuito di 1. Se » & intero e positivo, applicando piu volte .
questo procedimento, ci ridurremo infine a

J‘e“dw:%”—}rc,

e cosi risulta determinato l'integrale proposto.
Fatto, per semplicita, a—=—1, si trova

. ) x‘x 5‘.’73 .'L'“ ==
!e_ja?"da’:ﬂ.’er[i—:“x+-§—'—|—§'1——|—...+:1—r' .
Se invece 7 & negativo, si potra risolvere la formula di riduzione

rispetto all'integrale di destra; ovvero, integrando per parti, e de-
componendo il differenziale dato nel prodotto

e, xrdx,
si ha
[ amdw= o 2 (ecaridr (nZ—1),
i n =+ 1 1+ ; 8

e quindi si potranno aggiungere tante unith quante si vogliano ad
2. Se m o intero e negativo, aggiungendovi pil unitd, si ridurra a
valere — 1; e siamo ridotti allintegrale

* Teos
l ([LJ L]
N £

cui non é pit applicabile la formula precedente. Questo integrale
non si sa esprimere sotto forma finita.

188. — Se in ]"e‘”‘ ot da si fa
dz
ee=3z, x=1log 3, dr=—

si ottiene

[ e ae das_-—_-“‘z."“l (log 2" dz,
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e questo secondo integrale si sapra calcolare quando si sappia cal-
colare il primo, ossia quando 7 ¢ intero e positivo.

T etz

La funzione j dz, ponendo ax — z si trasforma in

&x

> dz
] log =’

ed a questa funzione si da il nome di logaritmo integrale, od iper-
logaritmo. Essa si puo scrivere

Yds (™ ds
| 7== |z

Jz JJSfds

Se nello stesso integrale si suppone @ complesso =g + /i, sara
e — 9 (cos ha -+isenhr), e

( e ot A — ‘ e pncos ha da -+ i e xrsen ha da ;

quindi se » & intero & positivo, si saprd calcolare il membro di
sinistra, e si avranno calcolati i due integrali

| e=ancoshade, e |erxsenhxdw.

vy

o
“

Come caso particolare, fatlo n»=—1, si avra

fax

Al
e doe ——
2]

-

e posto a =g -+ih,

"e-“‘ cos ha da —+ 7 {‘eg" sen ux dw =

9% (cos ha 4 i sen kx)
g+ il

e9% [ g cos ha + h sen ha + i (g sen hw—h cos hax)]

7777 a k)

. g*+




onde
few cos kxdx:ﬁ?(g cos ha -+ h sen ha)
fe?’ sen hex dax = ﬁ? (g sen hic — h cos hx),

cui basta aggiungere le costanti arbitrarie per avere gli’ integrali

generali.
Del resto questi integrali si possono ottenere direttamente me-

diante l'integrazione per parti. Invero, messi i differenziali sotto le

forme
e dx .cosha e e dax .sen ha,

si ha

- 1 d Y
{e?ﬂ' cos i doe = i e cos ha + {-;’- | e sen ha de

- 1 -
J e%* sen ha de = ? e9%* sen ha — —E J %% cos hx da

e si hanno due equazioni lineari fra gli integrali cercati."";-«w“ oo
Altro caso particolare degli integrali precedenti sono

‘ xrecosxdx, € ‘w“senwdm,

che si ottengono facendo g =0, ~=1. Le formule di riduzione
si possono perod ottenere direttamente mediante l'integrazione per

parti. Si ha invero
f x"cosa;dw_—-—i—x“senw—n_j x*! sen & da
. -

(m"senwdm:—a:"cosw—i—n fzv"-’coswda;,

e cosi la coppia di integrali proposti si riduce ad un’altra dello
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stesso tipo, in cui invece di % si legge % — 1. Quindi, se % & intero
e positivo, applicando piu volte lo stesso procedimento, si arrivera
agli integrali noti

f‘cosxdx, fsena‘;dx.
Se si fa sen@w =2z, si ha

fm“cosmdxzj (arc sen 2)* dz ,
e se si fa cose=2z, si ha

fa:"senxdx = f(arc cos 2" dz,

e quindi anche questi integrali si sapranno eseguire se z & intero
e positivo.

189. — Si possono calcolare gli integrali della forma
(1@, e e, omyaa,

essendo f una funzione intera. Invero, la funzione f si decompone
nella somma di piti termini, ciascheduno dei quali & il prodotto d’una
costante numerica per una potenza di @, e per alcune potenze di
ew, etz .. .; raggruppando insieme gli esponenziali, saremo ridotti ad
eseguire alcuni integrali del tipo

f x™er: doo
ove m & intero e positivo, e questi integrali si sanno fare (N. 187).

L’integrazione d'una funzione intera di @, di esponenziali e, ¢b=,...
e di seni e coseni di funzioni lineari di # si pud ridurre al caso
precedente, sostituendo ai seni e coseni le loro espressioni mediante
esponenziali.

Gexocemn, Calcolo differensiale. 19



L’integrale

[ r@)ewax,

ove f(a) & funzione razionale di z, decomponendo f(x) in un po-
linomio intero e nelle sue frazioni semplici, si esprime mediante
alcuni integrali della forma

£9%

’ ‘jm"'eazdm, e ‘j—-—-—(x_a)“

ove m ed n sono interi e positivi. In virt delle formule del N. 187
il primo si pud calcolare; il secondo, posto @ —a =2z, diventa

eno fz-" eaz 4z, che si pud esprimere mediante funzioni note, e il

logaritmo integrale.
Gli integrali

ff(ac) sen ax Az , J'f(fﬁ) cos ax dx

si possono ridurre al precedente esprimendo le funzioni trigonome-
triche mediante esponenziali.




