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PREFAZIONE

Net volumi XVIII, XIX e XX delia Prima-Serie del Nuovo
Cimento :'%mhhiicai* col titolo: La Teorica delle Forze che agi-
seono seemdo la legge di Newton e sua applicazione alla Eleitri-
ritd statica, una parte delle mie lezioni di Fisica Matematica
date nella R. Universith di Pisa nell’anno scolastico 1863-64.
In sepuito’ fureno pubblicate sopra la stessa teorica le Opere
postume: Riemann; Schwere, Elekfvicitdt wund Magnetismus;
Lejeune Divichivt; Vorlesungen ither die in umgekehrien Verhil-
tnis des Quiadrals der Entfernung wirkenden Krifte, ¢ molti
lavori di valentl matematici, ed io nella esposizione che ebbi
oecasione di farne altre volte nelle mie lezioni, approfittando di
questi lavori ¢ delle mie ricerche, potei mighiorare le dimostrazioni
ed estendere il campo delle applicazioni in modo da trovarmi in
pronto la materis per un libre nuove, che mi sono decise a
pubblicare, ritenendo che possa riuscire di qualehe vantaggio o
coloro che vogliono coltivare la Fisica Matemalica.

Nella teorica pubblicata nel Nuovp Ciumento aveva fondato
i metodi della Klettrostatica sopes il teorema Dirichlet-Riemann
cirea alla esistenza 4i una funzione finiba ¢ continua insieme colle
sue derivate prime, che in uno spazio di forma gualungue sodisfa
alla equazione di Laplace, ¢ prende valort dati comungue aul eon-
torno. Dopo le osservazioni critiche fatte sopra le dimostrazioni
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di guel teorema in tutta la sua generaliti, io ho credufo conve-
niente di abbandonare quel wietodi, Ci pobremo fondare nuova-
mente aopra quel teorema quando saranno rigorosamente deter-
minati i limiti tra 1 gaali sussiste.

Ho trattato piit ampiamente la formuala di Green che ha
tants importangs in questa teoria, ed ho determinato s modi-
ficazione che & necessaria affinch® possa dare i valori sopra il
contorno. .

Alle caratteristiche delle fanzioni potenziali di masse a tre,
4 due e a una dimensione ho aggiunto quelle delle funziond
potenziali dei doppi strati tanto omogenei quanto eterogenel,
per la importanza che questi hanno nelle teoriche del magnetiamo
e della elettrodinamica,

Ho determinato la funzione potenziale di una massa com-
presa tra due ellissoidi omotetiche quando la densita & costante
in ogni strato. compreso tra due ellissoidi omotetiche” infinita~
mente vieine, col metodo della decomposizione in strati di livello
che aveva dato nel Nuove Cimento, e che aveva soltanto ap-
plicato alle masse omogenee. {eneralizzando un teorema che
coniynicst aﬁ‘Aﬂﬂa{iﬂmin dei Lincel nel 1875, ne ho dedotis la
funzione polenziale non solo di un'ellisse omogenex, ma anche
quelia, data dal Professore Dsni, di un'ellisse eterogenea neila
gnale la demsiti & costante in ogni striscia compresa tra due el-
lissi omotetiche infigitamente vicine. |

Ho costruito la fanzione potenziale di nn'srea plana omo-
genea valendomi delle sue caratteristiche e ne ho dedotio gnelle
dei poligoni, dei poliedri e dei cilindr rettt omogene:,

Nel paragrafo che tratba dei Potenziali ho toceato anche
della stabilith dei movimenti dei sistemi detti conservabivi da
Phomaon e Tait, ed ho dimostrato che per Ia stabilibh & neces-
sario che la forza viva relativa media sia ugnale alla mets del
potenzisie medio, "

fHio dato le condizioni alle quali deve sodisfare una fun-
zione potenziale affinche il polenziale abbia un valore finifo e
valendoni del lavoro del Sig. Christoffel: Zur Theorie der ein-
werthigen Potentiale ho dimostrato che gquande st verificano gueste
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condizioni le. masse alle quali spparéiene la funzione potenziale
non possono essere. che a tre e a due dimension.

Per la importanza della considerazione delle linee di forza
nello svolgimento dei eoncetti di Faraday e Marwell ho aggiunte
la teories di gueste linee, e con un processo analitico dato dal
Beltrami per la determinazione delle linee & forza di un disco
conduttorn elettrizzato, bo determinato le linee di forza di un’el-
lissoide. di. rivoluzione.

sebelln Klettrostatica alla materia trattata nelia Teorica pub~
bhaata nel Nuore Cimento ho ngg:untn la determinazione deila
digtribuzione della elotiricita in equibibrio sopra una caliotts
sferica. Mi son valso delle ricerche di Lipschits esposte pella sua
Memoria: Untersuchungen iiber die Anwenduny eines Abbildungs
princips auf die Theorie der Vertheilung der Electrigitil ed ho
dimostrato Enbtl i risultatl trovati da Thomson, Ne ho dedotio
ula espressione molto semplice della capacith eletbrica di una
callotta sferica, ciod che & ugnale sl rapporie a = della soama
del raggio delln base e dell'areo ¢he la genera. Ne ho dedotbo
anche la funzione della elettricith indobla in na disco cireolare
in comunicazione ebila Terra da un punto in cm & concentrata
nna massa i eletéricith ugoale ad ano, sotto la forma che Bel-
trami aveva trovata con altro metodo nel caso particolare che
il punto inducente fosse suli'asse,

Marwsdl nella sna opera Electricity and Magnetism ha appli-
eato nella beorica dei condensatori una delle soluzioni dell’equaziom
del moto permamente dei flaidi, corrspondenty a mott diseontinai,
trovate dasHelinholtz ¢ Kirchoff. Prendendéiiuna soluzione pill
generale ho potuto determinare anche la influenza che nel fe-
nomeno esercita la formn der bordi.

Ho esposte anche la teorica che Gireen ha date dei conden-
satori, ma dimostrande dentro quali himiti di apprﬂﬂaimaziﬂne
si pud non temer conto, come fa Green, della eletiricita che si
trova sulle facee dei dne strati conduttort ¢he non sono in con-
tatto col eorpe coibente mterposto.

Ho agginnto poi la teorica del Magnetismo fondata sopra la
ipotesi di Poisson e (fuuss, ciod considerandolio eome un caso
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& forze wewtoniane, Gauss ha dimostrato come da guesta ipo-
tesi ne segne che se sopra la superficie di un corpo magnetico
vi sono due poli dello stesso nome, vi dev’anch’essere un polo
neutro. Io ho dimostrato che se la superficie & semplicemente
connessa il numero dei poli & sempre pari

Valendomi di un teorema & Iacobi ho determinato 1 eriteri
ciren alle distribuzioni solenoidale e lamellare degl assi e dei
momenti magnetici considerate da, Thomson, e ho dato due teo-
remi nuovi rispetto alla decomposizione di una distribuzione
gualungne. “'

Secondo questn teoria le componenti della forzn magnetica
i un punto di un corpo magnetico presentano una indetermina-
tezza. Separando dal eorpo magnetico nno spazio che contenga
il punto nel suo interno e passardo al limite col diminuire in-
definitamente questo spazio, st hanno valori differenti -secondo
la forma del contorno e la diresione dellasse. Ho determinato
questl valor in generale e il potenziale che ne risuita. Nel caso
della distribuzione lamellare conviene prendere per contorno di
gquesto spazio un cilindro che abbia P'asse nella direzione dej-
I'asse magnetico e le dimensioni delle basi“infinitamente grandi
rispetto all’altezza, Cost la testica dellinduzione non da luego
alla difficolts notats da Marwell nella teorica di Poisson che
prendeva quel contorno di forma sferioa, o

Finalmente ho gpplicato il metodo esposto per il Magne-
tismo alla teorien dei dielettrici e ne ho futto col Clausiys V'ap-
plicazione ai condensatori.

L’ AvroRe,
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CAPITOLO PRIMO

FUNZIONT POTENZIALL E POTENZIALL

" w0 .

8 1

" Funzione potenziale
di un sistema gqhalungue di elementi materiali.

Le forze rhe ﬂ@ﬂﬂﬂnﬂ secondo la legge di Newton sono
queilﬁ che:emanano da ciascuno degli elementi infinitesimi di

:;;:;;_j-:g:;g:;; ‘una date matenia, e che tendono ad avvicingre oppure ad allon-
' "fanare tﬁg_lﬂtﬂ questi elementi, in ragione diretta delle loro

‘fhasde & 0 ragione inversa dei quadrati delle loro distanze. Le
prime mnﬂ ?i&rze attrattive, le seconde npu;fj___.j__:_'f: Una delle forze
attrattive 8-1a gravitazione universale, e una delle ripulsive &
guella che si suppone fra le elettricith dello stesso nome.

Cominciamo dal determinare I’ altrazione o la ripulsione
che un aggregato di punti mateniali esercita sopra un altro punto
materiale gualunque.

Siano M,, M;, M,... pii“f' punti materiﬁli; By gyt oo
le loro masse rispettive, ed (2, »y 2,), (% 9 %)... le loro
respettive ecoordinate ortogonali. Sia O un punto materiale,
di massa uguale alla units. Siano {a, b, ¢} le coordinate del
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punto O ed iy ry, ry. .. re.. le distanze rispettive dei punts
M,, M,, M;... M, ... dal punto O. Avremo:

ra? = (i —— xs)* 4 (b '““‘“"ﬂs)% -4 {& — -‘?:)E1
e attrazione o ripulsione esercitata da M, zopra O sard nella
&tmﬁm ry ed eguale a £ f ;Li ) denotando con f 1a forzs at- v

traﬁ;ti?a. o ripulsiva dell’ umtﬂ. ﬂl masga alla distanza 1; e do-
vremo prendere il segno — qaando la forua & attratiiva o tende
a diminaire + e il segno + quando & ripulsiva. Per semplicita
prenderemo f per unith di forza; quindi 'azione attrattiva F.,
esercitata dal punte M, sopra l'anita di massa in 0, sarh ‘data
dalia espressione :

Denotando con *Iu, {3;, "i} gh augnil di ry con i tre assi,
e :
avremo: St 5

Wy T ,
cﬂsm,mm, wgﬁ,m “fw,ﬁm.w_

Pertanto se indichiamo con X, Y, Z 3 componenti della
forza F esercitata {iall*aggregatﬂ di tuttl i punti M, sopra Q
punto O, secondo 1 tre assi sarb: B

- e s
X o= = rﬂg 3b ’ S
oppure:
3 p‘a . a
e ponendo: |
V=r b

. r# ,

AVIeINo
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La funzione V delle coordinate del punto attratto (g, b, ©)
dipende dalla posizione e dalla massa del punti May.e per mezzo
di lei sola si pud determinare I szione del sistema. Ad essa &
stato da Gauss dai;u il nome di pofenziale ¢ da (freen quello
di funzione ale,” Noi adotteremo la denominazione di
. Green. Se i punh M; riempiono uno spazio continuo il ségiit
- sommatorio diventa un integralg semplice, doppio o trlpl@* a&
¢onde che 1o spezio & ad una, due o tre dimensioni; e se ¢on
dz, da, d8 denotiame rispettivamente gl elementi dello spazio a
una, dee, ¢ tre dimensioni, e con g la densita, le masse ps diven~

gonos pds, pds, pdS. Avremo dunque per la fanzione potenziale
di @n corpo:

per guella di una auparﬁm& | e

L ﬁ - N
e - i

v fpds
= f==

P g ()bt (y—8) A+ (2—0),

e per quelia di una Hnes:

Gunauimamn prima le proprieta della funzione potenziale
o 111 tutto:-:.;ﬁ spazio che non contiene massa altraente.

_' wale denotiamo con de e
occupato dalla massa attraente, avremo:

emento dello spazio

(2) Vo ;1" 4‘“ '

1a funzione V sard finita e continua in tutto lo spazno
esterno & quello a cul si estende I integrale, perchd ivi » non
diviene mai ugnale a zevo. Ser, b il massimo ed », & il minimo
valore che prende » durante la mdegrazione, ¢ se poniamo

Mﬂfp{ﬁm \

i
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ciod se denofinmo con M la massa attraente totale, sara:

MeveM

| M
Qﬂﬂnﬁﬁ 0 si allontana indefinitamente = ed ;_H convergono a
$ 2

......

S'e I &1l raggio vettore tie! punie {}, AVIeInO:
I_i_i“.!{ Vi -:(@ .
¥y &

Ma:
!
him - tim - ==1,
Lm{ﬂ .r‘! gm o T"-g 3
onde
im Vi=M
E:-:{E _
ciod il limite & VI, per Imm, & egmaleialls massa del corpo
attraente; ¢ inoltré al medesimo limite, ciod per [=—w si ha:

VicosA == Va = McosA , Visen Acos BomVh == M sen A cos B,

Visen A sen B == Ve==Msen Acos B,

dove A e B denotano Ia ﬂ{}iatltudnw e Ia-. It}ngltudme deri rﬁgglﬂr
Dunquﬂ 1 prodotti deila funzione potenziale per ﬂiﬂﬁmiﬂ&-:'ft
delle coordinate del punto aiiraito st maniengons iin |

uiti, anche
gnando gueste divengono infinite, e la quantita. yeiso oui con-
verge il prodotto della fanzione potenziale per il vagirio vettore,
guando guesto cresce infinifamente, & la massa del corpo atb-

traente. a
Derivando 1a (2) rapporto alle coordinate g, b, ¢, avremo:

W fo(r—a)

h1y) o g=3 dm ¥ o
V oy —b)

ﬁb —— ; 3 e '

H_V N (2 T{} i DY

hs
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Ouindi le derivate prime di V si mantengono fimte ¢ con-
tinue in tutto lo spazie esterno alla masea attraente, pexche r
non si annulla mai in tutbo i corso della integrazione.

Osserviamo ora che st ba:

"V 2
mmg f cos % < 5 < mﬂnm p— Adm

ﬂEEEHdﬂ 2 1“--&1_13010 che » fa ;;b_i_:__]{_,-*.:ﬁsae delle @.
Ma

2 i CO8x
- Hm —y =  Hm -y ==1, lim

I"""""L'.I:!- 1‘1 Emm ‘rg L____‘_m EQEA

Bunque, per == :13,“2 CONVErge Vverso la quantita finita
Ta
Mmsﬁi M:}iti;ﬂicm}&n per i coseni tiegh angolt ¢he I fa cogh

WV
assl, se ne dﬂ{hme che — ﬂ“ — bﬂ o c“ cmsc&ndﬂ a, b, ¢ infi-

da T b

_ mitamente, convergono rispﬂttiﬁlmﬁﬂte verso le quantith fimie
Mecos?A Msen®Acos® B, Msen® Asenl. '
Derivandeo nuavamente, st obttlene:

zz )

o gommando: _
WY eV 282V
i - af#ﬂ”ﬁ{} ;
Y@ TipT A

denotando per: brevita con A? tale np&raziunef pssia ponendo:

2

A = +1’Bﬂ+\cﬂ

avremo il seguente teorem
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La fanzione potenziale, e le sue derivate prime sono fun-
zioni delle coordinate del punto atbratto, finite e continue in

tutto lo spazio esterno alla massa atiraente; 1 questo Spazio
le derivate seconde sodisfano alla equazione:

8 | A2V = 0,

e quando il punto attratto va' ail'infinito la funzione V si an-
nulla, il prodotto di essa per una coordinata qualunque del
punto attratto converge verso una guantita finita, e i prodott
delle sue derivate prime rapporto alle coordinate del punto
attratto moltiplicate per i quadrati di quelle medesime coox-
dinate, convergono verso quantiti finite.

8. IL

Trasformazione dell’ espressione A2,

Quando per determinare la posizione di un puato nello
spazio, invece delle coordinate cartesiane, si prendono i para-
metri di tre sistemi di superficie orbogonali, la trasformazione
di A?V si deduce immediatamente dalla forma che prende ele-
mento lineare espresso per le nuove cocrdinate, per mezzo di
una formula dovuta a Lamé e dimostrata in modo molto semplice
da lacobi,

Siano: o, , ¥y , &3 le coordinate carbesiane: py . fa s I'g lo
nuove coordinate.

Avremo:

........... "

. &
{1} dr, == B, —dp,
a’{i“

Se:
: L P M
(2) N e,



2 pontamo!
' - Ars LR 1
3 L,(F) =g

AVISTHO

At X, dn,® == Z, if"; .
o

Iﬁﬂlt;plmamlﬁ l*equa?mm (1} Hispettivamente per '1 som-
mando ed osservando le (2) e le (3), abbiamo:
dP"‘r ) Eﬁ .
E& W i apﬁ {h‘# ¥
ma

onde:

¢ quindi, osservando le equazioni (2} e (3}

-y apm BPH .
{4) X e

2
(5) > a._E,,W o o, B

La equazione (4) esprime 1ortogonalith delle tre superficie.
- Prondiamo ora a considerare I'integrale:

WA
LY
ﬁﬂfds n&'amsi T

dove V & una fungione finita e continna insieme colle sue de-

* rivate prime in tulto lo apazm S & cui si estende la mtegmmne.

A cagmne dell’ equnzmm (4) e (5), &bhlﬁl]lﬂ
(6} L g == E,.huﬂ

T

......
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Y |

atde:

., Lvi }1‘} d.;.;; F :’Vi
Eémfffdl {fﬁ‘gff-l‘:; ﬁ'\'_'i' mh/ffr Et__fl;ﬂjirﬂ Lokt E;”'

Le variazioni prime delle due espressioni di 0 ridotte, per
mezzo di una integrazione per parii, a contenefe la snia varia-
zione di V, si compongono. {h (iue prrii: una che contiene le
variazioni .ﬁl V sopra la supeificie che limita S; T alfra che
contiene la variazione di V in tutto 8. Poiché le variaziond
nell’ interno di S sono indipendenti da quelle alla superficie,
gueste parti dells variazione dovranno essere idemtiche per le
due espressioni di . Quindi

f f diﬂifiﬂfgdﬂ?ga‘rﬁivm f f f df;;(iﬁ?f“'ﬂ ?}V&iv
3

L' b, f’ hy XY b 2 |
e d din & ¥V ! ) (---—:L
f f f Pithatis 1715& hﬂ!kﬂaf*‘i ¥ 1‘{%\ Feifin Eﬂa 1?1 kik‘ﬂ Mig/

Questa ugnaglianza dovendo sussistere gnalungune sia Ia
variazione di V in ciascun punto, dovremo avere

h, 2k VY
POt NN W ST s M S B i B 2
(M) AV=4 ﬁikal.hﬁi 3‘%&3 ‘Fi) (f* hy ‘P-a) "PE (h I’a :’{f*

Pﬂnﬂndn

H = , Hg some

T

AVremo
(Is® w= E&Hﬁ‘iéﬁﬁ'&

1 ) (B, W:J ' H,H,» H,H, ;sv)
8 ﬁ‘vrﬁ-ﬂ—u = .... vvvvvvvv ) —dta ..m..m I
) H’lHiHE[BFf‘\ He %/ %\ Hy + 3 3 3/

Se prendiamo le coordinate polari, vale n dire 1l sistema
triplo di superficie ortogonali: sfere concentriche 1 raggio r,
coni circolari collo stesso asse ¢ col verbice nel centro delle

............
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sfere, coll' angolo O al vertice, e piani che passano per Passe
dei coni e fanno un angelo % con uno di essi; avremo

p==t , pp==l § ps=p,
ds®mdyd L0 - 18sen dopt

qndﬁ:
H=1 , Hy==rsenfl,
ﬁ. ‘i ?' ﬂ | ‘Epn 15 I } ai?
) rﬂ g T genf ) 7 sen®d dot

Le cnmpunentl :'E&ﬁﬂn{iu le normali alle tre superficie orto~
gonali si otterrannd moltiplicando le componenti secondo gli
assi delle coordinate cartesiane per i coseni degli angoli che
fanno le normali stesse coi rispettivi assi, e sommando. Chia-
mandole B, M, N, avremo:

- 13V Hp q
R“E*’f?’; Yotg o,
W
Moy o 28 ﬁ
YV 2p
N s }; s iy

Sestituendovi i valovi che danno le derivate rispotto alle x

espressl per quelle rlﬂpettﬂ alle p, ed osservande le equﬂzmm
{4) e {H} s nth:&ne, o

;J v .o )
Rﬂhii}?‘ ¥ Mﬁkﬁi}r . ﬁmkﬂ—'—"’- B
W D V’"-’"- L
=y M= reen s
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La prima & ja componente secondo il raggio vettore, la .
seconda & nella direzione delia tangente alla sfera aseconde un
meridiano, ia terza pure fangente alla sfera ma normale al

niendmﬂﬂ 4

8 IIL

Funziene potenziale di una ME& omogenea ccrm;graﬁa
fra &uﬁ a&m ﬁnncantrmha. i

Abbiasl una massa di &euﬁ:tﬁ fi costanie comyp
auperﬁme sferiche concentriche, di raggio R 1uestern
gio Ry 1" interna; siano: r 8¢ le coordinate pn}ari del pﬂnta
attmttn 0, e i polo sia nel centro dellé sfere. Per ragion di
simmetria & chiaro che la funzione pﬂtmmle aved lo stesso
valore per tutéi i punti alla stessa digtanza dal centro delle
sfere; quindi la funzione potenziale V ‘sarh una funzione della
sola r e I'eguazione A%V=(, osservando la equazione (9) del

paragrafo pregedente, dara:

Ar®

e integrando
. e +c

Per i puntl esterni ad amhedue le sfere la funzione po-

%I

" $enziale deve essere una funzione finika e continua che si annulla

per r==co. Quindi per questl punti avremo ¢'==0, ¢ denotando
con V. la funzione potenziale relatw& a un punio esterno e,
Sara:

“Per i punti ¢ interni ad ambedue le sfere la finzione po-
tenzigle 'V, deve esser sempre finita anche per r=={); guindi
dovrh esgere ee=0 o avremo:

Kgpw’ﬂl’fr a




]
Onde nei punti interni ad ambedue le sfere la funmone

potenziale & costanbe, ¢ le sue derivate sono nulle, e pereid le -
componenti dell’ azione attrattiva gono nulle in gnesti punti

" Nel centro delle dae sfere ahhiamo, z==0, t==={}, _Wﬂw quindi_;._:

0

L =R
W

Ve=—=2no(R2—R ).
Per r==uw, deve essere, per quello che abbiamo dimostrato
nel §. L

V=M = gp(}:{aﬂ_ﬁﬂa} -
onde: ’

4=
!‘!mf{ﬂa_ﬂﬂﬂ) :
(2) | Vom0 {H‘a“ Hﬂi} ==

indicando con M la massa dell’ involuero. ™ ¥

Por determinare la funzione potenziale per un punto ¢ che
fa parte dell’ involucro sferico, osserviamo chie Vi & la somma
di due funzioni potenziali, cioé della funzione potenziale del-
P involucro limitato dalle sfere di raggio R ed r, e della fun-
sione potenziale dell’ involucro limitato dalle sfere di raggo:r..
ed R, La prima di queste fonzioni & |

E

: 2ap(RE—r);
:. iz, . .
{.{"'H H_'ﬂi} :

3
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dungue saf

- . . 5
(3) Vie=2mpRm 2 209 4%?“ .

3

Pﬁ!‘ davare la funzione patenziale di una sfera bastera porre
Ry==0 & n.wmn. e

(4) Vg e
(5) Vo—tet = gar

1’ equazioni {2) e (4) danno 1l seguente teorema: L'azions
di un involuers sferice, o di una sfera, sopra.un punto esterno,
& eguale a quella che eserciterebhe il ﬂﬂﬂﬁﬂ;*ﬁﬂ}le due sfere, o
della sfera, quando in esso fosse concentrata tutte la massa
dell' involucro, o dellp sfera. Dalla equazione (4) si ricava che
I' azione sopra un puntﬂ dells superficie dells sfern &—3¥mpR;
dunque I azione attrattiva esercitata da una sfera sopra un
punto della sua superficie & proporzionale al sue raggio. Daila
(5} si rileva che 1’ azione sopra un suo punto internc ¢ ugaale
a quella che si avrebbe se non esistesse la massa deil’involucro
sferico che lo circonda. |

Le tre e:a;;mﬁsmm delia fanzione potenziale dr un involuero
sfencﬂ rami:wa a puntl esterm e& internt .ﬁ,ﬂ* mmhmrg e a

nell’ altra e formano una sﬂia f'unzmae gonbinaa. infath ni}-
hiamo:

Por remR + ‘h%gm -g-...._ o it :

poy re=li, |

?p'w—ﬂ*}ﬁp{ﬁﬁﬁ- R.F}.

it
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Lo stesso accade delle tré derivate rapporto adr delle tre
espressioni della funzione potenziale. Infakty:

3V, 4
H —_— s .
Per r=—h , S Snpﬂ ,

e AV
Ay
AV .
A= ) .
ity

Lo stesso avea luogo per le derivate rapporto ad z, v, 2 che 1

ottengone da gneste moltiplicandole rispettivamente per i ,E . T_

fe derivate seconde delle tre espressigni delia fanziotie po-
tenzisle non s continuane una neli'altra, e nel passarg dal-
Pesterno all'interno, e viceversa, offrono due discontinunita. Fsse

AQTED.

W 8T TR
f MV, | 4 .. = Hzﬂg
dpt ﬁﬂﬁ*‘“gﬁ{j—]ﬁ& 5




S T s e bt bk S e b A

Ml e e b Rl el )

L A B A

.........

A A AR R DA AN A e e e e

T T el R =,
b

dunque nel passare dall’ mt&rﬁﬁ ﬂll’ esterno ﬁeﬂ" involacro sfe—f'
rico, le derivate seconde variano bruscamente di 4ap.
Essendo V funzione soltanto di » ahhmmﬂ dalln equazione

{8) del sparagrafo precedente:
Vs

3l
3
ARV L T

rt dp

e pongndo imvece di V: il suo valore (3)

ATV mem — & w(‘* rﬂ-.--*nf,ﬂ — — dap.

ridy

g TV

Funziofe ale di una superficis sferica omogenea.

Determininmo ora la funzione potenzisle ¢’ una massa -
abttraente distribuita umformemente sopra una superficie sferica.
B chiaro che a cagione della simmetria intorno al centro, Ia
funzione potenziale sard una funzione del solo raggio vettore
del punto abtratto, e quindi prendendo le coordinate polari: »9,p
e il polo nel ceniro, sard:

a2 I e-qua:@j&?ue:




dara:
b1
hr*'iE
g
&
ospia: .

:g.

Per i punti esterni alla sfera dobbiamo avere per r==a V=), -
onde ¢==0. Deve essere inoltre: '

limVr=M==4zpR?

Jenctande con R il #nggio della sfera e con o la densitd co=-
stante. Quindi la funzione potenziale nei punti esterni sara:

) 4zp RA

,Em-ulu—- I T _"".' g

-

Per la fanzione potenziale Ve nei punti interm basta osservare
che deve essers sempre finita, quindi anche per »==0; dunque
BAYH:

Per determinare ¢ basta dunqgue -ﬁhe si defermini Ve per
un solo punto interno, per esemnio, il polo. Abblamo allora:

| 2 M n
Vem=plR § dp | send di=4mpll ,
| 6 B

ve' ﬂéﬁp]_{

Si vede che per y==R i dne valori della funmone. poten-
. ziaje. nei punti interni ed esterni coincidono, dungue la funzione
potenziale # finita e continua in tutte lo spazio, -
Abbiamo pon

onde:




-1 —
Onde: L
E i 1;#’) %“"“41‘{1
frasem H I

- rime prese secondo la novmale alla superfi-
cie n&i ma‘are dall* esterno alf internc variano bruscamente dl
4np; danque lo dérivate prime Sono fanzioni sempre finite, nil.
discontinue nel passarﬂ attravarsﬂ alla superficie.

g V.
Funzione potenziale di una linea refla omogenea,

La funzione potenziale di una linea retta di lungherza 7,
sopra cul & distribuita una massa di densitd costante p, se pren-
dmm%per aase delle = Ia retta, Vorigine in una estremita th e35a

Moltiplicande numeratore e dennmmatﬂre delia quantita sotto
:ii segrno logaritmieo p&r e+ Ve L8, si ottiene

V==2plog **‘E—plﬂg(r,+Imr}+plﬂg(ﬂ+rﬂ)
mmi“ ri‘ed r, le distanze del punto attrattﬂ dalte Ea’zrﬂlmta
dolla retia. i

Derivando rappﬂrta a t e a c avremo:

_m-__.*.__._ ¢
e O +E ( (e i‘“lm ) jrﬂ{iﬁﬂ *‘""f}>

......
-""".t mmmm

)V /1 1>%f

F e

L{: f '3"& f’
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and: tanto V quanto ln sua -derivata I:mmﬂ. Wﬂn &t dl*

vengono infinite per f=0, ed abbiame . s
hm p o - S

V., g =
hm t ....... ﬁ@_‘}'ﬁ e *~ SN T ‘
=0 W

La derivata rapporte a ¢ si conserva finita e eontinus in tutto
lo spazio fueri che nelle estremith della retta , dove diviene infi-

nita eome 1{5

per =0,

§. VL B

Funzione patanzw,la nello ﬂpazm occupato dalla Nassa attman#&.

-‘é

Ab}ﬂﬂm«n veduto nel & 1. che la funzione pntenzmlﬂ 1@; ;-11
ana fiaser 4i forma qualungue, di densita cosbante o variabile,
e le sue derivate prime sono funzioni delle ‘eoordinate: ¢, _b, e .
del punto attratio O, le qusﬁ; g magbengono fintte e enutanuﬁﬁz_%g
finehd O rimane nello spazio estema‘ﬂ._la assa’ Copsideriamola’™
ora mnello spazio occapabo daila massa ‘attrasnte. Se questa o un

corpo a tre dimensionl, avremo

& se prenﬁmmn le coordinate polari ol polo net pualo attrﬂ.t%n,_
v aark il raggio vettore di tn punto gualungue al guale si ri-
# ferisce Ia integrazione, e denotando con 9 e % la cniatltudme
ela longitudine, otterremo "

A8 ==3* genl dr 48 dg:

s

- € guindi

V_...fffp » gond dr 49 dy

! '{'G}?rﬂ un ?alur& finito, Pﬂmhé Ia quan-
_ 2

che ha evidentementeiss
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tith da integrarsi: pon diviene mai infinita, neppure gquando r
passa per zero. Dunque la fanzione potenziale di un corpo @
finita in tutto lo spazio, anche in quello occupato dal corpo.

Ora sis m an punto del corpo ed " un altro punto esterno
od interno alcorpo stesso: la distanza di ' da m sia 2s. Deseri-
viamo col centro nel punto di mezzo della retta che unisce m con
m’ una sferp s diraggio s, che'y basserd per m e per w', Denge
tinmo con S tutto lo spazio occupato daila massa abtraente
meno lo spszio occupato dalla sfers s, e denotiamo conve V'
le funzioni potenziali delle masse che occupano g ed ¥'; avremo;

Distinguendo cogl’ indiaa miied m’ 1 valoridi V, v e V' nei

punti m ed m', sari

Vﬂl """""Vm’ =Py Py “{“vj 13k *"—'V:m’

Ora, se p, & il massimo valore di p neila sfers. Boed & la
porzione di s che & r.meupata dulla “massa atﬁra&ﬁtﬁ, uark- &
ugu,nle ad & quando s’ & inbéroo al eorpo, ed ¢ siifficiente-
mente piceolo; sard & minore di 3 quande m' & nello spazio
esterno al corpo. In ngm RS0 perd avremo

guindi
AN

Ma 1a rebta che unisce s ad m’ essende tulta nello spazio esterno
ad 8, avremo anche | |

’ LosgdEe
lim (t!"’m #??Tﬁﬁj;s
g==0




........
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lun vm—-vm*>m{} .

g=()

Dunque ia funzione potenziale di un corpo & continua n futto
lo spazio, anche nello spazio internoc slla massa attraente e nel

passaggio dallo spazio interno-all’esterne.

So la massa attraente ha due sole dimensioni, clod guando
si tratta della funzione potenziale di una superficie s, condu-
ciamo dal punto attratto s una retta che attraversi la superficie o
in un punto o. Prendiamo ¢ per ovrigine delle coordinate, e per
asse delle z la retia om. Sia ¢ Pangoelo che la normale in un

punto gualungque di o fa coli'asse delle 2. Desonviamo sopra-is
superficie 5 nna curva chiusa C, che dividera la superficie stessa.

in due parti. Sia s la parte che contiene o, o' 'sltra, e si prenda
C tale che per tutte le normah condotte nei punii di 8, ¢ non
sia mai uagmale a 90% Sizno v e V' rispettivamente le funziom

- potengiali di 2 e di o', avremo:

=p-4-V
Poniamo:
G

a—tcos B , y=Faen 8

SATH: |
cogyds == tdtdd
r*ﬁ(g—ﬂ)g—{—fi

¢ quindi

e

- {;iqw N dtdd
; ¥ ﬂnﬂ';'vi (z=c)?

¢he ha evidentemente un valore sempre . finito, anche quando

11 punto m & in o, perché la quantita sotto il segno integrale
;hon diviene mai infimta. Anche la funzione V' ha un valore ficito
im0 perchi o8 esterno ol

MASSH di eui V' & fanzions potenziale.

ﬁilllquﬂ in géne:ala 1a ziﬁnﬂ potenziale V di una superficie o




& sﬂmprﬂ:*ﬁiiita anche mn tutti 1 pundi deila superficie stessa.
Sianc m ed m' due punti deli’ agse delle 2, nno dall'una,

'altro dall’sltra parte di o. Sia LY massimo valore di £
COSYy COS'

in ¢ ¢ i massimo valore di ¢, avremo

e d7 2= _
Pm ":: _rGE y ﬂﬂf"i S FI}E s
» Cos’{, ' CO8Y,
onde
21": 4
Dot oem D’ <o Yo
cOsY,

sAvvicinando indefinitwmente s ad m' e contemporanea~
__._Wtﬁ restringendo ls earva €, = diminnird indefinitamente, e
gunindi i1 secondo membro si pud rendere pits piceolo di qualan-
que guantitd data. Dungue # & continna nell’attraversive la sn-
perficie; ¢ pure continua V' perchd o & esterno’ alla ipiissn & cui
si riferisce, dungue sarl eontinua anche V, e guindi in’ geuﬁmlﬁ Ia
funzicne potenziale di una superficie & continun in tutlo l6'spazio,
anche nel passare da una ail’altya parte della superficie stessa.
_— - Mentre le funzioni potenziali di masse a tre e a due dimen-
* i ghoni s conservano n un solifalore, finite e continue in tutto 16 apa-
i, Je funziont potenziali: ._:'-__:;-é;f_ﬂﬂﬂﬁt} & una sola dimensione, eiod le
funzioni potenziali di lince divengono infinite nei punti occupati
dalla massa atirsente. Infatti, eonsiderimmo nma linea s, e un
punto o sopra la medesima. Conduciamo per o una tangente
ad & Prendiamo gopra & due punti d e d' fra 1 quall sia com-
o preso il punto o, e denotiamo con W la fanzione potensiale
" defla porzione di Huea dd’, e con V la funzione potenziale della
projezione di dd’ sopra la tangeate in o, carica di uns massa
di densitd p; vguale alla densith della lines Jd' nel punto o.
. Prendiamo per asse delle z la tangente in o, e siano z==h, #==¥,
le distanze delle protezioni did e di d' sopra D'asse 2 dail'on-
gine. Avremo
. . A '::_:. _ b ﬁ,' P
L WV | s
| A roosk




—_ — A

essendo ) I angolo che la tangente alla lines m un punto
gualungue # fa coll’asso delle 2, » la distanza del punto attratio
da-n, ed B la distanza di questc dalla proiezione di - sopra
I asse delle z. 3 | -

Ora la guantita sotto il segno integrale si mantiene sempre
finita finche il punto atiratto & & distanza finita della linea, ma
guando &in o nell’elemento dell'integrale, sorrispondente a que~
sto punto abbiamo:

gr== Rz}

¢ quindi w—co, Si dimostra perd facilmente che anche in
questo caso la gynantiti sotto 1l segno integrale ¢ finita. Infath
se il punto attratto w & nel piano normale alla linea nel punto
o, e se prendismo per asse delle @ la retta mo, € denotiamo
con { la distanza & m da o, avremo:

SR - 1
o --ﬁu—\/mfﬁiﬁ * i'*m;/ x LN\, y¥

ed cssendo Uasse delle z tangente alla linea nel punto ¢, sara

@ Yy

iim . ﬁ-—-—“‘“m{} ‘::. 1im T — o 5-;‘?‘
pzgy © dz OF dz . . L
onde: |
o Tme _ 1
T - .
Em{}f  Zaml) Eﬂ{}\/iu #_
g
2
quantits sempre finita anche per #==0. Avremo dunque .
| i’J . i Frgy
(”mi_ pﬂ) RY p ¢
ST (NN Y ;) P [ roos PG ROt - S
s ootk R/ gR ¥ T (R 2 e0BA
Ma per g==0, & =0, quind: ge :i} & una guantitd fimita earh
; 4 | |
- per questo valore di 2 - - P
AP L |

[T
LA
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Dunqgue se 1a derivata di p & finita, sari finits la quantita sotto

il segno integrale nel punto e, anche quando i=0.
Quindi W—YV ha un valore finito nel punto ﬂ, e dividendo

per logf, avremo

lim > ==} .
£ lngt logt
Ma nel §. Y abbiamo trovato

L'
ey Togi
dungne la funzione potenziale di vna linea sodisfa ali’equazione
Bm — ==—2p ,
t=0 logt

Queltn teﬁrema vale anche se la linea ha un nomero finido
di vertici. Infatti se o & un vertice, e nella dimostrasone pre-
cedente si prende in luogo del punto d il punto o, basterd che |
per quanto ¢i i navvicini al punio o siano determinata la
tangente, e finita la derivata di p perché se ne possano trarre le
medesime conseguenze.

8 VIL |
Derivate prims della funzione potenziale di um corpo.

Se V ed U sono due funzioni finite, continue, a un sol
vn.lgm e ammeﬁtﬁnﬁ nna dﬂrwatft determinata ¢ ﬁmta in tutte
ano spagio S Hmitato da una o pil superﬁme 8, 8y 8 yuuyy if-
tegrando per parti, otterremo: '

e ftv o — [

dove la quunhta tra parentesi sotto !’ integrale doppio &er o8-

were limitata ai tratti paralleli all' asse .delle 2 compres: nello

spazio 8. Per ottenere guesta limitagiofie, essende VI quan-
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tith sempre finita e continua in S8, si dovranno prendere le
differenze dei valori ¢he VU riceve nei punti delle superficie
8, o, 4", ... che limitano lo spazio 8, quando un punto che si
muova paralielamente all’assedelle = nella direzionenegativa entra
nello spazio S, e quelli che prende In stessa gquantith quando il
punto esce dal medesimo spazio. Avremo dunque distinguendo con
indici pari i valori di entrata, e con indiei dispari quelli di uscita:

f f (vgdyd‘z)mz{f f (VUi i f f m)ﬁfady=e+,dzm]

Ors denotando con ds Pelemento di superficie e con 2 Pangolo
che la normsale & quell’elemento diretta verso l'interno di 8 fa
coll' asse delle &, avremo

> oosn da == + dydz

dove gli elementi superficiaii essendo essenzislmente positivi

dovra prendersi il segno - se % & ncubo, il segno — se & &

ottuso. Ma guando il punto che si muove nella direzione ne-

gativa dell’asse delle v enira in 8, = & ottuso, quando esce 8 |
acuto, onde avremo: I

.

ff(vﬁ dy dﬂ)m_;:*fvfﬂiﬁm; das

Ma nella integrazione a tutto lo spazio 5 ciascuno elemento
delle superficie 5, & incontrato una volta, e una volta soltanto
dalle rette paraliele all’ asse delle x, quindi avremo:

f f | {;}*ﬂdydﬂ);—ﬁ f VUcosads

e ' integrale del secondo membro dovra estendersi a. tutte le
superficie 0. Abbiamo (aindi

(1) fvidﬁm—fﬁ'ﬁ cos o ds —IUEE iS
oJs ¥ L, Je | g




- Ia funzione U diviene infinita in upn punto m' dello
spazio- 9, in modo perd che denotando al solito con # la distanza
del punto di coordinate: », y, 5 da w', ed essendo 1 uguale a un
determinato numere pesitivo e finito, le due funzioni

1y
Yo

o

st conservino finite anche nel punte s, seguiterd sempre a
sugsistere I’ eqnazione (1). |

Infatti, se deseriviamo col ceniro nel punte w' e col rag-
gio ¢ una sfera s, denohiamo con ¢ la sﬂperhcﬁ? di guesta e con
S Yo Epazm ‘che rimané togliendd® dallo 4pazio S la sfera s,
Avrenmo:

(2) ‘_U‘xsmm V¥cosads— [ Vlcosndr— E%E{iﬁi*
) S' Qe Js e % A

{}m osserviamo ﬂhe si ha:

i [V [ V@s Ay
i Eﬁﬂ E—ﬂ 0

essendo o la superficie deila sfera i rﬂggm uguale alla unita.
{Juinda :

{3} Hm a— dS mme ..... dg — Ilm
e==0 S’ i

Abbiamo mn!tre

i 'i H 1 H .......... tﬂs sHrrr— I i m ':f ? . d(’r:}-‘l ) —
Mf * —W—-o._ﬁ.[ (7 FU ) o

onde:

: Em[} E‘l H & . g N




Finalmente & 7

| cns&x?( S >{i‘mﬁg

(5) im f Viicogade— lim ¢*

WM"{; f __G -. .

L'equazieni (3), (4) e (5) dimostrano che al limite per g==0),
la equazione (2) diviene identica alla eqnazione (1), e nel caso
considernto, gquesta equazione sussisie sempre, come « volevano
dimostrare, b

Poniamo ora

1
.
e prendiamo per V la funzione che esprime la densita p di una
ifinssa distribuita nello spazio 3, e con V denoliamo la fun-
“zione potenziale di questa massa. Powchie

+

e '.:'-::-x.' T
Xr ' f‘ﬁ@l

potremo ﬁ{&pimare la equazione (1}, tanto se il punte m’ 81 trova
fuori dello. spavio B, quanto se & mn gaesto spazio, ed avremo

U=l , 72

e due espréssioni analoghe per le altre due derivate.
Ora il secondo membro & composto di due fanziomt poten-
zialis la prima & la funzione potenziale delle superficie 5 sopra ie

quali 1z densith & peoss, la seconda & la fanzione pobenziale di

&,

un eorpo che oecupa lo gpazio S ed ha per densita ;ﬁ—;{. Quindi
. N
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se le derivate di p sono determinate e finibefueste due funzioni
pﬂhenzinii per il paragrafo antecedente, si conservano finite e con-
tinge in tatto lo spazio. Dungue le derivate prime della funzione
potenziale di un corpo sono fumum finite ¢ continue in tutto
lo spazio. Questo teorema si pud anche dimostrare in modo ana-
logo a quello tenuto nel paragrafo precedente per dimostrare
che Ia funzione potmmia‘!ﬂ di un corpo & sempre finita e con-
tinua, serza che sia necessario supporre che p abbia le derivate
prime sempre determinate ¢ finite.

¥

3. VHL

Derivate prin:a della funzione potenziale di una superficie.

#*

Le derivate prime della funzione potenziale di una superficie
g, 8t conservano finite e contipue in tutto lo spazio esterno alla
massa attraente. Quando perd si attraversa la superficie offrono
una discontinuilth, come abbiamo veduto nel caso'di una su-
perﬁme sferica nel §. IIL. Per determinarla condutiamo per

“un punto o di 5 una normale a o, prendiamo o per ori-

gine, e la normale per asse delle 2, e consideriamo il punto
attratto situato sulla normale prima in ¢idn una parte poi in
b dall’ altra parte della superficie. Deseriviamo sopra s una
eurva C intorno al pnnto o, e denotiamo con » Ia funzione
potenzinle della porzione s di superficie racchinsa da €, ¢ con
V' la funzione potenzizle della rimanente superficie o', Avremo

Veap+- V'

Distinguiamo cogli indict a e bi valﬂn di queatﬁ fun-
zioni relativi ad a e a 5: avremo:

Zan da I BV'u.

.........

Az Iz | dz
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Passando sl ILimitgcoll’ avvicinarsi indefinitamente digedhbd
al punto o avremo

perché le derivate di V' sonc condinne nell’ attraversare la
superficie in o che & esterno alla massa 8 cul. sl riferisce V',

Unde
Y %vn Vs  da v,
(1) dr 2 M ¥
Ora
h ' . |
T f b do— | Scosrs ds -
02 s T i rt

dz’
e dﬂ'ﬂﬂﬂ ri -t @) gos 17 — [y COR ¥4
YL .7 #-r*i 3 o

denctando con p, Is densits nel punto o

Se ,%, ¢ sono i coseni degli angoli che la normale-aiia
superficie s fa cogli assi, abbiamo

CO% YA ==

il -+ By + 1 (2 — 2)
iin ¥

#H

2 —
COR Ys = -

onde:

% :. | d ! ¢ 1
@ 2 | s “ia[(?—?a‘f) (8 —2) —py (o2’ By }]
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Ma se deseriviamo eol cenfro in @ e ol #aggio » una sféra, o
chisnmiamo d¥ 1" elemento di questa sfera intercettato dal cono
che ha per vertice il punto o e per base I’ elemento ds, sark

dscos uy =— -+ X

Be eol eentro in o deseriviamo una sfera di raggio 1, e
denotiamo con dw 1'eclemento corrispondente a 4L: avremo

e R e i e B R R I e P R P B e il ool

=y

onde:

cosny
do== £ § do=+w
22

L8 &

dove ©» & la porzione di sfera di raggm uguale alls enitd, in-
tercettata dal cono che ha il vertice in &, e per .base 8, e si
. deve prendere il segno: — se I'angolo rn & ottuso, e il segno:
-+ se m & acuto. Passando al limite, coll’ avvicinarsi indefini-

! tamente del punto a¢ al punto o la grandezza apparente o di s
. “' converge alla semisfera, ossia a 2z, Dungue, se prendiamo per
direzione positiva della normale quella da o verso g, avremo
L]
- lim m:f ;ﬁ'dﬁ s e P
: Sy &
(3) e

Per determinarve if {imibe verso enl converge I’ altro integrale,
ﬂﬂii‘ avvicinarsi Iﬂdﬂﬁﬂltﬂlﬂﬁlltﬁ del puntﬂ @ al pmﬂ?ﬂ 0, prendiamo

x mt{:ﬁ@ ' ¥ m#senﬁ

......
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poichd
— A 3 R
= :ﬁ’"’f BTy
2z’ o
ﬂm+@mm1*~ _mﬁ
Se & finita la nuwatum""de}la superficie in 8, avremo
! Az’
& mﬂitﬂ.l EE“ "-—-—-"‘ﬂiit

essendo m ed s, quantita ﬁmte Quindi

(4) fﬁﬂgﬂ -8y ) __ { f ﬂmitﬁdfdg f f { pﬂ? dt {iﬁ) J
1 T

che col diminuire di ¢ ew&eaﬁamenhe comverge a %ero.
Osserviamo ora che essﬂm}n Gnita la cupvaturs: in 8§, abhlmn

essendo 7 una quaniiti sempre finita; quindi
RN _
e R S e P

Eﬂ é ::hmrﬂ che ¥ mbegmie

f f**-f—fgir} ¢ ;“’-‘cz - [ [ ( -?-’-'-??-*-"‘wupﬂ) G ""“ﬁ iy
' g ¥ g Je Ja

se o ha la derivata finita, converge a zero con %
Ponendo mente alle formule (3) (4) e (3), 1a (2) dord

S -
1111‘;} e mmzﬂpﬁ
M
3 NI mﬂ

£



SRR LA

H R b Ee e e T

onde
. Mg My, '
hm dz )z )m ~ 4%p
. Pz}

e sostituendo nella equazione (1) abbiamo

;}vu ﬂ"h
him ( 32 mﬁa@.)m — 4mp

Denotando in generale con p la normale presa positiva
guando ci st allontana dalia superficie, avremo: |

| . B‘Vn | B'VEZ

11 teoremn espresso da quests equazions, vale per tuthi i
punti nei quali la curvatura & finita, vi & un piano tangente

determinafo, ed esiste nna derivata finita per la funzione che
‘esprime la densitia. E facile a vedersi che seguiterebbe a valere

anche in guei punii nel quali la curvatura & infimia, o non
eniste una derivata finita di p, quando perd si avesse

;o
Femmhe | o ==tigdu | p—pgy==nt

essendo 1 ¢ v quantith positive, ed m, m, ed n quantiti sem-
pre finite,

Se denotiamo con a B, 7 i coseni degli angeli che la nor«
male p diretta verso la parte in eui i valori di ¥V sono stat:
distinti coll'indice @, alla superficie avremo _ﬁuli" equazione (H)

* dVa Vs el
dz e ﬁpﬂ
lﬁh }"ﬁ i
0 o T W i
1. Wu }V‘l .
b 3 W
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8 IX.

Derivate 3&&1‘;;;&& __:_'ﬁella funzione potenziale di un corpe.

Qe V & l& funzione potenzisle di una massa che occcupa .
uno spazio 8 colla densith p, abbiamo dimostrato nel §. ‘F II:
ehe le derivate prime di V $6no ugnali ciascuna a due i{'ﬂnmmnf
potenziali, e che denofando eon o, [, 7 1 coseni (}Eg‘ll aﬁnguh
¢he la normale alla superficie 5 che limita lo spazio 3, diretta
verso I interno di 8, fa cogli agsi, e “pnnand{ﬁhé- s

G .

3y
e :
W
{3) " 3‘;;'""— v-- Uy
ALY

%

Distinguendo coll'indice e i valori delle diverse fﬂﬂﬁiﬁ‘fli po-~
tenziali nello spazio esterno al corpo, e cogl'indici 4 f;ﬁaih gfliu
spazio S ocenputo da’ corpo, ed osservande che le derivate prime
di U, U,, Uy seno continve in tutto lo spazio, dalle (8) avremo

" hEA NEAYH Ml AT
W M U W
2y, ¥V de dhi
dady dardy dy a4 MY

CE
i
. "5-5'":'\
Rk
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e altre guabtro’ equaziom che si ottengono permutando e coor-
dipate. Ponende mente all equazioni {1} di questo e alle (V)
deél paragrafo precedente, st ha

aﬂ«a‘ Eu; wF
SR F7Y,
R .
i %
s e i 4
y e

e altre quattro equazioni analéghe per le altre funzioni e coordi-
nate, Onde st dvranno le sei sguaziom.

2y, W

- 2
ATY ﬁ‘g’
(4} L * - - .L_‘ ﬁs — ﬁlm4ﬁp‘aé
| ﬁ‘h EEV£_“ 41:; 3
dz? 2t e
OBV BV
pde Yz
- }ﬂ‘ﬂ EQ'V{ éi; o
@y - - - s dxde da\r L
L 7 WV ¥Ve |
dpdy  AwdY )

Sommundo le-tre equazioni (4), ed osservando che si ha

| | ARV =0
st otterra: |

QJaesta equﬂziﬁ;ie 3 sodisfatta in tutto lo spazio 8 éﬂcupata dal
eorpo, ¢ nonr solo al limite alla “superficie. ‘Infatti se conside-
riamo un punto o nell'interno del corpo, € deseriviamo col centro

.in o e col raggio B una sfera s contenuia tutta nello spazie B,




denotando con v la funzione pntenzm’ie di quesi:& stera, e con
V' 1a funzione potenziale della porzione yimanente fiel cnrpg;,

avreno
% : | 1 -—I-—V'
e quindl, esséﬂﬂ;:m néi punii inte;;%ﬁ alin sfera s
ASV' =) : o
sarh nei medesimi:
ATV ﬂh%.

Ora per quantﬂ # & dlmnstrﬂta nei §. VI, abhiamnw

h YR pc{}ﬂfl‘. 39 ds
0 . pOST _g_ ,‘ -
ANy P o
[ B
onde
' 1 »
_ Nl L L
23’ 0! R
3 =y —— g% e ,Eﬂsﬂdﬁm o N [}
(h} :}:ﬂﬂ a ar ' 5 LI A

Se prendiamo 1" origine nel punto ¢, il raggio vettore 6 E ot~
male alla saperficie ‘s della sfera e abbizmo ivi if—wﬂl nde

P

Ma
da==F2dw

.....

essendo doa¥ elemento della sfera i mgglﬁ 1, ;;um{h

} ..... .
e
- i) . 4] oL S
f‘ H
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PR
Gt
T

Avremo inoltré

# g e podo==— 4%ty
)
e quindi
4 _
Ay —— 4Ry
* ‘ )
Abbiamo dunque nell'interno del corpo £
AW zom—— 4z,
8 X.

Caratteristiche delle funzioni potenziaki

L ]

Da tutto cid che abbiamo dimestrato néi paragrafi prece-
denti s1 raccoglie ehe la funzione potenziale V di una massa a
tre dimensiomt di forma gqualungue, di densitd costante o varia-
bile, ha le seguenti proprieti:

1.° ¥ una funzione a un sol valore delle éﬁﬁnhnate del

_ punto attratto, finita ¢ continua in fuito lo spazio; guando i

punto attratto & all’ infinito, si annclla, e 1 prud{;ttt delln mede-

sima per le coordinate del punio abtratto rimanwmm sempre

quan hbm ﬁmtu
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9 Lo sue derivate prime sono finite e continue in tutto
lo spazio; quando il punto attratto & all’ infinito & annnllano,
ed i prodotti di gsse per i quadrati delle rispettive coordinate
dol punto atiratto rimangono sempre guantity finite;

90 Le'sue derivate seconde rimanendo sempre finitey sono
continue in tutte lo spazio, eccettupte le superficie attraverso le
quali Is densita & discontinua, e sodisfano all’ equazione:

AYV = — 4w,
dove p 2 Ia densith della massa nel punto attratto, se ¢ interno
alla massa stessa, ed & egoale a zero se il punto e esterno.
La funzione potenziale V di una massa distribmia comun-
que sopra una superficie ha le gegruenti proprieth
1+ B una funzione a un sol valore delle coordinate del
punto atbratte, finita e continua in: dutho lo spazio, si annulla
all'infinito, e i prodotti di essa per le coordinate det punto
attratto col crescere di queste convergono verso quantita fimte.
90 Le dérivate prime di questa funzione sono finite in
tutto lo spazio, si anvullano all’ infimto ed 1 prodotti di esse per
i quadrati delle coordinate col crescere disgueste convergono

g . " - ) a a R
verso quantity finite, e “Sono continue in tuttl 1 panti che non

si frovano sopra la superficie data.

3.0 La derivata press rispetto slla normale alla superficie
stessa nel passare da una parfe all’ altra varia bruscamiente di
valore, ed abbiamo: G

o

dove ; indiea la densita in quel punto, p la normale presa
positivamente guando c¢i si allontana dalia superficie  dalia
parte di a. | g

4. Tn tatti i punti dello spazio, ad esclusione dei punti

defla superficie, abbiamo:
ALVs0),




e (3G e
. B
'La funzione potenziale V di una massa distribuita sopra

uns linea ha le seguenti proprieti:

1.c La fanzione V e le sue derivate prime sono finile e
continue in tutto lo spazio ‘ehe si ottiene . esglundendo q@ih}
intefne a una superficie tubulare desecritta intorno alla lmea
stessa con una sezione piccola ¢uanto si vuole, e all' infinite s
annullano come le alire funzioni potenziali e le loro derivate.

2.0 In tutto lo spazio, escluso yuello interno alla saperficie
tubulare, & sodisfatta la equazione

ATV ==, ¥

3. Denotando con f la lunghezza della normale alla linen
condotta dal punto atiratto, abbiame

Iim A_V e 21
$—0 lﬂ‘g#
>
i o o 2
ooy *F ;

essendo p la densiti nel punto f==0,
o

Le proprietd enunciate per le tre specie di funzioni po-
tenziali sono caratteristiche, ciod le determinano compintamente,
ossia pon possono esistere due funzioni differenti che abbiano
tutte quante le proprieth enunciabe per una stessa specie di fun-
Zioni.

Tnfatti se V e V' sono due funzionl che hanno a comune
tutte le proprietd enunciate per una sapu:m At fanzioni poten-
ziali, ¢ poniamo

W=V —V’

la funzione W avrd le seguenti proprieta:

Sara una funzione a un sol valore delle coordinate che lnsieme
sile sue derivate prime si conserverh finita e continua m tutte lo
spazio, si annullerd all'infinito, e moltiplicata per una gualunque
delle coordinate, non diverra infinita ail’infimto, e le sve derivate




e

moltiplicate per i quadrati delle coordinate non diverranno infi-
_nite gll’ infinito: in tutio lo spazio, ad eccezione &i alcune spe-
ciait superficie o linee, sodisfard all’ equagione

b ATW 5= 0,

Pertanto avremiol

VEW YW EWY
f f fW(?S"T}' 4 ;}zf + R )dan dy dz =0,

qualanque siangii limiti degl’ integraly; perchd i valori diffe~

renti da zero che potrebbe avere AW non possono fare aﬁqm-
stare valori Sniti allintegrale triplo non oecupando uno SpazIo
di tre dimensioni, el essendo finiki.

Cominciamo dal considerare 1’ integrale:

{[fw ----- M{Emdydz

Fssendo W.e tT funzioni continue in tutbo lo spamio, se

L'

effettniamo un’ 1ntpgmzmm, per parti rispetto alla variabile x, ed
estendiamo 1 integrale stesso ira — o @ 4, RYTEmo

w? W AW W W
*fﬂ‘("' ) Wi )maﬁ - f Sy

ﬁtieranﬁﬂ analogamente sopra gli altri due intagm}i; si ottiene:

[ [ [ waasayie—

1.~ () oo 1030~
() +ff[<w )3 Jon-
S

g



L N T e T I L S T,

B A b s -\.:ﬁg_w; ket e e M e e L A e e e e e T T L e e L L L D LI N
. 1]

LY

H

Rt

P,

N T B e D o R S NS ST

— G e

dWH
Ora a cagione delle proprieth di W, aW. ¢ ﬂ{-%) 81

mantengono sempre finite; quindi si potrd determimare una
guantith costante & 4 em

(W)~ (V)]

si mantengn sempre minore; avremo dunqgue

f f (W V) (W W) fiydzq’:i%

e gnindi:

[T ) e

lo stesso si ha per gli altri due integrali. Dungue avremo:

| W2 W2 W
f f f Qg Il dy? T Y5 drdydz—0:

&
ma essendo la quantith sotto il segno sempre finita, continua

¢ positiva, dovrd essere: __
YW _OW W
£y dg

onde:
W == goutante,

Ma all'infinito, W0 , quiadi sempre:
s,

e in tutto lo spazic V==V  come volevano dimostrare. Questo
teorema & dovato a Dirichlet,
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Teoroma di Green.

% Qe in uno spazio S Yimitato da usa o pilt superficie, il

eni aggregate denoteremo con o, dne funzioni: U e V sl con-
servano sempre a un sol valore, @nite o continue insieme colle
loro derivate prime, ed hanno finite le derivate secongde, per )

il teorema analisidimestrato mel B VII, avremo: %

UV \V 2y
! e (I g 1] cosgds — U.— 48,
Sﬁ“}}' X ﬂﬁ“ S da

SOV >V EAY

—E --E--dﬁ'm--—-m —.Ueosida— T=—ds8 ,

3L Y e »V
f ‘:}’ lfzﬁﬁm f :f Uecosyda— f UdS

Suﬁ S i G i3 S i ; s

R

L

dove «, 3, denotzno gli angeli che fa cogli assi la normale P

diretta verso 1 internc di 3. Soramando queste tre equaziont ed

osservando che st hat

S
o

o [T D s [ aa [warvas
5 5 ‘P 8 -

e e Ty Vs

- Analogamente operando rispetto 4V, abbiamo anche:

I ﬁ)dﬁﬂﬁ f VU da f VASAS
dg 2@ S5 P &
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Sﬂig_ti*aendn la nqun:&inne (1} dalla (2) =1 ottiens
] i
j (Tr --—~---—U ------ dﬂ—- f (TATV -VAHINAS ;

guesto & il teorema dl {rreen, ‘ﬁ%{hﬂﬂlunﬂ le pidl important! con~
segrienze.

e col cenbro in un punto m’ dello spazio 8, di coordi-
nate: *', ¥, 2/, e eon un raggio & piceolo guanto si vaole, de-
seriviamg una sfera s contenufa tubta in 8, il che potri sempre
farsi quande m' non sia sopra la superﬁcj@ s che limita B, e
mnsxderlalyﬂ lo spazio 8 che st oibhens togliendo dalle spazio
S lo spazio ¢, la funzione

U=
essendo r la .distanza di w thﬁ puni}u; x, ¥, &, sodisfard in &'
8 tutte le condizioni richieste dal teoremna di Green. Dungue
se V sodisfa a queste ¢ondiziomi in S e quindi anche m &,
potremo applicare la formula (3), purche si aggiunga alla sa-
perficie o la superficie ¥ della sfora s, e si prenda lo spazio §%

invece dello ﬂpaﬂ{} 8, ed osseryando che A° :"-—l’} avremo:

Ora pr&ndendﬂ il polo nef;:"iaﬁntﬂ ', si }1&.

Q I
f ATV & e f f f A*Vysenlidrdidy |

ed essendo A*V una quantity sempre finita,

2 ¥
R L |



Ma:

onde:

essendo de 1 elemento ﬁﬂlla superﬁme sferica 41 raggio uguale
A

......

alla uniti, e~ totts lx suli@rﬁﬂm tieiia medesima, Poiché ™ P

una quantith sempre ﬁmta in S aviémo Eﬂﬁﬁ‘ntﬂﬂﬂlltﬂ

. [V "
(ﬁ'} Hm Df 1 dT =t} .
o T l"*il" -f" .

meﬁ mente

N
g ¥ *
[ 1;;'; e e [ Vdm — f V- l.:g{,,

e quindi se V ha in tutte h:: ""m S derivate finite, e V' & 11
suo valore nel pnnt:ﬂ ', a?réx_ 0!

1

g
A 1?:111&[ VY g AV,
g |

Quindiﬂ pagsando =l limite per e==0), Ia equazione (1), osser~
vando le eguazioni (3}, (6) e (7Y, dark
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S

Ne 1 puntn m & sopra la superficie s, Ia sfera deseritia col
vertro in m’ e col ragﬁéw e, intersecheri la superficie 5 secondo
una curva ¢, e la pﬂﬂlﬂnﬁ di & racchiusa da questa ciitva « e
che contiene il punto s’ s1a v sia ' la superficie 5 da cui &
tolta Ia pnrzmue v; @ sia T la ;mrzmne deila superficie sferica
che rimane ia S, 8 ia porzione di spa:rm racchinse da t e da

vy ed 3" lo spazio S da cui & bolto lo spazio s. Ly, eqaazione (3)
dari

) -1V f ATV
L ‘F:w - ;’p) ds -+ f (vw ;o ){g,;m. g a9

{)Eserﬂamn pnm:eramente che si ha:

e prendendo per asse z la normale a o in 'y & per piano ay
il piano tangente e ponendo i

35 © Bamatdgy®
onde # r
_ et 23
) tdtedd :
=
¢ quindi

) f a_j;f' Ay f f v ﬂﬂﬂ{ﬂ}}# (it dﬁ
. v cos{ep){ A 2y

Ma se la superficic ha in @ la curvabura finita, savd
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e u quantits finita. Onde

2 ! | 2z
PV - f Vo JO_
W e e (pe)t ,

vy " \/(“Tiﬁ
danque ¥
L
{10} . Lim {vj..dymﬂ
& e -’ :‘p
Analogamente
4
| o fway L, [ v @,
(il} bBm |y =™ lim p o
goeaf Y P fom=() g g COBZP 1"’%“‘5‘&“ .
¢urindi

) ' w! v
12 * _fﬂ}ﬁj) mf(vtﬂ_ﬂ}?m d
(12) ::}{}L(vép - 5= (Ve

1 equazioni (5) e (6) seguitano sempre 2 gussistere; Ia
equazione (7) invece non vale pili e abbiamos

1

3 . ) r“_'v
f’?rﬂcmﬂ Vdmmmv'fdm%-sf — dis
. O ®

{0

dove gl'integrali devono essere estesi a tubia la ;m;ziane di ﬂf&rf;
di raggio uguale all'unith che & intercettata &a}gnnu che ha 1
vertice in # e per base la linea ¢, che al lmite & oz, Duangue

i

am : #
‘2 ’ -

lim § Vodew=—2zV |

EYAE

i i ' ivi la super«
Dunque se il punto m’ & sopta Ia superficie 3, ed ivi la supe
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ficie ammetie un piano tangente ed ha la curvabura finita, avremo

. .1‘_
(13) V.m; f(vw__,l?f P ﬁféwl@g
2xtg\ Ip i g v

Se nel punto m’ dt 5, elunge un pumero finito di lince sepa-
rate che passano per m' la superficie 5 non ammette un pmﬂﬂ
tangente dete.minato, ma si pad descrivere intorno ad m una
curva ¢ che racchiuda un area composta di an numero finito
di pezzi nei quali la superficie ammette un piano tangente de-
terminato, ¢ si ha

PRy L PR s

' equaziont (5), {6), {18} ¢ {12} seguitanc a sussistere e abbiamo:
| 1

J_"f _
im f Vodr = —uV’
Ap

g

essendo w T angolo solido formato  dai puzni tangenti nel
punto m’. Quindi in ge_neraiﬂ

)1 o
(14) oV [ ( ;-%; _22 V)Ja o f 9-};18

8
dove w =4 se il punto m’ & nello spazio S a distanza ¢ua-
lungue piccela guanto si vuole dalla superficie, ed & uguale ali’an-
golo solido formato dui plani tabgenti nel punto w'.

Se G & una fonzione a un sol valore, finila e continua
insieme colle ste derivate prime in 8, ed ivi sodisfa alla equa-

zipne

A2G—0
gyremo per il teorema di Green:

0 f ( 2 f) s — | GAVaS
31@ dp 'S



e sommando questa colla {14}

-

1 L
e A ¥ 1Y - 1
WV == v< ....... 3 _) - ({‘! “.) H_J(zq . f(ﬁ“'i" )ﬁi"[fiﬁ
3 [ ¥p  op I+r Ip q .

-

Ora se sopra tutta la superficie s, abbiwmo
Gt
ais

avrermo:

8 b ‘E\ ;o i s
V'wj V— G- jdae (G ﬂ>ﬁ‘3\«'dﬁ
™ a +r/’ ? ’/; +r i

e quindi V' determinata in tutto lo spazio 3 per meuwzo dei
valori c¢he ha sopra la sola saperfigie 5, se & dabo AW ciee
an' equazione a derivate parsiali di 2° ordine a cui déve sodi-"
sfare in tutto lo spazio S.gle funzione G di ¢ui ol occupegemo
in seguito si chiama la funzione di Green. e
Se denotiamo con S lo spazio racchiuso da una superficie o,

e con § il rimanente spazio compreso tra o e una sfera di
raggio infinito col cenfro in m', se i punio m' cui si niferisce
i1 valore V' della funzione V & in 8, abbiamo la formula (14},

se poi il punto & in 8, avremo

"Fi g5 . 313 -
c ™ - 3 a
T | (v 71 o [ Vs
"e\ P TP o\ TP 8"
| Q 1 i,
| AY h e fASY
. f (v sl §X>da+ f (vmrﬁ>gm._,. f AV
dmig\ TP o P Y
Quindi se

: LW
Hm Va0, B ==
Froam O P vy




g = A

come avviene per le funzioni potenziali, sark uguale a zero il
secondo termine del secondo membro e dvremo la equazione {12)

auche. per lo spazio 8. =

# Be V=1 in tutbo lo spazio ', sark:

f V+r — dmﬂfi:: AW=—=

guindi:

15 . r

i

dmi% w==4% se m' & nell' inerncigi 5, e uguale all’ 1:15.501{: 0=
fido formate dai pmm tangenti a5 nel puntom’ se m’ & sopra
Ia superficie.

1o due equazioni (15) e {16} danno un teorema dovulo a
(Fauss. ]

Se nella equazione (1) poniamo U==1, ottemamo:

SN fﬁﬂ’ﬁf&s |
- K 1‘} S

(175
- g ¥
AVTOMO



. 1 i 1
v ), ) )
g °F 3 g 3 SR S & %
® 1

Dungne

......

e questa equazione dﬂvﬁn@@ sussistere per qualwixjue parte di 8,
si prenda piccola quante si vuole, dovrd essere

A&Vm Apm— i e

I i
Questa dimostrazione mon suppone come I’ altra data nel

§ IX che r ammebta una derivata finita e determinata 1o’ “Eutto
HE

......

.....

zione (17} abbiamo

(18) dfsm:irM
s P
essendo M la massa racchinsa dalla superficie s,

Ora se nella equazione (1) poniame U=V, ¢ nello spazio
8 racchiusé dalla superficie 6, & sempre

ATV =@

e V uguale ad un costante ¢ sopra tulta la supe__rﬁﬂie 3, AYIENO

1y2 3 ‘%& 2 i
(‘.. A ET’;)% W e
S DJ.: ‘*3! & P |

noichd essendo AYV==0 in tubto lo spazio, & sodisfuita la mlﬁa-
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gione (18) nella quale M=-0. Dunqgue se V & finita e continua
insieme colle sue derivate prime, dovranno essere ngnali a zero
in tutto S le derivate prime:di V, e quindi V costante, e poiche
sopra Iz superficie 5 & uguale a ¢, sarid uguale a « in tubte lo
spazie 3, ed abbiamo 1 seguente teorema:

Una funzione a un =0l valore, finita e continna Inseme
colle sue derivabe prime, che 1n tutto uno spazio 8 lmitato da
una superficie o, sodisfa alla equazione A* =0 e sopra 5 ha un
valore costante, ha questo stesso valore in futto lo spazio 8.

g, XII

Funzione potenziale di un doppio strate,

Sia 5 una superficie connessa, ciod fale che prendendo due
gnalunque det saoi puntizguesti possano essere uniti per mezzo
- di unalinea continua contenuta tulta sovra 5, La guperficie o sara
chiusa, o avra un contorno formato da una o piit linee chiuse,
che denoteremo con: 5. Fissiamo fa parte delia superficie dalla
quaia st contano pﬂmg:ﬂmente i prolungamenti delle normali,
e sia o In superficie Inogo geometrico dell’ estremity delle nor-
mali prolungate di una quantits positiva c. Sopra Ia superficie
s sia distribnita uns massa che atirae secondo Ia legge di Newton
it puato m’ in ecui & concentrata la massa ugusle alla nnitd;
la densita nell’ elemento ds sia p Snpm la superficie 5” sia di-
stribuita una massa che respinge secondo la sbessa legge il punto
m’; 1a densitdh nell’elemento do” sia p'. Sopra gli elementi ds o
ds’ che s trovano all’estremitd della stessa normale alla super-
ficie o, Eiat%ggﬁ]mss& uguali: cloé sia

© ods'— pds.

1 funzione potenziale delle masse distribuite sopra le su-
perficie 5 e 3 sard

*
! F)
* L3 o'els
{2} Voo J V0 . - fv ............ .
s T a T2
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dove r, ed r, sonn rispettivamente le distanze dei punhi di ae
di o dal punto w7 |
Osservando la equazione (1), st ottiene:r

1 i

A ARSI ETIFTITIT  Prye—

k- ) ' ¥
Ve | pa tds.
- E

r

Facendo diminuire & ed aumentare p in modo che p2 si. man-
tenga sempre uguale z i, e pessande al limite, per e=4, avremo

(Cosi abbiameo due sapérficie infinitamente vicine, dai punti
corrispondenti delle guali emanano forze atirattive e ripulsive
di uguale intensitd, e che formano cid che si chiama un doppio
strato, 1a cui funzione potenziale # data dalla equazione {31

| Se u, & costante sopta tabta la superficie, c108 se il deppio
. strato & omogeneo, avremd:

(£) jqﬁj [mﬂ{rp)dﬁ ]ﬂ
Vo, i --:,-!};d:: sl T = _+Jm
dove bisogna prendere il segno — se I' angolo che fa la dire-

zione di r crescente colla parte positiva della normale p ¢ acuto
e il segne -} se questo angolo & ottuso, e dw & V'elemento della
afora deseribta col raggio ugnale alla unith e col centro in '

Se la superficie @ & chinsa, Ia direzione positiva della
normale p & verso I interno dello spazio racchivag da 3, @ i
punto m cui si riferisce il valore di V & nell’ inkdbro, "angolo
{rp) sark sempre ottuse, e quindi

V== 4
xe & nello spazio esterno, invece abbiamo in parti ngnal della
sfera o 'angolo (7p) acuto ed obfuso, e iuindi
Ve,




%m_ﬂ-

Dungue il doppio strato, avendo costante la funzione potenziale
nello spazio internc e neil'esterno, non esercita azione alcana.

Se la superficie 6 ha un contorno e Vangolo che » fa con p
& sempre otbuso o sempre aeuto per i panti di o, 1a funzione po-
tenziale sark uguale all'angolo solide del cono che ha il vertice
in m’ e per direttriee il contorno di s, preso negativamente se
Pangolo che » fa con p & acuto, preso positivamente se & otbuso.

Se denotiamo con V. il valore verso cui converge V quando
m’ 8i avvicina indefinitamente a un punto m di 5 dalla parte
in cui sl contano pﬂqitive le normali, e Vi il valore verso cui
converge V, quando m si avvicina ad m dall’alira parte, e se
vel punto m la curvatura & finita, avremo:

Ty P &
"JT “:—"“"Eﬁ.ﬂ.
e quindi
Vg—*Vr—“r:fi?:yﬂ "
Se nel punto s ¥ & un verblice o uwo spigoio avremo:
| ‘Tﬂt::'."_“[ﬂ:j‘
Vi e { i tp 1,

essendo ©» Vangolo solido formate dai piani tangenti a o el
punte m’; qumndt sempre
v¢MV|:T4T!'? .
Dungue la funzione potenziale di-un doppio stralo omo-
geneo & disconbinua attraversando la superficle del medesimo,

e la differenza dei valori dalle due parti & 4mp.
Consideriamo ora le sue derivate. Abbiamo

32?. aal
¥ v & _
Ty B s
ed essendo; 55
“!31 ;ﬁ_l z,ﬂl



5¢ PORIATRE:

i
331 hy
- ? ¥
¥ Y = ? v oo
5 " —
» :ﬁ
otterremo:
AU IFA) Y A 37 XY 1.
!'i ervrome | Arasarere ereeed i - L A T e dﬂ .
(5) ! * 5 dz 3y J[Wi‘la;;s:3 3:1:1
.:F;.

Questo integrale & un caso particolare di uno pii generale
che si pud immediatamente ridurre a un integraie semplice esbeso
al contorno di 5. Esponiamo questo teorema di eui moltissime
souo le applicazioni nella fisica matematica.

Poniamo

o o [(% N ‘If) T <‘u: - ﬁ)& | (ﬁy 3';46)?}&5.

Prendiamo per direzione positiva della normale guella che fa un
angolo acuto colla direzione positiva dell’asse delle z; sarai

@ guindl

S WERY: . d /. 2z N
= f j La‘y@sg + }‘) - g.‘;(’-"a}; + ‘)

ni
SRR

Ora se la protezione di 5 sopra il pianc & y cuopre una sola
volta il piano stesso, questo Integrale dovrh estendersi alia parte
di piano coperta dalla proiezione, e che ha per contormo la
. . - -y - r
projezione del contorno di 5. Sg, denotiamo con s questa ul-
tima proiezione contando la lunghezza di g, a partire da un
punto fisso e girando da sinistra a destra di chi si frovi sopra
- -



rrrr

il piano delle vy dalla parte delle # pesitive; per un noto teo-
rema di analisi, avremo:

3 A dzx ]
0 (X xlty g (22 2 )y
E* {. .-:._ [

By, e’ Mg E'y 25
onde:
XY VA
0 ,.,._f v = [ ()
L
Y
....i._‘( .......... >ﬁ+ e e E\:I; T }d’;

Ponendo X ==, ed osservando 'equazioni {H) e (B), la
(7} dark:

h

% "!.;ar deds  dyds.
=) {553 1y N ds == f Y s
Ez “*? My ds P re -

Ora: 1.; 52— v sen(rt)cos(nr)

essendo {rf} I'angolo che la direzione positiva di # fa colla di-
rezione positiva defla tangente, cioé nella direzione in cui cresce
8, ed {nx) 'angolo che fa coll'asse delle » la normale al piano
della r e della tangente &

Abbismo quindi:

— f %en(ﬂijﬂs(nm) s
E:
VW sen(ri)eos(ny)
(8) S ) j; 5 ds

g

2V =y f Sj’i‘znﬂrt)::ﬁs(ﬂﬁ} P
3 ’ .



Poiché le funzioni che compariscono sotto il segno integra-
le sonn finite e continue in tutto lo spazio, fuori che lungo
la lines s, & chiaro che tali saranno anche le derivate della
funzione potenziale del doppio strato omogeneo, anche nell'at-
traversare la superficie del medesimo. 5

Determiniamo ora le proprietd caratteristiche della fun-
zione potenziale di un doppiostrato gualungue

2;1

;LWI i N i Eﬂig(rp) s
5

Sia 7, la minima distanza del puntg m dai punti della su-
perficie s, avremo in valore asseluto, s€ 1 & sempre positivo:

% SN
Quindi V ecoll’ allontanarsi indefinitamente i m' converge a

LET(Y,
Se 1 & i} raggio vettore di m', avremo inoltre:

Hm [V==0 , im#&V=} pds

b o  — ¢

Ne p avesse per una pﬂrzmne di superficie valori posibivi, e per
I altra valori negativi si decomporrebbe in due che avrebbero
cinscuna p. sempre positive o sempre negativo, e il teorema var-
rebbe per tutte dee e gquindi per la loro differenza.

Se denobizmo al solito con o, §, v 1 coseni degli angoli che
la normale p alla saperficie s fa con 1 tre assi, ayremo

}; 11 31
v==| t3; + EH«
onde .
'*‘1. 1 g,%.}_”
r_ .i"




o B o

Denctando con @, b, ¢ 1 coseni degli angoli che la distanza r

fu con i tre assi, abbiamo

I ol
v  3at—1 r 3 r

o
(RS L

[P R L Rt

————

s AT Yady % e

e gurind)

A i i& [(8a—1}a-}-88%34-3e¥) s .

Da questa espressigne si deduce come precedenteniente per

il valore assoluto della derivate la disugnaglanza

W 4
w Sy v
P Vs
ﬂﬁde
i‘} H
‘Hm ;.“.’". .-.‘-‘,. *-f} '
Jos ot &
Analogamente:
Iim Eﬂaj;mﬂ t
f— dy
oV
Hm Igﬂ};mﬂ '
Y dz
Sia mil

i 't'puutn della superficie 4, C una curva descritia

SOPTA 6 intorno ad esso, § la porzione di s racchinsa da (. Sia
¢ la funzione potenziale del doppio strato s, e V' qguella del

rimanente doppio strato che & sopra o, avremo

Vomprb-V,

e V' e le sue derivate prime saranpo finite e continue anche
gnando i} punta m' passa per m da una parte all’ alira di o



%

perche m & esterno al doppio strato del guale & funzione poten-
riale V. Per la funzjone r poi abbiamo -

e
g

) cos{rpids |

essendo p., il valore di p nel punto m. Se prendiamo Porigine
delle coordinate nel punto m, per asse delle 2 Ia normale alla
superficie in m e ponlamo

¥ == tcosh, ¥ = fsenfd |

Sava : -
dscos{zp) = tdtdh, r? == # + (2"~ 2)%,
e guindi
am
a— 2
f o P ﬂ}dﬁ_ﬁ f!ﬂ M} Ezzgﬁi | g .
()

convergerd a zero coll'avvicinarsi di m' ad =
Dungue denotandn al solito con v, e con ». 1 valont verso
i quali converge v guando ¢i si avvicina ad m dalle due parh
della superficie, avremo
te — T == 4?:{.!.[' y
g In conseguenza
Vo — V;ome 4o,

Le derivate prime della funzione potenziale V rispetto a una
normale alla superficie 5 hanno valori uguali dalle due parti di o

Tnfatti, se denctiamo con S Jo spazio limitato da una sfera
di raggm infinito, eol centro all'origine, e da due superficie &
ed ¢ infinitamente vicine alla superficie o del ﬁﬁppm strato,
che unendesi lungo il contorno di o, formano una superficie
chinsa &, in totto lo spazio S Ia funzionﬂ ¥ e le sue derivate
sarauno finite e continue e avremo

AV =0,

Quindi potremo applicdre il teorema di Green dato dalla
formula (8) del 8. XL e il valore di V in un punto qualungue

-'.;‘:- .
-
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dello spaﬂﬂ Seadi mﬂrdmate %, y 2, sard espresaa dalia equazione

- [ |
(?' """" ap f)d ﬂ?i;us< bpm "‘!p 1) ds

e al limite per &, §° e 5 infinitamente vicine, osservando la
equazione

VeV, mﬂiﬁ}" '
otiterremo :

w=Ll f W _Wads_
p
3

e in conseguenza

QW? W W
__________ AL AL\ QU
3y 3

od anche
YW, W,

T T
Ma essends W una funzione potenziale di superficie sara
YW, wa_ 2V, Y, —0
¥

o ¥y W ¥
e guindl ﬂopm tutta la superficie =
XV, 2V,

————— T e
1

R
come volevano dimostrare.
Pertanto in tutbo lo spazio 8 la funzione polenziale di

an doppio strato avra le seguenti proprieta:
1.° Sari wna funzione delle coordinate del punto m at-




5
— 5T —
tratto o respinto, che si conserverd a un sol valore, finita ¢
continua in tusto lo spasio §; sopra la sfera di raggio infinito,
tanto essa guanto il prodotto di essa per il raggio vettore del
punto m, saranno uguali a zero; sopra la superficie 1 valor
che essa prende nei due punti situati sopra la stessa normale a o
differiranno i una quantith 4mp determinata per ogn: punto & 3
9.° Le sue derivate prime sarannc fanzioni a un sol va-
lore, finite e continue in’tutto lo spazic S; sopra la sfera di
raggio infinito esse e i loro prodetti per il quadrato del raggio
vettore di m saranno uguali & zero; sopra la superficie & le
derivate rispetto alla normale avranno valori uguali nei due punti
situabi sopra la stessa normale a 33
9« Lo derivate seconde, in tuito lo spazio 8 saranno a
an sol valore, finite, continne e sodisfaranno alla eguazione
ARV == 0,
Queste proprietia sono caratteristiche, cioé due funzion: che
le hanno eomuni, sono uguali in tutto lo spazio B.
Infatti, suppeniamo che due funzioni V e V' abbiano tutte
queste proprietd comuni, e consideriamo la funzione
WeaV— V',
La funzione W avrh anche essa tutte le propristi comuni
a V ed a V'; soltanto neéi doe punti 4i s che si trovano sopra
ls stesss normale & o, la differenza dei corrispondenti valori
di W sard uguale a zero.
La equazione (1) del paragrafo precedente, ove si ponga
T=V=W, dara

awﬂ }Wi al’w ‘ a & $ }w. L
fs (o o )= “‘"L W 4 L w7

poich? si dimostra in modo analogo a quello tenuto net §. X.
che D'integrale esteso alla sfera di raggio infimto @ uguale a
zero, ¢ A*W == 0 in tutto lo spazio 8. -

Al limite coll'accostarsi indefinitamente 81 s a 5 il secondo

membro diviene |
E'! ?i ¥ BWE
f ( # —?‘- — W, —1~---~> da .
5 4 K4
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Ma . WE 2 W, @ a:;r—* J;T ; quindi questo integrale &

nguale B zevo e abbiamo

w3 BW 2 iW"‘
J G 5+ ) s

Dangue essendo le derivate di “‘ fuﬂzmm enntlmite 1n tutte
lo spazio 8, avremo i

W AW W

= === —— e () g

xur Jy "‘iﬂ

gundi W costante; ma W & uguale a zero all’infinito, dungue
sard uguale a zero in tuite S e gquindi

VsV

per tutto S, come volevano dimostrare.
& XIIi.
Superficie o strati di livello

Se V & la funzione potenziale di una massa M, le superficie
rappresentate dali’equaziomi della, forma:

{1) = postante

“sono chiamate superficie di livello tia Chasles e superficie equi-
polenziali da Maxwe'l,

Poiché V & una fgnzione a un sol valore, due superficie di
livello non possono istersecarsi, perd una superficie & lvello
pud intersecare sé sbessa. : o

Ogni superficie di livello gode 1a proprieta che la d:mmna
della risoliante dell’ attrazione sopra uno qualungue dei suoi
punti ¢ normale alla superficie medesima. Infatti, ee denotiamo
con # la lunghezza di una hinea gualunque fracciaba sopra la
superficie di livello per on punto m, contata a partire dal punto

m, avremo dall’equazione (1)

Wiz Wy . 3V

m-R—u e L TN T T I

X 35+}y aa+a£ s -0,



ed essends o, L4 ov i cosent degli angoli che la tangente alla

2V Y v

linea s fun con i tre assy, e -
! ar 2z

s

le ﬂﬂmpuﬂéhti del-

I'attrazione sul punto m, secondo i tre assi, ia componente se-
condo la fangente sarh sempre uguale a zevo, O8SI8  SAYANDO
uguali a zero le cormpenenti secondo le direzioni perpendicolati
alia normale allazanperficie. Dungue la risaltante deil'sttrazione
in un punto qualungue di una superficie & livello sark nella di~
vozione delia normale alla snperficie in guel puntoe.

Le superficie di livello formano un sistema & saperfieie,
Pequazioni delle quali differiscono soitanto per i} valore di una
costante, ¢ poiché all'infinito 1a funzione potenziale ha un valore
costante ed ngnale a zero, una saperficie di questo sigtema, sara
sempre una sfera di raggio infinite col centro nom sitaato al-
I'infintto. |

Determiniamo le eondizioni necessarie e sufficienti affinchd
le superficie di un sistema siano di livello.

U'n sistema di saperficie sia rappresentato dall’equazione:

{E) - Fix, 2 i} ==

e equazione delle varie superficie del sistema #1 ottengano dando
a & tutti 1 valori reull, Affinche guesto sistema contenga tutbe
le superficie di livello rispetto a una medesima funzione potens
~ ziale, dovrh esistere un valore Jo di » per eul la equazione (2)
iiyappresenta wna sfera di raggio infinito, Se la massa M a e
si riferisce la funzione potensiale V not si estende all'infimto,
vi dovranno essere infiniti valori di ), per i quali si hanno’sa-
perficie che racchindono nel loro interno tutta.la masss. Sia kg 31 -
valore di A corrispondente @ una di queste superficie, e consi~
deriamo lo spazio S comprese tra le due ayperficie (A} © {hy)-
Perché le superficie di hivello corrispondenti:a due valori diffe-
venti di V non debbono incontrarsi, per ogni punto di B dovra
passare una ¢ una soltanto delle superficie del sistema (2), e V
sarh costante sopra ciascuns di esse; dungue V sari in tabto
lo spazio S funzione soltanto di A Ma in guesto spazio esterno
alla massa M, si ha: e



i

— B} -
ARV == 0

quindi, ponendo

T

SRS
hEAY Wit
08513
AERY
A%, VX
) AT
e

11 secondo membro & una fanzione deila sola }, dunqgue tale
dev'essere anche il prime, e chiamande eon Lamé, Ak 1l pore-
metro differenzinle di primo ordine, ¢ 8%, il parametro differen-
siale di second’ ordine, potremo diver affinche le superficie del
sistoma (2) siano di livello, & necessario che il rapporto dei pa-
rametr) differenziali di A, sia una funzione solfanio di A

Affinche V sia funzione potenziale di una massa M situata
a distanza finita, & necessario ancora che denotando con r il

raggio vettore del punto attratlo, sia .

im T‘i VoM, lmn

oo B o g* e R

(4)

- Ma, essendo V fungione soltanto di 4,

Yoo 3N dy M w

2

| A s (;; )"f + (}y)a " (M

o

———— A"
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gy
— 51 -
¢ sostituendo nella seconda delf’eguaziont (4)
(6) lim r% VK =0 .
Fe=on
Se poniamo |
A% .
T = Pl
aAvremo
2By
NI
o A
Y
ed integrando
{7) w A Y “J ?{.}‘)d}‘
Sostiteendo nella equazione (6)
. — felh)dh
(8) im 7VAL e 'ff( ) 2=
¥

~ Integrando la (7) tra 1 Hmili A e )y, 2 osservande che V dev'es-
. sere uguaie a zero per }, == A, &VIEHI0

) V=0 f ... A 0)h
x ° |

e sostituendo nella” pﬂma dell’ equazioni (4;}

(10) lim JN -J ﬁ{l)dl

Dungne se il rapporto dei due pa.ra;metn differenziah lf]_l 2
e di 1.7 ordine & una fuswione (i) della sola X, atba alla mt&*—

),



— 2

gmﬁiﬂ?“* se egiste nu valore di & per cal la eguazione (2} rap-
preﬁﬁi;a una sfera di raggio infinito col centro situato a distanza
finita, e g{A} sodisfa all’squazioni {8) e (10), esistern vna funzione
& % data dulla equazione (9); che neilo spazio che s1 estende
211 infinito esternamente alla snperficie {3,) ha tutte le proprietd
di una fanzione potenziale di una massa M sitnata o sulla super-
ficie {» } o nello spazio racchiuso da questa. Quindi se denotia-
mo con V' il valore di questa funzione V in on punto w’ &
S e con r la distanza di questo punto da vn punfo qualingue
della superficie {3), potremo applicare is formula (8) del § XI,
1

e avremo!
v 70 1w
e j (15;”?”__ :.‘rn.)dﬁ .
4,;: l_! BP '?* LE}

Ma essendo il valore V, di V costante sopra (k) che e una
superficie di hvello, avremo

essendo il punto m’ esterno allo spazio racchiuso dalla super-

ficie {3,). Unde
v _ 1 I 1V do
Adx &por
|

Ora eszendo V funzione soltanto di X, abbiamo:

w W, W avand ) -
S S B3 v ¥ , L W 2V
sp T H e T Ny T VR T wv &

..... s

4 ansmrer 1 31?' & - —_-
v=zxi(F), VAR
Li .
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Dungue V & la funzione potenziale di una massa distribuita so-
pra la superficie {k,} colla densits proporzionale a /A, &-anche
si pud riguardare come la funzione potenziale di uno strato
omogeneo compreso tra la superficie (1) e la superhoie oo
geometrico delle estremitd delle normali prolungate di quantita
infinitesime proporzionali & YAA. Chasles ha chismato questo
strato omogeneo shrato di livello. La fanzione potenziale d1
questo strato essendo costante sopra tutta la saperficie ehiu-
sa (%), e nello spazio racchiuso da (1) non essendovi massa,
per I'nltimo teorema del § X1, sard costante.

B chiaro che il valore di V 1a un punto {.z, y, #) e che
corvisponde a un valore di A determamato dell’equazione:

o, o, 2, M=0

pobrh riguacdarst come funzioue potenziale di uno qualungque

degli strati di livello cestraitt sopra una gualungue delie super-

ficie (A} comprese tra .},}, e quella che passa per il punto (2, ¥, 2}

toiti daranno lo stesso valore per V. " d
Bia ora

(11} Fix,po 2,0 B} =1

ove ) ed b sono due parametri variabili, un sistema dopplamente
infinite di superficie, e supponiame che per ogni valore di A,
compreso fra dati limiti, i valori di A compresi pure tra dati
himiti diane albretiante superficie di livello, e cerchiamo le con-
dizioni affinché lo strato di livelle 8, . corrispondente ai sistema

haPt
di valort A, e 7 sia compreso tra le due superficie del sistema (11}
{Ags B}, {0gy -+ dh); e questo per tutti 1 valori di A compresi
tra hy e hy: in guisa che nna massa che occapi lo spagio rac-
chiuso tra le due superficie (hg, Aoy e (hg, %) si possa riguar-
dare come decomponibile in strati elementari infinitesimi. Quando
si verificherh guesto, & chiaro che allorchd avremo determinato
la fanzione potenziale d1 uno strato di livello, la funzione po-

tenziale di tubba la masss 31 otberrd con una semplice integrazione,
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Affinché lo strato di livello 8, +, sia uguale allo strato com-

preso tra le superficie (g, b}, (g & -+ &k} & necessario che la
porzione dp {iﬁﬁa Hﬂfﬂlﬂ:lﬂ alla prima superﬁﬂiﬂ prnlungata ﬁﬂ{}

Sia: {2, o, .?:} up panto della superficie (,, %) {r-}-d;
w+dy, z-4-dz) il punto in cui la normale alla superficie (3, h)
nel panto (v, y, 2) inconira la superficie (A, & -+ 4k} avremo:

dﬂ:miaf F-:'!ﬂ---ﬂ-
¥ Vaf

e poiché il punte {x-i-dr, yd-dy, 2-4-dz} dev’ essere sopra
la saperficie (hy, A+ dh} sara

R ¥ dp

fd.:L }fdyt fda{wafdhm .

Az
- ¢ guindi
__________ )
dp VAF 4§ dh=10
Ma
y*
Af 32 LY
onde
Af d¥F
(13) dp __ Xk
B ah .
Ve TE

ﬁunque affinché sia dp proporzionale a \/ A s sopra tutts la

superficie (A, &), & necessario che il Eﬂf:ﬂmiﬂ memhrﬂ sia funzione
solfanto di ho & di b, ossin '

(14 A= 0uh) 3 Lf



Affinche poi le superficie siano i livello per i valovi di & com-"
presi tra Ag e A, dovrd aversi tra questi limiti,

{i5) A — e A AL = 0.
La equoazione (15 si pud trasformare, osservando che st ha:
X MW
(16) e TN =0
o ¥M Wy an
Bl nan Tam Tas
of

Meltiplicando I'ultima per W ed osservando la (18), avremo

MY L0 B BN TR )
YA aa: dx + a3 dpd + 328 d?

e due equazion analnghe per ¥ e 2z Sommando si obberra:

2 \
5{:&“‘?’ s M+ wi \1£5“+ iﬁ* A%~

Abbiamo inoltre:

per cui la precedente da

) Af af
Y =53 TedBy=0,
3% A

Ia quale per mezzo dells {14} diviene;

3 A LT} l h
(17) A% 50, B30, B) oh — 400, B) o o — R

i



e B e
Se la equazione (11) ha Ia forma:
F(z, ¥, 2,0) — 8(h) =10
e prendendo 4 funzione della sola A ponisamo:
He0{h)4 ()
le m:luazh-:mi {14) ¢ {17) divengono

(18) - L
AT = Heihh).

Quando la funzione [ sodisfa all’ equaziom (14) e (17},
nelle guali ® & una funzione atta alla integrazione che sodisfa
all’ equazioni (8) e (10) avremo uno strato di livello enmpreso
tra le superficie (0, A) e (0, A--dh) o la sua funzione pobenziale
SRS

1 3V e i3 ol
Vb= ‘”*j; YA =g PO ] T

Ma:

quindi.
“-f w (B dk
C ap ds
V{Hb A i 4:: {ij{}\! IE) a2 ﬂw.m;‘:ﬂ,
Ponendeo:
:i: U 'if: £
(19) o [ @ Oy B
¢ {h R). €
AVTLLIO
ol of
Vih=g [

3



e I’ integrale:

Y ffft-.
hg

gark la fanzione pofenziale della massa distribuita tra le due
supetficie, (A, kg) & (hgy Ay colla densith funzione soltanto di
h, ciod variabile soltanto da una all’altra delle superficie (xg %)
con ki compreso tra by e by

8. X1V,

-

Funzione potenziale di una massa contenuta fra due ellissoidi
omotetiche. | |

Una massa M sia distribuita con continuita nello spazio
compreso tra due ellissoidi omotetiche. Ponendo T origine nel
centro, ¢ prendendo per assi delle coordinate ghi assi prineipals,
Peguazioni delle dne superficie saranno

g :FE -4 EE
(2) + o + 5 = hy?

Affinche Ia massa M sin decomponibile in strati di livello, &
necessario e safficiente che esista un sistema doppiamente in-
finito di superficie, le quali per i valori di & compresi tra- hy e hy
sodisfacciano alle condizioni detertinate nel paragrafo antec&
dente, e che per questi valori @*h, e per nno stesso valore di
h divengano le superficie (1} e (2). Prendiame I' equazione di

questo sistema sotto la forma

Fz,y2,0) —hte= Ap? 3By b 02 — = 0,



— GR

dove i, B, € sono fanzioni soltanto di A Dovremo flqggrmi'nare
A, B e € in modo che siano sodisfatte le equazioni { 18} del
paragrafo precedente, e che per uno stesso valore di k, che
prenderemo == 0,

1 1 1
{3) A= Bm-E;i!{}:E%_
La prima deil’equaziont (i8) da 4

BB L0
T T YA

L(AT2* B2 y? 4 W}w‘"ﬂ(ﬁ

3
Onde: __
A 4AT 2B 4B X0 403
- b H'W 7 H'wm  HC
Ma: |
H == 284 (A},
onde te pren'ﬁaﬁiﬁ-
2

_ $0) =3,

suri
H == 4 #

e quindi integrando

5 . 1 1 1

Am A B == g+ 2’ C == g4’

ed mﬁﬁn{iﬂ che per l#ﬂ, debbono esser s&diﬁfﬁﬁ;ﬁ e {3),
si ottiene L

A_W_i

2

e quindi

(4 | i



N ;1 R

La seconda dell'equazioni (18) del paragrafo precedente di

£
" 1 : 1_%. ...... 1 ......... ey “erf ]
() A0 TR A =) -

I’ equazione {4) per A maggiore dells massima delle quan-
tith a?, b, ¢, pud scriversi sotto la forma

(6) * 2 4 ytb 22— W 2= 0

spdo v, una funzione uguale a zero per h=— a0, Z}uﬂquﬂf pﬁf
Aiégo ol ha una sfera di raggio infinito col centro all’ origine.
Abbiamo inolire dalla {5)

d O
o) = 2 log V@ F D+ E+H

vV G

{?} vt TR SIS I T I
% @R N (E )
A o

Osservando che a cagione della (0), st ha

lim r YAh==2 lim EL‘\/1+£;:0,
¥ = G0 PP

sari sodisfatta la equazione (8) del paragrafo praﬁmiﬂnia

. — Je)d IAN
im ryBh e e Tim N =0
el r = oo V(@ 4 &) (B 1) (¢ +-4)
Integrando Vequagioné (7) tra ke o, abbiamo =
Y’r == {] o ; ek

RCET, T+ 0

L)



T

e G

Ora poiché

—————— AL A T A A

.,_,_______._.\_.._.___._.“---------. ——eeednan

dove ¢ & uguale a zero per A=t 00, avremo

_________ ' ZACE DB Y
f \/(aﬂ‘"%—- N tfﬁ"’% ATCENY l e v at ﬁv"i’”ﬂ

qmmi: ’

im 7V e=2C Hm - == 2Ch==M .,

P o= O rmm\fl

La equazione (19) del paragrafo precedente, osservando
che i} valore costante di A ora & =0, darh

} e B aboh
e qundi
Vil e | @ dh "
) b= BmaberR D | V@ e

dove X & la radice positiva detla equazione

{9) T + I, R }iji .

Paichd la funzione potenziale ha un valore costante sopva
tutia Ia superﬁﬁm dello strato di liveilo, per e1d ehe abblamo
dimostrato nel §. X1, sardh costante in tutii i pﬂnh dello spazio
racchinso dallo strato stesso, e in questo spazio avremo come
sopra lo ‘strato #

(10)  Vedh = 2xabeshdh

La funzione potenziale di ana massa compresa tra le due
ellissoidi omotetiche (1} e (2), quando p & funzione soltanto di



R, | R

B, i otterrd per mezzo d'integraszioni dai secondi membri delle
equazioni (8) e (10). Per cid bisogna distinguere tre parti dello
spazio: quella Ss che si*estende dalla superficie (1 alPinfimto,
guella S» racchiusa dalla superficie (2), e quella 8r occupata dalia
massa. Denoteremo con Vi, Vi, V, rispeitivamente, la funzione
potenziale in queste tre parti dello spazio. Ora i punti di Sa
‘sono esterni a tutti ghi strati di livello nei quali & decompom-
bile 1o massa, quindi Ve si otterrd integrande il seconde mem-
bro della equazione (8); 1 punti di 8 sone mtern: a tutti questi
strati di livello, e quindi Vs si avrd integrande il secondo mem-
hro della eqnazione (10} Dungue, ponendo

AvIemo:
by ; E
(12) Ve =2nabe | phdh f T
8 A
hy ﬂ;
{13} | Vi == 25 abe g;hdhf Eﬁ
b 0
Ora sia
H -] A
p == f(H)

Se la funzione f & atta alla integrazione, potremo porre

Eﬁpkdﬁm ff(H)dﬂ—:.F(H)
) I

e guindt

Integrando per parti nella equazione (12) e denotando con



s TR

My & kg le radici positive della equazione (9) per i valori b, ed ky di #,
avremo "

Vo = :mi‘m;F (H,) [ ¥ — F(H)) f i f F(H) ; i

ho

e la (13) diverra:

o
)\
Vs :m?;e{F (H,) — B {H,)) f .

Se 1l punto atiratto m & nello spazie 8, conduciamo un
ellissoide omotetica alle due {h,) ed (h,} che limitano ia massa
attraente, e per essa sia i—=&". Denotiamo con Vs la funzione
potenziale della massa compresa tra le due ellissoidi () ed {A),
rispetto alla quale i punto m sl trova nello spazio esterno, e
con V& la funzione potenziale della massa compress tra le due
ellissoidt {2’} ed (A;) rispetio alla quale il punte m & nello spa~
zio interno, avremo

\ . N
YV e ,.Eﬂﬁrf}é {Hﬁjf ....... s B {H } f ..... f F {H) }}i
V' e e F(H)fdl — F{H i}f’d}

( i D & I}

onde

=e prendiamor

gt

e



ﬁﬂ.r;ri

FH ) =0

e qundi

(14) Ve frabr(F{Hﬁ) ! o F(H} .......

(15) Vo= tabe ¥ (Hﬂ}fff}‘
L A .
(16)  Vie=n ﬂ-bﬂ(F{Hﬂ} j 5+ | FE) g
: J .

Se tutta 1' ellissoide la cui ﬂﬂperﬁaiﬂ ha per equazione

m-a
----- ~i~ + -y == 1

& piena di massn, Saras
kﬂmﬂ1 lﬂﬁm, h'ml}

e avremo:
o0
Vo == % abe ’[ F(H} ......
(17) ’
o
Vizem ﬂbﬂrfF{H} %wl
6

dove ), & la radice positiva della equazione

N — e =



R

s 74 -
Be la densith 5 & costante ed = 'E saril:

F(H)—=1—h"

i
onde

& -
»3  d ﬁ‘i dl
Vi ez abe [ (1,,_*: E . Y _ . it
TR\ @ T AR T /D

(18)

2 22 i
Viewqgabe §f (4. 5 %f .................. A
i {'f (1 }wi bt T e D

Ora verifichinmo che s funzione dabs dalle formule (17)

ha tutte le proprietiscaratberistiche, le guali, per il teorema di
Dirichlet dimostrato nel §. X, determinano eumpletmneutﬂ ia
funzione potenziale dell’ elliszoide che abbiameo cotisiderato.
Supponiamo che la funzione ¥ (H) sia a un sol valare,
finita e continua, e ammetta una derivata per tuttii valori com-
presi tra © ed 1: supponmiamo ancora che possa essere diffe-

rente da zero & divenire anche infinita ma di ordine non superio-

re ad é, per H—0. Essendo allora la funzione sotto il gegno

integrale sempre finita e continua, o solo infinita di ordine nen
maggiore di 51 V sard una funzione 2 un sol valore finita e
continua in tutto lo spazic.

Se denotiamo con s ed v due quanhith che s conservano

finite anche per A==cu, avremo per h safficientemente grande

t—M=1= S 5t

Quindi

) r? 2N\ ¥ Y
i *

i



e

ed essendo

......

ai oitlene

%imﬁh #Vo==n abe f ( — —) : e Omatbe T {0
e O
*mbf*./ | 1 <1ml) ...............
VA

e ponendo
Y
A
i
{({19) lim' 7 Ve == 2xabe F (6) + dzabe f F (1R} dh
o O 0

Osserviamo ora che o stralo compreso tra gﬁ eilizssoidi .::{Ia)
e {k-+dk) ha il volome ungaale a |
i .

| ;}a %z:iabc?ﬁ) w4 abeh? d}r::
o quindi se Ta densita &

p == F(1—1)
In sua massa dm sard

dm == dabe F'(1—1)idh

¢ quindi perla massa tﬂta.le dell'ellissorde, dﬂﬁﬂmpﬂnlbﬂﬁ in strati
di livello, denotandola con M, avrewmo

Fal! o
(20) Me=4rabe f F(1—h*hddh

i



7& ot

Osserviamo inolbre ﬂhﬂ ia pnrzmne della sezione prineipale
nel pianc ry, compresa tra due ellissi omotetiche di eqnazione

a? oy g
““1“ i = i
corrispondenti al walori & e }'L o dk ha un area ugua!e 8
>
3 xah k¥ = Dnabkdk ,

quindi se distribuiamo sopra tutla la sezione prineipale una
massa w colle density

o TFO)
VI
8Vremo
(21} i ==2mabeF((}) j ﬁﬂk == & 1 abe ¥ {0)

Mediante 1" eguazioni (20) e (21) la equazmne {19} da
lim sVeaereM-tm .

{(22) oo

Derivando Vequazioni (17} rapporto a una delle coordinate
del punto attratto, per esempio rispetto ad @, abbiamo:

o Ay
Wa o ad ﬁ ; m B & ?.:M ) tﬁ)__"'f‘?:*-’
Y I ) 14 1 { E.ﬂ B W__m
Y > YH o
K ) )
Hm*ﬂ Ef]:l (H)S;E:l}

Mﬁltlplmandn ¢ dividendo sotto i segni mtegrah per EH, inbe-

grando per partt ed osservando che si ha



il

¥V

'%_E-E

Ol

s1 ottiene

- -3H
x W r Y
o' l"*}..D
23
S 3 | Y/
...... s (Hg) 1 — wabe f ¥ (H) hk( . ;‘; )dh
0 "J}f)

i dimostes per queste funzioni come per Vo e per V; che sone a
an sol valore finite e continue, e che allinfinito la prima mol-
phicata per 7 -si annulla. Perd mentre Vu e Vi prendono valon
nguali nei punti della superficie deil ellissoids, ¢ formand una
sola funzione continua in tutto lo spazio, cid accade per le de-~
rivate soltanto guando & F(0) === 0. Infatti se prendiamo anche le

gspressioni analoghe per te altre derivate rapporto ad ¥ e a 2, mol-

. . . 1 ¥, | B} ¥
tiplichiamo rispettivamente per o= ;ﬁ}_, ! 6 '?M: Ny
I Yy . . " v
o \/‘ﬁ 5y tanto ['equazioni che danno le derivabte di Ve,
$

quanto quelle che danno le derivate di Vy; dalla somma delle pri-
me,- suttraéghiamn Ia somma delle seconde, osserviamo che 2, f§, ¥
sono i coseni degli angoli che la normale p alla superficie fa
cogh assi e che alla superficie A, =0, H, == 1 , avremo

. EV-:; Vi e e
. s o i T e 14/
(24) Y W =F (03 AL,
Derivande nuovamente Pequazioni {23), abbiamo
2H JH o2 - JH
S ) f e JHD 2
e T — ﬁ'ﬂﬁﬂF({]} B}; J}\ :E“H I} | mﬂd‘bﬁ F (H) H B"i ;}H ]J
Y I hemhy ey M
® J3H
2 {1

L }11 :.}h



i — TR -

N M3 . dH
hEAUR =FAL) - l‘uﬁ M b H M
;}J:ﬂ:m“ o :}H“ __E,,ﬂ'ﬁ {I—Iﬂ) ..... ;";H —rrithe ( ‘}E:I_- _l a}ii;

Y W bh==y oy Yy

o H
§ 2 |5 1
e BCEHE F(HY e ¥ 5 ik
L 3 il :.]'}’\ -
e integrando per parti il primo integrale dei secondi membri
w M s2H - - 3 - J
v Ny, o gm > {3z 1 2l = i
Yt == nabe L(H)Mﬁ saslsar 5 E‘FB }d}..
A 5 e %

- ;,H 2 2H oid dH )
Lk N Y I IS
wiT 3, =H ‘f}paﬁ" M oH ] M ]

W 7Y M T S B T
, YH 3 N M ‘;
\, by Y | w A
trabe (1 5| 5t v 3"?;5) e\ A
¢ 7Y Y - A /
org :L’Ifibiﬂmn
1
Howd'D | A ==4D D
A =%35 1 T W
onde le somme psbese alle tre coordinate
YH ¢H
w d | 1 2 AH |, AH Ebj,_;,jil
S| |=muae RS 5—p sETHED
M Y Y CI . AW
oH | i
<31 % | A'M | R 4 21 LA
. - AH[ somm o o Y ¢
et 3 Y E YWD T Hu
A AT T H SH D T Ha



£

e sottraendo queéte equazioni una dalt altra,

AH oH
B oy |
< US| M
YR b

Portanto sommando le tre derivale seconde di Vs e di Vi
otterremo
A%V === D)
ATV mw — 4nB (R} = — dmp

Dungne se F(0)==<0, Ja funzione data dalle formule {(17) =
ha tutte le proprieti caratteristiche della funzione potenziale di
un ellissoide di massa M la cui superficie ha per equazione

4 2 &
. ¥y 2
He1—

i@ bt g3

-0,

e ia cul densiia &

" =B T &
P o 1“ (1*‘"‘ Eé — 'E;;j‘ e Eﬁ) -

Se poi non.& F(0)==0,1a V sarh fanzione pofenziale di
guesta massa M che ‘Fempie tuito D ellissoide, e di un’ albra m

" o = zF (0) Ak
come risulia dalle equazioni {21) e (24}, Questa massa m, per
¢iv che abbiame dimostrato nel paragrafo ‘precedente, costi-
tuisce uno strato di hvello.

(lonsideriamo ora una sezione principale dell’ellissoide, per
esempio quella fatia dal plano wy; in essa Vellissi omotetiche
di equazione

ed imaginiame un cilindro retto elementare coll’ asse parailelo
all'agse deile 2, che ha per base un elemento infinitesimo dw del

-



)

piano xy compreso tra le due ellissi omotetiche (k) e (k--dk).
La porzione di massa M contenuta in uesto cilindro sari

1 — i
M = 2do | ¥ (1 R Ef)dg
Ponendo
1 —— b
2 == t‘}‘fﬁ . send |
avrenio

T

2
M == Vs do f ¥ <S{:GEEQ} cosh df .
o

Poiché il valore dell'integrale definito & una funzione sel-
tanto di 8, se me deduce che tutii i cilindrl elementar: colla
stessa base dw compresa tra due ellissi omotetiche (&) e (& - did
contengono masse nguali.

Ne
;]
Fi{) s o
{;E) Jz’
e = & una costante, sara
F(;I}w Em‘/«'& ’
e ruindt
M = Zeax dw .

Pungue in questo easo tuthi i eilindri elementari che hanno la
stessa base contengono masse unguali.

Se g & 1} massimo ¢ ¢ il minhno dei semiassi principali del-
Pelhsseide, ponendo:



k<l

e polremo esprimere la variabile ) per fungioni ellittiche: di me-
dulo %, per mezzo dell’ eguazioni

By .
__a'sly ,
+ “anfu
Onde :
sl
}u —E— b! === I. E ...... .; — dﬂ‘lu:
A’
o a ]
, o e 4
b g? e g e e
SRy
dh - 2du
D AL
20y g 2
H — 1 #n_ij@ iﬂ:g % ym" E d
a*an®x L dn®i ' cnfu)

ed ossexvando che per lmm at ha w==0, dail’equazioni (17} avremo

e::{:b en sa'u [ 13* g
V F :E'-E! 1 — f e {iu
sna, _/ aﬂsn*m Y dnie ' enu

dove, se il punto & nello spazio interno all’ ellissoide u,—=, e
se & nello spazio esterno sn®x, & la minima radice della equazione

He0 .

Se l'ellissoide & di rivoluzione intorno ail’asse minore cioe
s¢ @=-b, 3aTR

J3-0  snu==sentt , cnu==cos® y dnt == 1 , ce=g cO¥ X

e guindi:

enau -
Va=2na® cot 2 f F(l - x4y cns*u)) du
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Se 1’ ellissoide & di rivoluzione intorno aii’ asse maggiore,
e guindi

% .. — - e
W21 , snu—1tanghu , cnu==dou v

g1 ha

#y
- senh?y / ot . a))
h...._ﬁﬁc" ﬂﬂtlh ﬁ[?(l 433 Eﬁnhg m(g;;ﬁ*ﬂﬁa "'i“' y + & dﬂ-

Se In densith & costante e uguale alla nnitd sard F(u)=—w,
e per 1’ ellissoide di rivoluzione intorno all’ asse minore, avremo

@? A+

Safgeny

23
at gen? ﬂ(tangu, o H’))

Per 1 ellissoide di rivoluzione intorno sll' asse maggiore

V ==2naicota (u, tty - 3en H, COY ui> —

| 2
V==27e? coth m[ﬂi G (u, — tangh u,)

c2 senh?® o

o 1 g o |
2; sj;";h“ m/H’ — senh #,; cosh uiﬂ

Se Pellissoide si riduce a una sfera; ciog se

ponendo

avremo, per lo spazic esierno,

V=22 R [F(I—#"'Ezﬁ}dﬁ ,

i i1



e LY —

o per lo spazio interno alia sfera

1

R
Vie= 21 RY [ ¥ —riuf)de .
/8

we la densith & costante ed uguale a 5, sard

§ 3 _
V:: e %ﬂﬁ_ _ "’ri - 2?:? Rﬁ - i 'I{.'l'} ?‘E

come abbiamo trovato nel §, III,

Dalle espressiont trovate per Ia funzione potenziale di una
massa ellissoidica decomponibile in strati di livello, si deduce che
P'azione di questa, tanto sopra un punte interno, guanto sopra
un punto esterno, equivale sempre all’azione di un aliro ellis-
soide 1a cui superficie passa per gnel puntorInfatti, se il punto
attratto m & pell'interno, ¢ conduciamo per m un ellissoide o
omotetica all’ ellissoide o che forma la superficie del eorpo, Ia
funzione potenziale di questo, sark la somma della funzione po-
tenziaie delia massa compresa tra 5 e 5', e della funzione po-
tenziale della nsassa limitata da o', La prima di queste, & costante
perché per tuite le posizioni di m nello spazio racchiuso da o', &
data dalla equazione (15); yuindi la massa eompress tra 5 ¢ o'
-non esercila azione sopra m, ed abbiamo il segnente teorema:

L'azione esercitata da nn ellissolde decomponibile in strati
di livello sopra un pumte interno m, & uguale a gquella che
esercita sopra m, la sola massa che & contenuta deniro 1'el-
itssoide che passa per m ed & omotetics alla saperficie del corpe.

Se il punto atiratto m & nello spazio esterno, abhiamo

dove X, & la radice positiva della equazione

2 2
How e —o ﬁ A ?

M —
QA R wwps S



R —
Ponamo

mP=a* -1, , bPF==bF b0y, =6 1k,

-

ARVYIEmo.

Hoes 1o L S
glt-a  bios s

D == /(a0 (b, 1-a) (¢3-+a)

s
abe 2 ,H_ % do
V=zaybe, £ ;;“‘g;;.; ¥ i ﬂf—i—ﬂ TEBEia elto ‘\/{ﬂf%ﬂ}(b E"‘}“f‘}{ﬂsg"{‘ ‘3}

¢ quindi V & anche la funzione potenziale di una massa decom-
ponibile in strati di livello, compresa nell’ellissoide di equazione

o )

la e massp & .

1
obe fp0 —ayatdh=M

Miﬁ4ﬂﬂiﬁl 'ﬂ,l = T .EI ﬁi

i}

e abbiamo il seguente teorema:

Un ellissoide decomponibile in sfrati di livello esercita,
sopra an punto esterno un’azione uguale a quella che esercita
sopra il medesimo punto, un ellissoide omofocale che passa per
quel punto, che contiene una ugual massa, ed & decomponibile
in strati di livello,



N

g XV.

Funzione potenziale di un Ellisse,

Abbiamo trovaté nel paragrafo precedente, che la funzione

L
Vo ﬂubcA‘F(H}% ;
t

dove A, & la radice positiva della egquazione
EE yﬂ FE
W W WP

in tutto lo spazic esterno all’ ellissoide di "@Eiuazimm

H=1 o,

22

Fr ot yﬂ
etpta=l:

¢ la fanzione potenziale di due masse, una M a tre, 1" alira m
a due dimensioni, la prima delle quali riempie tutto lo spazio
interno all'ellissoide colla densitd

=

2 a4y g®
p==F (1 LIS AR T

ﬂf bﬂ EH

la seconda ricuopre la superficie colla densiti.

formando uno strate d&i livello,
Ponendo

eF (@) ==flz) ,

RY TG

ol
| dh
}. e ¢ —_
(1) V == zab ﬁi;“(ﬁ) B

______
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, R L
£ e 1 v — L_. — e
4 | f ( e PR

@ P,ziﬂbﬂﬁ){*ﬁ%&)l _

Lia massa dM contenuta nel clindro elementare che ha la base
dw nel piano wy e I asse paralielo all'asse delle 2z, sard per
eid che abbiamo dimostrato nel paragrafo precedente

L

_ {2
(3) dM == 2 dmy 8 f f (zcos®®: cosh 4B
0

¢ la massa m che forma lo strato superficiale sarh (§ XIV{21)}
(4) =2 rab f(0)

Conservando per / la stessa funzione, e facendo diminumire inde-
finitamente il semiasse ¢, al limide avremo V data sempre dalla
equazione (1), dove perd sara

() H=1— TR T YT D = /i 3-+a¥) (+-57)

e i, sard la radice positiva dell’ equazione

He==0,
I'ellissoide si ridurri ad uno strate di altezza infinitesima disteso
sopra la sezione prineipale fatta nell’ellissoide stessa dal pianc 2y,
e 1a masss contenuta in ogni elemento di superficie dell’ellisse
sard sempre datu dalla equazione (3), quindi in ogni elemeuto
vi sard una massa i densita

M (3
{ﬂ) ii‘m o {}(3}11‘1: “\{E r f’ (Eﬂﬂﬂgﬁ:] cos df

L ¥ ﬂ'
EY e
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e se F(0) & differente da zero, siccome in ogni elemento della
ellisse verranno 3 coincidere due elementi della superficie dell'el-
lissoide, bisognerd aggiungere in ogni elemento uma massa
cotla densith

: A

p=1abf0) (Yo2)

Per determinare il valore che prende guesta espressione
per =0, ogserviamo che denotando con {4, ¥, le radici negative

della equazione
Hz==l} |

abbiamo:
3 2 q
@ mr=0s 01—~ 1)

Derivando quests equazione rispetto a ) e ponendo hw==d,, si
ottiene -

)by W) a K A
hy Ayt iih 5% (@) (E‘i“{'}ﬂ)?_t Ay Ay
Onde
"'rf‘iint 4

Wﬁ: - \X{iimt’qu—{li “"""'*‘;)
ed zl linite per X ==90

(’@ 2
b i 1’!1’-1 4’
Ma ponendo

2 g

dalla equazione {7) abbiamo - o R
by (g b vy) By = a2t — 22 (a® -+ 4%

e quindi per A =0ez==0
.y Vg o= @008,
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e in conseguenza

) _ 2
D Jo abys
b f{_fﬂ
Vs
Pertanto la equazione (1), coi valori di H e D dati dalle

equazioni {7}, sard la funzione potenziale di una massa distri-
buita sopra 1 ellisse di equazione '

g

:'.t?" .-y
& T

coila {iﬂllsiti!: .

T

—_—r

p {8) m Zv; f 2 (ggﬂsﬂﬂ}ﬂggt}{gﬂ + {’Ez}
. | :

Data p{s) si ottiene la funzione f mediante wna semplice integra-
zione. Infatti, poniamo

SCOSHY == 1y
onde -
2 scosh senl df e dis

o) = f rede , A0
¢ xf § e thy V 8

Ponendo v in luogo dl g, moltiplicando i due membr della

dv
equazione per \/s— e integrando tra ¢ ed s, abbismo

-4
o (v) dy /‘ {p,) &, dv
de LA 0) | i
f\f’s-~+v J V= Jvv— , V{s—1)

e gaindi




e peril teorema di Dirichiet

a o a [0
1 f dx f fley) dy == f dy | Fcy)dw
y 0 0 o i

si possono muisre i limiti del primo integrale del secondo mem-
bro e otteniamo

8 L)

6 {v) dy [J dv dv

el f { ) d;!‘ e T «..§... ﬁi}) ....... =
‘L"’u’ §oy RV ] 25 v {(s—v} (v —p) l» {3 - ¥}

ed offettunndo le integraziom

5
H ¥ (‘J} dv
8 == Ve oy

Abbiamo ottenuto la funzim‘:ﬂ potenziale di un ellisse come
it limite di quells ‘dell’ ellissoide ehie si riduce allellisse dimi-
nuendo indefinitamente uno dei suoi semiassi. Ma per esprimersi
pitt esattamente abbiamo cosi la funzione potenzisle di uno
strato ellittico di altezza iufinitesima che in ogni cilindro che ha
per base un elemento dell’area ellittica e per altezza 1 altezza
infinitesima dello strato contiene una massa data. La funzione
potenziale 4i una massa a due sole dimensioni distribuita sopra
V'ellisse, & il valore dells funzione potenziale deil’ellissoide nel
limite per il semiasse minore ugnale a zero. Ora il valore di
una funzione nel limite non & sempre il limite dei valori che
prende la fonzione prima di arrivare al limite. Dungue per di-
mostrare che la funzione trovata & la funzione potenziale di
una massa a due sole dimensioni distribuita sopra 1" ellisse
colla densith supposta, e quindi la funzione potenziale di an
ellisge, converria farne la verificazione per mezzo del teorema di
Dirichlet.

Le verificazion: ﬂeﬁe propriets caratteristiche, che sono co-
muni sife funzioni potenziali di masse o tre e & due damenmﬂm
che abbiamo fatto nel paragrafo precedente per la espressione
che di la funsione pﬂtenmmia di un ellissoide, yalgono tutte
per la espressione trovata per Ia funzione potenziale dell’ellisse.
Rimane solianto da verifieare ia proprieta relativa alla discon-
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tinuith della derivata rapporto alla coordinata 2, quando si at-

traversa la superficie.
Derivando rispétto a 2 la equazione (1), abbiamo

o0
W . o gy # AN N
(8) 5=~ 2rab [ £ )5 5= mab 05 p e,
A |
Pomamo
Ay
b e °
e quindi
2k, 088 .
D= LT

(Osservando che dalla egnazione (7) st ha

2 Ve
Vi, ab

otterremo
™

8 2 —
c i P g [ o 0y =y sen Oy
i 3D o

O+ a?sentl) G, 1 bisen)) ab

cosl senl dﬁ
' vf {_ hy 4 a’‘sen?8) (1, - Eﬁ_ﬁenﬁﬁ}

al Ymite per h,==0, abbiamo

B ol B PR vV
JEFE; ol C

e quindi
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Dﬁll*equﬂ;ﬂinnﬂ che determina i, abbiamo
Ny 2 1 g2 . D,

rrs

2z mi; Ca o ¥ : #i) - }Ti (hy = 18y) {}*i: vy)
(g adp R T A2 -

onde

ELE T

fre— kabatiE - —— A N T Y E D]

e passando al limite
T I VO 2
by s D 22 AL
Sostituendo nella equazione (8) questi valori, al limite cioé suila
superficie dell’ellisze dalia parte deile x positive avremo

@

T

; .
3V . iz \f 5 f f (5{3{3539} eouf J9 — gf_{t_{}_}
0

hF-

* . OV
Dalla parte delle z negative cangia segno il valore di "

dungne facendo la differenza dei valori verso i quali converge
la derivata rispetto alla normale all’ ellisse in uno stesse punto
della superficie dalle due parti; questa differenza sara

T
T f
~- 4 (g,j; [ f .(:seosgﬁ) cost df - f_‘{ﬁ} e e dmp
A Vs o
Dungue sono verificate tutte le proprieth caratteristiche

della funzione potenziale di un ellissk, ed abbiamo il aegtfﬁntet
teorema dovuto al prof. Dini (Atti dell’ Accademia dei Lincer

Tomo 2.¢ Serie 1I).
Un' eiiizge

| T _
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di eni ogni elemento superficialeé contiene una massa di densita
o{s); essendo p(s) upa funzione che per tuttii valori di s com-
presi tra zero e I'unitd, & atta all’ integrazione e sempre finita,
e pud soltanto divenire infinita di ordine un mezzo per s=={),
ha per fanzione potenziale

(¥
ek
?Tm ‘-Tfﬂ& ﬁg) ﬁ"’

(9)
dove
H
1 | pvidy
{EI Sty A ———
{ (kL) = ﬂ Vi

.....

23 3 22

H=l— e i

Se nella equazione {(9) mutiamo A in A--C? e poniamo
A? s a? 4 02, B2 = 2 - CF

il valore di V per lo siesso punto (x, y, 2) non rimarra can-
giato, ¢ guindi chiamande W la funzione V sotte la nuova

forma, avremo

2
D
dove:
e g . e e
H =1 =~ o o D = O A0 B G40

& A, & la radice positiva della equazione

R L
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Ora EE f(0) =0, W & la funzione potenziale di un eilisgoide d1
equazione

a2
AEIBH+ lg"}

¢ di densitia,

: H,') y (A2 — C2)(B? — (2
(10} p(Hﬂ__.“ ___________________ 4 g&ﬁ{}) )} !

guando- il punto atiratto & nello spazio esterno all’ eflissoide,
La densith o {9) dell ellisse di cul @ funzione potenziale V &

e sostituendo in questa alla fanzione /il suo valore dato dalla
{10} abhiamo

L { s ‘—'"ﬁ“vT”I'.ff.'.TlL__.g_i}_EﬁE .......... v f {Eﬁﬂﬂ EG} cosH dg

e se ne dednce il seguonte teorema:
L'azione sopra i punti esterni esercitata da un’ Eﬂmﬁm&ﬂ
di equazione

»

& .&i densita p(H,") & uguale a queﬂa eaemitata_ da nna masaa
a due dimensioni distribuita sopra I’ ellisse focale

a2 - yﬂ'w_ ifj’r{}

—

At (02 7 As . (® i
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cotla densits

Lt 3

2 ABC . [*
TR oh (TG Vs | #lscos ) cosd
£

dove

2 132
A% (2 B2 (=

Quando o(H',) == 1, Ia densitd dell’ellisse focale che eserciba
la stessa azione sopra i punti esterni sli'ellissoide sard

ABC
v(M—GE} {Bﬁ-g

e |

3, XVI.
Funzione potenziale di un’ area piana omogenea,

Per determinare la funzione potenziale di an’aren piana omeo-
genea costruiamo direttamente una funzione che ne abba le pro-
priets caratteristiche, cioé le proprietd che secondo 3l teorema
@i Dirichlet &imostrato nel § X, la determinanc completamente.
. Sia o la grandezza dell’ area piaba, sopra oui . esiste uns
massa attraente o due sole dimensioni, di densith uguale alla
unitid. Prendiamo per pimmo delle wy il piano dell’ area w, e sin
V la funzione potenziale di questa masss.

Cominciamo dal costruire una funzione a an sol valore, finita
¢ continus che abbiz la derivata rispetto a 2 discontinua abira-
verso o, in gunisa che deriotando con V. i valori della funzione
dalla parte delle z positive e con Vi quelli dalla parte delle =
negative, sia al Hmite per z=0

EV; DV;‘

dz b

mﬂﬁiﬁ'.

(1}
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Abbiamo dimostrato nel §. XII che la funzione potenziaie v
di un doppio strato omogeneo disteso sopra I’ area o, gode la
proprieta espressa dalla equazione

Ve — P e 4 .

Quindi se prendiamo la funzione

Uz 20,
poich® derivando rapporto a 2z, abbiamo
5 AP 2z
al Hmite per 2==0, sard
:"UE }Ut - ﬂiﬂ’
dz 2 '

Ma la fanzione U nen gode Paltra pmpm,tﬂ. l:a.mtﬁarlstma
di sodisfare alla equazione

(2) : A2y,

Iufatti, offettuando le derivazioni ed osservando la equazmuﬂ
deila pag. 57 :

Alp—=0
abhbiamo
% 2:59

Ora dalla formula (7) del & X1I si deduee, come ivi abbiamo

5 osservato
Lﬂr dax
f(“tm ¥ dy as)k '

e .poichd, denotando con » la normale al contorno s di , di-
retta verso I'interno, st ha




g

— Y —

potremo auche aﬁn?erﬁ -

hr____ . “ By ds
o f(ﬁ ;r)"‘ﬂ-i—{y )bu »3

e ponendo:

: # l}ﬂ: N
(3) ¢ = (@' —) -+ =~V 5,

cioé chiamando g la dmta.nm &@i'?untn attratto (2, ¥, 2) dalla
tangente al contorno s nel punto (i, 'y, 0), avremo

hi % '
o= [ 15
' s
e posio. o
@ W [ 1%
g ¥
(%) Vi PR
¢ guindn:
2 0W
(6) MU= -

| {}ra n:a.lﬂﬁiumiu ATW e& Gﬂsemn{iﬂ Pequazion

.- 1
1 dp |, Y L dz
R STt
I 57 o gdn
i otliene
1
% y
’

) arwems [(Z22 TN, 2
,&Wm-f Nt N “‘i"‘."{l_’“, “” EES-H-—ﬂ E"f?
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Sommando Veqguaziont (8) e (7) si otliene

AR (U 4 W) e

s‘ﬁ

Dungue se prendiamo

(8) VU4 W=—wt f 20

sard sodisfatia en&entemente alla ﬁugﬂrﬁme la equammnﬂ {1‘}1 ed
in tutto lo spazio, al pi eccetbuando 1 area o, la équazionse
caratteristica {2). B necessario perd osservare che si deve pren-
dere ﬁmtwamente il valore dell'angolo solido v, per # positivo,
e negativamente per 2 negativo, in modo che il prﬂdﬂttu dt
gqueste quantita sia sempre positivo.

Tralasciando ora di verificare Je altre proprieth caratteri-
stiche pﬂﬂﬁlﬂﬂ’l{} faciiménte dimostrare che la funzione V &ata
dalla equazione (8} ¢ la funzione potenziale delParea @,

Infatti, ponendo |

# el — P -+ (' — yF

abhlamo

4 ¥ . dx , 3y
u —_ mam—— v v ‘_ﬂ mtpeaim 3"’ — m— ? L i b,
hp r hY ] ( } 2B ( y) In 9
¢ quinds
. ds g
) Woewe | I {50 g x
r Ji
8 5

*Ma per un teorema noto di analisi

My 1
&ﬁ—fﬂs mf(‘ﬂ'-ﬁ‘%‘ tilﬂ f( + d{ﬂ,

0 22
W soms o mi._ f N S _
o "-‘ﬁ |

onde
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Ora riprendendo la wvspressione dell’ angolo solido v data mel

§ XIL, coll’ ayvertenza fatta nella pagina precedente, AVIEIno

U Ef P F— mf 7 b

" & sommando s ottiene
dm

Ym

‘:t *_-;_. '

&

Perivando le equaziom {8) rispetto a 2, ed t}ssarva':-

{b), abbiamo :
" W | |

3z Y

Dungus la cﬂmpﬂnenﬁe secondo la nurmaie al piang. dell’area 0,
& uguale all’angolo visuale del contorno s veduto dal punto at-

tratto.
Palla e quazmne (7} del §. XII, i deduﬁe

o Yo "
N & 3 4.
£0) - dp r e da. r &
(%) = — f e dy | e f”“" s .

i

| 3 23

3p 3 2y Qe f R /‘ .

1{} ..... - — ey i f e S
(19) e ( dx’ ox dn 22 ds + s S d-s-'f-.i;é'

. 2 yel
A 2 W L f hEY f 7
i w% ") T =) Tk iy
Sommande la {10} colla prima delle (8} e la (11) colla seconda  «
delle (9} avremo

(11)

! .o

-L
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Integrando e caservando che le costanti rispetto a # che costi-
tuiscono i secondi membri delle equaziont integrali sono uguali a
2670, {;emhé per == o, per una prﬂpriﬂtit comune a tubte, le

....-

Ora se deriviamo la equazﬁ}i;;{ﬂ) rispetto a 2 e ad ¥, e
pﬂmmu mente alle (12}, avremo

U
(13 W [ds “' . f dyds

iR

e sostituendo alle {ienv&te rlspettu alld nnrmui& i Iﬂru ?‘ninn
espressi per le derivate rispetto all’arec

Y & & Y d

Ora sia 1'area ® un poligono di un numero & di lati, e"liﬁﬁ?i

notlamo con ay, @, . .. ar le lunghezze di guesti laki, con
91 44 + + - qn le distanze rispettive dei medesimi ‘dalla proie-
zione m dﬁl punto attratto M sopra il piano “dell aren », con
V1 s .« « vs 1 vertict dai gquali rispettivamente incominciano
1 labl @y @ . . ., as, quando si percorre il poligono da o, ad
dy da oy ad. 0, ¢ cosi discorrendo, con ¥y, ¥y, . . Fa e di
stanze rispettive di M da v, 2, .. .0n, € infine con Wy UWyy o o Wn
le funzionml potenziali dei lati a,, o, . . . a» .

La formula (8} dard immediatamente «
Voo o 2p - T ey

Ora applicando la formnia trovata nel § V, abbiamo
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ove ai" denota la distanza del vertice w,, dal piede p; della
perpendicolare ¢ condotta da m sopra &, ed a; la distanza
del vertice o da p:, queste distanze prese positivamente q.ando
¢i muoviamo da pynella direzione da e ad @, .

' Se denotiamo con f e gh angoh che ri ed iy, fanno
col lato @, sard

@i == iy COBYE o @'im= — 7% CO8%:
@ L Yoy = 2 CORP Y 5 0 - 1= Drisen® )
¥ sen ificost B¢ #
i 2 2 i
i sen } y.contv
e quinidi
. m‘" -
wi=Tlog — ;;;’1 == log (cﬂti 13. cob] 1)
. - o

é per la fummnﬂ potenziale avremo
Vv Lq; log (cot} En got! 4

:_:'5.

dove 1o ¢ devono essere prese positivamente, quando rimangono
dalla stessa parte del'area o rispetto al lato e, e negativamente
quando rimangono dalla parte opposta. ¥

g8 XVII N
Funzione potenziale di un poliedro omegeneo.

Denotando con 8 lo spazio occupate da ur corpo omoge-
neo, con & la denstth costante e con V la sus fupzione polen-
ziale, abbiamo

| (e
{1} V-—pfsu;;-.
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wOaservando la identity: facile n verificarsi
. 2
_ SO
(2) % Atr =2 %

e sosbituendo nella ﬁ]ﬂﬂﬁﬂﬂ&{fi il valore da :1 tratto dalla {2),

V=é;fﬁﬂrds.

g1 obtiene ¢

3

Ponendo nella equazione {1) del! § XI
U=1,V=r,

osservando che r & una funzione che insieme colle sue d&rivatﬂ
prime & dlun sol valore, finita e continua in tutfo lo’ s?ﬁamo S,
e denotando con s la superficie che forma il contorne dello spa-
zio 53, abblamo '

onde
Y=gk m®

Ora denotando. con &, [i, ¥ gl ﬂ.ngolg che la normale alla su-
perficie o diretta verso I'interno di 8, fa con i tre assi,’abbiame

L

I'm »

e denntaﬂdﬂ con p la distanza &El punto attratto (', ¥, 2) dal

pisno tangente a s nel punto (¥, y, @), presa positivamente o
negativamente secondo che il punto attratto e lo spazie 8 ni-

@ Dema e (ot



(4)

e HE
3 e 58 :
i
—_— 162 ;: %;
mangono dalla stessa parte o in parti opposte dﬂ! pianoitan-
gente, sard
p == (& — #}cosae -} (' — 1) cosl + {2’ — 2)cosy
+ * #
e guindi i,
) dy
@ . S
¢ finalmente -
b [pds
24 »
i P
| Questa espressione dells funzione potenziale di un corpo omo-
geneo & dﬁvut& & Glauss. ) | »
Ponendo neile espressioni trovate nel & VII per le derivale
pﬂmg____,__;fi_ellﬂ funzione potenziale di un corpo,
A TR 17 0w
dr dy AT YR gl 3
abbilamo per un corpo omogeneo i
Y fcﬁﬂm ds )V P[ﬁﬂaﬁdﬂ W r[cﬂs*;da'
L gy | e - il mmp | AT AP il B )
ar A r My S0 F AL Jg T

I} corpo sia um poliedros ¥y , F5,... Fa siano le sue faccie
ed 2, , D, ,.. 8« le rispettive funzioui potenziali dj gueste fac-
gie gquando sopra di esse @ distesa uua massa A due dimensioni
di densita ugnale alla units; p, , py ;% “pu le distanze rispetiive
dei puntﬂ attratto dalle medesime ed o, Bs , ¢ gli angoli che p
fa con i tre assi, la fanzione potenziale V del poliedro sag

i
(3 Vm{%}ff}#m.,

xS
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el _%@;mziﬂﬂi (4) diverranno

;.1{7 : | "E :\‘tl?‘ ?i 3 #H
(6} §5 mﬁ% (hcowy, }?mp%ihgﬂsﬁs . 2%: m p%‘l £y conys

r

8. XV

#

Funzione potenziale di un oilindro retlo omogeneo.

Siano 5, o 5, le basi, b 1" altezza di un cilindro retto, p Ia
sua densits costante. Prexdiamo il piano wy parallelo slle basi,
che non ‘incontri il cilindro, e le # positive nella direzione da
5, & 05 Slino o',y ,¢ le coordinate del punto attiatto
o{z’, ¥ ; #) la funzione potenziale della proiezione s-delle basi
sopra il pianc zy, quando sulla medesima ¢ distesa una apassa
a due dimensioni colla densitd p. La funzione potenzial v una

gezione fatta mel.cilindro da un piano condotto pamﬁ;ﬁ;;te -
alla base alia dfgaﬁhnm z dalla medesima, sara

v == vl , ¥, 2 2)
Decomponiamo il cilindro in  eilindr elementari,_elascuno
dei guali abbia per base una sezione pirallela al piano xy e
per altezza dz i se 2==a e z==a - h &= b sono I equazion: dei
piani delle due basi o, e 5, , la funzione potenziale V di futto
i cilindro sard

(1) Vep f valz
" | a

I,a fanzione 2 @ 8 un sol valove, finifa e continua in tutto lo
spazio, e questo integrale di la funzione pgteuzia&e del cilindro
per quslungue posizione del punto atratio.
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Siano ora X, Y, Z. le componenti deil’ attrazione esergitata
dal cilindre sul punio o', ¢, ¢ , avremo

b b b

1 & \\: ¥ a )
(2} X = f—?}—d.? Ympfﬁ-dr Z—upfﬂdﬁ
Ma esséndo __
| #2 == (B e )2 (Y )T e (2~ 8
ahblamo
by e ida
" A , H
3

Duangne’ ’%ﬂ cnmpﬂnente dell’azitne eserm{:atn {ia un cilindro relto
omogeneo, sdcondo 'assef & ugnale alla differenza delle funmoni
potenziali delle due basi,

Dalle {2) pDHEﬂﬂﬁ mente al l‘equa.rmni (13) del §,X VI, siottiene

dr ds Az
f L ";:”“‘ —“3’5 f P
i
'[dgfﬁ;{g_gm Ldgfif;f,
Wﬂ}' ¥
e
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ed oggervando la espressione della funzione potenziale di una
retta omogenea data nel & V, si ottiene

(4) *

" dove r, @ r, denotano le rispettive distanze del punbo abtratto

dai punti det contornt di 2, e di s,

{e formule (3} ¢ (4) danno le componenti dell’ attrasione
anche se il punto attratto & #ello spazio interno al cilindro.
Infatti se il punto (2, ¢, #) & interno, conduciamo due piani
pﬂraileli al piano 2y alle distanze ¢’ -—¢ e 2’ - ¢, e denotiomo
con 3, la seziGne fatta dal prime, con s, quella fﬂ,tta del se-
condo, e consideriamo ¥ azione dei due mhueirl, uno di- hﬁm S Sg'y
altro di basi 4,’, o,, sopra il punto (£, ¥, 2) &shemn mi am-~

bedus, distipguendo coll’indice ¢ le componenti di qna gt
AVYeHI0

i X = [ 1{, ._"'_"_..5 "f“i'ﬂl) (b d + T2\ e
)

Ef%.iflﬂ —edn N bz
£ Yot g g & + ri; e~y

] — i:%t. —
?_: e ~+-1?3H T

Passando al Iimite per ¢==0, a cagione della continuita
della funzione v si utttane

 Hm Xee= X f log (2t 178 g
g = 0 ﬂ's—ﬂ +i‘i
" b v 2wk ¥y
Im Yo=Y == ug ; *) ds

limy 7 oo 7o pe ~— 1,
g}



So deriviamo rispetto ad =" la. prima dell'eguazioni (3}, ri-
spetto ad ' la seconds e spmmiawmo, avremo

Xe , 2Ye ) gy - 9;»_')(_ _______________ !
W &y m£<(m %) - an J\ry (ry — s)+

1 __ ) 1 1

Ossérvando le equaziont

. -,

Ty :.,’F'i : im__,._ -7 9
& DA = 1) ey e e g

. 81 {}t‘ti&ne

.3% aYg: (}ﬂ—aﬁ @ﬂhr.+rﬂ] N
2t *?_b LA ./; og {(ﬂ — & ) Ay i

B ',"- mn noto {eofema di aua‘imzﬂ essendo r? = (;’B e B

ﬁ* - 0¥, si ha ;
N 31d
B iug{s:%l}d’é‘w (i----glﬂg(i‘l»}-l}-{- -Iﬁg(r;+‘£))eia-—-~ = ; _5
onde
o X L ¥V M Mome |, Wz M
i — .+. o e i i s i "
AT T A ' "
Pasgando &l limite per e==0 si oftiene . 5
&K i Y E“ﬂb S #
...... e i
da + yy ¥ il g

e 3?
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mezzo di -tre equazioniy’

Pateks
=
o |

'H.

§*. XI%.
Principio dello iéagini di Thomsen.

11 principio delle, imagini di W. ZThomson da il modo di de-
“darre dalla funzione ‘potenzisle di uwna massa M, distribuita in

“uno spazio limitato B con una densita p In ciascun punto deber-

nata, le funzionl potenziali 4i alire masse M, in altri spazi T»

che si ottengono trasformande lo spazio 8, con densith p, che
s1 deducono inmodo determinatd dal valore di o,

Prendiamo un punto O per origine di vn sistema di as:
rettilinel ortogonali, e ad ogni punto di coordinste Zy. . %y , T
facelamone mrnﬁpundrre un alire di coordinate: y,, y,g,, gfa , per

E

. -\.__.:.
. _EE'E
A

3.

Se per ogni sistema di valori delle #, si*ricava dalle equazioni
(1} un sistema di valon delle ¥ ® uno soltanto, e viceversa,
avremo una brasformazions, univoea dello spazio, e per ogni
figura data un’ altra eorrispondente in modo determinato pusnto
per Quntﬂr.

- L funzione potenziale V di una masss che oggupa uno
spazio limitato 8 (sia § 2 una, & dué o a tre dimensioni)’ n

tutto o ﬂpazm 8" che si ottiene escludendo lo spazio 3, sodisfa
alla equazmue

U‘} Iy==Yy 1@;1 » Ty s "1:3} y Ya=Y E(fﬂ BEZE 3:3} ¥ Yym==¥ 3('17 £ !=-

(2) - ATV ==() |

Sostituendo nella fanzione V le x espresse per le y me-
diante I' eguazioni (1), V diverrd vna funzione V, delle ¥, e se
con T denotiamo la imagine di 5, e con T la imagine di S’
in tutto lo spazio T, sard sodisfatia la trasformat® della equa-
zione {2).

&
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Per oid che abbismo dimostrato nel §. 11, se

M Sn dhg ("‘yﬂ 2
Vo T . . —
i, d, =0 EHC ) 2‘ EW;) Ty =k
ﬂ;‘rﬁmﬂ
o O LAV, ﬁvi ah Iﬁvri
S 7 | U Bl [ P .

AN =W"Zs dutp \ b s hﬁ.,(k | My s

Pohendo

xi ha__. iflentimmente

o WV, WV, _[ VN 1
o Ve 4 HE 5 §f__0N af .
~." a .y.ﬂ " byl E‘y! v : ( Vi ﬁi

e (i )]

Se le equazmm {1) sono tali che i1 valore di h udmfﬂﬂcia “alla

eqguazione
@ Cog =0
SAril

e in tutto lo spazio T sarh sodisfatta I' equazione

, . v, |
r ’5~ & 2 ""‘""**} 3 T i
(*"} (\,fk -.

i
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e poichs neﬁﬁ.ﬂpﬂéiﬂ 3, se questo & .a ilre: dimensioni,

APV = — 4p,
pello spazig T imaginé di -8, avremo
/Yy 4
({;j) ‘i) ?‘E{ .
v.a Vs

La equazione {3) gara sodisfatta prendendo

s .
ﬁz'}}ﬁ y Pt By (e a)?
e ponendo
v
7 =
(7) Ty !

Pequazioni (3) e (7) daranno nello spazie 1

e nello spazio T

“ii . 3 -_"_:-:::::E':=:=:';';Z-_.:._- : R
{1 ,11 ﬂf} . dne'py _ c
o

dipende,.come: ahbiamo dimostrate nel §. 11, daila trasformazione
detla forma. differsnzinle
BTz Tyl ®

neil"alira
1 e
E’?E;i dg{sﬂ e ;:;"i Eﬁ-f?y.,
Poiche abbiamo identicamente 4
a2
..... L,;gﬁ mc-»iE, ,.,._,,uﬁﬁ__ )
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per ottenere questa trasformazione, basterd prendere

el
Y J
qYg——fs
/5

Quadrando, sommando e ponendo

r? o Xy (8, - )2,

........

avremo

#

ror == ¢l

Quinﬂl, denotando con O il punto che ha per coordinate
ay , B3, ﬂgﬂ’ imaginando una sfera di raggio ugnale a ¢, f‘:ﬂt
centro nel punto O, il raggio della sfera sark media proporzio-
nate tra lo distanze dei punti corrispondenti dal centro O,

Dalféquazioni (10) si deduce -anche

Y0y Yyt Yy Ty

Ty Tg—dy Tg— iy ¥

Onde i panti corrispondenti si trovano in linea retia col
" centro O, | |
Con guesta trasformazione che suol’ chiamarsi frasforma-
zione per raggi vettori reciproci o anche semplicemente inver--
sione, 1o spazio interno alla sfera & imagine dello spazio esternoe
viceversa: nna sfera qualungue ha per imagine un’ alira sfera,
e un piano ha per imagine una sfera che passa per il punto O e
viceverssa, | B
Poichd denotando con ds e con ds, due elementi lineari cor-
rispondenti, abbiamo
: | s
a5 = Sdatem T Syt =S ds B

¥y 1
¢
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SR

‘i -
g = s
i"% f ?

e la trasfﬂrmnzlﬂna (10) aﬁnserwm la similitudine nelle ;ua.rt.l

infinitesime.
I/ equazioni {8) e (9) ei dicono che la furnzione U gode una

delle proprieta caratterlstmhe della funzione potenziale :31 una
massa che uﬂéupa. lo spazio T imagine di 8, eolla densith * 5{;1

Dimostriamo ora che la U gode anche tutte le alire prnprletu
caratteristiche di guesta fungione potenziale.

. vV
La- funzione UJ mr..i
. i _

tinua in tutio lo spazio, perché tale si conserva V, e per rye= D,
esvendo V la funzione potenziale della massa M, abbiame
F ] .

.V ; M

lim = . lim oV o=

re &
¥ im{} ' o= O

1 conserva a un sol valore finita e con-

A infinito U si annalla e moliiplicata per ri ﬂtfrnverge
verso la massa M , ¢he occupa lo spazio Teolla deuslta e o Ine

fatti, abbiamo

Pds

riUm Hm V, = lim Vo
g 7

rimm'_” = o w0

Ora, per un noto teorema sulla trasformazione degl’ inte-
grali multiphi, si ha

as datydngdle b | JT
f & f f j E"“*i“% ? ‘[ f f ,;{:ildﬂﬂfﬁfﬁdﬂa =g f P:!i =M,
1 T s

?im ?'i U B I'th .

j’imm

W
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51 pud asserire che le derivate prime di U s1 conservano fimte
» ¢ continue in tutto lo spazio fuerl che nel 'punto O, percheé
tali si conservano le derivatedi V, e nel punto O moltipheate
per r 2, convergone a zero. Infatt, abbiime
A3} o AuV ' »V

N ! 1 E' ...... T I ‘s — ] — furm i G
12 Iim », m im .
(12) ry=0 &y oo o0 ! NS ‘*rf 3

P 20

Allinfinite le derivate di U moltiplicate per.,g'ﬁ CONVergono
verso quantith finite, poiche
T .

im r? f’i == Hm

1y = 00 e =g O @

Cosi a'ﬁhmmc: dimostrato che In funzione U ha fufle le
propriets caratteristiche della funzione potenziale della massa M,
in tutfo lo spazio fuori che nel punte O. Quindi applicando 1!
metodo esposto nel § X. per dimostrare D' identitd di queste
due funzioni, & necessario escludere guesto panto con una sfera s
che lo abbia per centro, e che abbia un raggio r pmﬂﬁia quanto
ai vuole;e agl'integrali doppi trovati alla pag. 37, deve aggiun-
gerai un integrale

I.“T*— dﬂ——" W ridoe

ErEFE

che a cagione della equazione (12), & eg::mlea zero. Quindi le
due fanzioni saranno idendiche in tatto lo spazio ad esclusione
del punto O; mna non potrebbero differire in questo punto aliro
che se una di esse avesse in guel punto una discontinuiid che
potesse toglersi, mutandovi il suo valore, il che non pﬂh es-
sere dells fanzione U, che & finita e continna anche in guel
punto. Da questo si deduce che la funzione ‘U & la funzione po-
tenziale della massa M che occupa lo spazie T, colla densita o .
Poiche le proprieta caratteristiche delle funzioni potenziali
le .ahhiama dimostrate nella ipotesi ehe non vi sia massa all'in-
finito, sari necessario che il punto O sia esterno alla massa M,
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perché altrimente lo spazio T che contiene la masss M, si esten-

derebhe all' infinito. Cosi abbismo dimostrato 1l seguente teo-

rema.
Se V & la funzione potenziale di uns massa M che ccenpa

uno spazio 8 a tre dimensioni colla demsith p, O un punto
esterno a guesta massa, V, cid che diviene V quando vi-si fa

ong trasformazione per raggl vettort reciproei rispetto a una

* i L] v n ga
sfera col centrosin O e di raggio ¢, ' sard la funzione po-
' L]

tenzizle 4i una massa che occupa lo spazio T imagine &1 8,

colla densith oy e nei punh mrnspun{iﬂutx Avremo

essendo #, la distanza d& punti &i T da O,

.. Se lo spazio % &a due sole dimensioni, vale a dire & una
supetficie, delle proprietd caratteristiche della funzione poten-
ziale V bisogua eséi}lmlere quella data dalls equazione

AEV = — AT,

e sﬂst.'i'tuirvi I aitra:
Ve OV,

Yo Ay,

Ip Xp

(18}

Ora a cagione ﬂﬂuﬂ‘ ?mpﬂﬂt“ di eui gode la trasformazione

per raggi- vettori I‘Eﬂlprﬂm di conservare la similitadine nelle
parti infinitesime, gli elementi delle normali nei punii corrispon-
denti detle due superficie 8 ¢ T sono pure corrispondenti, e di-
stinguendo le quantith relative a T coll’indies 1, e osservando
la equazione (11} abbiamo

Wa__ridVike_ 7?2 __) 4 r Va y
: }P ':E W'I}i ﬂ 2’3}1 ¥y ﬂﬂ api

sl

BN i LAt e——— e o

2V .t .}{Ee h rﬁ A f‘r"'? i__Va o,
o E ¢t dp, \#y

............. =

i
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Sottraendo ed osservande la (13) si ottiene

M b'[T;j e? ¥
.............. i JRTTVOT 4"': R {J

ed abbiamo il seguente teorema.

Se V éla funzione potenziale di una massa a due dimen-
sitfhi distesa sopra una superficie 8 eolla densita p, O un puntu
esterno ‘o qguesta masss, V; cid che diviene V quando visi fa
uns trasformazione per raggi vettor: reciproci rispetto » una sfera

" : -..l- V ) * r
col .centro in O e eol raggio e, T:- sard la funzione potenziale
di una massa a due dimensioni distesa sopra la saperficie T

imagine di S, colla densith §” o neijpunti corrispondent) avremo

esse*ndﬁ ry la distanza del punti di T dal puntn 0.

Se lo spazio 8 & a una sola dimensione, ciod se & una lines,
delle proprieta caratteristiche non esistono pid quelle date dal-

iﬁquamﬂm (6} e (13), e w hanno invece lo alire espresse dalle

EQHEEEE}H!. 3
‘5'?*
] t LTEES LaE "
)i @ log
) x
hﬂ]. t E# “““““ 2? »
0

Ora a cagione della similitudine nelle parti infinitesime, distin-
guendo coll indice 1 le quantith relative all’ imagine, gli ele-
menti delle normali £ ¢ ¢ alla linea e alla san imagine rel_ punti

corrispondenti, sono pure corrispondenti e quind =
Vv , Vv
lim o fim oo — 2y

i {, lﬂg t‘i ;ﬁﬂ 3ﬂgti
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e quindi il teorema seguente.

Se V & la fungione polenzirlé di una massa & una sola di-
mensione distribuita. sopga una linea™8 colla densita 7 V, ci6
che diviene V per una trasformazioné per ragg vettori reciproci,
;—‘ sarh la fun¥ione potenziale di una massa ad ona szola di-

i,
melsione distribuita sopra la imagine di 3, colla densita e
tra le densita nei punti corrispondenti si avrii la relazione

'{jm
L

La possibilita & dedurre col principio delle imagini alite
funzioni potenziali da una funzione potenziale data, dipende dalla
proprieta ghe gode la trasformazione, ¢i conservare Ia similidine
delle parti infinitesime. Ora Liouwille (¥) ha osservato che nello
spazioc Buclideo & questa la sola trasformazione (se si eccettua
la trasformazione lineare) che goda &i un tale proprieti, quand:
le Bii;fi%ﬁ;:-{msferlnaziﬂni geometriche non p-ﬁﬁrehhem dare alin
pnnmpr che servisserc ajjo stesso scopo.

{(*y “Liowvitle, Journal do Matotatigues, § XV

-



Polenziali,

Sianol My, My, ... N le masse dei punti di wn sistema
A; @, iy 2 le coordinate cartesisne del punto Ly ed 7y la
distanza reciproca del punit ms ed mi. Siano: m; \ fﬂg y oo B
le masse det puntl & un aliro sistema A,, o/, ', & le coor-
dinate del punto m’; ed v'ss Jadistanza del punto m. dal punte wm's,
Se 1 punti del sistema A si attragugono scambievolmente secondo
la legge di Newton, ed X., Yo, Ze, denotano Ie componenti se-
condo tre assi dell’ azione esercitata dagli altri panti del si-
stema A sopra il punto s, avrerio:

-~ . i rﬂ‘f
Xommm s 2v oité o

1 E : o
( .2 x ’ :Y-; — mg Yi i

Tis == wris Sy —-

dove il segno sonmmmatorio deve eatenﬁerﬁi ﬁ tuttt : valori del-
Pindice ¢ escingo Vindiee ==, M&ihplm&ndﬂ Pequazioni {1) ri-
spetiivaments per dr., dy,, d7, ¢ sommando, 31 ha

1
S, (Xo dro -+ Yo dy, o Zo d2s) == e e i ( E a,fﬁ
3- l 3}_
¥ri ¥Fad
57 {iz.s) s Moo Pe Wt (a {;r;w.-rf) diz,
*

s ) L s e — z-;-}> —=d X T

! :'f{l;Efa e SV
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Integrando tra i valori 25— == 0, Yo—¥i == B Rp i == OO,

’ ! N - Lo - ‘:
e 1 valori di L,—mxi , Yo—1 , &5+~3znella configurazione A, avremo

(20 f8 (Ko don o Yo dys o T dor) =Yoo

)

La funzione

(3} 1} — E.ﬂ'

s chiama i1 potenziale del sistema’ A sopra sé stesso, o sem-
plicemente il potgnziale del sistemi A, e dalla equazione {(2)
si deduce che & ngnale al lavoro fatto dajle forze di atirszione
nel passaggio del sistema dalla configurazione in cui tubti 1 punti
somo a distanza infinita tra loro e le forze sono nuile, alla confi
gorazione & cui il potenziale si riferisce. Poiche questo valore &
indipendente dalle configurazion intevmedie che Ra preso il si-
stema in guesto passaggio, ne segue che il lavoro fatto dalie
forze & pure indipendente dalle configurazieni. intermedie, di-
pende solo dallo stato finale e non dagli'stati intermedi.

Poiché
YT 1 x i
I-}‘-'—“ _.‘ﬁ' .............. —— ;j— hs- ﬂ!‘ﬁ E‘l:r T %
Vi e Fei
posto
PHE
- L
V, = Si— |
T ai
gt ha
|
(4). ==y Xas Vs ;
. sl

E‘iﬂlﬁ%ﬁl} potanziae di un sistema sopra sé stesso & ugnale alla
Eemﬁﬁ? 'E'::"-ﬂEi pt‘ﬂiiﬂtti delle masse del ptlﬂti per i valor: deila
funizione potenziale del sistenia in guesti medesimi punii.

Se ciascono dei pintl my attrae un puato qualangue n,

e

ke
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secondo Ia legge di Newton, ed X,', Y, , 7, denctano le com-
Ponenti secondo 1 tre assi, dell! alfrazione esereitats dal sistema
A, sopra il punto m, del sistema A, avremo

1
) e
» -~ r o at
X == o'y e
. Ji,
i
Do
T or ~ AP
1& g == Ty l-‘- gr].f.- H ¥
a ! 3
1 N
:1: e
¥ owi
E; b ﬂiﬂ LAY, ﬂlﬂ, '
&z,,

Moltiplicande al solito rispettivamente le tre equazioni per
dx,, difs , d#; e sommando, 81 ottiene

{1 "o, I"s“-;‘“Y‘ t{fys ...{.., Z\E dﬁ',g:"'i':

...:-::-'- .....
BRI PO

Ritenﬁnﬂﬂ ﬂ{}lst'mh X%, , e iﬂtpgrﬁndc} rispette alle
variahili z, }yﬂ.ﬁ dalla posizione di A in ¢l sl ha @pmyyemge=—o0
at valori che hanno le eoordinate nella posizione atiuale del
sstema A, abbiamo

B) S (X e+ Yody, + Tede) = S

L)

f.a fanzione

v o L
{(6) €) e X %y

si chiama H potenziale del sistema A, sopra il sistema Ay e
dalla equazione (5} si deduce che questn potenziale & mguale
al lavoro fatte dalle forze di attrazione di A, sopra’i punti

. g A, nel p&ssqggm del sistema A da una dlstanza mﬁmﬁa da
151_7_&!1_ alla posizione atiuale, e questo lavore & m_firpenﬂente dalie

posizioni intermedie per le quali esso © passato, dipende solo
dalla posizione finale,



Se poniamo

+ ¢ - i.'-ﬂr‘
¥ s L" —rw: .
T s
AV T
(?} Q — E,uﬂlgv; .

Quindi il potenziale del sistema A, sopra il sistema A & uguale
olla somma dei prodotti delle masse dei punti di A, per i va-
lori che in questi punti prende la funzione potenziale del si-
sternn A,

Poicht il potenziale di A, sopra A & simmetrico rispetio
oi due sistemti, me segue che il potenziale di A, sopra A e
wgnale sl potenziale di A sopra A, o guindi se V; & 1 valore
della fanzione potenziale di A nel punto m, dalla equazione
{7) si deduce

(8) TV, = B ¥y

Se Je masse m; Tiempione uno spazio Si, eolla densith p e
1o masse m’* riempiono tno spazie 5 colla dengith ¢, ¥ equa~
gioni (4), (7) e (8) diverranno

| i
{9 . PﬂéfdeS ,
]
(10) Q— | gVdS
M S

(11). f VS = f W VS .

. ! oy
Essendo

R e Lk s
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e denotando con p la densild nel punto (&, g, ), eon p' Ia
densitih nel punto (v, ¢, 2), avremo nella egnazione (9

V e pdS
S r
¢ neila {10)
Ve | P18
g 7 :

o inddi

He ahbm:tm altri due sistemi B e B’ che cceupane spazi
nguali rispettivamente ad 8 ed S colle densita

Py==ep o Pg =0

e P, & il potenziale del sistema B, ¢ Q, 2 il potenzinle de! sistema
83" sopra B, avremo evideniemente

P $

| ﬁf.P&S[pdq e o2 P2
E' . ¥

Q; == . f dS[m--Hm::cQ

Dalle qusli eguazioni si dedumnu lmmeﬂiatﬂmﬂnte 1 &ua
tEDi‘ﬁm’i seguenti:




X

el ¥4

Se due sistemi di masse occupano lo stesso spazio, o spazl
uguali con densita proporzionali, 1 lovo potenziali staranmoe tra
toro come i quadrati delle densita,

So due sistemi di masse, oceupano spazi nguali a quell
occupati da due altri sistemi, e le densitd dei prim sono ri-
goettivamente proporzionali alle densita dei secondi sistemi, il
potenziale dei primi sistemi I’ uno sopra Ialtro, sta al poten-
zlale dei secondi sistemi I'uno sopra 1' altro, come i prodotto
delle densith dei primi sta al prodoito delle densiti dei secondi
sistemi,

Be il sistema 4i masse che ha per fanzione potenziale V &
composto di masse n tre dimensioni che cecupano uno spazio S
e di masse a due dimensioni che sono distribaite sopra un ag-
gregato di superficie, slenne chinge che denoteremo con o, altre
aperte che denoteremo con ¥, e con 5 denotiamo al solito la
densits, i potenziale di tutto il sisfema sard

3 S }_[f 1f
m— -\fr} — 3 - . V d.' -
(12) P 2_];; nds ?&2‘51 9dd~i~2 . [

Poiche la funzione V insieme coile sue derivate prime ¢ a
un sol valore, finita & continua i Iutto lo spazio, e soddisia
alla equazione '

per tutto fuori che nello spazio 3, dove W
A?Y oo e dmn,

aVIemo

1 1 '
(13) QLVF dS == - Bﬂﬁfva*? dS

¢ potremo estendere 1' ultimoe integrale a tutto lo spazio.
Sopra alle superficie chiuse 5, denotande con V. 1l valore
della funzione potenziale nello spazio estern