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Uanam de caufla id confilii ceperim, ut
omnia mea opufcula fimul  collefta in
_ publicum emitterem,- paucis tibi, Be-
 nevole Leftor, aperiendum mihi videtur. An-
~ nis hifce feptemdecim, quibus,-ut munere meo
fungar, tum puram, tum mixtam mathefim do-
ceo, plurima a me opufcula perfefta funt, quo-
rum multa aut feparatim typls mandata, aut in
Academia Bononienfi, aliifque collettionibus 1n-
ferta in do&orum manus pervenerunt : plura
vero feripta manu habebam, qua cum amicis,
difcipulifque communicata , ab iifdemque tranf-
cripta, & 1n aliquot Italiz civitates delata non
prorfus delitefcebant . | | |

Quamobrem multz ad me, & frequentes

veniebant petitiones, ut aliquod ex meis Opw
| | a2 {cu-



\ .

fculis hue illue mittendum curarem . Qua fe:
paratim edita funt, donec fuppetebant exempla-
ria, mittebam libentiffime . Alia autem oporte-..
bat ,” ut virs analyfeos 1gnaris tldnfcubendm
committerem, & tranfcripta magna cura dili-
gentiaque COrrigerem ; QU res mMaxXima me mo-
leftia afficiebat, tum per fefe, tum q_uod otium,
quo non abbundo , m1h1 adimebat in ftudiis
uriliter confumendum. Accedlt, ‘quod exempla~

ria permulta, quz nemmne corrigente 1 alis
civitatibus fufta funt, adeo vitiofa erant, & er-
rorum plena, ut ne 1ipfe qudem. ahquando quud-
quam intelligere potuiflem, nifi ea cum meo
exemplari contuliffem. Ut me hifce incommo-
- dis molef’cufque liberarem , ftatui eadem opuf
~cula in plures tomos dlﬁubuta formis imprime-
re, atque hoc paé’co eorum, qui 1illa untldle

ﬁadnant, petitionibus. fatisfacere. :
Verumtamen ne quis forte putet , omnia
mea opera fe in hac colleétione habiturum ,
aperte profiteor, me tantum epiftolas , ac dif-
quifitiones, qua breviora quadam {unt opufcu-
la, hic edere, non autem libros, qui ﬁn mi-
nus magno, jJufto faltem volumine continen-
tur. Quare fruftra requires aut Dialogos italice
conferiptos de Viribus vivis, & de ationibus
porentiarum, aut Commentarium de ufu motus
| tra-



rraftorii in conftruftione =zquationum differen-
tialium , aut Commentarium alterum de feriebus

iemplentlbus {fummam dlgeblalcam Caut expor

nentlalem: qui ‘libri omnes 1mprefli funt Bono-
niz, tertius typis Haredum Conftantini Pifz-
riiy & Jacobr _Phylippi Pumodu anno 1736,

pllmus , & alter typis T=lit Vulpe CEFE e

1749, 1752. Alia opufcula omnia in pluies
tomos diftributa reperies. .

Nunc vero prodit tomus pumusy qui, fi
exclplas dlfqulﬁtlonem de centro =zquilibrii, &
epiftolas duas, omnia 1nedita contmeblt‘,ln
aliis tomis edendis’ optandum“ ut
dum mea diligentia non deerit, ita ne typogxa«

phae quldem dlhdentld deﬁdeletmo -

IN-
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De centro ﬁquéhérii .

A S

~ X multis, ac prope innumeiis Scriptoribus, qui de re me-
chanica egerunt , nullus fortaile eft, gui de punélo illo vers
4 ba non fecerit, ex quo fi grave {ufpendas, omnia quiefcunt
in ‘zquilibrio. Atque hujufmodi pun@um ita conftans efle comper-
tum eit, ut non mutetur, quacumque ratione circumvoluto corpe-
¥¢, dummodo ejus partes eumdem . refpective fitum retineant.
Verum quidquid tradiderunt , ifii dumtaxat_hypothefi aptavere
In qua concipiuntur partium gravitates directiones habere paralle-
~ las: qua hypothefis quamquam in ijs, qie ufui hominum, & -
commodis {ferviunt, unice adhibenda eft; tamen plereque aliz
hypothefes a philofophis jamdiu confideratz funt > & dithcillimis
phznomenis explicandis accommodatz. Quamobrem opera pretium
duximus , pulcherrimam de =zquilibrii centro Theoriam promovere
& ad illas ersam hypothefes transferre, in quibus diretiones po-
tentiarum centrum petunt  quamcumque cum ditantiis a centro
potentiz teneant proportionem. Quz meditando na&i fumus, ea
in hunc modum difponemus, ut primum ‘de potentiis parallelis ,
deinde de illis, qua’ ad centrum tendunt , verba  faciamus. Quod
fpectat ad parallelas, eas habere centrum 2quilibrii conftans, fir-
miore fortalfe ; quam antea faltum eft, demonfiratione probabi-

mus (b); tum methodos exponemus, quibus ufi funt fcriptores ad
' " hujuf-

<

(a) Edita fuir bac difquifitio primum feparatim anmo 1746 5 de
inde in tertia parte fecundi tomi Ac. Bon. anne 1747 . ‘

(b) Prayirit boc idem. aliquor poff annos Ropevius Bofcovichius
vir docti [fimus nempe anno 1vs1, adbibita diverfiffima methode.
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hujufmodi centrum determinandum. De potentiis’ autem centrumy
petentibus quererus, quaznam hypothefes careant, quenam pra-
dite fint centro zquilibrii conftante’; poft, qua ratione methodi
ille, quibus inventum eft centrum aquilibrii in ‘potentiis paralle-
lis , ad ‘rem noftram traduci poffint , breviter exponemus. |
Itaque ad rem propofitam propius accedentes, pramittimus
hujufmodi notiffimum | S

TR e e e e

¥ Nvenire potentiam zquivalentem duabus, que virgze -rigide
. applicantur., -

Virgs rigide AB (Fig. x.) applicentur duz potentiz AM, BN,
quibus ®cuivalens invenie.ada fit. Direftiones AM, BN producan-

tur , donec concurrant in C, & transferanfur pofentiz in puncum
C, fumptis in earum directionibus CS—BN, CR =—AM: nihil
enim intereft , utrum potentiz pofitz fint in locis AM, BN, aur
in locis CR, CS. Hm» autem componantur facto parallelogrammo
CSTR, cujus diagonalis C'T =mquivalentem reprefentabit. Hzc
producatur, donec concurrat in K cum virga rigida AB . Perfpi-
cuam eft, potentiam CT translatam in KL, & applicatam virgae
rigide in K ®quipollere duabus potentiis A M, BN. |

Ubi advertendum eéft , determinandam. eife non folum quanti=
tatem potentiz equivalentis, fed etiam punctum , ubi applicanda
eft : non enim =mquivalet, nifi puncto K applicata.

Corollarium primum. ‘Ires potentiz KL, AM; BN funt in-
ter fe ut finus angulorum ACB, KCB, KCA. Quare divilo an-
gulo-ACB ita, ut finus angulorum ACK, BCK fint reciproce
at ipfe potentiz AM, BN, invenietur pun¢tum K, cui potentia
zquivalens eft applicanda. = - |

Corollarium alterum. Ex puntto K demiffis in ~potentiarum:
direriones normalibus K P, KQ, fumptoque tamquam’ finu_toto
K C, conftat KP, KQ ele finus angulorum ACK, BCK: fed
potentiz ex cor. 1. debent eile reciproce proportionales finibus an-
gulorum ACK, BCK : Ergo reciproce ut pexpend:culares K P, K Q

Corollarium tertium . S$i potentiz AM, BN ad eamdem par-
tem, dirigantur, punétum K cadit inter sunéta A, B. Verum fi
potentia A M ad unam partem folicitaret ; BN ad oppofitam , pun-
$um K caderet extra punfta B, A, modo ad unam, modo ad
glteram. pariem , ut circumftantiz requirunt. _ , :

~ Lorollarium. quarium.. Ad zquilibrium habendumy: fatis eff
- - effi~
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efficere, ut potentia mquivalens ad oppofitam plagam dirigatuy |
Quapropter fi vitga rigida ex punéo K fuftentetur , potentiz AM,
BN in =quilibrio quiefcent 5 ‘& conftabit quam potentiam exerceat
fulcrum K., nimirum zqualem, & oppofitam potentiz zquivalenti K L,

Corollarium quintum. Si potentiarum  direCtiones AM, BN
concurrant in punéto C, etiam potentia ipfis @quivalens in eodem
puncto concurrat , necefle eft. Quare fi duz potentiz AM, BN .
- Auerint parallelz , etiam mquivalens eifdem -erit parallela .

. DE POTENTIIS PARALLELIS.

. X premiffo Lemmate poffem an_i-a,‘ invenire , que ad potentias
parallelas pertinent : fatis enim effet {fupponere , eas efle po-

tentias paratfehas 5 que ad angolum infinite acarum in punéto in- -
finite diftante conveniunt . Ex qua fuppofitione liceret e veftigio
colligere , diftantias punctorum A, B a punéto K effe in ratione re-
ciproca potentiarum, & potentiam =zquivalentem K1, effe equalem
fummz potentiarum AM, BN, {i hze ad eamdem partem dirigan-

tur ; {i vero.ad oppofitas, earumdem differentize . Quz res ftatim
tuique patebit, qui infinitorum , & infinite parvorum Theoriam
non ignoret. Tamen aliam placet moliri demonftrationem longio-
rém quidem , fed non inelegantem, & qu® in infinitorum Theo-
¥iam nequaquam ingreditur. S

Ad demonftrationem adornandam prater premiflum Lemma in-

digeo dumtaxat axiomate, quod maxime fimplex eft , atque per{pi-

cuum. Illud autem eft hujufmodi. Si duabus , aut pluribus poten-
tiis addantur duz, quz zquales fint, & contrariz , eadem prorfus
erit potentia zquivalens . | | -'
Virgz rigide AB (Fig. 2) applicentur potentiz parallele A M,
BN, quibus ®quivalens invenienda eft. Dividatur linea AB bifa-
viam in D: & quoniam duz potentiz zquales, & contrariz non
immutant ®quipollentem, addantur duz potentiz AD, BD ita >
ut invenienda jam fit @quipollens quatuer potentiis AM, AD,
BN, BD. Primz duz componaatur facto parallelogrammo AMFD,
& inveniatur mquivalens AF. Eodem modo facto parallelogrammo
BN G D inveniatur zquivalens duabus BD5>BN nempe BG. Hifce
®quivalentibus fubftitutis inyenienda jam erit potentia zquivalens
~duabus AF, BG. Producatur BG, donec concurrat cum AF in
C, fadtifque RC == AF, SC = BG, completoque parallelogram-
mo CRTS, ducatur diagonalis T C, quz erit potentia ®zquivalens
potentiis AM, BN applicata in punéto K.
R A 2 Jam
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 Jam vero ajo primo, potentiam mquipollentent T C. effe- paral-
felam potentiis AMy BN. Ex C ducatur C O parallela AB. Pro-
pter triangula’ fimilia ADF, COF¥F erit AF: CF:: AD:CO.
Item propter fimilitudinem triangulorum BDG, GOC erit BG:
GC::BD:CO:atqui, quum fit AD—BD, eft AD:CO::
"BD:CO: igitur per zqualitatem rationum AF : CF::BG:CG
five permutando. AF : BG, aut RC:RT:: CF: CG : Ergo duo
- triangula TRC, GCF, que habent angulos TR C, GCF =zqua-
les, & circa bhofce angulos latera Broportianalias font-fimilias.lgi-..
tur angulus RCT == CFG: Ergo TC eft paratlela DF, five
potentiis AM, BN . Q. E. D.
" Ajo deinde, potentiam zquivalentem T C fore zqualem poten-
tiis AM, BN . Ex punis R, S ducantur RP, $ Q_ parallele A B.

Duo- triangula A¥ D, RCP pon folum funt fimilia, {ed etiam
#qualia propter ®qualitatem laterum AF, R C: Ergo CP=—=FD
— AM. Fodem modo triangula GBI, CS$Q propter zqualitatem.
faterum BG, SC non folum fimilia {funt, fed etiam =zqualia :
Ergo CQ=GD=BN, fed CQ =TP :ErgoTP = BN : Ergo.
duze fimul CP + TP=TC=AM-+4 BN. Q.E D.

Si potentim- A M, BN ad oppofitas plagas traherent,. tunc po-
tentia. ®quivalens_ T C. dirferentiz potentiarum AM, AN zqualis
inveniretur . \ A

Ajo poftremo, potentias AM, BN efle in ratione reciproca
diftantiarum A K, BK. Namque DF, feu AM:KC:: AD: AK.
Ttem KC: DG, feu BN:: BK:BD, feu AD. Ergo per ratios
pem. eX ®quo perturbatam AM:BN::BK:AK. Q.ED. (a)
| | Si

() Alia metbodo nibil minus eleganti (Fig. 7), O breviori for-
taffe poteft bsec propofitio probari. Virge vigide AB applicate fing
potentie parellelee AM, BN, quarum w®quivalens eff determinanda ..
Divide AM , BN bifariam in C, 1D, atque per bec punila payalle=
las AB duc EG, LF, quee & zurev [e fine ®quales, © bifaviam di-
vidanrur in punitis C,. I). Claudantur pavallelogramme AEMG ,
BINF, quorum diagonales. funt AM, BN . Conflat potentie AM
equivalere duas AL, AG, & potentie BN wxquivaleve duas B,
B & Igituy fi inveniatur equipallens quatuor AE, BF, AG, BL,
cadem erit wquipollens duabus AM, BN. v»

Producantur EA, FB donce cencurrant in H., ex quo punto pa-
vallela potensiis AM, BN agatur HK fecans AB in K: Ajo veSlam
AB in punilo K dividé - in vatione veciproca potentiarum AM, BN,
Nemque ob fmbiiudinem. tvigugulovum valens duye proportioncs AKs
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$Si AM, BN ad plagas contrarias folicitavent , eadem propor-
tio omnino valeret, fed punétum. K caderet poft puncta B, A a4
partem ‘majoris potentiz AN. - = - - ‘
Poft hanc demonftrationem nemini obfcurum effe poteft , &
circa punétum K dividens lineam AB in ratione “potentiarum re-
eiproca. parallelas potentias in ®quilibrio: manere , & eafdem jure
optimo colle¢tas intelligi pofle in eodenr punéto K ; quod nihi}
aliud eft , quam pro duabus potentiis’ quivalentem {ubftituere ipfis
,..._-gequalemvs.ﬂQ--uw--~»-"-d-u-ae---’-’--pfepri'efare'_s;’sl‘afiﬁ?me'“-’p‘atéﬁf’";“‘“;&"*'Cbméﬁﬁ’iﬁf"':
potentiis , quemcumque iple angalum cum linea AB efficiant ,
dummodo maneant * parallelw, &_eifdem linez AB punétis ap~
plicata . -

Quod' de duabus potentiis , - idem de tribus, de quatuor &c.

. . ¥
[ Raalaaralip: P
im

mo—de—infinitis-cuicumque corpori, fuperficiei, aut lines appli-

catis hagc progreflione demonftratur . Namque fint plures potentiz:

A5 B, I &c. (Fig. 3.) parallels applicat® cuicumque mafle in
, pun-~

HK::EC:CA, HK: BK::BD:DF-: Evgo quum EC per con-
Sbruct. wquer DF, per rationen oy ®quo perturbatam fiet AK : BK : -
BD:AC, fou - BN:AM. '
Arfeinde HS=—= AE, ¢ H T=—=BF, & duc S P> T Q paralle-
;‘;_E»'Ia;. A B, mauife/tum ety effe SP—=EC, T Q==DF: Ergo SP —
TQ . Produc HQ iz R, ur PR = HQ, & Junge SR, TR.

Perfpicuwm eff, SR fore ®qualem , & parallelam HT: Ergo HSRTF

evit parallelogrammum = Ipitur duabus potentiis HS, H'F, five AE,

BF wquivaler potentia HR ‘fed HR = AC - BD. Namque HP —

AC, &® PR—H Q=BD: Evgo duabus potentiis AE, BF wqui-

valet patentia HR , que e & parallela potentiis AM, BN, {»

@qualss earum femifumma: , & dividie AB:in ratione reciproca potsne

tiavum. eqrumdem . -

Similt methodo produélisy AG, BI » donee concurvant in- L., &
dutte LK parallela AM, BN oftendam  punétum K dividere A'B- jx
ratione veciproca potentiarum AM, BN . Quare punlum K idem erit
ac prius, & HK, LK in direftum Jacebunt . Tum eoden inflitute
ratiocinio palam faciam , duabuys porentiis AG , BT ®quivalere poten-
tiam pavallelam potenriiy A M »-BN, ®qualem carum Jemifumme , ap-
plicandam in punélo - dividente AB in ratione rveciproca potentiarum
earumdem ;. Evgo potentin ®quivalens quatuor AE, AG, BF, BI,

Jew duabus AM, BN erit hifee AM, BN parallela ,  wqualis earum
Jummee s & applicanda iy puncto K dividente AB in rasione reciprogg

eatumien potentiarum .. Q. E. D, - |
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- punélis A, B, D. Jungatur AB, quz dividatur in K in ratione
yeciproca potentiarum -A, B: demonitratum. eft potentias circa
punttum K zquilibrium ubique facere , & in eodem punko colle-
&as intelligi poffe. Intelligantur itaque in puntto K- colleke , &
jungatur K1), quae dividatur in H in ratione reciproca A —-B:D:
patet circa pun&tum H potentias efle femper in ®quilibrio; & in
eodem collefas intelligi poffe. Quaz ratiocinatio quum ad guot-
- quot -volueris . patentias . etiam  infinitas extendi poflit, palam eft
potentias parallelas ejufmodi centrum habere, circa quod mnon fo-~
lum in =zquilibrio maneant, fed etiam in eodem colligi poflint ,
aut pro ipfis fubftitui una dumtaxat potentia ipfarum aggregato
zqualis. Atque hoc punctum femper idem ett , quacumque ratione
mafla convertatur, modo potentiz maneant parallele, & applicate
eifdem male punis in-eifder{emper refpetive diftantijs: ut,

i mota, & circumvoluta quocumque pacto maffa, cujus partes
eumdem refpetive fitum retineant, ipf{z femper linez finienti
perpendiculares exiiterent. | |

Hxc ipfa eft hypothefis gravifatis corporum , quuI €ofum di-
retiones parallelz effe fupponuntur; in qua hypothefi fingulis par-
ticulis corporis @qualibus potentie zquales, parallele , & perpen-
diculares horizonti applicantur. Igitur intra qu®cumque Corpora
cujufcumque figure puntum invariabile exfutit, circa quod corpo-
ra quomodocumque fufpenfa =quilibrata quiefcunt , & in quo
omuium partium gravitas jure optimo intelligitur colle¢ta: quod
centrum gravitatis appellatur . | . .

Poftquam demonitratum eft, potentias parallelas etiam numero
infinitas praditas efle centro ®quilibrii conftante, reliquum eft , ut
promiflis fatisfacientes methodos indicemus, quibus a dockiffimis
wiris centrum idem “eft determinatum . Nemo unus non videt, rem
expertem etfe omnis dirficultatis, fi potentiz fint numero finitze 5
& folummodo negotium faceffere, fi fint numero infinite; ut fi
cuilibet punfto linez, aut fuperficiei, aut corporis fua potentia
applicata fuerit. Duas methodos a Scriptoribus = ufurpatas video;
prima wfi funt Varignonius in Ac. Reg. 1714., Hermannus in Pho-
ronomia , aliique bene multi. Alteram excogitavit, & in Ac. Reg.
1931, expoluit do&iffimus Clairaut vir in rebus geometricis eximius.

Quod pertinet ad primam. Sint qualibet potentiz A, B, I
&c. applicatz cuicumque corpori, quz potentiz fibi ipfis femper
parallele remaneant ex. ca. perpendiculares horizonti: ajo fore, ut,
duéto q.uolibet plano , & ‘ex pun&is A, B, D ad illud demiffis
perpendicularibus AM, BN, DQ,; item ex H communi gravitatis

' : centio
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céntro HO, valeat eequalitas A. AM+B BN—l—D DQ_::;;
ALB4D.HO. |

Accommodetur & c1rcum\rolvatur corpus fimul cum plano ita
ut potentiarum dn-e&lones fint eidem normales. Tum jungatur
AB, inventoque duarum potentiarum A, B zquilibrii centro K
normalis. plano ducatur KP, & per puné’tum K ducatur RK § pa-
rallela MN duftz in lano - Propter {imilitudinem triangulorum;
RKA, QKB_ ent KB KA: BS : AR5 fed A B::KB: KA:

excelfus re(‘,’tanguh A. K P fupra A AM ; & B. BS eft exceffus
vectanguli B. BN fupra B.KP: Ergo AL AM: A.KP eft ari-
~thmetice ficut B. KP : B. BN~ Ergo A.AM-}B . BN —

A-+B.KP.

Jungatur jam KD, quz dividatur in H in ratione reciproca
A+ B:D: demittarur HO normalis plano, & ducatur per pui-
€tum H recta THV parallela P Q du@ee in plano. Propter {fimi-
litudinem triangulorum K HT, DHV erit HD:HK::DV:KT;
fed A-B:D::HD: HK: ngtur A—+4B:D::DV:KT:Ergo

ALB.KT=D. DV; fed A—B . KT eft exceffus reftan-
guliA—-B.KPfupra A+B.HO, & D.DV eft exceflus re-

i;é_ﬁ?anguh D.HO fupra D.DQ : Ergo A-B.KP: A+ B .
HO eft arithmetice ut D. HO:D.DQ - Ergo A B . KP

—-=1 . DQ: A-+B—+D.HO; fed ex prima parte A—B .,
KP—A.AM -+ B.BN : Igitur A. AM 4+ B.BN D,

DQ=A-+B-+D.HO. Qui progreflus quum ad infinitag
etiam potentias extendi poflit, confequitur pro illis quoque propo-
fitionern wcue valere (a). »

Supervacaneum judico, advertere cum potentias ad plagam op-
pofitam folicitantes, tum diftantias cadentes ad alieram.plani par-
tem fore negativas , propterea figno — eife athciendas. Jam vero
vocentur flingule potentiz == p, earum fumma — Sp, d.ftantiz
fingularum a plano dato = x, fumma reCtangulorum ex diftantiis ,
& potentiis == Spix, diftantia centri gravitatis a plano dato

—u,

(a) Progreflum fupevioris demonfirationis penicus attendenti palany
fets non effe meefley ur lincew AM, BN &ve. jint plano MQ  per-
pendicularcs s fed fatis effe, ut fint parvallele inter fe . Quee animade
uerfio feepe ad zxwmze;vzdun ggwamm genvyum @jers ugilivaicm..



8 Vincentis Recease .
= u, erit femper Spx == u.Sp: Ergo u == %ﬁ, Q. E L
~ Methodum doctiffimi Clairant ( Fig. 4) exponeris, ut brevior
fim, paullo alia ratione utar ab ea, qLiamlAu(?mr"féquutus eft . Sint
potentiz quzlibet parallele applicate lines, vel fuperficiei, vel cor-.
pori, quas per AEB defigno, quarum =zquilibrii centrum {it K;
item aliz fumiles defignatz per EBbe , quarum centrum zquilibrii
conftans fit H; omnium autem centrum {it k. Ab hifce autem
o punctis ad quamlibet lineam datam-demittantur normales KP, kp,
HO : Perfpicaum eft Kk: Hk::EBbe: AEBT Sed Py Oy
Kk:Hk: Ergo Pp:Op::EBbe: AEB. |
Jam vero fint ut {upra potentiz parallele AEB, quarum quz-
vitur centrum =xquilibrii conftans , applicatz cuicumque linex, fu-
perficiel, aut corpori, cujus axis aliquis {it AB. Augeatur bic infi-
nitefimo elemento Bb, cui refpondeant potentize EBpe. Illarum
centyum zquilibrii conftans fit K, iftarum H; omnium autem fit
k: que tria punfta in eadem linea reCta conftituta funt. Ab hifce
punétis demittantur in axem perpendiculures KPP,k p, HO. Po-
tentit AEB vocentur == Sp; potentiz EBbe, que nihil aliud
funt , quam illarum diterentia —p, AB—=ux, AV —u, Pp =
du. Ex paullo ante diltis conftat fore AEB :EBbe:: OP == Bp
== BP:Pp, five in fignis analyticis Sp:p::x—u:du: Erge
v du.Spzmpx —ux, hive du. Sp ~up = px, & integrando u.,

S ' .
Sp =3Spx, five u = SP-; : quemadmodum etiam per methodum

Primam inventum eft. (a). - :
Dum invenitur AP-— u, nihil aliud invenitur, quam diftan~
~ Ha centri zquilibrii K, quod quaritur, a plano tranfeunte per pupi-
&tum A, cui fit rectus axis AB: fed fi hoc modo inveniatur di-
ftantia ejufdem centri a tribus planis non parallelis, illud hac ra-
tione determinabitur, Omitto cafus, in quibus methodus fieri bre-
vior poteft, neque formulas cuilibet hypothefi applico: hzc enim
obvia funt, & ubique a Scriptoribus indicata. (b) R
DE

(a) Ad banc quoque demonfivationem conficiendam fufficit , ur KP,
kp, HO, EB, ¢b fiur inter fe parallclee . |

(b) Geometras monitos volo, me de potentiis pavallelis loguentem
eam unice hypothefim in difquifitione fpeclaffe, in qua potentice ewdem
Semper manent , neque mutantur, mutata cavun diflantia a dato plano?
quam hypotbefim duntaxat tvallavunt feriptores, qui ante me foruerunt
ad unum omnes. Sed quid vetar, quominus eas quoque potentias con-
gemplemur , quae eum difiantie @ date plano ‘tenent proportioncas. ali-




" DE POTE NITTIS CENTRUM
| PETENTIBUS.
Ntequam pt;tentiés ad‘ centrum tendentes _toh'ﬁderandag fufci-

pio, necefle eft ; ut folutum exhibeam hujufmodi geometricum

S BATIIE I i e e L m A

T A TSI L N LT B e e e

In bafi AB dati trianguli A B C.( Fig. 8 ) dato pynéio K, du
cere reCtam RK S ad - latera terminatam Ita, ut RK — SK.

Accipiatur KM — AK, & a puntto, M agatuy M
fateri CA, qua alterum latus C B fecabit in §.
ajo hanc a pun@o R divifam effe bifariam.

Demonft. Quoniam AR, MS$ parallele funt per conflru@io.
nem, triangula RK A, S KM erunt fimilia 5 fed Jatera homologa.
AK, MK ex conftru@ione ‘®qualia funt: Igitur triangula RK A4,

SKM non folum fimilia funt, fed etiam aqualia : Ergo K R—
KS. Q, E. D. (a) - -

PR & S
Paraueigy

Ducatur S K R;

B . ': C ‘ PO‘

'Qz;am vel divellam , pel reciprocam . Non ¢ difficile his quoque  for-
wulas accommodare | per quas equilibrii centrum determineryy . o

| Potentia ahfolutq | ideft ejus valor in determingta aliqua diftanti,
“a plane dato voceruy — p > diffantia porentice a plane — z, Junétio
- difantic, cui proportionatur potentia == f z ; diffantia vefligii potey-
 tice in planoe quocunque a punito dato ~—= x, & diftantia ¢
Spx.fz S
_ Sp. fu ¢ valor autc;nz potcntice
equivalentis applicandee in centro &quilibvii evit ~— Sp.fz.

——

Quare ur bahearur rotentia abfoluta applicania ¢

. . R . N S P [ L . .
- vocata bujus diflantia o plano dato — ¢, frat f::- s hee evip poten-

i a:quz' -

S librii = w formula beee valebir i

CiLtvo eequilibrii ,

tia abfoluta . Omnig conflant ex illis , quee explicata funt i difquifitione .

(a) In prima difquifitionis editione (Fig. 5) bae
blematis  folutio . Ratione analytica utor s & faétum fuppono, quod
quericur s tum duco R G, §F parallelas AB, & concuryentes cum
CK in punétis G, F . conflat RG == SF, & KG = KF. Pro:
prer fpmilitudinem triangulorum erit CF . CK::FS§: KB. Irem
CXK:CG::KA:RG — ES: Erso per vationem o xquo pertuy-
batam CF:CG:AK BK : tum dividendo , ¢ accipicade gonfe-

egchatuy prd-

W
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Potentias tendentes ad centrum , quas modo coepl C'olnﬁderlalre »
pono crefcere, vel decrefcere, ut quzcumque fundtio diftantiaram

a centro , quam , ut generaliter exprimam, ‘defignabo’ littera frita, |

ut fAC fiznihcet fon@ionem ex diftantia AC,&.conﬁ:mubus

. L. . ¥ L e . |
utcum jue compofitam. Verum adverte, hanc non elle unicam. ra- .
tionem , ex qua coalefcunt potentize , fed aliam conftantem effe ; .

quam exzdem potentie tenerent pofite in’ eifdem a centro’ virium

S AEARLY. Briergiam’; qua prad o funt - potentize polite 4in. dete

ind.cabo nomine potentiarum abfoliitarum . . Itaque potentize erunt

inter fe in ratione compol

&ionum quarumliber diftantiarum a centro. Hac definftiorle pra-

mifla.. : .

SIE
R

minata quadam a ceéntro diftantia, ‘quz pro lubitu ac ipi potett 5

ita potentiaram ablolutarumyy & fun-

Virgz rigide appliceritur potentie ablolufe (Fig ¥ ) > B5 quas
eifdem litteris defigno s diftantiz antem a centro C {int &C, BC:
Ergo potentie erunt ut A fAC:B.f.B C. Supponatur I effe pun-
&um mcuil brii, ex quo in AC, BC demittantur normales K2,
K() , & ux centro virium C in A B poriter normalis demittatur C O

Ut aquilbriom  intercedat , necelle eft - fefe “haberes Ay FAC =

"B.fBC::KQ:KP: {ed quum, dint fimilia triangula KBQ,CBU
erit KQ:CO::KB:CB, & propter fimilia: triangula AOQC,
APK, CO:KP:.CA:AK: ExgoKQ: K P in rationc KB: CB

compofita C A AK

::KB.CA:KA.CB. Igitutv_‘A. fAC:B','fBC : KB AC'

¥

A.fAC B fBC

KA.BC, five = == 5 KB:KA. Ut igitur habeatur-

AC B C

puntam =zquilibrii K, neceffe eft Gt linca AB ‘Con)ungehs’.fpunf‘

{ta, in qubus applicantur potentiz , dividatux in ratione ¥ecle

oc A.fAG__B.ch o I\
.._ . ] o . . ‘ o . BK___, A _K: .. . M v- , i .
qucntium dimidia CF : FK:. AI{ — - five C8 8B
BR —~AK .. S
A K ) 2 * . ' C e . _;;k' 3

Que proportie hanc nobis non inelepantem conflruttionen Suppedi- .

tat. Divilatur bifaviam X B in P, & accommodetur MN — A Koy ut.

etiam iyfa a punite P bifaviam fit divifa. ]wzgz;tur'MC',“_t‘ilif_'}’éJk.

puntlo N agatuy parallela NS, Ex puntto S ducatur SKR, beee ipfa

eric linca™ ~qua quexiter . -Omitto caufa brevitaris® demonfirationens .

Synthetivam 5 que ex analyft defeendit.”™ S

N Verdm bec [olutio in edirione Secunda mum}}a fuii: ;qm "
alieri mulpum fimplicitate , arque eleganiia concedere, Bl

e el




 Opufeulum 1. Y1

Ttaque punctum -~ zquilibrii K refpectu potentiarum conflans
ent » atque 111\'arnmm » 1t invaviata, & conftans {it predita ra-
fAC __ fBC
AC —BC °

Hoc autem in dupha dumtaxat bypothefi locum habet : pri-
ma quum ubique AC = BC, feu quum partes finite additz, vel
detradtz lineis AC; BC 1llarum zqualitatem non deftruunt ; quod
Afupponit._eas.effe mﬁmtas s feucentrum C, infinite diftare; .quz hy-
othefis cum ea comcxdlt » qua potennarum dxre@czo €8 pomt pa-
rallelas. Altera hypothefis poftulat, ut AC:BC: :fAC:fBC:
quod idem eft, ac dicere, quum potentiz crefcunt in ratione di-
ftantiarum a centro. In cateris autem hypothefibus punctum K
mutat pofitionem in linea AB, prout ejuldem linem pofitio refpe-

tio: quod contingere nequaquam poteﬁ: nifi £

¢tu centri muratur .

Advertendum eft, in hypothef potenharum crefcentium ut die
ftantiz 3 centro, punétum K dividere lineam A B in ratione reci-
proca pbtentiarum abfolutarum. Quapropter fi hz emdem potentiz
abfolutze concipiantur mutare dire€ionem f{uam verfus centrum, &
parallelas direCtiones accipere, idem centrum mqull'brii habebunt ,
atque hoc conftans . Quare methodi illz, quibus in hypothefi vi-
rium parallelarum centrum  =zquilibrii invenimus, & Luic noftrz
hypothefi poffunt elfe adjumento Quod confectarium etiam ex di-
cendis lucem accipiet.

Nunc perpendendum eft, ( Fig. 5) utrum omnes potentiz abfo-
lute intelligi poflint colle&x in punéto #quilibrii K, vel hoc con-
ftans {it, \el fecus ; five, quod idem eft, utrum potentia Fquiva-
lens duabus potentiis abfolutis A, B pofitis in A, B fit =qualis
eifdem poteintiis pofitis in puncto K. Per puné’cum K’ ducatur ex
Lemmate lLnea SKR, ut pars SK fit = R K. Producatur CK
donec KT = CK, ducanturque RT, TS, & efformetur quadrila-
terumn R'T'SC, quod fine dubio - erit pa.rallelocrrammum Nam ,
quum duo tuan&‘ull RKT, SKC fint fimilia, & mquaha} RT,
CS$ erunt parallele, & aequales.

Jam vero energiz, quibus pradita funt potentm abfolut@

A, B pofitz” in punélis A, B, erunt mter feie ut CR:CS,
Nam CR:CA::RG:AK |

CA:CRBR::CA:CB '
CR:CS8::BK:F8§=RG: Ergo

CR: €S in ratione CA C‘B

pra demonttratis ,__BK CA._AK.CB;.A.fAC,B.fB.C: Igi-

B2 . tug
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qar CR:CS::A. fFAC:B.fBC: five ut potentiz, quibus, in-
punétis A, B predite funt potentiz abfolute A, B. Q:E D,
Itaque diagoaalis C'L' exprimet potentiam zquipollentem dua-
bus poteintiis abfolutis A, B poliris in punctis A, B. Jam vero
prodnfta R G, doiec concurrat cum CB in H, erit CG:CF =
TG::GH:FS=aRG: Ergo componendo CG:CT::GH:RH::

A.fAC- B.fBC

CKB:AB: fed quum fit ex dicis KB:KA:: == T ent
. . A.fAC A .fAC B.FB e e s

componendo KBx AB:: = Fz= : —5= =c- ¢ brgo CG:

A.FAC A.fAC B.fBG o .

CT:: "AC : AC + _BC deRCCGAJKC.

Tgitur RC : CT in ratione A.fAC A.fAC B-fBC .
C.{_\,ﬁf}i;{}ﬁgg_,g_g_' A C RC 5 {lve \
’ AC K C '
A.KC.fAC . B.KC fBC

RC:CT::A.IAC: e B .
His inventis voco P energiam potentiarum abfolatarum A, B
poficarum in K. Perfpicuum ¢ft fore RC:P::A.fA C:A+B.
A e om.p. . A:KC.FAC | B.KC.fBC ——rp :
fKu.IglturCf-.).).. A T T:A-}—-B.fKC-
Ergo potentia mquivalens duabus abfolutis A, B pofitis in A, B ad
' A.facC B.fBC

potentiam ecarumdem pofitarum in K eft, ut —fe— 43¢ ¢

A-4B fRC
KC S -
Porro hee non poteft efle ratio zqualitatis, nifi aut AC=—=BC

— K, quod verum et in hypothefi centri infinite diftantis; aut

FAC=AC, quod dat hypothefim potentiarum crelcentium, ut

diftantiz a ceitro. In ceteris hypothefibus eit femper ratio inz-

qualitatis . Quare ad gravitatem quod fpectat, i dua s hafce exci-
pias, in nulla hypothefi fieri poteft, ut jure bono concipiatur col~ ...

Iefta omnium partium gravitas in pun&o equilibrii; potentia enim

zquivalens gravitatibus corporum A, B pofitorum in A, B non eft

zualis gravitati eorumdem corporum pofitorum in K. o
Hypothetis autem potentiarum crefcentium , ut diftantiz a

centro, quaado duabus illis ornata eft proprietatibus, quas demon-

frravimus convenire potentiis parallelis, {cilicet ut duz potentia

habeant centrum wquilibrii conttaus, & ut colle€tz intelligi pof-

fint in eodern ceatro ®quilibrii, in dubitationem cadere nullo pa-

¢ko poielt, quin adhibita eadem ferie, qua uli {wmus in potentiis
| | pas




By

parallelis demonftrari idem poflit de- tribus, quatuor &c. immo de
~ infinitis potentiis.  Qua de re omnia corpora ‘gravia in hac hype.
thefi centrum gravitatis obtinebunt, ex quo, fi fufpendatur qua-
cumque ratione corpus, zquilibrium fervabit, & in quo omnium
partium gravitatem licet collettam intelligere. | |
~ Reliquum eft, ut methodos-exhibeamus, quibus in_hypothefi-
bus virium tendentium ad centrum , inveniri centrum equilibrii
- poteft .. Duabus. methodis_in hypothefi virium parallelarum ufi  {u-7
mus . Utraque tentanda eft, & rei, qua de agimus, accommo-
danda . Demonftravimis nuper , duabus potentiis abfolutis A, B
(Fig.c) pofitis in A, B five A, fAC —+ B. f B C =quivalere po- -

» A.fAC  B.fBC :
tentiam K C . ot ac - Quare fi queratur potentia ab-

foluta™ K collocanda in punéto K efficiens idipfum , 'Ej’ijddﬂ'éﬁiﬁéimt
potentiz ablolutm A, B pofite in punctis A, B debebit K.fK C
&quare potentiam xquivalentem potentiis A, B politis in A, B:

i A.fAC | B.fBC : R C
Ergo K. fKC = KC. 5=+ —Fc— ¢ Igitur K= +%5

A.fAC. B.fBC

" s ttr—

. AC BC -~

- .Addatar jam tertia potentia I, & H it centrum 2quili-

brii duarum potentiaram K, D, erunt ex prima parte poientiz

; e k.fkS T DFDG

K.fKC +—~D. fDC xquipollentes H C. . Two R
K.fKC

Pro K. fKC, & —pc— eorum valores fubftituantur , & fent °
.fAC B.fBC ~ .

KC . fm‘&:m -—%(—:-— =+ D. fD C =quipollentes H C.

A fAC _ B fBC . D.fDC . :

| i ¢t Tac FTpe ¢ Aqui ex prima parte

KC. "":,‘.:‘* —1—“'1{20 zquipollent A. FAC -B. FBC. Tgitur
A.fAC 4+ B. fBC 4+ D.fDC Zquivalent

B.-fAC  B.fBC . D.fDC

Hc‘h}i“c + e DC

Hic autem progreffus quum produci poflit in infinitum, con-
[equitur etiam de infinitis potentiis propofitionem valere. Quare fi
vocentur potentiz abfolute == p, earum diftantiz a centro viriunmg

: . ' ' —

/
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— 7, diftantia centri mquilibrii a centro virium =z, & per g
'gnum S denotetur fumma ; potentiis omnibus mancnubus in loco

quzque fuo, quas defigno per Sp. fz =quivalet potentxa. ¢S L2 f -
quee debet mtelhcrl applicata in centro zquilibrii. (a) ‘

?

Si formulam aptemus hypothefi, in qua potentm fun‘i‘ , ut di-
ftantiz .a centro, tunc Sp.fz pofitis potentiis in fuis refpective
“locis ®quivalet potentia ¢ Sp . TQuez formiila fafis  indicat illuds
quod alia ratione deduximus: nimirum omnes potentias abfolutas
fitas in centro =quilibrii idem elﬁcere, ac facerent poﬁtae in fuo
queque loco.

Ceterum neque in hac hy pothefi ;' neque in aliis per hanc me-
thodum inveniri pmeﬂ? quantitas £, qua eft diftantia centri zqui-
[:brii a centro virium; non enim inter potentlas Sp.fz> &

£S5 I%f datur zqualitas, fed tantum thxpollmt:a Quare nifa

res ad mqualitatem redigatur fieri non poteft, wut wmquilibrii cen-

trum reveriatur. Redigi autem pofle ad zqualitatem hac ratione
exiftimo.

Ducatur per centrum C quzlibet linea CM, ad qhém ex pune
¢tis A, B, ubi duz potentiz applicate {funt, demirtantur normales
AM, BN, item KP ex centro ®quilibrii K. Quoniam eft ex

C
demonftratis BK: AK:: Aﬂfg :BBfgc. Item BK: AK::NP:

A.fAC B.. : |
MP erit NP:MP: -—{—2—_:5;%3; Ergo 2E2S MR =
B.fEC . A. A.FAC
—s¢ - NP: Atqui ——— f .MP eft differentia re&ang -——g? .
A.fA

MC, & fb 5 PC & £ fBC . NP eft differentia rectang,
B.fBC B. fB_\:S_”A A.FAC AfBC

o -PC, & —J—-NC: Igltur . MC: = .PC
elt arithmetice ut =2 = . PC: P{%S . NC: Ergo

| L AJAC

—
L

(a) Formula tradita exbzbec quiden: potentiam oeqzzwalentem > qua@
gumponiiuy tum ex potentia abfoluta s tum ex funélione diffantie a cen
tvo virium. Quod fi quaevas potentmm ipfam abfolutam, quae pofita in
sentyo cequilibrit fit aequzpollm re! zquu potentiis in loco quaeque fuos
£ eam voces y habebis y f t=t S Erga ¥ = }'L S ¢ :z «

g
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B. fBC A.fAC B.‘_‘ch.

NC RC- ,AC+vBC

Lae Mo+ 2

Addatur tertig potentza D, & comparetuy potentza ébfolum'
K — KC A.fAC | B.fBC

fEC T ac THTE c cum potentia 1), quarum centrum

2quilibrii fit H. Ducantur HO DQnormales retz CM : erit
K.fRC " D. f DG . QC =

_ex_prima parte. —— . P.C -~
& pro g_-fE_G_ ejus valore fubﬁituto erig

OCS K.fKC | D.fDC

_ KCc T DCc - T T ke
A.fAC B.fBC D. ch - A.FAC B.fBC
TAC TG PC+ OC OC. 3¢ .+_BE:
C 2P C e ex ri a parte =12 C EIEC
F=ve .P-_m P”"‘TE“ MC+ =5 NC+
D. fDC A.fAC  B.fBC D.fDC
«-QC = AC T g TTpco- (a)

Q_Lu progreffus quum in infinitum preduci poflit confeculfu
~ de omnibus potentiis veram efle propofitionem . Quare retentis {u-
. perioribus denominationibus - vocentur M C — —— x, Intercepta inter
:;_..?: normalem cadentem’ a centro zquilibrii, & centrum v1r1um == uy
Sp X fz <

L

E a0 i 4 )
pr-f _:::.uSP;f ﬁveum

exit. § = ‘
o K » gt

(luae formula. prorfus

. valeret » -etiamfi linea affiimpta non tranf' ret per centrum C. In
" qualibet enim parallela, reCte CM =quales partes abfcinderentur a
perpend culambus, ac in CM; immo initium x, & #, modo fit.
unum idemque, in quohbct pun&o affumi- potett: quod brevxtex
adnotat{e {uthiciet.

" Ad' roethodum Do&:xﬂl:m Clairaut quod fpe&at , ita noftre hy-
pothefi accommodari pofle videtur.. Si fuerint , ( Fig. 4 ) quot vo-
lueris potennm » quz- tendant ad centrum C, quarum Centrum :fqtu-
Librii fit K 5 item aliz quarum centrum zquilibrii H; centrum- autem

~omaium fit k : qua tria pun(f’ta in eadem linea refa {ita f{int, ne-. -

~cefle eft.. Ex hifce punis in lineam pofitione_datam A B demit-
tantur normales K P » kp, HO. Q_uomam ex demonftratis poten-

tia mquivalens ofnmbus potentus, quarum centrum K, divifa pex
| dlf’can- -

" (a) 4d bamc quoque deman/imtzanem juﬁcm ut reé?ce AM; BN 2
KP & fins p:w!ldw zmer Jee
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diftantiam K C elt ad potentiam xquwalcntem ommbus, qna.rum-'
centrum H, divifam per HC, wut Hk : Kk-"'
Op: Pp.

Jam vero {int infinitz potentiz tendentes‘ ad centrum' C, ) qua~
rum centrum  zquilibrii K queritur. Earum ahquxs a.x1s {'t AB.
Repraefeatetur ab AEB fumma.: re&angulorum Pf” 1ta | ut AI: B,

- Sﬂi

ent_ _,etmm -‘-ut _

Augeatur AB- quanntate infinitefima Bb- *"“curﬂref pondeaf:v--'-—

r-f=z | |
—— . Hac additione falta > nova etmm

potentie alduntur, quarum centrum fit H. Centrum autem omnium
ex K tranfit in k. Vocetur KC=¢, HC ==r. Conftat potentiam

P- J"z
®quivalentem emnibus,; quarum centrum K — ¢ § &
b .f__,. :

BbeE, quofl proinde ::

omni-

bus quarum centrum H==r. Ergo prima dJ\ufa per ¢ 3d fe-

cundam divifam per r, ut ()p Pp. Vocetur AB=x, AP =u,

& Pp=du. Itaque erit SP:‘ I fz

:x — u: du, flive
p-f pfi__px-fz p iz pxfz.
du,S———+-u. =" IUltur mtegrando uS =S8
S px-fu
atque adeo z — - Ef__ : qua formula prorfus coincidit cum ea,
gr:-J= ,
2

quam per primmam methodum fupra mvemmus (a)

Si utramque “methodum fedulo conf‘deles , non duas effe per-
fpicies, fed unam eamdemque oppofitis rationibus. progredientem .
Utraque enim refert potentias, earumgque centra ad ligpeam poﬁtlo-

ne datam; fed prima fyntheticam rationem iniens a duabus poten-
tiis progreditur ad. tres, deinde ad quatuor, atque ita ad-infiniitas:
fecunda analytica ratione utens fupponit centrum, quod quaritiir;
illudque per methodum infinite parvorum , additis potentiis refpe-
&u reliquarum infinitefimis, promovet: tum ad potentias . dUdS
zquipollentes tam potentiis datis , quam additis proprietatem aptat;
qua refpectu centri ®quilibrii duz potentiz pradite funt. Verum
hzc methodus inutilis ful(fet, nifi antea per diftantiam :centri
cu’ltllllbl‘ll a centro virium fynthetlca ratione potentiarum etiam’

.‘.Ilﬁ“

e

i (a) Hic guoque fervaze !zzzmrum pa’aildzfmo non deﬁczt
ratio .
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infinitatuma inventa fuiffet potentia zquipolleris centro zquilibii
applicanda. ) :
Punttum illud; in quo normalis ducta a centro =quilibrii fe-
cat lineam pofitione datam, appellabo veftigium centri zquilibrii
in linea pofitione data. .Si per veftigium centri @quilibrii ducatur

planum , cui linea pofitione data fit pe pendicularis , in hoc plano

- Y

eentrumy 2quilibrii inex{iftit “quidem “certe . ‘Quoniam autem Tormu-

Ia fatis indicat, in qualibet linea pofitione data inveniri poffe vefti-
gium centri zquilibrii , affumantur tres linez non parallelz, qua-
yum omnium pofitio data fit, in quibus omnibus veftigia centri
®quilibrii determinentur. Per hzc tria plana ducantur , quibus
reCtz affumte normales fint, pundkum tribus planis commune
idipfum eft centrum zquilibrii , quod queritur.

Si formula contrahatur ad hypothefim potentiarum proportio-

v

nalium-—dittantiisa—eentro; multo fic fimpticior, atque elezantior ,
. . ) Spx Cyeg .
Mutatur enim in hanc » = §p ° @ qQua, notandum eit, diftantias
potentiarum a centro omnino abefle : quod indicio eft, centrum
zquilibrii efle conftans , quamcumque pofitionem habeant potentiz
abfolutz refpectu centri virium, dummodo eandem fervent pofitio-
nem inter fefe. Nam finge animo, aut virgas rigidas, aut cor-
bus , cui applicate funt potentiz , fimul cum linea pofitione data,
in qua eft veftigium centri zquilibrii , quacumgue ratione moveri,
aut accedere , aut recedere a centro virium, aut circa aliquod ' pun-
&tum revolvi 5 profe@o idem refpeCiu potentiarum manebit centri
zequilibrii veftigium : Ergo etiam centrum zquilibrii ; quam pro-

prietatem alia ratione antea: demonitravimus .

Advertendum  eft etiam, formulas pertinentes ad hy pothefim
virium parallelarum , & virium crefcentium ut diftartiz a centro
effe unam, eandemque; ex quo colligitur , unum effe, idemque
centrum xquilibrii in' utraque hypothefi; quam proprietatem fupra
item demonftratam vidifti .- S - |

Hzc quidem de centro zquilibrii inveftiganda , atque demon-
firanda mihi propofui: ex quibus perfpicuum eft, duas folummodo
exfiftere hypothefes , in quibus non mutata potentiarum inter fe pofi-
tione centrum quilibrii conftans eft, in eoque omnes potentiz abfo-
lutz collettz intelligi jure optimo poffunt. In reliquis & centrum
#quilibrii mutatur , & potentia omnibus zquivalens non eft zqualis
encrgi® omnium potentiarum in centro eequilibrii pofitarum. Verum
xationes indicatz funt, & formule exhibitz; per quas & potentia
®quivalens, & centrum 2quilibrii in hypothefi quacumque determina-

e - ¢ | QP U-



OPUSCULUM

De Guldini Regula ad ufum centri gravitatis pertinense.
Difquifisio Phyfico-Mathematica.

% Paullus Guldinus Soc. Jefu Sacerdos, cujus opus de centro
gravitatis apud mathematicos femper in pretio fuit, libro fe-
* cundo capite ofkave regulam proponit, & fequentibus capiti-
bus pluribus exemplic illuftrat, que deinceps ab ejus inventore ve-
gula Guldini appellata_eft. De hac agens Jacobus Hermanuus in

phoronomia pronunciat , fuiffe antea a Pappo Alexaudrino diferte
indicatam. Perlegi Pappum , neque quidquam inveni, quod ali-
gquam haberet cum regula Guldini fimilitudinem. Ut ut autern-xes
fefe habeat , quum hujufmodi regula pulcherrima mihi femper vifa
fuerit , conftitai de ea agere pro dignitate, ut plaue omnibus pa-
teat , quam poflit rei geometricz utilitatem afierre. :
Regula a Guldino propenitur hifce verbis : Quantitas rotanda
in viem rotarionis dufla producit poteflatem vorundam uno gradu aliie-
vem poteflate, five quantitate vorata . Quandoquidem intelligi fen-
tentia hzc non poteft ,. nifi mente retuneantur aliuot definitio--
nes, qua non paucis verbis, claris tamen ab Aultore antea pra-
mifle {unt , iccirco aliis vocibus eandem exponam , qu® res geo-
metricas , & analyticas callentibus obfcure efle non poterunt :
Quantitas rotata multiplicata pex viam centri gravitatis zqualis
eft quantitati ortz ex rotatione . o
“Tametfi plures regulam banc attigerint , atque demonfirave-
vint , inter quos honoris cauffa nominandus eft Jacobus Herman-
nius ; tamen inveni neminem, qui eidem limites conftitueret , ul-
tra quos, i progrederetur , in paralogifmum incideret. Non {fum
nefcius , Guldinum {emper {ua regula ita ufum eife , ut cautiones
neceilarias ne omitteret . Verum poffet aliquis facili negotio ita
rezulam hanc accipere , ut ea abutens in errorem laberctur . Ita-
que hoc mihi primum propofui in hac difquifitione, ut {uos regus
Iz Guldini limites conftituam : deinde ejus ufum amplificabo adhi-
bita prafertim infinite parvorum theora, qux ab obitu Guldini
patefalla eft. Ao e a&d '.
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Ad vem autem ut propius accedam, memoria tenendum eft .
quod poft alios a me demonftratum eft in opufculo fuperiori .
nimirum {i plures habeantur petentiz parallele , fumma re@an.
gulorum , que flunt ex fingulis potentiis in fuas diftantias a
plano dato, =qualis eft reftangulo ex fumma potentiarum ip di-
frantiam centri mquilibrii. Quod fi potentiz omnes zquales {int,
{furama diftantiarum cujufcurnque'potentieé a plano dato erit zqua-
lis diftantiz centri =quilibrii- toties fumtz, quotus eft numerus
potentiarum,, Quum autem hzc fit hypothefis gravitatis , in qua
zquales materiei partes zqualibus potentiis praditz funt, de cer-
tro gravitatis folet pronunciari, quod ad centrum omnium poten-
tiarum parallelarum {pe@at . Itaque fumma. diftantiarum cujuslibet
pundki quantitatis a plano dato @qualis eft diftantiz centri gravi-
~tatis {ecundum numerum pundétorum multiplicatze .  Hac nnice

advertas velim , diftantias illas tanquam negativas accipiendas ef-
fe ; quze ad alteram partem dati plani pofite funt.

His {uppofitis fint plura puncta A, B, D ( Fig. 1) zque gra-
via , qua difpofita fint in eadem AD, in qua eadem linea pofi-
tum fit centrum C, circa quod rotanda funt. ~Horum autem pun-
fkorum centrum gravitatis {it K. Fiat rotatio_circa C, & corpo-
xa A, B, I defcribant fimiles arcus A2, Bb, Dd, centrum autem
gravitatis K defcribat arcum Kk : ajo, arcus Az, Bb, Dd fimul
fumtos zquare arcum Kk toties acceptum, quotus eft punéorum
numerus . Itaque {i numerus hic vocetur == N erit Ag - Bb
et Dd =N . Kk.

Demonfivario.  Ex fuperiore theoremate eft CA - CB-—4-CD
=N.CK: atqui reét2- CA, CB, CD, CK funt proportionales
arcubus Aas Bb, IDd, Kk: Esrgo hifce proportionalibus in BquUAa-
tione fubftitutis habebimus A ~+=Bb 4 Dd=N.Kk. Q.E D

Si aliquod ex punclis ex. ca. ID ( Fig.2) jaceret ad alteram
partem centri rotationis C tum arcus Dd non addendus , fed de-
ducendus effet ab arcubus Az, Bl, ut zqualitas haberetur cum
producto N.Kk: quod fufficiat indicaviffe .

- Ex hifce fatis manifeffum eft, regulam Guldini in punétis
valere , dummodo omnia pofita fint in eadem linea re&a cum cen-
tro rotationis. Verum conditione hac defficiente fi quis regulam
Guldini ad demonftrandum vocaret , eadem abuteretur, & in pa-
ralogifmum incideret . Quod hac ratione breviter ‘demonftrabo.
Sit centrum rotationis C, ( Fig. 3) pun&®a autem A, B quz nomn
fint in eadem linea re@ta cum punéto C. Eorumcentrum gravi-
tatis {it K. Jungantux CA, CB, CK. Ducatur normalis 5&&@
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CK linea PQ, in quam cadant perpendiculares AP, BQ . Ex
theoremate prafuppofito AP B Q=N.CK: atqui CA>AP,
CB>=BQ: Ergo CA—4-CB>N. CK, fed arcus defcripti @ pun-
&is A, B, K {unt proportionales radiis CA, CB, CK: Ergo
arcus defcripti 2 punétis A, B majores funt arcu defcripto a K
multiplicato per N . Q. E. . - |

Ut regula Guldini in hoc quoque cafu utilitate ‘non careat,
" methodus hzc adhibenda videtur. Ex centro € duéta qualibet C A,
facto centro C intervallo C B deferibatur arcus BID notans in li-
nea CA punGum D. Intelligatur pro puncto B fubftitutum pun-
&um D, quam {ubftitutionem deinceps his, aut {imilibus vocibus
indicabo ; projiciatur circulariter punétum B in D in lineam poli-
tione datam CA. PunGorum A, DD inveniatur centrum gravitatis

H . Ajo arcus deferiptos a punétis A, B zquare arcum deferiptum
a puncto H multiplicatum per M. R

.

Demonftratio. Intelligatur fieri revolutio circa centrum C, &
Jinea CA tranfire in Ca, CB autem in Ch, & punéta A, B,
D, H defcribere arcus Aa, Bb, Dd, Fb. Quoniam anguli
BCA, b Ca funt unus idemque angulus in diver{a loca translatus,
erunt quales: Igitur ablato communi b CA remanebit BC) =qua-
" li ACa: Ergo arcus Bb, DDd eodem radio praditi erunt a2qua-

les: Atqui ex demonftratis Aa —I1Dd = N.. Hb: Ergo Aa -+ Bb
= N.Hb. Q. E D. | | : .

Efto itaque regula hzc pro punékis, que non funt {ita in ea-
dem linea reca cum centro rotationis-. Puncta omnia in lineam
pro arbitrio {umtam tranfeuntem per rotationis centrum circulari-
ter projiciantur: punétorum , que oriuntur ex projeCtione centrum
gravitatis reperiatur , & arcus ab hoc defcriptus multiplicatus pex
numerum  puritorum  zquabit fummam arcuum, qui a fingulis
punctis defcribuntur. Ex hac conftruétione , quo pacto invenienduir,
fit punGum H, feu ejus diftantia a puncto C centro rotationis,
obfcurum effe non poteft . Nam ex prafuppofito theoremate CA —-
CD=N.CH: atqui CD=CB: Igitor CA4+CB=N.CH.
Ttaque qua ratione per diftantias punctorum a re€ta P Q  determi-
natur diftantia centri gravitatis CK : ita per diftantias puncto-
sum 2 centro rotationis C determinatur quzfita CH: qua cognita
dato angulo rotationis definitus eft arcus, qui multiplicatus pex
N dat aggregatum eorum arcuum, qui a punctis A, B deferi-
Jbuntur . | : S

_Hoc unice adnotare oportet, duplici modo pofle punctum B
arojici circulariter in lingam CA; primo modo projicitur ita, ut
: ,- | - puncia
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pun&ta A, D jaceant ad eandem partem centri rotationis C ut in
( Fig. 3); fecundo modo , ut eadem puncta medium teneant cen-
trum C utin ( Fig. 4). In primo cafu aggregatum arcuum, qui
defcribuntur a punctis A, B =quale eft arcui deferipto ab H duto
in N; in cafu altero differentia arcuum a punétis A, B defcripto-
rum zquabit arcum defcriptum ab H multiplicatum per N. Qua-
propter i queras fummam arcuum, projice punta ad eandem
partem centri rotationis, {i quaras diiferentiam, ad diverfas par-
tes centri rotationis puncta projiciantur .

Quz dicta funt pro hypothefi, quod totatio confiffat in uno
eodemque plano, & circa punétum peragatur, transferenda funt
ad hypothefim ; quod rotatio peragatur circa axem , & punca mi-
nime pofita fint in eodem plano, cui re@us fit axis rotationis .
Etenim vel punta omnia jacent in uno eodemque plano tranfeun-

¢ pPer axem rotarionis , & tum reguia Guldini locum babet, quod
fcilicet {fumma arcuum a pundlis fingulis defcriptorum =qualis eft
arcui defcripto ab eorum centro gravitatis dufto in punétorum
numerum. Vel puncta omnia fita non {unt in eodem plano tran-
feunte per axem rotationis; & tum concipiendum eft planum ali-
quod per-axem rotationis tranfiens, atque in hoc projicienda funt
puncta omnia circulariter: pun@orum, que per hanc projectionem
notantur in plano, inveniendum centrum gravitatis, cujus via per-
numerum punétorum multiplicata exhibebit arcus fimul fumptos a
fingulis punctis defcriptos. Quaniam in his valent non minus
ezdem demonftrationes, quam eamdem animadverfiones , que fupra
facte {unt , legentibus faftidio eifet eafdem repetere .

A pundlis ad lineas gradus faciendus eft. Sit linea re®a B A
( Fig. 5 ) rotanda circa centrum C, per quod produéta tranfit ;
ejus centrum gravitatis fit K, quod illam bifariam fecat: ajo zo-
ram ABle genitam in rotatione zqualem effe retangulo ex ea~
. dem linea B A in arcum K k defcriptum a centro gravitatis K.

" BM:=—x, MN==dx, arcus Mm ==y, erit Sa~t+x.d2=CK,
Sdx: atqui omnibus diftantiis CM == e ~}x proportione refpon-
dent arcus Mz, ficuti diftantiz CK arcus Kk: Ergo proportiona-
libus fubftitutis habebimus Sy d x — K k.8 dx, politoque x =BA.
Sydx—=Kk.AB; in eadem autem hypothefi Sydx =mquat zo~
nam ABba: Exgo zona ABba — Kk.AB. Q.E.D.
S$i punétum B caderet in centrum rotationis C y ZOna tranfr-
¥et in fectorem circularem, cujus area propterea @quaret xeé’tlangua
' U383
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{um ex radio feforis in analogum arcum circuli habentis pro ra-
dio dimidium radii fectoris . o :
Si vero punéum B caderet ad partem oppofitam, ( Fig. 6)
& linea A B divideretur a centro C: tum fector defcriptus a C A
demto fecrore defcripto a CB zqualis effet toti AB multiplicate
in viam centri graviratis. Etenim quum pars CB moveatur pex
dire&ionem oppofitam directioni CA, feftor qui oritur ex CB,
tanquam negativus habendus eft. Fallitur itaque do&iffimus Gul-
dinus, qui concipiens a linea C A integram revolutionem confici
~circa pun¢tum C, ait, intelligendam effe compenetrationem cir-
culi- deferipti a re¢ta CB cum =quali parte circuli deferipti a CA,
ut regule veritas ne dehciat. Quod adeo eft alienum a veritate ,
ut potius auferendus fit circulus radii BC a circulo radii CA, ut

quantitas proveniat zqualis recte BA in circumferentiam circuli
defcriptam a centro K. ‘ ‘ _

Hoc quamquam evidens eft per fefe ex diftis; tamen placet
idipfum duabus animadverfionibus confirmare. Si linea CB = CA,
punum K caderet in ipfo rotationis centro C: Ergo nulla elfet
via centri gravitatis, atque adeo nullum reftangulum ex BA in
viam fui centri gravitatis. Igitur gquantitas huic zquanda nulla
Gt oportet : atqui femper erit aliqua , ‘nifi fuperficies defcripta a B C
deducenda it a fuperficie defcripta a C A - Igitur ad ufum regule
"P. Guldini necefle eft, non addere, fed demere circularem fupexfi-
ciem produ@am a CB ab illa, quz oritur a CA .

Praterea concipiatur linea CA ( Fig. 7 ) rotanda circa pun-
&um C, in qua accipiantur @quales partes CB, Cb. Dividatur
B A bifariam in K, & bA in k, & pun&ta K, k erunt centra
gravitatum linearam B A, b A. Quando CB eft dimidium /B, &
BK eft dimidium BA, erit tota C K dimidium totius 4 A, f{ed
ejufdem dimidium eft Ak: Ergo CK:=—=Ak, & ablata communi
Kk remanebit Ck=—AK. Quare non minus BA erit dupla
Ck, quam bB dupla Kk: Ergo erit BA:}B::Ck: kK,
& componendo ' BA:bA::Ck : CK:
atqui Ck, CK funt ut arcus in rotatione circa C defcripti a
punétis k, K: Igitur BA, bA {unt reciproce ut arcus defcripti
ab earum centris gravitatris. Itaque figurz genitz ab iftis lineis
BA, bA rotandis circa C, que =zquandz {uat retangulis ortis ex
earundern multiplicatione in vias {ul centri gravitatis, zquales fint
oportet : quod fieri omnino non poteit , nifi fector genitus a Ch
detrahatur a feCtore genito a CA. Quare ad veritatem regule
P. Guldini non neceffe eft, confiderare tamquam compenetratos

; cir:
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circulos radiotum C A, Cbh, fed potius alterum 2b altero deme-
x¢. Quod mihi propofueram demonftrandum . o

Hzc dicta {int de lineis rotandis, quz produftz, fi opus
eft, tranfeunt per centrum rotationis. Nam fi rotetur linea circa
punctum , per quod non tranfit , regula Guldini incautos in para-
bogifmum poffet deducere. Verum per circularem proje@tionem
xei non- difficulter abfolvetur eo ferme pacto, quo in punétis antea
faCtum eft. Itaque linea quelibet B A rotetur circa pun&um C,
(Fig.8) per quod produfta non tranfit, & in-rotatione feratur
ad fitum be ita, ut genita fit fuperficies ) B Az claufa a duckus
arcubus circularibus Bb, Az > quorum radii CB, CA, & a dua-
bus rectis AB, ab. Ut hzc f{uperficies determinetur, ducatur quaz-
libet CA, & fa&o centro in C intervallo. CB defcribatur arcus
BD, ut linea BA circulariter projiciatur in D A. Linex hujus

- . . .
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Proeshmens ety —eentram gx\xVLtatJa }{) LluUCIL. '
eam dividit bifariam . TIatelligatur linea DA rotari {imul cum
B A circa centrum C. Dum linea BA pervenit in ba, reta DA
fertur in da, & ejus centrum gravitatis K defcribit arcum ciréu-
larem K k. Ajo itaque fpatium BAab per rorationem genitum a
reta BA — DA . Kk. o S
| D emonfiratio ~ Triangulum mixtilineum BDA eft prorfus
®quale triangulo bda , quia, fi arcus bd fuperpenatur arcui BD,
perfecte congruit : Ergo addito comamuni fpatio D jez A fiet {patium
Bha A =quale Dda A: atqui hoc, quum gignatur ex rotatione li-
‘nexe DA tranfeuntis per rotationis centrum C, eft zquale DA, -
Kk : Ergo etiam Bha A zquat reGtangulum DA.Kk. Q.E. D,

In circulari projectione facienda curatio habenda eft, ( Fig. o)
ne in errorem labamur . Etenim fzpe in uno eodemque loco duz
linez tanquam compenetratz confiderandz funt. Quando autem
hoc contingat videamus. Sit linea A B rotanda circa pun&um C,
ex quo puncto C demittatur in illam perpendicularis CE, quo in-
tervallo deferibatur circulus EFe. Duéta linea CA, in hanc prius
projiciatur reta AE, & habebimus lineam AF. Tum fa&o cen-
tro in C intervallo CB defcribatur arcus B 1D, & linea B £ circu-
fariter prejiciatur in FI). Manifeftum eft, redtam FI) nafci ex
circulari projectione tam linez AE, quam linee BE: quare in
loco FI) dum Luezx tanquam compenetratz intclligendz funt; -
atque in hac bypothefi bLuearum, quz oriuntur ex projectione ,
centrum gravitaus eft invemendum. : _

Verum hoc fedulo inquirendum widetur, quodnam {patium
oriatur ex xotatione linez AB. Trapfeat linea rotans AB in fi-

: ’ tum
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qum a b defcribentibus punlis A, E, B arcus fimiles Az, Ees
B). Pars AE defcribet {patium A Eee interceptum inter arcus fi-
miles Aa, Ee, & inter re€tas =quales AE, a¢: pars autem BE
defcribit fpatium BE ¢ ) interceptum inter arcus fimiles Bb, Ee,
& inter rectas ®quales B E, be: que duo fpatia habent communem
parrem EObe claufam a duabus reftis zqualibus EO, e, & a
duobus arcubus Ob, Ee. Quare in €o loco duplex fpatium com-
enetratum debet intelligi , ut {patium genitum a linea B A =qua-
e fit rectangulo ex AF —~FD in viam centri gravitatis harum
linearum . . v |
Arcus Bb protrahatur , donec fecet ab in o- manifeffum eft
fegmentum BEO — fegmento beo: Ergo addito communi’ {patio
EO pe fiet zona BEeb == EQoc: fed prima delcribitur a BE,

fecunda ab OE: Ergo zonz que defcribuntur a lineis aqualibus
“EO,LEB qua fire funt ad diverfas_perpendicularis partes , xquales
inveniuntur. Quare fi {eparatim invenias zonas primum defcriptas
ab AE, deinde ab OE, habebis integram zonam defcriptam  ab
AB. H=zc autem animadverfio fzpe erit utilitati .
~ Juvabit etiam non raro uti projefione ad alteram partem
puntti C. Sit projicienda circulariter reCta AB, ( Fig.10.) ut
sona ab ea rotando defcripta determinari poffit. Addatur rectz
A B linea quavis BE. Fa&o centro in C intervallo CE defcriba-
¢ur femicirculus F EH, atque hac ratione linea E A erit circulari-
ter projecta in AF. Tum falto centro in C intervallo CB deferi-
batur arcus BD, atque hoc modo adjeta linea BE circulariter
projicitur in D H ad alteram partem centri rotationis C. Iua-
yum linearum fit centrum gravitatis K: ajo, zonam defcriptam
a BA fore zqualem reCtangulo ex AF —-HD in viam K. Nam
zona deferipta 2 BA eft ®qualis zonz defcripte ab AE dempta
zona defcripta a BE : fed prima =quat zonam defcriptam a F A
altera zonam defcriptam a ID H: Ergo zona defcripta a BA eft-
zqualis differentiz zonarum, quaz deflcribuntur a-lineis FA, DH.:
{ed hzc z=quat AF¥ -+~ HD in viam K: Ergo zona defcripta 2 BA
eft zqualis AF -~ HD in viam centri K. . Q. E. D.

Quz difta funt de lineis reckis, valent etiam de curvis . Ete-
nim fi linea BA curva effet, ezdem omnino demonftrationes
atque animadverfiones locum haberent .

Paucis de ufu regulze dicam amplificato per theoriam infinite
parvorum. Res enim quum fit per fefe facilis fatis illuftrabitur
exemplo earum curvaium , quz per modum conchoidis nicomedez
generantur.  Sit quazlibes curva AE, ( Fig.1x) & extra illam

| - poli-



-poﬁ'tus-polus--C',-vfr'pef_quem tranfeat linea CD B, quz fecat curvam
~datam in A, . & habeat partes AB, A zquales . Ita hzc lineg

moveatur, ut punctum A femper permaneat i data curva AE,

& ipfa {femper tranfeat per polum C. A pundtis B, I} defcriben- -
tur curve BF f, DG g. Fingamus eam perveniffe in fitum CGF -
promoveatur in fitum infinite proximum C g£f, & centro C de-
{cribantur arcus Fm, En, Go. : :
Vocentur CD =%, DA—AB—=GE—=EF— 4, CE=y,
En=—4dx. Notum eft fpatium F fg G adequare zonam circularem
EmoG: que cum gignatur ex rotatione linez FG circa centrurm
C, cujus centrum gravitatis eft E defcribens arcum Ez, erif —
2adx : Ergo fpatium FfgG = 22 dy. '
Dividatur EF bifariam in P, & centro C defcribatur arcug
8

v A o
£—7

~ Pp, qui cum ﬁt:dx::y—-{—.f..:yerit:dx-—{—--—a?—: Ergozo;-a
n 1 @a :
, . e .d »®
na FmnE , adeoque etiam fpatium F feE = o d x —}~ PR _
Similiter divifa GE in Q, defcriptoque arcu Q ¢ invenietus

dz

—~—dx

fpatium EepG = adx — R o
Quapropter diffcrentia fpatiorum F fe E, Ee g G erit =

a® d s

. Quum autem ex zquatione curve AE detur dx per y

y - - s . i
dy, conftat omnia quazfita {patia invenire pofle.
Ponamus AE effe lineam retam, & a punéto B gigni con-
choidem nicomedeam fuperiorem, a punéo D inferiorem. Vocetug

AE—1t: Ergo CE=—y :\/mz—{—u, & Ee—=d¢. Ex fimili-
tudine triangulorum Een, Ce A, five CEAerit En: Ee -: CA -
five analytice | dx:dtiia—-p ¢

CE

—— : Ergo dx = —— —~. Itaque fubftitutis hifce
b ~tp \/44.5,"-{-—:9 :

valoribus habebimus fpatium F f¢ G == 20 dx — 2%:°+b.d¢r
| B Vst e

" ea AT

b :
&',4" a\/@+.bz+se

: quod pextinét ad quadraturam hyperbole,

D ’ - Cens
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Centro A , & femiaxe CA defcribatur hyperbola zquilatera
CR, cui ex punéto E ordinetur ER, ducaturque AR : notum eft

{feCGtorem ACR — f a b ds = Ergo {patium BFGD ad

2/ T s ”
feCtorem ACR erit ut 4a:a b Q- E L ,
Differentia inter duo {patia FfeE, E¢g G inventa eft ==

(.}

aadax N oy . . . . z.a"i"bodt___, a
:  Ergo {ubftitutis valoribus erit — 2
p ,

T a-+b

s 4bt A i1
—_— —1
a =5 (if e a.-{_mb .d ¢z

= ——~. Quum autem f

a'+’5z+tr a-—&—bz-{-pz ‘
cujus radius C A -—= ¢ - b, tangens A E — ¢, conflat tertiam pro-

{it arcus circularis,

portionalem poit CA, DA multiplicata per arcum, cujus radius
CA, & tanzens AE exhibere differentiam  {patiornm BF EA,
AEGD. Quum autera horumn {patiorum fumma detur ex hy-
perbole quadrarnea, differentia ex quadratura circuli , apparet, quod-
Iibet ex allis fpatiis tum a circuli, tum ab hyperbole quadratura
pendere . Sed de his fatis.

Confideravimus adhuc, omnia punéta linez rotatz jacere in uno
eodemyue plano, cui axis rotationis normalis fit. Nunc ad eos ca-
{us progrediamur,” in quibus pars aliqua figura extra praedi&um pla-
num pofiza eit. Ac primo fupponamus, figuram genitricem jacere
in une eodemgue plano tranfeunte per axem rotationis : ajo, figu-
ram genitricem multiplicatam per viam centri graviratis exhibere
produtum wquale figure genitz. Figura rotata vel eft linea ge-
nerans fuperficiem, vel eft fuperficies generans folidum. Utrumque
cafum breviter demonftremus . | | o

Quoad ‘primum : axis rotationis fit CDP, ( Fig. x2) per
quem tranfeat planum, in quo pofita fit linea A B vel reta,, vel
curva,, cujus centrum gravitatis fit K. Ex hoc ducatur in axem
perpend.cularis KD. Ex quolibet punfto M ducatur pariter- axi
normalis M P, & f{umatur infinite parva MN . MP fat — x>
MN = d 5. Ex theoremate prafuppofito erit Sxds =KD .Sds:
arqui falta rotatione circa axem CP, arcus defcripti ab M, qui
dicantur — y, & arcus defcriptus a K, qui dicatur =3k {unt pro-
portionales dittantiis MP, KI. Exgo proportionalibus fubftitutis
erit Syds—=kSds=—k.AB fa&a s=— AB: atqui in hac hypo-
thefi 5yds eft zqualis fuperficiei genitz ab AB: Ergo hzc fuper
ficies eft =qualis line® AB duz in arcum delcriptum  ab ejus
centro gravitatis K. Q. B I R | §it
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Sit nunc fuperficies ea, qua rotatur, figura, qua intelligatyy
( Fig. x3) divifa in_fua elementa R SV T per lineas parallelas axj
votationis CI).” Diftantia elementi RV ab axé vocetur = xz, ele.
mentum == d s. Sit autem K centrum gravitatis figure rotate, &
K D diftantia. Erit ex theoremate praefuppofito Sxds—KD.S4;
fed #, & KD funt proportionales arcubus fimul defcriptis, qui’ di-
cantur y, k: Ergo proportionalibus fubftitutis fiet Sydr—k § 4,
=RV Z.k: fed in hac hypotefi Sy d s eft folidum genitum in
rotatione: Ergo fuperficies rotata "in viam centri gravitatis eft
®qualis folido orto ex rotatione. Q.E.D. -
Si pars hgure rotate jaceat ad partem alteram axis rotationis .
que figura ab hac gignitur, detrahenda eft a reliqua, ut veritas a
Guldini regula ne difcedat : quemadmodum fupra notatum eft. .

Q_uod I ﬁgura genitrix rotanda non 1aceat in uno codemaque
plano tranfeunte per axem rotationis, ut Guldini regula cum veri-
tate confentiat, projicienda eft primum circulariter hgura genitrix
in planum tranfiens per axem rotationis, tum figure ex circulari
projetione ortz determinandum eft centrum gravitatis, demum
hxc figura orta ex projeCtione .in viam fui centri gravitatis mul-
tiplicanda , & habebimus produftum =quale quantitati ortz ex ro-
 tatione . Hujufce propofitionis omittitur demonftratio, quia {imilis
- eft illi, qua fupra ufi fuimus. Quz autem fupra fatz funt ani-
“madverfiones , exdem huc transferendz funt,

Ad regulz ufum accedo, in quo explicando non tam brevitas
tis , quam diligentiz ratio mihi habenda eft. Si figura rotantis,
yel fuperficies fit vel linea, centrum gravitatis vel aliunde cogni=
tum {it , vel brevi calculo facile cognofci poflit, quod contingit in
figuris rectilineis, in integro circulo , ellipfi, omnibufque ~figu-
ris conftantibus quatuor partibus zqualibus , & fimilibus, tum fine
ullo artificio regula in ufum traducenda eft. Regula vero hzc fatis
docet, fervata eadem diftantia centri gravitatis ab axe rotationis
@qualem {emper oriri quantitatém , quomodocumque figura rotans cone
ftituatur , dummodo maneat in uno eodemque plano rotationis .

Quod fi figura rotans habeat duas partes fimiles & =quales ,
quz a linea recta feparantur, ejus centrum gravitatis in hac recta
linea politum eft . Si hzc eadem linea axi rotationis parallela con-
~Atituatur , non eft neceffe centrum gravitatis reperire, quia ubi-
cumque pofitum fit, ejus diftantia ab axe rotationis erit eadem.

In hac tamen methodo quantitas figurz rotande data effe {up-
ponitur: quare aut ipfa fimplex maxime fit oportet, aut ad {im-
pliciores aliunde jam redacta. Quod fi hoc faciendum effet, &

D2 . C€Ne
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centrum gravitatis inveniendum, operatlones 1reran&m moleftia non
mediocri analyftas afficerent. Quare fatius erit in hoc cafu figuram
rotandam in fua elementa- dividere , & quodlibet ex elementis. in
viam ejus centri gravitatis multiplicare ; tum pex methodum inte-
gralium fummatoriam accipere, & figurz genit® qua.ntxtatem in-
veniemus .

Si fermo fit.de lineis rotantibus, alia methodus pratexr. hanc
non videtur fuppetere Dividatur A B (Fig.12) rotanda in {ua elementa
M N. Ducantur MP, NQnormales axi rotationis. Vocetur r:e

xatio radii ad circumferentum ; tum fat r:ec:: MP: — . MP,
qua multiplicetur per MN = ds, & habebitur elementum fupex-

- - o : . .
ficiei gemtx - . MP d s .. Quum autem detur ex curve ®quatio-

ne ds per MP, poterit integrando cognofci genita fuperficies.

Si vero fermo fit de fuperficiebus , multis modis poterunt hz
intelligi divifz in fua elementa. Si fupcrﬁucq rotanda axem ha-
beat parallelum axi rotationis, utile erit eam dividere in elementa
per lineas eidem perpendiculares. Ita quum fuperficies . rotanda
ABD (Fip. 14) habedt AD parallelum axi rotationis E C , divi-
datur in fua elementa per R M-; N'S quz producte feceiit rotatio-
nis axem CE normaliter . Vocetur EA — b AR —x, RM=xy.
Ceritrum gravitatis elementi RN fit K, cujus diftantia ab axe

rotationis EC erit — § - -;'-  Igitur elementum folidi geniti =
S b + 2.oydwx. '

Quod ﬁ fuperficies clauderetur nona BD pa.raﬂela Ol'dll’latls) {ed vel
a BG, velaBF : tum ad habendum folidum genituma § — .} + L

ydx falo x — A D vel detrahendum effet fohdum gemtum a
trxamrulo BDG, vel addendum quod gignitur a triangulo BDF.

Prxftabit aliquando dividere fuperﬁcmm in elementa per lineas
parallelas axi rotationis, ut in ( Fig. x5 ) : quo in cafu vocata
BE=b,BS==x,SN=—y; centrum K diftabit ab axe rotationis

dlﬂanua = b —x: ergo elementum folidi geniti erit — —bh—x

ydzx. Alia artificia pro circumttantiarum. diverficate adh beri - pote-
runt, quz quando non ignota funt analyftis, eorum induftriz re-
linquenda cenfeo .
Unum dumtaxat praetereundum non videtur , ( Fzg 16 ) nimi.
gum  quum fol;dum quazritur , - quod gxgmtu& a fupexficie curva,
qua
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que clauditur a tangentibus curvam. Sit cutrva qualibet A M B re.
Iata ad lineam CS§, in quam definunt tangentes a fingulis curve
punctis difcedentes, ut MR, queritur folidum quod gignitur a
fuperficie , que -clauditur ab AC, CR, parte curva, & ecjus tan-
gente. Ducantur infinite proximz du» tangentes MR, NS, &
in puncto O, in quo fe fecant, facto centro intervallo QR defcriba-
tur arcus R T, elementum fuperficiei erit feCtor OR T, cujus cen-
- trum  gravitatis K diftabit ab O per duas tertias partes ra-
dii OR. - - o

- Ex punto dato quolibet C ducantur CF, CG parallele , &
zquales rectis MR, NS, & jungatur F G: manifeftum eft fe-
orem FCG = OR'T, & parter ejus centrum gravitatis difta-
re a2 puncto C per duas tertias partes CF : Ergo dudtis KP, H Q

ey esreennn 13 by T ¥ M

wormanous—etdem—C-S—erit 1k TINE T2 Z T X,

His pofitis quum folidum genitum ab ORT it — ORT du-
&um in circuamferentiam radii KP, & folidum genitum a CFG
fit = CF G in circumferentiam radii H Q erit primum folidum
ad alterum ut x: 2 : qua ratio quum {it conitans.valebit etiam in
fummatoriis finitis . ‘ e

Sit primum A MB tratoria, cuojus tangens MR {emper eft
conftans. Prima tangens fit AC. Manifeftum ‘eft, figuram in
quam definunt parallele , & =quales tangentibus tra@oriz fore
circuli circumferentiam A G : Igitur folidum genitum a {patie
ACRM rotante circa CR erit ad folidum genitum a feCtore
A C G rotante circa CE erit : : £ : 2. Quapropter {olidum in-
finite longum produ€tum a traftoria gyrante circa fuum affympto-
ton erit dimidium hemifph=rii habentis pro radio tangentem tra-
Ctorize . |

Sit deinde A M (Fig. 17) logiftica , cujus proprietas eft, ug
fubtangens f{it conftans. Manifeftum eft, quod fa&a CE =zquali
fubtangenti logiftice , & excitata normali EA; CF, C A paralle-
lz tangentibus RM, CA eifdem =mquales erunt: FErgo folidum
genitum a {uperficie ACRM eft dimidium folidi- geniti a fuperfi-
ciec C¥ A rotatione facta circa E C R: Ergo folidum infinite lon-
gum terminatum ad AC erit dimidium coni, cujus altitudo eft
CE == fubtangenti logiftice, & cujis latus CA — tangenti CA.

Hezc ad illuftrandam regulam Guldini fufficiant , qua tametfi
difficilia non fint, habent tamen non exiguam utilitatem.
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« Uoniam non taro a Scriptoribus mathematicis mentio fit de
logarithmis cum vulgaribus, tum hy perbolicis 3 neque {atis
. adhuc illis, qui geometriz fublimiori difcendz vacant, in-
ter utrumque genus difcrimen diftinGtum effe videtur : iccirco gra-

¢um me omnibus facturum eife conf:do, fi rem hanc totam clare,
'o“}ﬁ\‘c I'!i-

ac diftinéte ex fuls principiis deducarms; &t fortes s €x—qubus
verfitas oritur, patefaciam. Quod ubi praftitcro’; nemini uni dif-
ficile erit, utrumque genus , prout res pofcet, in ufum {ine para-
logifmo vocare. Quamgquam ex comparatione inter {eries geomes
fricas, & arithmeticas primum dete@i fint logarithmi; tamen

quum de hyperbole quadratura mibi fint omnino verba facienda,
commodiffimum mihi vifum eft, ex eadem quadratura  theoriam
omnem derivare. " S

Si inter alsymptotos CH, CN (Fig. ) ad angulum reCtum
‘concurrentes, pofita fit hyperbola HBS, & in CN accipiantur
linez quatuor CI, CL, CM), CN geometrice proportionales ita , ut
fitC1: CL:: CM: CN: ajo, duftis ordinatis IP, LQ, MR,
NS, fpatia PILQ , RMNS fore zqualia .

Quamquam hoc notiflimum eft, tamen breviter demonftro .
Sume elementa infinitefima 17, Mm, quz fint inter fe, ut CI:
CM, & ducantur ordinat® ip, mr. Quoniam ex confbructione
Ti:Mm:: CI:CM, & ex natura hyperbolez C1:CM eft in
ratione reciproca IP: MR, erit Ii:Mm in ratione reciproca
IP:MR: Ergo re(tangula Pi, Rm reciprocantia ‘Jatera erunt

zqualia. S§i fumantur denuo duo nova elementa, quz fint ut
CI1:CM, five ut Ci:Cm, eadem ratione rectangula provenient
equalia : Ergo progreffu hoc in infinitum produto palam fet,
omnia reGangula exhaurientia fpatium P L =qualia effe omnibus
reftangulis exhaurientibus fpatium RN: Ergo fpatia hzc “hyperbo-
lica PL, RN ernt zqualia. Q. E. D. SRR
'. Ex quocunque punto D ducatur ordinata DE. Quoniam dif-
ferentia inter fpatia EDIP, EDLQ eadem eft ac ditferentia in-
ter fpatia ED MR, EDNS, apparet inter hzc quatuor'—-fpéttia in-
- | - ter-
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rercedere propottionem: arithmeticam. Itaque dum ableiflze fumpte
in afsymptoto CN, & incipientes a centro C funt in ratione

eometrica, {patia hyperbolica incipientia a qualibet DE, & eifdem
abfciffis refpondentia tenent rationem arithmeticam . Igitur fi ac-
cipiantur in -alsymptoto linez conftituentes feriem geometricam ,
{patia hyperbolica conftituent fexriem arithmeticam. |
Hifce , que netiflima funt , breviter attactis , defcribatur jam
pova curva HD'Y ejus conditionis ,  ut reCtangulum ex data qua-
libet , quam vocabo — b, & ex ordinata T I perpetuo =mquet {pa-
tium hy perbolicum EDIP.. Quoniam hujufce curve ordinate eam
fervant rationem , quam fpatia hyperbolica, conftat, eas effe in
ratione arithmetica, quoties ablciffe funt in ratione geometrica,
& efformare feriem arithmeticam, quoties per abfcitfas efformatur
{eries geometrica. Quamobrem abfciffas CT, CL numeros ap-

pettant; ordimatas aurem LTS LV eorundent mumerorar fogarit=
mos , & curvam HD Y logifticam, feu logarithmicam, Ut autem
notis expeditis utamur, ad indicandum logarithmum numeri cujuf-
dam CI, five re@am I T feribemus I C1I; ita ut littera [ linez
prafixa ejus linex defignet logarithmum . :

Ex fola infpefione figure apparet, ICD == o. Numerus
aatem CI) ex arbitratu determinari poteft. Logarithmus autem
numeri fuperantis CI) erit affirmativus, negativas autem erit lo-
garithmus numeri minoris quam CI). Ex qubus progofitio con-
verfa {tatim colligitur : nimirum logarithmus = o habet numerum
"= CD, logarithmus aifirmativus habet numerum mzjorem quam
D, negativus autem minorem quam CI). Quemadmodum con-
fideravi tanquam pofitivos logarithmos pofitos {ub linea CN, ne-
gativos , qui fapra CN {iti funt; ita hos potuiffem confiderare ut
affirmativos , illos ut negativos. Qua in hypothefi numeri mino-
xes quam CID haberent pofitivos logarithmos, majores haberent
logatithmos negativos. Hoc autem animadvertiffe juvabit, ubi
logarithmorum {yftema indicabimus, quo ufus eft Joannes Neperus
doctiflimus hujufce methodi inventor. | -

Arbitraria eft , ut fupra diximus, determinatio- numeri CD
habentis logarithmum ==o . Verum facta hac determinatione non-
dum logarithimica HI) Y determinata eft : {ed preterea determinan-
da et coultans = b, quz per logarithmos multiplicata exhibet
fpatia_ hyperbolica, aut alia quzlibet conftans, per quam ipfa b
.determinata remaneat: ut fi quis determinaret numerum, Cujus
logarithmus aut effet mqualis CD, aut ad CD datam haberet
proportionem . Hoc autem filentio pratexeundum non e€rat, quia

. €x
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ex determinatione unius potius , quam alterius conftantis ofiuntus
diverfa logarithmorum fyitemata. Sed antequam de hoc d1c1mus;.
pr0poﬁt10nes {funt aliquot praemittenda. :
Propofitio prima. Si fuerint quatuor numeri geometmce pro-
portionales logarithmi mediorum mquabunt loganthmos extremorum .
Conftat hazc propofitio ex fupraditis. Nam numeri geome-
trice proportionales habent logarithmos propostionales arithmetice.:
atqui notum eft, quatuor qua11t1tates arithmetice proportmnales ita
efle affeCtas , ut extremarum fumma fummam =zquet mediarum : Er-
go fi numeri {int geometrice proportionales eorum logarithmi habe-
bunt fummam extremorum zqualem {umma medmrum Q.E.D.

Corollarzum przmum Hinc conftat fore ! f —1h 41 k

1 f. Nam f eft quarta geometrice proportmnahs pott £, b,

Ergo ejus logarithmus additus /f — Ih - lk: Igitur l"f
= 1h Lk —1Ff.

b

Corollavium alterums . Si quantitas b =t k, haberetur I%__m

== 21bh—1f. Sik:::fiz- erit lf_gh:sllp——vzlf. Immo
. f ' - :

generatiha per hanc methodum inveniemus ! P — = p! b
—7+1-1f. I
C orollarium tertium . Sifit f— C Deritlfr=o: Ergo l —_

et plb. Multa alia deduci poffunt, qu:x: lecoris mduﬁrm relm=
quuntur .

Propofitio fecunda . }Equatlonem Iovarzthmlc:a exhxbere v

Ex hyperbole vertice principali demittatur B A normalis afsym-'”
ptoto CN, & fiat BA=CA =4, CD = f. Sumatur CL
= mf 3 m eft numerus conftans determinandus prout ufus veniet .
Numeri autem CL logarithmus eft LV, quem vocabimus — g5
ita ut fit g — Imf. Dula vero VZ parallela CM fiar LM

= VZ=2x, MR =y, ZX = z: quare m f - x erunt nume-
i, g - z logar1thm1

Ex xquguone hyperbole erit = y Ergo 'facf’ca. multi-

mf

‘ 2
plicatione per dax fiet 22X — y 4z, qum autem fpatmm hy-
| s P ' | per-
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pcxbohcum E DMR =} . X — b. g s — z, elementum cjul
P dx

dem fpatii nempe yde debebit :aequare bdz: Igitur — Pl —biz.

‘Ex hac asquat:one differentiali determinare oportet proportionem ,

qua intercedit inter numeros mf ~x, & logarithmos g — z.
Corollarium . Quanquam non eft animus indicare logarithmick

proprietates , qua ab.aliis patefaz funt; tamen hoc omnino ne-

_ceffarium eft animadvertere , fubtangentem logiftice acceptam in

z
a{fymptow CH fore = ~—; quod cuique proclive eft demonfiratu,

ot mf 4+ x.dun
Nam —— = o 3 {ed hzc eft expreflio {ubtangentis {um-

te in aflymptoto: Ergo ec. Quare vocata fubtangente = ¢, quod
cdx

. 1. . . b . - i ! hd L s
fernper —denceps faciemus; —equatio {ogarithmmiceent e — az-

Hinc deducere licet, per quamlibet logarithmicam , feu per
fogarithmicam cujufcumque fubtangentis qudrarl poife quamlibet
hyperbolam. Etenim {i oporteat quadrare hyperbolam zquilateram;
cujus potentia fit == g, inveniatur terua. praportionalis poft ¢, a,

qua vocetur =, ita ut fit b = —,{patium hyperbolicum erie

quale b .- g - z addita, vel demta conﬁame, prout opus fuerit.
- Quod fi hyperboh non fuerit ®equilatera, neque angulus aflfympto-
torum re&ue » tunc {patium hyperbolicum @quablt non rectangu-

lum b. g —= 2z, fed parallelogrammum, cujus latus unum fit 4,
alterum autem g —+ z, que duo latera aagulum ‘efficiant :equalem
angulo aifympmtorum. :

Propojitio tertia . Dato numero invenire per feriem Iogarlth-
mum 5 hoc eft in noftris fymbolis dato m f -~ x, invenire g~z .
Fiat g -2z == A —-4-Bx 4 Ca® - Ds* - Ea* - F2’ ec. Ergo

differentiis acceptis (iz — n;d__f_x = Bdx 4+ 2Cxdx 3szd"z

4 4EX’dx —+ s F ' dx e. Fafta itaque mulnphcatlone pex
mf - x, & divifione per dx, fiet

ek_ume—}—szCx—-l—gmex +4mex —+—5mfo ec.
Bx = 2€x° - 3Dx —-{— 4E2* ec.

Quz zquatio quum debeat effe identica, fiet B= - a7 €= —7
c —_— . ¢ 2 m* f z
D_H—, E"“’———-——-—, F—=— . TItaque erit g -2

3 m3 f3 am* F& - gmd FI
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. _'A‘:}_‘ cx ¢ x® | e x3 . ___‘_ff_-‘ | ;chg ce. Ut
B m f 2 2 3 3 4 4 $ 5 ) '
am” f 3m? f 4m° f sm® f

valor conftantis A determinetur adverti debet > quod {i ¥ == o0, etiam
z = o0: Brgo A=g. Quum autem fit A = g = Imf, &

gtz = ln&f—|—~x erit Imf + x = Im

2 3 4
—-l—f ¢ . » —— _...._...it_..-—- Il ¥ — * Q Eo It
mf o amtpr am3f3 0 amdf0 -
Corollavium . Si x fumatur negativa, ita ur logarithmus
queratur quantitatis 2 f — ¥, erit I mf—2x = Ilmf
—_ 2 3 4

Ut ufus harum feriexum palam fiat, {upponamus primum #
— I, ita ut pun&a L, V coincidant cum pun&o ). Tum lf:fa:
. - ' x x> »3 N
Ergo habebimus [f -2 = ¢.7 e +3fa .af? -+ 5f°
Quz feries erit convergens, donec x=f: {i enim x, vel tantil-
lum fuperet £, tum -poft aliquot terminos fpecie convergentes fe-
quuntur termini divergentes. Quare feries utilis erit ad invenien-

dos logarithmos numerorum ab f ufque ad 2f. Inveniemus autem

Hifce inventis ponamus m == 2, & erit Iof dox == 12f

%0

N . z‘.’ ; R - 4 .
. & % ; . .
~tc. % == . — ec. Qua feries con-
R % ...-._zz..p ﬂ.fz .‘ 23._ . 3f§ 24 . 4»f¢ e

vergens erit, donec ¥ == 2f, quo in «cafu habebimus 74 f — l”zf

_.‘_e.lm—%—}'—x——ﬁ—i—

3
X

x

e

ec., hive I4f = 2l§f: 2c .

vl

i—3-3—%-+3 e Qpaprop_ter per feriem inveniemus lo-

‘garithmos omnium numerorum a z2f ufque ad 4f."

. Ponamus m ::4f) & erit [ 4f - x =14f

} 2 3 4 L
e ﬁc e : — - % % _  ec Series autem

o 2.4 f 3.43 F3  a.4% 5 - |
exit convergens, donec z==4f, quo in cafu erit I8f=l4f+e.

g




g — %~} 3—3 ec. five 18f—=3laf = 3¢. I—3—+3—%-1ec
Atque ita deinceps progrediendo omnium numerorum logarithmos
per feries convergentes inveniemus. B _

Quod attinet ad logarithmos numerorum minorum quam f>
fi ponatur m —x, & x negativa, invenientur eadem ratione loga-
rithmi numerorum a f ufque ad £ . tum fi ponatur m = }, inve-

: - z ' - .
nientur logarithmi numerorum a {-— ufque ad % : atque ita deinceps.

In fuperioribus' quezdam adnotanda funt, quz praxim reddunt
difficillimam . Series 1 — 3+ % — % 4+ 3 —2% ec Ex duabus
feriebus componitur , quarum prima ex illis terminis conftat, qui-
bus prafigitur fignum —, altera ex illis quibus {ignum — prepo-
nitur . Utraque ex iftis feriebus infinita eft, licet earum differentiy
_fit_fnita. Huic_incommoda facile medemur, {i reaple fingulorum

parium differentiam fumamus , & feriem formemus hujufmodi
.y . i : HnoC
1 .

.. — 1 \

X - K
2‘1“;’; LI ™58 T g0 1

—— ec. Verum hzc feries lentiffi-

me convergit ita, ut oporteat fumere terminos feptem & decem, ut
folum ad partes millefimas perveniamus . Quare necefle erit tot ope-
rationes inftituere, quot dilaffare valeant quemque arithmeticum.

Quémadmodum proceflimus per feriem f> 2f> 4f» 8/, ec.,
ut inveniremus primum logarithmos numerorum inter f, & 2f,
‘tum inter 2 f, & 4f> atque eadem ratione deinceps: ita poffumus
procedere per feriem , cujus termini minus inter fe differant,
exempli caufla f> = f> = f> 5 /> =2f ec. ex qua ratione invenie-
mus numerorum logarithmos per feries magis convergentes. Facta

itaque m — 1, inveniemus logarithmos numerorum ab f ulfque
3 . — I : 3
ad 2 f: quo in cafu extremo quum fit x = 3, habebimus I~ f
— . X I L e que feries aliquant
.3 — T ) — T s . qu C quanto
2.2% 3.23 4 2% §- 2

magis convergit. Tum fiat m==-=, atque in hac fuppofitione in-
veniemus. logarithmos numerorum a -3; S ulgue ad -;’- f> inter quos ,
- » - - . = ) . e 8 e . - ' 4
jacet - 2-f cujus logarithmus invenletur l2f = I~ f

FPRTINOWE———— SR

. R 7 : B 1 b4
',.,'{3.‘., c . —3’; wesy g -t —————y 1

; 4
2.3" 337 4 3 53

. - : ) 9 -—". ;
siemus logarithmum pumesi %f , nempe 1= f = 21<f

= €C. Deinde 1inve-

—  Es2 | | = 2¢

AT N

L s T e o n R
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= 2¢. 3 — —— b —":—~ —ec. Praterea_faciamuys g sm.i
2.2” 3e2d T g 4

& progredJann_nr ulque ad Iogamhmum numeri —2 f> qui exit tri-

plus Z_;_*f. Inter hos numeros jacet” numerus 3f, cujus logarith-

- - ; T
3 -3 3
mus erit 13f~Z9f—[—c. — - — ec.
2 3 4
2+ 4 3 4 4 4
Tum fiat m —= % , & inveniantur logarithmi numerorum ufque

_:,a.d = f, atque ita demceps.

Senes a.utern, ut cuique patens eft, convergerent mavls ma-
gilque, fi progrederemur per fenem, cujus primi termini magis

ad =qualitatem accederent ,. ut f, °f ec. Hac methodus utilis

eife poteft 5 fed plures operatlones mf’mtucndae {unt ad inveniendos
logarithmos numerorum integrorum, quam In €25 quam paucis

exponam .
Quum Imf. mfij‘_‘lmf—-l—-lmf—l—x—“lmfﬁx habebi-

3 K

f"i-.w___, : x ‘. —— ec
mus Imf. f —n lﬂzf+2c.-—}. ——3;7)3_{3 -+ T .

H’&’C feries ma0'15 convergens oft, quam fupenores ‘?1 ponamus m
27

— 1, inveniemus /f. LL: :20.—;- —}-
352 sf 77

Hujulmodi feries cujufcumque numeri fogarithmus quaratur, fem-
per convergens eft. Nam {i generatlm quaratur Ip fs hen debet
fr= —=p:1 Z—r= titas quum minor ﬁt uam
f— gxtur =5 —— 1 que quan itas q m q
unitas, confeomtur terminos pofteriores in ferie {emper anteriori-
bus minores ede » & ultimmum evadere infinitefimoum .

Si ex hac ferie qu&ramus ligf, fet ?_— [% : quare h_abebimus
ltof — 2¢. = ~t — b 4 2 ec. Verum ma-
Iz . - § 7 Al

3-11 je T1° . 7. 11

- gis convergentes feries inveniemus, fi per partes progrediamur ..
Pone m =1, & ad inveniendum l2f, ﬁatue L= -3‘-‘, & feriem
)

F ._
hu]ufmodl elicies lz2f = 2¢. ‘3‘~ e e — - ec. | quE
— ; TR
v 33 $+ 3 7:3 o,
_maxi-



max1me convermt Invento l2f, nancifcemur I4f == 2127,
18f “312f> 16 f == 4lzf atque ita d(.mceps.

: Si in noftra formula fiat m =2, inveniemus logarithmos nu-
mexorum , qui fiti {unt inter 2 f, & 4f, ut logarithmum numeri

. . - v —— I "0A
3f. In hog autem cafu Inveniemus ;_-3; = 3. Quare erit
I3f=1lz2f 4+ 2¢. 3 + — f “S } I7 ec. Similiter
350 . 5 5 75

fadto m — 4, inveniemus loqanthmos numerorum inter 4f5
8 f. Fatto.item m — 8, inveniemus logarithmos numerorum, qui
fiti funt inter 8f, 16f. Ut autem lop_;anthmum nuiperi 1 o f

. - 2
inveniamus , neceffe eft ponere & == — = Igitur Lyof=1sf

§F 18 —
:I'E l’
+2CI;+”_-—-+~

— -

+ o3 oY g ol
g o : A4

eg. Atque hac ratione pro-

>

grcdlentes logarithmos numerorum per feme'; maxime convergentes
inveniemus .

Non fum nefcius, in plerifque logarithmis inveniendis , com-
pendio nos uti pofle : Nam dato cujuslibet numeri logarithmo o-
mnium numerorum, qui conftituunt feriem geometricam poit f,
& datum numerum, logarithmi invenientur. Immo datis duorum
numercrum logarithmis tertii » quarti ec. proportionalis dantur lo-
garithmi. Numerus qui oritur ex multiplicatione duorum, quorum
fogarithmi dati funt , haber logarithmum datum: numeri , qui ori-
tur per divilionem , {i divifor & dividendus, habet logarithmos da-
tos , logarithmus cognofcetur Hxc, & fimilia compendla geometre
cuilibet obwvia funt. Quare ad {eries non erit confugiendum, nifi
ubi habeantur numeri primi. Series autem femper magis conver-
gentes inveniemur, fi ponatur m f illi numero xquahs, qui pro-
xime precedit numerum , cujus quaeritur loganthmus .

Propofitio quarta. Dato logarithmo invenire numerum; hoc
eft in noftris {ymbolis dato g —~ z,' mvemre 7nf+x Hanc ob

rem hat mf—l—-x“'A—{——Bz—}— -—I—-Dz +Ez ec. Ergoac-
ceptis d1ﬁeu,ums dx — Bdz -} 2Czd.c 43D dz —t 4EZ%dz
ec. & multipticando utramque partem aquationis per ¢, & dividen-
do primam per mf — xy alteram per feriem @qualém nancifcemur

P

cds "—' dz-'-— C'de"l‘zCZdZ+3II-DZZdZ—i—-4Fz3f1vZ ec.

—r——

:n_f-i-x'—." A+BZ+ Cz2 -—-{-—DZ —{—-J:,z | :ec.

Igztux fi fat multlphcatxo pex feriem dividentem, erit A .ri‘zi .
Bzdz
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Bzdz -+ Cz*dz-+~D2z3dz 4 Eztdz ec. —=cBdz 4 2¢Czdz
—+ 3 cD 2¥d z —+ 4¢E 3 dz —}- 5 cFz4dz ec. Inftituenda jam eft
collatio ; ut quantitatum conftantium indeterminatarum B, C, D
ec. valores determinentur. Ex comparatione autem hujufmodi va-
lores inveniuntur B — A, C == A , D == > E—.__ &

¢ ' 2¢® 2.3c3 2. 3. 4.¢%

A . - . . .
F = ——— atque lta deinceps. Igitur fiet mf —f x == A
2 304. Sa ¢

P

Az Az2 Az} Azt .
ot — 4+ —5 + | ec. Ad determinandum
2¢ 2..3.c3 20 30 4o @
conftantis, A valorem, adverte fiexi x == o0, f1 fuerit z —o: Ergo

fiet A = mf.. Quare facta f{ubftitutione, & in utraque =zqua-

tionis parte deletis zqualibus, erit x = mf .
—
% 2 F L
Palie il Sl ! ec. Fac advertas m f effe nume-
2¢c 2.3 3 2. 3.4¢%

rum, cujus logarithmus eft — g. Hifce pofitis.

$it primo g =<0, ut ejus numerus — f, & m=—1x, & orietur

¢ z.z za z.q‘ ) «
g=f. 7+t +—" 4 — ec. Ex qua =quatione
. 2¢ 2. 3. Cg 2 3 4@4 .

quecumque ponatur .z, que eft logarithmus numeri f ——x, inve-
nietur x, adeoque f - x. Verum farius erit per partes procedere,
& ex ultima zquatione invenire numerum cujus logaritbmus fit z,
quz fatis parva fumatur : tum hoc numero fa&o — mf, cujus lo-
garithmus fit — g, {fumatur alia z exigua, & fic inveniemus nu-
merum mf —+ x> cujus logarithmus eft g~ z: hoc definito ad’
alios deinceps progrediemur . ' o e
Numeri, qui ex datis logaritlimis inveniuntur, dependent tum
a fubtangente ¢, tum etiam a quantitate f: quarum quantitatum,
nifi altera per alteram determinetur, per partes progredi non li-
cebit. Ut autem exemplum clarum proponamus rationis, qua per
partes progredi oportet , fupponamus ¢ == f, quod exemplum
deinceps veniet in ufum . Hac ftatuta determinatione fiet

2

-4 z 2‘3' - % . .
x::mf.?-f—"}:—z' f : t e Ponom—1, &
' 2 2. 3f5 2-3‘41«4‘
o B T " , o
invenio x = f. } e z.z L = - I z ec. ""ch"ﬁ'f?‘
ef* 0 af? 2 3 4f% e

Joe—,

ries
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yies exhibebit numeros f —-x omnium logarithmorum, qui pofiti
funt intex o, & f. Quapropter polito z —=f, invenietur f-} x

= f - f. 1455 o
it f—++x =f—+fA. o
Supponatur jam m == T - A, & fiet x == 1 A . f.

= ec. Series hzc vocetur — A, ut

| 2z 3 4 :
%- - _mz } z-s —+ — S ec. Series ifta utilis erit in-
2f 2. 3f 2'3.45%
veniendis numeris, qui refpondent logarithmis f—- z fitis inter f,
& z2f, fi z indatur valor pofitus inter o, & f. Quare {i ponatur
[

z=f, het x— 1 +A f I-—!—‘%—f—f;—-l-—zS”% ec. —— 1——A

LAf. Ttaque 1 A . f 42z =1 +A.fA+ AA.S

— AA + 2A + 1. f= A—}—-xl. f3 qui eft numerus, Cujus
Iogarithmus zquat 2 f. |

"'_‘_"—.“z
Si ftatuas mf = A+ 1 . f, eodem modo invenies, nume-

rum, cujus logarithmus mquat 3f, efle = A . f- Per feriem
autem elicies numeros omnium logarithmorum , qui {iti {funt inter
z2f, & 3f; atque ita in infinitun ., '

Ita {i invenire defideras numerum, cujus logarithmus {it ==

.5 f, fac invenias prius numerum , cujus logarithmus fit =2 f, qui
: ——2 . —_—2
numerus demonftratus et =— A 41 . f. Tumfac m—= A -1, &

g
‘L.

2= 5f: Ergox—=A--x

3 v B ) X :
fo3+t+ =3 l —+—c0

2.2 23 . 2.3 2t . 2.3.4

: y . . . 2 : e
que feries fi vocetur B, erit x == A1 .f. B: Ergo A+ f
~%, qui eft numerus logarithmi dati, ent=— A-4x1.B~4x3. f.

Simili ratione uti debes, cujufcumque valoris {it tangens ¢.
Hifce premiflis advertendum eft , logarithmorum fyitema non
ginus dependere a quantitate f, cujus logarithmus =—— ¢, quam
deinceps vocabimus protonumerum, quam a quaatitate ¢, qua eft
fubtangens logiftic , & fubtangens fyftematis ex analogia appellari
poteft . Quoniam fyftema mutari poteft ex utriufque quantitatis
mutatione , confiderandum eft , quibusnam conditionibus hujuf-
gnodi fyftematum mutationes peragantur . . o
- Primum mutetur protonumerus eadem snanente loglﬁxc:’: {uh-
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tangente . Conftituta ut fupra hy perbola ( th 2) EBR, & fumpfo
Protonumero: CD = f, defcribatur logifkica, cujus 01d1nata. MX

dufta in b= 5; zquet {patium hy perbolicum ED MR . Deinde

fumto protonumero CF — F, defcribatur alia logiftica, cujus ordi-
nata M Z in eandem ) du(?ra zcuet {patium hyperbolicurn GFMR .
Igitur b . X Z =quabit fpatium hy perbolicom "EDFG : atqui hoc
{patium conftans eft : Ergo X Z ubique conftans erit, atque adeo
wquahs FH. Qnare Io.crarlthrm fyftematis,, in quo protonumerus
minor eft, fuperabunt cornndem numerorum logarithmos in fyfte-
mate, ub1 md.]or eft protonnumerus , per quant tatem conﬁantem
aequalem FH. Quantitas autem FH eft logarithmus pumeri CF
— F, fumtus in fyftemate, in quo protonumerus eit CD = f.
anmobrem dato quocumque logarithmorum fyfiemate , cujus

protonumerus :f) FrTvenentur er.\,lhluuc 1ug)aul}luu alterius 1..y11(C
matis , cujus protonumerus fit F. Etenim in {yftemate protonume-
i f, inveniatur logarithmus numeri F: qui logarithmus dematur
ab omnibus logarithmis fyﬁemans protonumeri f, & invenientur
logarithmi fyfiematis protonumen F. SiFxf, in {yftemate pro-
tonnmeri f, I} erit pofitivus , adeocue {ubtractio facienda eft. Si
vero F < f, idem [F erit neganvus; quare mutato {igno {ubtra.-
ého in addition.em tranfibit.

Si vero unus idemque fervetur protonumerus, & - ﬁ]btangens
Jogarithmicze mutetur, videndum eft guamnpam mutationem {ubeat
Hogarithrrjorvm fyftema. Tifdem prorfus fuppofitis cum eodem pro-
tonumero ( Fig. 3) CID—f, delcribatur primum logxﬁuca Dx,
cujus ordinata dufta in b =quet {patium hyperbolicum ita, ui:
b. MX =— EDMR. Tiem alia logifticg defcribatur D Z , cujus
ordinata dulta in B =quet fpatium byperbolicim, ut fit. B MZ
— EDMZR: Igitur ) MX = B.MZ: Igitur MX.:MZ::

% : -%- . Ergo logarithmi in duobus fyftematibus {funt in ratione con-
ftanti , hoc eft in ratione reciproca earum gquantitatum, qua ductz
in logaritl xmos ®quant {patium hyperbolicum : fed ifte quantitates
fuat reciproce , ut logarithmicz {ubtangentes: Ergo logarithmi in
duobus {yftematibus, de qmbus agimus, funt directe ut fubtann en-
tes. Quare datis unius fyftematis loganthrms facile eft altcmus
cu]ufque fyfternatis per regulam trium, ut ajunt, loganthrnos i
venire; dummodo datz fint {ubtangentes. ,

Quod {1 datum fit {yftema, cujus protonumerus {it f . fubfan-
gens vero ¢, & alterum {yi{tema inveniendum fit, cujus” proionu—
merus {it F, fubtangens autem C: primo ex dato fyﬂ:emate inves

: ma.—
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niatuy {y frema protonumeri F, & fubtangentis ¢35 tum Hat ¢: C,
ut {uwuh logarithmi modo inventi ad loganthmos, qui quaran-

. Noti 1taque fient lo&;amthml omnes , qui querantur . Quoad |
praxnn in dato fyftemate inveni logarithmum numeri F. Hunc
deme ex datis logarithmis, tum inveni quartas proportionales
poft ¢, C, & Iogarlthmos datos ea quantitate minutos; & quefi-
tos lovarithmos invenies.

‘Hoc unice adverto: hoc problema Dato Iovamthmorum {yfte-
mate aliud {yftema invenire, in quo manentlbus‘ ceteris, mutetur
protonumerus , eft problema plerumque tranfcendens. Etenim FH,
{ Fig. 2) qu= detrahenda eft ex logarithmis dati {yftematis, non
darur plerumque nifi tranfcendenter per protonumerum novi {yfte-
matis CF. Addidi plerumque, quia, {i in f{yftemate protonumeri
C D logaritbmus numeri CF, nimirum FH habeat rarionem

cfiabifemm ad C IJ, quod aliquando contingit, problema algebrai-
cum eft. Verum alterum hoc problema, manente eodem protonu-
mero, & daro uno logarithmorum fyftemate, invenire aliud fyite-
ma diver{x fubtangentis, elt pure algebraicum , dummodo {ubtan-
gentes f{int a'tera per alteram algebraice dat=,

Adverte hanc conditionem , quam appofu: mus, i ex fubtan-

gentibus altera per alteram data fit. Nam {1 habeatur fyﬁema fo-
garithmorum, in quo prater protonumerum data {it tangens logi-
{ticze , & quaratur fyftema logarithnrorum, in quo. poixto eodem
proronumero  datus fit dati numeri logarithmus , hoc nonnifi tra-
{cendenter obtinebitur, & viceveria, fi ex hoc primum quzratur
Jogzarithmorum {yﬁem"t Etenim {ubtangens logiftice ex dato lo-
,gu&mzhmo dati numeri , nonnii nanrcendenter iuluetur Cuo racto
autem ¢x dato Iooarirhmo numeri dati, invemnatur {ubtangenc, &
viceverfa, adhibitis feriebus expolitis non eft difficile cognofcere,
Hoc autem invenio ex uno {yftemate alium nancifcemur.
' (Juod i pofito eodem protonumero , unius ejuldemyue numen
in uno {y{’rematc logarithmus it = ¢, in alio =  , omnes Io-
gavithmi eor undtm numerorum in duobus {y ftematibus erunt in dire-
&&a ratone g : . Quare dato uno fyltemate algebraice alter de-
ternunabitur .

Hinc oritur duplex genus locrmthmolum Vel enim datur pro-
tonumerus , & fubtanffens fyftematis ; vel datur protonumerus {y-
frematis cum loqa.ntflmo dati numeri. Primum vocabimus {yftema
logacithmorum gener's hyperbolici , alterum generis vulgaris. Si
unus idemaue {it protonumerus, nullus eft tranfitus ab uno fyite-
smate ad aliud , nifi per quantitates tmn{cendeuteso

I‘ V(;je;
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Verum ut ejus fyftematis, cojus tabule exhibent logarithmos,
condition€s cognofcamus, quid fit bafis logarithmica explicandum
eft . Bafis logarithmica dicitur numerus ille, cujus logarithmus
eequat protonumerum. Quapropter fi datus {it protonumerus cum
bafi logarithmica, logarithmorum fyftema erit generis vulgaris 3
neque ab hoc fiet tranfitus ad {yltema generis hy perbolici , nifx
per quantitates tranfcendentes. Itaque tranfcendentia erunt hujufce-
modi problemata. Data bafi logarithmica invenire {ubtangentém
fyftematis, & data fubtangente invenire {yttematis” bafim loga-
xithmicam.

" Hifce generatim expofitis opportunum erit , ut de duobus illis
{yftematibus, qua in ufu pofita funt, diftinclius, & enucleatius
verba faciamus. Syftema logarithmorum vulgarium ponit logarith-
mum quantitatis cujuslibet f, quam ftatuit protonumerum, eile
zqualem nihilo, bafim autem Iogarithmicam effe = 10/, Cujus
fcilicet logarithmus =quat protonumerum f. Syftema autem loga-
rithmorum hyperbolicorum, quo utuntur paffim, convenit cum
vulgari in hoc, quod ponit If= o, fed ejuldem {ubtangentem
ponit = f. Quo pacto alterum fyftema ad alterum redigatur,
oportet cognofcere. |

Quamobrem hoc primum inveftigemus , necefle eft, ut in.
fyftemate vulgari fubtangentem determinemus. kEx {upradictis in-

venimus lnof::le—{—fzc.%{ ! DAL B PR VR

3. 93 5. oF 7- 97
. . _ ' 1 1
atqui 18 f == 3laf, & l2f=—2¢. % e - ec.
‘ 3 3 5 7
. 3- 3 .S' 3 705 .
4 ) 4 ¥
Ergo lxof == 6¢ . 3 — - o ~ ec.
3 3 5 3 7.37
I 1 I. 1 B )| .r . v .
~2¢. 5 - i — —+ —— ec Prima ex hifce feriebus
39 50 7. o .

fat — A, altera ::B,’u_t fit lyof=6Ac -+ 2Be¢: atqui lyxof
= f in {yftemate vulgari : Ergo f=——=6Ac - 2B¢, atque adeo
= i i e Inventa eft itaque fubtangens vulgaris fyftematis .
Q. E L g -
Series due A, B maxime convergunt, & nullo negotio ad
frationes decimales rediguntur, ' , o
| Quum femper pofito eodem protonumero f logarithmi eo-
sundem numesorutn in diverfis fyftematibus fint inter fe, ut fyfte-
matum
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matum fubtangentes, logarithmi hyperbolici ad logarithmos vul.
.6_;%;—1_3’ {ive ut GA.—[-« 2B': ¥,

Jam ad logarithmos hyperbolicos convertendus eft animus y &
in illis invenienda eft bafis logarithmica: quam ob rem folvep.
dum eft 'hoc problema: Pofito non minus protonumero, "quam
{fubtangente == f invenire numerum, cujus logarithmus fit — Fa

gares erunt, ut f:

Solutio ex fupradiétis eft perquam facilis. Namque fi ponamus

z N T

¥ ] 234 ' 2.3.4.%

atque adeo f —~ x numerus refpondens logarithmo — £, erit zqua-
—-i—.-

lis fi-f. 142 10 P

-4 « . I I
s Teu - =1, inveniemus x==f. 1~} 3 ——'r*;:-; - ec.

E . iy : o
ec. , quz feries fatis conver-

Tgite Quod i qumreretur numerus ,  cujus logarithmus zquaret 2,
3> aut 4f; tum per partes effet procedendum, quemadmodum fu-
pra fatis docuimus . - |

Adverte in tabulis cum logarithmorum_hy perbolicorum , tum

logarithmorum’ vulgarium protonumerum f =®qualem poni wunitati.
Tabulz logarithmorum vulgarium conftra&z funt, & ablolutze z

multis, prefertim a Briggio, & Ulaquio, qui ufi funt fubfidiiss

que maxime diffant a noftris feriebus. Tabulz vero logarithmo-
rum hyperbolicorum defiderantur. Optandum autem effet, ut ali-

quis hunc laborem fufciperet, & eas prafertim, quz defunt taby. .

Iz , per computum perficeret, atque communi utilitati in lucem
emitteret . ) ' :

Nihil jam reliquum eft, nifi ut refpondeamus querenti, ad
gquodnam genus pertineant logarithmi exhibiti in fuis tabulis 2
dofliffimo Joanne Nepero logarithmotum inventore . Refpondeo ,
eos pertinere ad genus logarithmorum hyperbolicorum , five ad
illos , in quibus algebraice data fupponitur fubtangens A{yftematis .

Sinum totum ipfe facit protonumerum, cujus feilicet logarithmug

— o0 1dem finus totus exprimitur a Nepero Per numerum 1000000,
Sinus autem anguli gr. 89-- 59', qui exprimitur per numerum
0909999 > logarithmus ponitur — 1 : Ergo quaintum decrefcit nume-

gus> tantum augetur logarithmus, fi finus totus minimo decre-

mento adiqatur., |
- Suppenamus itaque CI) (Fig, 4) effe finum totum, & pro-
tonumerum {yftematis . “Decrefcat hic minimo elemento De, &
ducatur ed parallela aifymptoto logiftice, quz erit logarithmus
numeri Ce.' Ex Neperi fuppofitione De=de. Ducatur DIT,
- Fa qu®
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quae propter proximitatem punétorum D d tanquam tangens con
{iderari poteft: Igitur CT erit tanquam {ubtangens con{lderanda
Igitur quum fit CT: CD::eD:ed, ent CTrT—=CD: I:.rgo {ub
tangens {yftematis eft protonumero zqualis. Quaz proprxetas pern
net ad genus logarithmorum hy perbolicorum .- Ete

Non minus Iyﬁerna logar thmorum hypexbolicorum, cuarr
Neperianum. fupponit fubtanventem zqualem protonumero . Sed in-
ter duo {yftemata hoc maxime intereft5 quod in illo numeri ma-
jores , quam protonumerus , habent loganihmos pofitivos , minores
habent negativos; contra in Neperiano numeri minorés, quam pro
tonumerus, praditi {funt logarithmis pofitivis , . ma;ores negativis .’

Atque ex his fatis fu:erque patet difcrimen inter {yftemata lo
garithmorum , atque aperta eft methodus efformandi tabulas loga
rithmorum tum vulgarium, tum hyperbohcorum. De corum auw
tem ufu paflim Scriptoxes IOquuntur » neque in _pmfcntm qmdqudn
mtmgexe decxevi
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| . 45
PUSCULUM QUARTUM.
De  quarumdam  equationum  radicibus .

Difousfizio - Mathematics .
De barum expreffione dnalitica

PARS PRIMA.

Ny Ua methodo refolvantur rquationes fecundi gradus, Arabes,
J ut notum eft, nos docuerunt . Scivio Ferrcus, ut narvat ‘
Ry Candarmys, methodion adi s iverit refolvende awuationis cu-
bice, cujus radicem unam exhibuit rer formulam, cux a Cardane
nomen accevit . Denigque Raphael Bombellus in (ia algebra cxpo-
fuit, qua ratione Zquatio quadraio - quadratica ope zcuationis cubi-
cx rcfolvatur. Hane autem mcthedum a Ludovico Ferravienti in-
ventam eife, affiernat Wolfius,  Aquationes altiorum graduum nul-
la. adbuc methodo refolyi potuerunt generatim , neque inveniri for-
mula earum radicem exprimens. Quare deficiente cecamenica me-
thodo non injuria in eo operam collocarunt analyftx, ut cond.tio-
nes cognofcerent , qubus pofitis ®quationes refolutionem accipiant .
~Refolvuntur autem primo , quum f{poliatz fecucdo termino ca-
“rent omnibus aliis terminis, fi ultimum excipias : deinde cuum
unus tantum terminus ex mediis adeft , in quo exponens ‘ncogni-
t2 dimidium eft exponentis termini primi, quod contingere ne-
“quit 5 nifi dee exponens fit numerus par : poft refolvuntur , quum
wex:med:is adlunt termini duo ita, ur exponentes incognite in tri-
“bus terminis fint, ut 3, 2, 13 quod poftulat exponentern maxi-
mumn dwifibilem effe per 3: demum quum medii termini tres {uit,
“&tincognite exponentes funt ut 4, 3, 25 13 guod obtineri nequir,
‘it primi termini exponens dividi podit per 4.
- Nemo unus non videt , conditiones iftas anguftis admodim
-Rnibus: contiueri in omnibus equat:orubus , {ed prafertim in iil:s,
“in quibus incognitz exponens max mum eft nuerus promus. In
“his enim preter primam condit-onem nulla haberi potett , fub qua
‘xefolutionem accipiant . Verfabam jamdudum animo, in omnibus
‘quationibus, in illis etiam, quarum gradus a numero primo in-
dicatur, determinari poife conditiones , quibus pofitis earum rad'x
“Una €3 satione exprimi poflit, qua Cardani radix cubica exprimi-
ISR tur,
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tur. Ut rem exemplo declarem, judicabam adeffe zquationem

5 —
quinti gradus , cujus radix hanc formam haberet ﬁ/a, Vb
—t '@Va — Tb: Verum difficilis videbatur methodus hujufmodi

conditiones determinandi. Sed non ita pridem methodus fefe mihi
obtulit , non inelegans, quz me docuit, qu&Enam @quationes cu-.
jufcumque gradus radicem accipiant expreffam analytice eo modo,
quo radix cubica. Hoc autem inventum, quifque cognofcet, in omni-
bus zquationibus utilitatem habere, fed pracipue in illis, in qui-
bus exponens maximum incognitz eft numerus primus. Rem igi-
tur aggrediens incipiam ab zquationibus gradus alterius, deinde
ad altiores progrediar,

Pono x=—= m —} n, quam =quationem eleve-ad-quadratum--&—
it xx—mm—2mn —~nn, five xx — 2mn —m*==o0. Hujus

— 7?

radix eft ¥ = m -}, cui etiam addere poflumus x —=—m—=2z,
ut radicem extrabenti palam fiet.

Ad =quationes cubicas progredior, & x=—=m —}-n elevo ad po-
- ' 2 2
teftatem tertiam x3 — m’ ~-3m B~ 3mn  —- 2. Quam =zqua-
) ) 3 3 e 3
tionem hoc pa&o difpono x —m ~-3zmn.m—+n ~fm & ad
eandem partem translatis terminis fubftituo x pro binomio # -7,
) .3 3 . : )
& invenio ¥ — 3mnx — m == @, cujus radix yna erit x —m —~}- 7.
. ' ) - na
Ad hanc zquationem unica hzc conditio requiritur, ut {fecundus
terminus defit , quod {emper obtinere poffumus. |

Ut aquationes gradus quarti expediam, effero ad quartam po-
teftatem x — r;z -7, & invenio x4 — m4 —— 4m371 + sz 71'”
s 4mn3 - at: quz ®quatio hac ratione eft diftribuenda -
x4:m4 —~ 4mn . m —{—nz »{;—mq. Pro m -}~ pono x, & trani-

2 2

— 2m R

. e e 2 2 2 - .
latis terminis nancifcor x* — 4mny ~ 2m' n —m? =0, cujus
vadix una eft x==m —~=z. In hac =quatione hzc conditio necel-
faria eft , ut deficiente fecundo termino defit etiam quartus, &
nulla poteftas impar incognitz x reperiatur. | ‘

Jquatio hac conditione prazdita per alias methodos,

ut no-
tum

e
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tum eft negotio nullo vefolvitur. Poteft enim confiderar; 2, ug
meognita, & addito dimidii coeflicientis quadrato refolyi per ex-
tractiongm radicis. Sed eam ad noftrum canonem =mquations qua-
pratice reducamus hoc modo % — 2mn? am’ 0t — =
quam habere eandem formam cum quadratica , tibi conftabir;

L . .- 2z
pro x, m; n {ubftituas in quadratica ¥ — 2mz, m®, . Quare
2 2

‘ 2
habebimus x —2MHE = -—{—ﬁz,.& x® TT2MA T — g —

Quorum prima exhibet radices duas X = m -z, gy —. , __ .
- ‘M—n—.

Altera prabet x — m — 5, V — Iy, X== —m 1z, V—x.
Elevetur ad quintam poteftatem x =— m 7, & orietyp

5. 3 4 z 2 3 a -
-T—Wi“‘—§m—ﬂ—%={—67ﬂévi T X0m R S smn -, H=c

autem ita erit dif ponenda 2 — A g m— —} e . Ejce
. 2 2
‘ - e— MmN -5
binomium m —-n fubftituta zquali quantitate y, & tran{pefitis
terminis invenies x° —. SmAx’ —sm n"x ___mg:_: ¢5 Cujus una
| S
tadix eft x== m . Conditiones in zquatione infunt duz. Pri- _
ma petit, ne termini omnes non abfint, in quibus incognita pa-
réem tenet dimenfionem. Altera exigit , ut coeliciens teérmini x3
elatum ad quadratum exhibeat quintuplum coetficientis termini y,

.. . 5 6
Sexta poteftas zquationis x — —-n erit ¥ — sm' n
=N q —— 7 , Pl \
=—l—~1.5m4712' = 20m’ n ~15m' 7" d-6mn —+ 7 . Hec ita dif-
4 .

6 6 6 , ~ .
ponatur ¥ —m_ ~-6mn . m—+n —~—~ 2. Si transferas texminos
2 2 ' » -
—om n .m—+n
—+ 2 m' S
. . . S . ) - . 4 .3 2. 2 &
falta {ubftitutione x pro m ~~u, habebis ¥ —gsmux —+-om n x

—zm’nt —=0¢; in qua preter conditiones ‘requirentes, ug
| 6 :

— 7
omais terminus abfit, in quo x ad imparem poteftatem afcendir,
necelle elt, ut coefficiens termini x* it =quale quadrato coefli-
Clentis termmz xY  divifo per 4. o . o

Kquatio inventa duobus modis refolvi poteft ope =zquationis
cubicze , & Quadratice. Primo modo reducetur ad cancnem Equa-

.. . .- . : ; 2 3
tionls quadratice per hujufmodi formam 13 — 3MAL ~ 21 7
| 6

LAy
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3 -
s m6——“07 cujus radices erunt 'r:&—-«gmnx,_,m +n 5 % ..__3”””

6
-— 1
N IS quarum prima ex canone aequatloms cubice habet

Yorsrrem

vadicem x — m -+ =, altera radicem ¥ = -— m —- 7. Deinde

3
perduci peteﬁ ad canonem radicis cubicz hoc modo x* — 2mn

T 2 6
—gm % . X ——2WmR — M T2 0, qUES {i conﬁderetur tanguam

6
—

incegnita x° — 2mn, eft aequatlo Cubma., cujus radicem ex {fupe-
yioribus conftat cffe X —omn = m +n . H=zc autem pertinet
ad cancnem =zquationis quadratice, & duas halce radices habet
xTmm ., Xm i, _

Quum agitur _de mquatione gradus feptimi , zquationis

AN

X T m + n poteftas {cmxma ifa et dutribuenda
7

¥ w1 7m;z . m —{—71 +7z , quz fadla confucta {ubftitu-
PR a .

--14m n . m—J‘—n

) 7rz 71 . m—{-«n

tione , & trdnslatls fermmls in hanc vertltur
7 3 3 7 : :

X —-7mﬂ1 —+~14m W —m i—m' — o. Hxc caret ter-

: p v

. — 7

minis. omnibus , in quibus x ad parem poteﬂ*atcm afcendit. Prate-
rea fi ceefficientis termini x% divifi per 7 primum quadratum {u-
mas , & multiplices pex 14, habebis coefficiens termini x3; dein-
de {fumas cubum, & multiplices per 7, obtinebis coefﬁmens rer-

mini x. JFquauo L; conditienibus pradita habebit pr,o radice
x—m—4+n. ’ ' '

Poftquam ad 0&3.\’8.11‘1 poteﬂatem elevaveris x==m —-]— ny %qu

r - 6 8
tionem ita diftribue X = " -t 8rz noom ot w5 cujus ter

"—'?O’ﬂ 7l .7}]..{—)1

e

~+ 6w’ =

4
— 2 714'

minos {i transfems, & pro m — n ponas ¥, fiet
50— 8mnx’ - 20m’n’ at — I(S'ﬂlaﬂaxz - 2/1[' 714.-—-; mg’__'b'”"t)) cur

‘ -',-‘-'788 A

jus radix una eft x==m ~~7z. Ab hac abfunt tcrm*ni omqm pote
_ ﬂatfs -
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Atatis. gmparls > & terminorum poteftatis 'pa"ris' coefficientes detef.,
minati {unt uno determinato .
- Inventam =quationem ad canonem ®quationis quarta perduces,
. o Ty 2 3 ,
{1 ita difponas x* — 2my; - 410 7, 2% - 2mu —]- 2m nt e — ¢
. : ' -

“Nam {i in zquatione, quam invenimuys , gradus quarti pro x fcri.

2 X ‘ . . 2 .3 - ”
bas 2™ _2mn, & pro m, un fcribas m »# 5 hac ipfa exurget. Quare

h.':lbebil_‘nuis_Jz2 —2mn — p* ~-a", & ¥ —2mn = —m® — n*,
quz pertinent ad canonem ®quationis quadratice . Potes etiam
€am primum referre ad ®quationem quadraticam , atque zquatio-
nes duas deducere gradus quarti hoc modo

- 3

4 2 Z 12

w

A 413 A3 nr . oy a3y Ea2 = 4 4 B Trva— H

G L s S L3 el / [ 2 N e b qu% habet hafce Iadlces
———— 758'
: 2 2 2
x4-4nzyzx ~-2m" n :.":m4—[-—n4
4 2 2z 4 4 . .

X = 4Amux —2m NI ——m g, Qu&E €x canone zquationis
quartz tractantur. _ | |

Ad =zquationem gradus noni inveniendam eadem methodo
“utere , atque hanc obtinebis .

o 7 z 2z 3 3 3 ‘
x —omnx’ ~f27m w x ~—3om n x3+9m4724x-—-mg::o, cu-

jus radix wna elt x——m - n" - —n°
Hanc per zquationem gradus tertii refolves, fi hoc pao diftribuag
- —3
3 . . 3 3 3 . 9 — e -
N 3manx = 3m . ¥ - 3mny ——m =0, cujus radix una
| 9

: | 3 : .
erit x§~—— gmax —m —J- ng, qua 1te”m pertinet ad,\_ noftram gra~
dus tertii, & habet radicem x=—m —-}-#, . |

Mirabuntur fortaffe nonnulli, me ufque ad zquationem gra-
dus noni methodum produxiffe , quz cateroquin non videtur diff-
cilis intelle€tu. Verum hoc mihi maxime neceffarium vifum eft,
ut eas, quibus mquationes noftre praditz funt , conditiones deter-
minarem. Quifque videt, =quationes viduatas fecundo termino
carere fimiliter terminis quarto, fexto, aliifque tenentibus fedes
pares , Quare zquatio gradus imparis nullum habebit terminum ,
in quo x obtineat poteftatem parem; contra in 2quationibus pari-

bus nullus erit terminus, in quo x teneat imparem dimenfionem.

Ultimus terminus communis- omnibus eft — m? — a? ; p et ex-

G . po-
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ponens maximum incognitae x. Praterea in zquationibus paribus
P 4

2 e

. 2 2 . . . .

adeft terminus 2m”* 2~ , qui cenfendus eft coefficiens  quantita-
. o}
tis x .

. h > - - . - » P P -

Termini, qui exiftunt in ®quatione, fi excipias m" > 7° > gqui-

bus femper fignum — prafigitur, figna habent alternantia. Qua-
. r P

’ ° - - - . —z_ .—2-‘.'
propter in @quationibus paribus termino 24 7 prafigendum
erit fignum 4, i p {it numerus pariter par, ideft ex hac ferie

4> 85 12, 16 ec.: contra {cribendum erit — , fi p fit numerus
~ impariter par, nimirum ex ferie 2, 6, 10, 4 €C. In coefhicien-
: ) 3 3

tibus habetur gradatim mn, m nz, m n° ec. Verum numeri his
prefigendi non ita facile inveniuntur ;- fi-excipias—illom, . qui pwl-.
viplicat mn, quem conftar effe femper == p. Ut ceteros inveniam ,
ex oo illis cafibus, quos fupra tratavi, efformo tabulam hoc

modo.

. : . . 2 2 3 3
In primo ordine horizontali colloco mn, m™n > m n° ec. ;.
quibus numeri qui queruntur funt prefigendi. In prima columria
verticali , quz eft ad finiftram, numeris romanis exprimo gradum
zquationis, cui numeri, qui fequuntur, conveniunt. Scribo  nu-
meros , qui in ofto cafibus confideratis inventi funt, non omitfo
F A 4 .

2 in @quationibus paribus, qui ducendus eft in m* n® 2.

si perpendo columnam verticalem fubjeCtam m 2 , video , eam
eTe feriem arithmeticam crefcentem per-unitatem , ejufque termi-
nos femper zquales éffe numeris gradum ®quationis indicantibus.
Quare produci poterit nullo negotio addendo cuilibet numero uni-
tatem . Quilibet numerus ejus columnz, quz fubeft m n eft fum-
ma cum numeri, qui fupra ipfum pofitus eft in eadem columna,
tum ejus, qui in columna proxima ad finiftram pofita per duas
fedes fuperior eft. Ita in gradu quinto numerus quafitus — 2 —}-35
in gradu fexto — 545 in gradu feptimo =95, atque ita
deinceps . Hac autem ratione in altioribus gradibus hanc columnam
fum profequutus. Similis lex valet in omnibus aliis columnis.
Quilibet enim numerus eft @qualis numero fuperiori ejuldem co-
lumnz , & numero antecedentis columnz, qui xefpondéf gradui
per binarium minori. Ex hac methodo efformavi etiam in gradi-
bus fuperioribus tabulam , quam tibi exhibeo, quz nullo negetio

: - : - .pro-
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: ‘pfdduci"pbteﬁ‘quoufque Libuerit. Ex hac auten tabula ®=quationem

cujufcumque  gradus efformabis, cujus radix una erit = 7 —+
quam @quationem deinceps- canonicam appeliabimus.

Antequam ad ufum venio, hoc unice advertere oportet, zqua-
tiones illas, in quibus exponens maximum incognite eft numerus

primus, nullo modo refolvi ope zquationum graduum inferiorum ..

Verum fi exponens maximum fit numerus compofitus, zequationes
abfolvuntur per multiplicem refolutionem @quationum , quarum
gradus indicantur a numeris componentibus, ut conftat ex illis
calibus, quos fupra tractavimus. Ita quando & = 2. 4, zquatio cano-
nica oftavi gradus refolvitur refolutis duabus gradus fecundi, &
quarti, vel quia 8 = 2. 2. 2, refolvitur refolutis tribus gradus fe-
cundi. Ita xquatio gradus noni refolvitur refolutis duabus gradus

=

dum hanc utilitatem habere in omnibus wmquationibus, fed praci-
pue in illis, quarum gradus exprimitur a numero primo.

Formularum , quas canonicas vocavimus, ufus poftremo decla-
randus eft. AEquatio qualibet enjufcumque gradus, quz careat ter-
minis omnibus in fedibus paribus excepto ultimo , & qua termi-
norum exiftentium coefficientes proportionales habeat terminis m,
m*a®, m® n’ ec. multiplicatis per numeros noftre tabulz gradui
xquationis convenientes, hzc inquam =zquatio recipiet radicem {i-
m:lem radici @quationis cubicz. Radix autem hzc invenitur pex
collationem aquationis dat® cum =quatione canonica.

Ut methedum declaremus, exordiamur ab =mquatione gradus
fecundi. Sit propofita ®quatio x* 22— b == 0. Confer hanc cum

i1 N e —~ I s A - .Y
derfirs quum o—— 2 > Hae aptemyde—ecaula—dixi antea, 1mnetio-

. . . ‘ . 2 2 .
canonica ;-8 -invendes- L o= —mn, ~— b= —m —n" toatqui o

2 a*

. 2 :
. . a 2
ex prima erit femper —~=n : Brgo —b—=—m" — —5 > qua
b :

reduCa obtinemus m% — b’ " az » & addito dimidii coefficien-

. b 2 . 2
tis quadrato m* —pm* - f’—b:: %«-—- a5 extraltaque radice =
——— b . e
—-—E-: :i:\/%é._—-aa, {ive m::]/—‘r—-; _";*Z%/ﬂ’_.aa- Eandem
4

prorfus formulam invenies pro valore #. Verum quum duplex adfit

fignum in prima radice extracta, figno —~ ad valorem =, figno
g p figno - .

— ad valorem » utemur: quod ubique feri poffe conftabit. Quare

. x/ b b ""V A ‘__m
ﬁ@t m = E/_‘!“;‘—l—‘/'a-mdrd) N — ""‘" P 4 4(&9
- . | G2 | Qyo-

s
i
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Quoniam radix quadrata unitatis eft duplex , nempe ~f= 14
—i 1, iccirco cum m, tum 7 duplicem habebit valorem. Ii autem
erunt hujufmodi, fi fignum radicale eamn indicet , que refpondet
unitatis radici quadrate —-— 1,

Valoxes e . Valores

b I ‘E/ b bb
E/—l“;—*‘ — A ey = == aa
' 4 3 4 :
‘B/ b b V b b b "
“l“z—l* o aa. — +3“‘“ " —~aa.

Quare quatuor modis combinari poteft # cum z. Ut omnem ame
biguitatem de medio tollamus, & criterium ftatuamus , quo com-
binationes utiles ab inutilibus fecernamus ; fac advertas , €os elfe
valores conjungendos, qui {imul multiplicati exhibent «— &, fi 1
zequatione propofita valeat {ignum f{uperius; contra conjungendos
cos, qui multiplicati exhibent —~a, fi in ®quatione valeat {ignum
infexius. Ex hoc criterio fequentes radicum valores determinavi-
mus , quibus addidimus eos, qui oriuntur ex immediata radicis
extratione.

Hquationis x2 — 24 — b == 0 radices

x:V—F-E +V%"---acz +H/+£mdf?::; :\/éa+b

bb

VA VIV Ve =T

4

fEquationis ¥ —+ 24 — b = o radices

I:E/'—l“"z- —}—%/%—b »--sm,--»ﬂ//——]— %-«-a\/:"_g:;; =\ 20~} b

P

S VO o VSR [

Quifque cognofcit, radicem eandem infinitis modis exprimi
poffe. Etenim quum fpecies # non dependeat a fpecie b, terminus
ultimus in ®quatione ita diftribui poteft , ut # {it qualibet quantitas
ad libitum fumta. Sit enim =zquatio ¥% — g ==¢. Eam ita diftr>”
buam %% = 2 f «w g == 2f == 0 : f autem. fumitux prout libet. Exi¥

f=
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1T 2 |
1L 3
IV 4 2
Vo5 5
Vi o . -
VIT  , x
VIII 8 20 | 16 2
IX 27 30 9
X 10 35 50.' 25 2
. XI‘ LE ‘44 77 55 IE
-XII 12 54 112 105 36 2
X{II 3 65 156 Y a8z or X3
XIV x4 210 294 196 49 2






Opufeulum 1V. § 3

f__ Ty 2f e gr= e b, Hifce fubltitutis loco 2, b in noftris radj.
tgibus , provenient formulaej que erunt diverfe pro peciei f diver.
’Iita.te .

Tralkatis mquatxombus gradus alterius, tranfeo ad @quationes

'gradus tertii. ltaque fit %) e— 3ax—b=—0. Confer hanc cum ca-

110MiCa, & INVENIEs me MU = wa @ 5 wms 3 s d =2 i QuAre e 7

a3

s I e by five wea® — I P , quz refoluta dabit \/-; —— g2
m L

b : b b 3

N
° . [ b ;
Jo-determinabis n =}/ o — o “v/ R

%

- Quzlibet radix tertia tres valores habere poteft. Ut hos ex-
pnmamus, adverte, tres efle \almes radicis cubica unitatis , nems

--a-!u\/--ws A R VR 3
’ . are [ Y v il
-_pe 1, 5 - Qu i per radicale fignum illa

a

tadix intelligatur, qua prime refpondet ex tribus radicibus unita-
tis; {equentes inveniemus

Valores m f Valores »

E/-l— +V—-—~»w V—h-—m/--w’a‘

| : Th =tk V—3 "~ er b Ve
-B/+i—+ =l i/+~—-«-\/—-maa .

2
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54 Vincenizs Riceats . L
Novem modis combinari poffunt valores hujufmedi. Ut inu-
tiles rejiciamus, €os conjungemus duntaxat, qui {imul multlplfca'
¢i dant — a. Hoc ufurpato criterio zquationis propofitz radices

exurgunt hujufmodi

3 s
x== /", T V b \/ee 3
V- .t ——4 —+V -+ a
3

4 .

it e i

3
X / b P 3 e1~hVe—3 / b v’eb 3 TeVon3
Vbbb R =Y
1 \//4 Y =V -
3

bh 3 ~i—V—3 H/ b bb 3 el Vo3
SRR X il ou ST VAR Y L N =2,
Z \/4 ~+a. ” - 2 \/4 z

Cenfeo non effe pratexmittendum difcrimen, quod intercedit
inter mquatiories gradus imparis, ac gradus paris, Nam in zqua-
tione gradus imparis, {i & tranfeat in negativam mutatur radix
quadrata, que primum elicitur. Quum enim includat a elatam
ad poteftatem imparem , terminus hic erit pofitivus, {i a fit pofi-
tiva, negativus, fi 2 negativa {it. Quare non eft neceffe diftin-
guere cafus duos a pofitive, & « negative; una enim , eademgue
formula utriufque radicem exhibet per folam mutationem figno-
rum. Non ita accidit zquationibus paribus: nam vel a fit pofiti-
va, vel negativa , elevata ad poteftatem parem eodem {igno affici-
tur : Quapropter per folam mutationem fignorum utriufque cafus
radices obtinere non peffumus , & neceflarium eft , alterum ab al-
tero diftinguere, & {eparatim rddices exhibere , quemadmodum
preftitimus in quadratis. '

Venio ad zquationem gradus quarti, quam generatim ita expono
2 : : N . . )
gt 4ax -+ 2aa —pb—0. Falta comparatione hujus cum ca-
e e o . 4 4 __ . ..
nonica invenio — M7 == X &y wmm —n == —1b, In qua elimi-
. ‘ a .
. 4 a” 8
nata fpecie 2 fiet mmm’ ——7= b, five m ~ bm® = e 2,
” . .

4

: b e 4
que refoluta dabit »* — == V %ﬁ’ — 2%, demum

o b Ty . L
o= -+ — - — a?. Caleulus idem determinabit

. | v_ Radix
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 ‘Radix quatta unitatis quadrupla eft, nempe —j~ ¥, - 1,

dy) Ly V — 1. Quare fi fignum radicale radicem illam
defignet, que refpondet unitatis xadici —-x, hofce inveniemus

quatuor e

| Valores =
4 . -

4 .
J'/—#%—{—V.?Z}

Valores »

. 4.
b
2

it e D

Vi _yE_g
- 2

4
4
/ 2 " ‘Z(, — 1:/ z 1'65 5 ——
E/—{-.;_!_\/:_wa‘* ‘/___I §/~{-—";- ._-:;—-—-"(L.‘/——wl
4 L 4 ‘
I b
B VTSV TS Yol S0 ZN SNV e B

Ex his valoribus m, #, qui fimul multiplicati exhibent — &, vadi~
ces prabebunt mquationis propofitz , quum valet fignum f{uperius .,
Qui vero-fimul multiplicati dant’ —-a, praebent radices =zquatic-
nis, quum valet fignum inferius. Radices hafce modo hoc detex-
minatas- paullo infra invenies. .‘ |

Quz difa funt antea, fatis oftendunt zquationem propofitami
pofle refolvi per duplicem  refolutionem zquationis quadratices eft
enim 4 numerus compofitus ex 2. 2. Eam autem hoc pato con-

P . -—2 ) .
ftat effe diftribuendam x* £ 24 —2a —b=—o0, cujus, {i confi-

. . 2 .
deretur ut incognita ¥ =¥ 24, hae funt radices

LI /b b b V b Y
frae=V 44 Yodt 4V LV -

2 b ' ““"“""_'b " / b \/__E;b p |
Z +2a.._“"—_.§/+-;—{— —-:H-a,a’ —V —l—*-;- - _a' . Voca
. gl / b bb , / R Y 4
caufa brewta,txs‘ﬁ —{—; —i= .2..._..,;;4 +Ef —l'“{ _ ?—a —c.

. . 2 . CAR —
Radices autem wutrinfcue 2° F 2z —¢==6, ¥ =22 —-CcZ=0
ex quadratica invenies tam pro cafu figni fuperioris, quamy {pro

| cafu

T
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calu figni inferioris, Ex his methodis quceﬁtarum radicum huyuf
modi exprefliones determmam

-]

. . & 2 .
HEquationis vt 4% 24" =b==o0 radices

4 e
b bb
w:VJr— -+ -—~@4+V—l~-;w el
E// 2 (4 cc 2
. - mo Pr— e —'—pn!‘l,
;s i 2 4

— V+ 1 J= —a E/—L— = \/.-— —at
2 ¢ cec 2
:_.ﬁ/— Ve s —VeVE
% 4

Y L VP \/mz_:a/ Vs v
:...a/__. h_...aﬂa/w..\/m.-a |

-_._.—.a-'@/—a- ~}- -__a ,\/—+V+ V -m-!a‘f V1
—-VM—M/ 1/«--._. __..,.}

o s 2 . A
JHquationis 2t e g0 —-{— 24" == b == o radices

3"‘"“@/"}“ —i"v-—ma —--=§/-+.-~m -———-»-a,&'

:_,.3/ —f'"%/ +V*-=V——--—ez




RS
4
o 2
_4/ o
. -4 2 + ‘“” 2 \/—-—-1-—-.&/—{“" -——»44.‘/:—;

———— e i e

—-—E/———-—i—‘%/-—-—-a —+ H/-“—-%/——%

X’:“E/+%+\/%[Zua4.\/:; ’_k"E/ "é"" %ﬁ)-—aﬂ'. \/:..—1-
i VO _—*s/m~~§/h_a

§i pro fumma duarum radlcum fecundi gradus unicam radi-
cem {ubftituas, qua habetur in zquatione {ecundi gradus > vel fy
propofitam quationem more ufitato refolvas ad modum zquaiionis
fecundi gradus , alio modo multe fimpliciori eafdem radices expri-
mes 5 quod folum adnotaife , fufficiet .

Ad qumn gradus zquationem progredxor, quze eft hujufmo-
di £ — ax - 34 X b == 0. H%c comparata cym canonica pra-
5 1% P

bebit mquationes duas —mn == —a, ~ ms ~ = —b, ex quibus

elicies

T — ?/—1— ~ """"“"“’ > 71"“/‘!“"" _"'—'f“s.

ngque funt unitatis radices quintz, nimirum 1,

-r«_\/;-*l —’t—;\/:lo"l-'z\/;__ “+\/5—_—-I —[~‘§/-Q— 10— 2\/;

' A . 4
w‘/;—-xw‘?ﬁ/'-—ib‘"’f‘%/? | \/?m_ImX/—xqmz\/?
4 2 ! : 4
m 7z valores invenientur, €x quibus

inque cum m, tu :
Qua de re quing U il
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entie Reccatz.

illi radicem propofite ®quationis expriment , qui fimul multiplicati |

prabent —— a. Ex hoc criterio radices determinavi : quas, ut bre-
vioribus formulis completar , pono m, 2 ®quales radicibus illis,
qua refpondent unitatis radici quintz —~1. Hoc fuppofito en tibi
azquationis noftre radices.

e -

: eannsme T e R e R s T S s e BaSEr e o

X o= m -t 7 L
T S —V5 =1y =204+ 2V75
Xo=m. : — - 7. —
4 4 ,"" -‘;-J.'_#__'
VGt —roF 2V ~ Vit —10 42V
x—=m. A , _
S 4 R %
L __vvzw__z__—i;!Zw-xo—-z\/? V§ ot \/--nd-sz
X TTm o 1 n . : —
4 . 4
V.—gw—x.—-\/-—-l‘o\-—zv*; VT-1+\/...no—zV?
X == m . 4 -+ 7. P

. Y S, Coe Lt . S “6 e e,

Si zquationem. gradus fexti 2° = 622 - 92’ 4* * 2450 —0
comparemus cum canonica, eafdem ut f{emper =quationes . nanci-
fcemur , ex quibus determinabimus

) A e
weV b VI g, =V VB

Radices {extas unitas habet fex, nimirum

—t V=3 Ht V3 —F V=3 ~Fx—FVe—y
2 2> . b o>

2 2 2 3.
Iraque fex valores cum m, tum # habebit: atque illi conjungendi
erunt , qui {imu] multiplicati dant — 2 pro cafu figni fuperioris,™
dant —-a pro calu {igni inferioris. Ex hoc criterio walores con-
jungendos deierminavi, in quibus m, 7 eas radices indicant, qua
unitatis vadci -+ 1 refpondent . Fos autem paullo infra invenies.

Ducbus aliis niodis docuimus fexti gradus zquationem refolvi
poffe : primo modo refoluta primum =zquaticne cubica, deinde
guadratica; fecundo medo refoluta primum quadratica, deinde cu-
bica. Ad primum refolutionis modum inftituendum, ita difponen-
L 34*. 2 T xa— b=o0, cujus ex zqua-

tione cubica tres conftat effe radices, fcilicet falta

o

P']LI)."‘"*"’I)

da eft zquatio x* = 24
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3 : - 3 i
p= V*’r«f’ -+ \/}";_T_%:;g) &l_q:::‘ﬂ/ﬁ‘- f:“"ﬂ%/i—bﬁ-mﬁ

F2a = p - q | o
Dl e S g e e —F oV =3
X 2a = 7. - 3 g, = V=3
t | - -
5 o TV —3 e E bV =3 e
¥ ko= =, =g ————=". 'Voca primam ra-

dicem ¢, fecundam ¢, tertiam y, & habebuntur tres zquationes
quadratice tam pro. cafu figni {uperioris, quam pro cafu ligni in-
ferioris , quibus refolutis orientur mquationis fexti gradus radices
{ex, quas paullo infra ponam fecundo loco .

SN etk i L L B e e Bere s

¥

Ad alterius modi refolutionem habendam oportet =quationem

ita. difponere " & 3ax * 2 @’ ~ b == o0, cujus radices pro cafu figni

; .. b \/ab % H/ b \/kb‘
1llferlorls ﬁ '_VOCeS f: V-}—*; —+—* ":;' g’ A + + ;— —— -;- — {LG
erunt x* — zax=/f, 2 —3ax = — f3 pro cafu autem figni fupe.

yvioris , {i voces g:.ﬂ/*}—-i- +‘/%” —ﬂ"zz“-'—-i/%%-z- "‘”V’f‘b““i
erunt ¥} —- 3zx—g, ¥ - 3ax = g. Quum autem fingulz ha
zquationes tres radices exhibeant, obtinebimus pro utroque cafu
radices fex , qua requiruntur. Has autem tertio loco fcribam.

. . 6 . 2 2 : .
Equationis ¥ — 6ax" —-pa X — 24’ - b= o radices

L VI

| V" —i—' e s V‘ —
gm=m =V TVE —aa v~ e
3
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iEquahoms x —l——Gax —}—ga X —]——wz — b = o0 radices

xn—*ﬂZ““‘ﬂ:V"“’M——\——\/.—-—'—:(zd-—-«V"“-——'-——-\/..__Haa

3-.

Vi Vira Viire

/ —— / ——
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S S » 3 .
:E/Hff 4~\/¥+a*+3/wfwx/.%£+m?

—X+V-—3 | — Y e Vo 3 V A \/‘;z
X=—m . = 1. = _..;_[_. . o—aa

" 4
V ‘ 3
‘“ ‘\/ug 2
s .f_ [ s S g Vgg 3 ..-.]_.....‘\/_,_5
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‘E/g JJe 3 —I-V —3
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Ve Ve - N
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t—Ve—y ,  mI=V—3 V + \/ i

! -
z 3

V o ‘/‘—-—m‘ 2 3
)

x:m.

L

£ 3 el —3
_}“‘/"f"{““-“"—*—am\"

3
-t V3
L B/»-u,.f_._a\/ﬁ--{— a’.-—-———-——-‘-—%.

Ex hifce exemplis , quz diligenter perfequutus funt, pex{pi-
cuum eft, qua methedo altiores zquationes fint pertraCtande . In

P p—2 b I
zequatlombus autem gradus imparis ¥~ pa ec. —b=o in-

PRI Liges SR 1o L T T W D e T S e N M

venies {émper radicem hanc _ ’
Df”—i/—i* +V —alf — E/+...____ —-—-——-aP, in qua

radicalia {figna eas exgnmunt radices , quz refpondent unitatis ra-

dici Pefm ~ 1. In =zquationibus paribus, quz fecundum termi-

num affeCtum habent ﬁgno - ut xp ~~'pul xp-” ec. —— b =— 0,
bh V bo
v = V+ S \/ a? + + LR
. | / ™ |

g T e V+~ '-Ha, E’ .'?‘M@Pn |

@m vero fecundum terrnmum ha.ant affe&um figno - ey ut
S oY |

A pax ec. b“’*o, duas haﬁ:e rad:lces rec:pxum |

Pi .
/5% |
"—-«'——saP, in quxbus

=T E/+ +\/ a + ‘7%._,4

omnibus ez radices a {' gnis radicahbus def sz;nantur, quz refpon-

dent unitatis radici p‘ﬁ (e e Quifque videt, harum radlcum
inveniri poffe formulas alias, fi P {it numerus compof tus, nempe




P

refolvendo plures =mquationes eorum graduum , qui indicantur
a numeris componentibus. Sed hac ratione - formule longiffime
funt . o -
~ Ad alias ®quationis radices eruendas necelle eflet, cognofcere

3

. . eftma . . . . | ; .
alias radices p fimas unitatis 3 deinde harum fingulas multiplica-
» ‘ » ._‘—. P- | | o
_..waf, tumper‘g _1_..;_1,__ _:_____"ap:
4

P 3

. / ) b . v

m per V bV

re tam per V2 4 VEEL ,
demum illz conjungendz erunt, que fimul multiplicat® exhibent
—~~a, {i p {it impar; vel pofito p pari, fi in fecundo termino
infit 4, quz exhibent —a, contra que dant -« , fi in fecundo
teemino infit — . Quibus rite perfpectis fatis conftat , queEnam

fimt—epuatiornes 5 —cujus radix —ad mmunauna poteft—exprimi—ad
modum radicis cubice cardanica. K .

Quandoquidem in ®quationibus gradus paris, nullus in’ inco-
gnita x adeft exponens impar, videbam , falto xx == 2z, oriri
zquationem gradus imparis omnibus terminis inftra¢tam. Quare
{ufpicabar , ex hac methodo novas ®quationes gradus imparis refo-
lutionem accipere. Sed quum rem ad calculum revocavi, cognovi
mquationem oriri, qua, fi {polietur fecundo termino, caret quarto,
fexto, aliifque tenentibus fedes pares. Quare zquatio nulla refolvi-
potelt per hanc methodum , que prius now effet in .poteftate. Hoc
autem uno aut altero exemplo inverfo calculo oftendam. '

. . .e ' 2 .

Sit =quatio tertii gradus z_?' —~3a z—b=—o0, quz ad noftram

. . ' oy . .o
canonicam pertinet. Ponatur x 32 2¢ == 2z, fataque fubftitutio-

LR . S
ne proveniet x + gax b—{-— oa x+ 2 2 —b—=o0, que eft noftra:
canonica gradus fexti. Tertii gradus zquatio pradita eft tribys
radicibus |

3

3 . ' -
/ - bb 'ﬁ/ b b 6
z:® -+ 5 "/‘T”"‘é o iy _l—‘/_‘f""" &...

3 . 3 . —
RN Ty R =N VA oy

_____ z= ¥ eV Ea T eV e oV R
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_ b bh 5 iV} . B/ bbb 6 mXVe—3
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Qua.propter erit

v 6 r—!—“\/—-s —
-x2:§/+ + V= —a . +
bh A e T e Y e 3
E/—I—"*—‘ e T
. . z
ml/+ - —w_,af‘ —I=V =3 - 2

2

-1 = - e . L

Singule hz formule quadratum continent completuma cujus
radices extrahi poffunt . His autem extractis habebuntur fex radices
zequatloz.ls fexti gradus tum pro cafu figni fuperioris, quam pre
cafu-figni inferioris. Fas autem in utroque cafu exhibeo

. . .6 _
Equationis z — 6ax” g4 ¥ — 24" — b= o radices
6

| Y R Y
. Zod 2V bV

Sngulx ha formulz duas radlces prxbent, quarum una a I’gms
fuperioribus , altera ab mfenonbus indicatur. -




Equah’onfs x6 +6’ax4 —+ ga* x* — 2 653) — b=0 radices

et Sions B T iewivne at e e et I RSN 1 a2 Barmt Tacte an i e e

{ 6 ) s a
‘ . 2 § 4 . " "
/ 6 .
x= = V—]_'_; —+= PR 2 2 .
6 |
"’-V b b b s eItV —3
e e Vb o
= 4 z
6
+ b bh 6 =XV o3
Vb Vi, e

Duas ut fupra in formulis fingulis radices habes. Ha vero radi-
ces eedem funt cum illis, quas antea invenimus.

Inveniamus etiam bac ratione radices mquationis decimi gra-
dus. Itaque fit 2quatio gradus quinti 2% —_ g42 23 - sa%z — b
= 0, quz, ut cuique clarum eft, in noftra canonica continetur.

T 1 - . .
Pono x 24—z, & fa&a {ubttitutione invenio z'° 4+ itoa.?t:8
2 o 3 4 4 2 5
352 x Fs0a ¥ 2522 F 24 —b=o0, que cadem ofk
cum zquatione noftra canonica gradus decimi. :

By

5/ p—— _ —
.. V b bb 0 o ___V bbb o
Si voces m — —}—';—[—~ e ‘)&:n_ +z \/4 &y
ex refolutione @quationis ‘quinti gradus invenies
2 N : .
X =m ¥ 20 4 n L
2 e Vg iV —x042V§ - ' Vs eV —t o+ 2V
2 Vs mfas ) —mT0 2V _ Vgt mt0 42V
X =m. : v +2g e, / J
4 » L 4 -
2 V5 —1y —10—2VT v?"-.r._\/...m.‘..zv?

4 4
1 | - a®
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a V"?—- ¥ --v\/--tou.z Vs 14 5--E—+~\/-~xo--2 vy
X =M. t2a-n.
4 4
Formule ifte omnes habent quadratum completum; cu;us ra-
dices extrahere licét in utraque hypothefi figni. fupenons, & infe-

rioxis . Qxare mquatloms

e Ioax —l—gsa x -——5041, x —I—zga X —--zag

hujufmodi erunt radices

i i .
x:+t/m 2V3~V$+ \/""5"“15 _!_‘/ 5\/3-——1/5 V~S:V?

¢ 2

—_— =0

x"—“"?‘\/m \/%;Hé_v—'i—;v“; :t\/;;“%\/t—z‘y—z'—f——%%_s:ﬁ

—— e,

_ = _ e
YOGt EST o U ST

, - x e
a—/m.5¥V3I Vs
—

NIN

‘/.....g—l:;—;_}_/n \/3-4- vv—S"}"V%
. a

Equaho vero

3
% A 102x —-35a % —{—-50& i —-[wzsa, x +2a —-—-bmo
halce continet radices

mw/ﬂl+‘/ﬂ
— e T 1‘/5—\/_'?
=/ 3V

*= "’“\/m. 5\/;—1—;.,..-

r=/u.




Singula formule duas exhibent radices, quarum una a fignis
fuperioribus , alia ab inferioribus indicatur. Ex his autem facile
colliges, =quationes gradus paris, tametfi in zquationes gradus
inferioris converti poflint , tamen nullius ®quationis refolutioiem
prebere, qua ex noftra methodo non effet in poteftate .

13 - D
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De earumdem Radicum conflrultione .

PARS ALTERA.

s
[ ST ™ e

1T eam, quam radices analyfice expofitz recipiunt , conﬁ}-u,.

Ctionem patefaciam , necetfe eft, ut prius de finibus, 8-
cefinibus cum circularibus, tum hyperbolicis pauca dicam.
$i in circulo, cujus radius CA ( Fig. 2 ) accipiatur arcus quili-
bet AF, & ex pun@o ¥ demittatur in ‘C A normalis FI), notum
eft, radium, feu femiaxem CA appellari finum totum, rectam

FD finum arcus AF, & interceptam CI) ejus cofinum. Quum

autem feCtor A CE zquet dimidium reGanguli cx finu toto &
arcu AF, conftat, duplum feftoris ACYF divifi per finum totum
arcul A¥F elfe zqualem. Itaque FI) vocari poteft finus, CI) cofi-
nus dupli {eétoris divifi per {inum totum. ,
Per analogiam finus, & cofinus ex circulo traduci poflunt ad

hyperbolam wquilateram. Defcribatur hyperbola zquilatera, cujus
femiaxis CA ( Fig. x ) radio circuli fit zqualis, & ex centro C
ad pun&tum quodliber F in curva politum , -agatur recta CF, &
ex eodem puncto F demittatur ¥.ID 'in axem CA productum. Si
vocetur C A finus tetus hyperbolicus, FI) vocari poterit finus hy-
pecbolicus, CI colinus dupli fectoris ACF duvifi per finum to-
tum. Hz {funt ncminum definitiones. - o

~ Sed non ita facile eft in praxi multiplicare, atque dividere
fetores hyperbolicos , quemadmodum circulares , qui arcubus cir-
culi, a quibus clauduntur, funt femper proportionales. (Quamobe
rem methodus aperienda eft, qua idipfum per praxim non diffici-—
lem efficiamus. Agatur aflymproton hyperbolz C K, faciens 5 ut
notum eft, cum axe CA angulum femire@um , & ex punétis Ay
F demittantur in aflymptoton AK, FH. Quoniam ex hyperbolze
proprictate rect. AKC = reét. FHC, etiam triangulum AK C =
triang, FHC: funt enim hzc triangula reGangulorum dimidsa :
ergo dumpto communi triangulo COK reliquum erit triang. AOC
xquale trapezio OKHF . Addatur utrique parti triangulum mixti=
lineum AOF, & orietur feCtor CAF zqualis {patio hyperbolico
AKHF. kx bhac demonflratione aperte conftat , hy';:)gtbb_liqo fe= .
Ctores wquales effe fpatiis, quz continentur inter AK, ejufque”

parallelam > aifymptoton, & curvam ; & illorum fummas, ac difs




ferentias mquales effe fummis ifforum ; ac differentiis. Quare qui
fpatia_hzc hyperbolica noverit multiplicare, atque dividere, idip-
fum nullo negotio praftabit etiam in fectoribus hyperbolicis .

Si in affymptoto fiant ut CK:CG:: CH:CP, & agantur
ordinate GE, HF, PN, nemo unus eft, qui nefciat, fore fpa-
tiom AKGE =FHPN. Quare, {i in affymptoto accipiatur {eries
~ geometrice” proportionalium , fpatia hifce abfciflis refpondentia cre-

{cent in continua arithmetica proportione.- Iraque fuppofita inven-
- tione quantitatum proportionalium nihil facilius eft, quam pradicta
fpatia multiplicare , atque dividere. Sint duc fpatia AKGE,
AKHF , quibus unicum =quale invéniendum f{it. Fac ut CK:
CG:: CH: CP, & age ordinatam PN, idipfum f{patium, qued
queritur , eft AKPN. Inveniendum fit {fpatium, quod mquet dif-
ferentiam AKPN, AKHF. Poneut CH:CP::CK:CG, &

age GE, fpatium AKGE predi¢torum {patiorum mquabit diffe-
rentiam. : L

Notiffima funt corollaria, que ex his principiis defcendunt ,
neque ad ulteriora feitinantes fas eft in his immorari. Hoc folum
attingam . Pofito m numero integro , ut habeas Apatium = zquale
m.AKGE, poft CK, & CG tot continuo proportionales acci-

pe, quot funt unitates in m — 1, & {patium ultimz refpondens
- ‘ AKPEN
. : . 2 . . o m
fume “inter CK, & CP tot medias proportiomales, quot f{unt
proportio q

- - . . - - € i‘mm’
unitates in m— 1, & f{patium primaz refpondens " erit pars m / _

idipfum eft , quod poﬁullaéﬁﬂr. Contra fi_cupias {pativm =— »

{patii AKPN. Generalius i velis determinare {patium -:; . AKPN>

fume tot medias proportionales, quot unitates infunt in m — 1, &
“ eftma ’

harum mediarum {fume eam, qua eft in fede 2”7, & {patium
huic refpondens id ipfum eft, quod quearis. o

Que dida funt de fpatiis claudis ab ordinatis allymptoto ,
transfer ad {ectores hyperboli,cos"cifdem aquales .

" Quoniam termini feriei geometrice vocantur numeri, termini
refpondentes feriei arithmetice vocantur logarithmi, fi numeri ac-
cipiantur in hyperbole aidymptoto, {yatia refpondentia , vel fecto-
ris hyperbolici divifi per quamhbet coaitantem fpectari poifunt ut
Jogarithmi. Verum quid vetat, quominus conftantem, pgr--quam

dividitur fe@or, ita determinemus , ut’ logarithmus refpaudeat fe-

&ori hyperbolico, quémadmodum arcus refpondet feGori-circulari

Certe hac-ratione -melius fiet fatis analogim. Itagque -quemadmo-
dum arcus ®qualis eft circulari {eGori dwvafo per dimidium tinug
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totius : ita Jogarithmum ponemus zqualem feCtori hyperbolico di-
vifo per dimidium finus totius. Deinceps autem ficut fumimus ‘in
circulo finus , & cofinus arcuum , quos finus, & cofinus circulares
vocamus , ita in hyperbola fumemus finus, & cofinus logaritlimo-
rum, quos f{inus, & cofinus hyperbolicos appellabimus . Logarith~
mos vero in hyperbola perinde defignabimus , "ac arcus in cix-
culo . | S ORISR Teet

‘Sed  paucis adverte , quznam future fint conditiones - €jus,
quo utimur, logarithmorum fyftematis. Vocato finu toto CA =r,
erit CK — -—V—?’:::- qui erit protonumerus, {cilicet numerus ille, cujus

2 B . - - .

logarithmus = o, Subtangens autem conftans fyftematis invenitusr
effe = r, fcilicet finui toti. Hos autem logarithmos , quando ana-
logi funt arcubus circularibus , vocabo logarithmos analogos.

His prenotatis finuum & cofinuum proprietates pexfequamur .,
Sinus, & cofinus hy perbolicos per hzc figna notabo &b, Ch,
Primo datis duorum logarithmorum ¢, # finibus, & cofinibug
qu:gritur finus, & cofinus logarithmi ¢ 4 . Sit CB=C}. @5
BE = 58h. o> CD= C). 7y DF = Sbh. . Supponatur C M
=Ch.p4+a, & MN.== Sh. ¢4+ 4. BE, DF, MN _pro-
ducantur , & concurrant cum atlymptoto in punctis I, L, Q.
Ex punétis E, F, N agantur affy mptoto normales EG, FH, N P,
Quum propter augulum femireCtum ACK fit BI==CB, DL —
CcD, MQ=CM, conttat. fore E1 =— Cb. ¢ — Sh.gp, FL =

Chow — Shom, NQ=Ch.ota—Sh. g+ . Deinde
quando vocata eft-- CA ==.r, erit CK ::3—‘}::'_ Item GI =

Ch.o=Sh.o0 . Chow—Sh.o Ch.p +a—Sh.o-
e HL= =T 2T g e T Shee

Pomo C1 = /5.Ch.y, CL = /5 Cb.

‘/E .Ch. o+ 5. Qqapr erC G::‘/? |

V2

bef_ effe,___Cr.;Ki:___ CG::CH: C P Jgitug

. Chio+Sho  Ch.m+Show Ch.yr+5h.

—— -

Ya ' Ya | ' *E

- Yy AT s



s
& f’l&O tranfitu '1b analogla ad ; mquahfatem ﬁei Cb ¢ + ~J
| c73.¢+5b q) .Ch. vr"t-bb T

Sb_ P - 1»-91',_-—__-

s

Invento hoc. primo theoremate ahud nanclfcemur ope localis

%quahoms hyperbolx, nempe Cb S Sb = rr: Brgo Ch. — -—{—-Sb

1‘1‘

Cb be.zrr, five Cb —-l—'Sb. —_— m Quaproptex V&IO~

xibus fubftitutis 'ha,beblmus — T e
?3 - Cbc@—*‘.jqr—'—»Sb. ¢+W‘
e, T e Ch e~ Sh et

Ch.p—Sh ."q;"'. Ch.w—Sh.w

¥

: quod eft theorema alterum .

Si alterius theorematis zquationem prlmum addas , deinde

P

demas ab mquatxone pnrm theorematis obtinebis 'Ch. ¢ 4 7 =

Ch.o +Sh.o. qur+-.5b a -+ Ch. <p—~—'bbq> (J, a—Sh.®
z2r i, . :

Ch.p.Chm + Sh.o .”."’-v | S @"f“‘;r-—

»

e

i

Cb (p—}-b]up Chow «-Sh. ‘zrm(Cb @-——Sb@ Ch. W*‘*Sb 7

27

Cho.op.Sh.w 4-Ch.w.Sh.p QE ’IHV

——

¥

ond ﬁ queras finus , & cofinus differentie duorum logarith-

morum ¢, 7, nempe Ch. o — 7, Sh. o — T, exdem formulee
,valebunt, dummodo pro Ch. Ty Sho ponas Cb — T, Sh.
Verum ut va[orcs habeas per datos Ch. 7, Sh. 7, ad\erte C bc-
—a— Ch.w; & Sh.—7 ———‘_#.Sb T . Quare nulla alxa fox-
mulis mutatlo fa.cwnda erit, nifi {ignum mutare ante Sh . |

A finibus, & caﬁmbm hvp»rbohcxs ad circulares grar{um fa-
ciamus . In circulo, cujus finus totus, feu radius CA=r, ca.

@1atu1: arcus AE—. o & a,xcus ‘AF == 7; tum arcus AN = AE
| | ~-AF

o L.
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~+AF = ¢ -} 7. Ex datis finibus, & cofmbus arcuum @ T,
quaritur’ finus , & cofinus arcus ¢ — 7 . Agatur radius QP , cli
{it normalis N Q. Conftat C Q= C¢.0, & NQ Se.o:
nam per has notas cofmus > & finug cncularcs defigno . Q_uando-
qudem ¢ft CD :CF :: CM : CO exit analytlce Ce.ow vz

Cc.p o r.Cc._?'—i-?r
Ce.0 —{-—'/T CO.__.-—h(‘c - :ErgoQO::Cc.¢—— Co.m
. - I 7‘.CC ;:":;;
atqui QN: QO ::CD:DF, five Sc.@:Cc.qb—ﬁ_——Cc SR ¥

Ce.o:Se.o, five Se. 0. Se.a=Cc.0.Co.r—~r.Cc.0f 7 7, &

Ce.p.Cecor—Sc.0.5¢c.q

redufta zquatione Co o | o— e

O —
. —

Cc ¢+V-x Se.p. Ce. a —- V—g 5cqr+Cc @--V—’I SL 9. (_,c 7r—-\’—-1 Sc x

27

"Ad inveniendum finum ita inftitue analylim. Ob {imilitudi-
nem triangulorum habetur hac proportio CD:DF::CM: MO,

in qua fi pro CM=Co.. ¢ —— 7 ponatur valor paullo ante inven-
Cc.9.Cc. -7r~—~ScpSc'1r

tus, obtinetur Ce. o: Sc.o:: MO,
. , :
- . ' S . os - | N »
ftaque MQ = C¢-2.Sc.7 >¢-p.5¢.7 Igitur NO =—
| . r.Cc.a :
‘ " Cc.o. Sc. S¢ Sc.q |
Se.o7 o 2000 T - P 5c —_— Athu valet hzecl_w

roe - T, Lc '7r

proportio NQ : NO : CD CF & a,ualytlce ‘gc p: ?e. q>+qr
Cc p.Sc. +Sc ?. Se.w
r r.Cc. 7r

. Se.p== Ce. 7. Sc. ¢+W;~.C_€.._ p- Ce.m. Se.w ~+ Se.p. S ®

/
Cc LER Ergo fa&a mquauone

J

A
2 v
. o, Sc ms
tione redua‘a : ¢ »c ¢ - Sc "' + CU p.Cc. W.S
_ T r Cc *7;' . -

Se . ¢t Atun. ex cxrcuh aequatxone Iocah r N
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e Sc.p.Ce.x =+ Ce.0.Sc.m

Ce.m" . Ergo Se . ¢~+-"“ —

———tt

'y

———

4 p———

Ce.p 4V ~1.80.9. Coor 4V —=1.Se. 7 fCe. o —V=1.5¢. 0. Ce. a—V —1. Sc. s

27 V =1

Si poftremam hanc zquationem exprimentem Se. ¢ * 7 mul

o e et

tiplicatam per \/— 1 primum addas ®quationi exhibenti Ce. ¢ «+ 7,
deinde ab eadem detrahas, duo hzc theoremata nancifceris.

C€.¢+W+Sé.¢+w.\/ﬁ1__‘_cc'@+v

—1.5c.¢.Cor 4= V= 1.5c.7

r

.
—_—

—_ Ce. —V—r1. 57 .L;C.W——-V':'—I.SC.‘IT'
Cc.@’v{—-”wac.@w}«w.‘/v—I: L i —

T

-~
Si queras finum, & cofinum arcus $ — 7, (atis erit, in {u-
perioribus formul’s mutare fignum S¢. 7, reliquis non mutatis,
Ratio, quaz tradita e{t in quanritatibus hy perbelicis , valet etiami
in circulanbus. ] . ' : .

- Formula quatuor , quas dixi quatuor theoremata exhibere , in-
gentem preltant ufum in multiplicandis , ac d.videadis cum loga-
rithmis , :um arcubus circularibus. Etenim polito @ —# piove-
-~ pilunt quatuor ®quationes. | |

Ch.o+Sh .@-2’

Cb.é@ = Sh.20 =

v

v . tb . Q —-— S}J - Qﬁ
Ch.2¢0 —Sh.29 = | e

k8

| ' -(-:_c.’@A—V-——-I.Sc.q).@
Ce.zorty/—2.5a.20= — ——

R

¥

LB

Ce.o— - Sc¢

§*

Ce.20—~ \/v—v-_‘;_f‘Sb L2 =

m additio , ac fubtrattio, quam fignorums ambigul-

Fiat ®quationum __
tas videtur poftulare -

. CTopwSh

ot +Ch.o—5h-0"
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- B Ch.p+Sh.g" —[Ch.p—Sh.o"~
§h. 29 = - L
et : X 2

Co.p+V—1.Scp” 4 Ceop—vy—1.5c.p

I

Cc.z209

§

2.1

— Ceop V- 1.5¢c.9 —[Cc.p=v_1.5¢.9p
y—1.S¢c. 20 = ‘ ~ .

r

Deinde fiat mquatxonum additio , ac fubtraltio, poﬁquam ex-
tracta fuerit radix quadra.ta , & invenietur

NI
§

Choroxsh20® + Ch. 225 Ch.e

2r 2
- ‘ z -. z \
Ch.ap+Sh2p” —[Ch-20 5b:20 —g).
2r 2 '
x
3 z
Ce 2@-{-\/-—1 Sc. 2¢ e Cc ch-—-V—-x bc 20 . Cec.o
-_[~ .
zr 2
= ' z

Cec ,v,cp_{.v.-x .Sc.29 -—H[CC-IQ'-VMI Sc. 2¢J — Se. (‘D‘/_‘I
a7y —3 '

Duobus logantlﬁmm, aut alcubus c1rcular1bus 5 =T tertms ¢
addatur , & tmoremata praebebunt zquationes E

Cb q> T Sb. 0T Cb y 4— Sb -

Chorma o Sh ot b

2

' — —— Qb ¢+7r-—[bb qu-+—qr (,b pw—Sh. {&
Sh, ¢+ T o — Sb <°+'1T-+Efw. -

. ColprmV=1.50p47-CoptV—1.
(‘c ¢+W+M+v—-1.Sc <p+7r+¢‘%—-——- T T = '

: - - e Ce. ¢+'ff—\f:5€¢>+ VFCW
Co. @4+T ot fh e Y- 1,50, 0+T A = —— 7



Subftitue pro Cb @—;-ar. Sb tp —}-—'71', 1tem pro Cb 3 + T

— Sh. ¢+ 7 valores, quos pnma. duo theorernata. praebent Quod
faciendum eft etiam in. quantitatibus c1rcular1b_v.13. Orientux porro
nova hzc quatuor theoremata _

T e Ch. Sho . Gh. wd= Sh . Che o == Sh.
Ch., ¢-+7 % - Sb. rp—wr—wt___ i ik il il sl

1.2

——— —— Th.o—Shp.Ch.m =Sha.Ch.p—Sh
Cb'@-ﬁ-'n‘—i—&bn—qu.@_*_W_}_tu’: . @ D.Q 1. T DT .‘ h - e JMA

2
S

Crp 4oy -1.5¢.0. Coumr +y-1.5c.7. Ceupptv -1 .Sc.g&

Ce. @-+7— £ -l-v:.Sc. R A R

—
.
———— e Crapev -1.5¢.0- Cer v —1.5c.7m. Ce. o=V -1.Sc.p
Ce.o+7—-p—V -1, Sc. @ +T—+ @2 ? 2 )
.. ”
Ponantur wquales @, 7, u, faltaque ut antea wquanonum
additione , & {ubdu(ﬂhone nafcentur
- 3
Ch. 20 — Ch.p +Sh.p? ~ Lh. ¢-57)¢
NOEEE
| Ch.p +Sh,p>=[Ch.g—Sh.o’
Sh.30 — 8 "
- - 2¢ . . M T e B A =y o s e msmte s mgmeen
o Ge.p-+V—1.5c.p 4+ Colp——y—=1.5¢.0 ‘ '
Cec.30 =5 — , I '
, 25 R _
| _ S S — 5
Cc.o+V—1.5¢c.9 —[Cc.p—V¥—1.5¢c.9
V—1.8¢.30= ot T

Si antequam addas , & fubtrahas aequamones ; extrahas tertii gra-
‘dus radicem 5 mvemes R B

x

Ch 3¢ FSh.ge’ + C o= Shse. — Ch. e
3

Wik

K: Ch.
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1
Chso+5h.30° —I[Ch.3e—5b.30" — g},
2
a3
‘ e e ;
(Jg_3@—“"J"~I-SC-3¢ '—"“CC.}@-—-—-\/-—-I.SC._J;@ “_-Cc'@"
N R
—3

2y e

L]
o

~ . — -5 o =T : '3‘
(.C.._:r,q)'*'V—I.SC-‘f;A(‘P —[Ce.3p==V—=1.5¢.3¢

S, Pey/ Lo
2.7 3 N,

H'c autem progreiliis poteft , ut perfiicuum eft, in infinieum

produci . (Yuare b formulx gencratim valcbunt

. B 7 sttt = e s A = TR
\ Ch.o -+ Sh. “t~Ch.o—Sh.o
Ch.ne == =2 ‘p_é] ¢ LA o0
17— K

2 p

r—— e —— e —_

Chlo +5h.0 —[Ch.gSh.p

7
2

— ” o "
Cc.o+Vv=—1.5c.¢p =+ Scep—V—1.50.9

Ce.np —

LR
27

n T

—_ Ce.o+v—1,S¢. —Ccep—vya—1.95¢.
Sc.n{o.‘/-——xz _? Te0cC-® | ’ A

Si 7 eft numerus integer , aut unitas divifa per numerum inte-
grum, res eft clariffime demonitrata. In rcliquis numens ex in-
ductione probata remanet.

Quod fi cui boc genus demonftrationis minus arridet , affe-
ram primum pro numer:s fractis, cujus numerator non fit uni-
tas, deinde pro negarivis demonftrationem clariflimam ex {fuperio-

ribus deduétam . Siv fraltio.— '% . Conftat ex fuperioribus ="

— n "

“r P cp ® .

Tooas

Ccp.2% —
2P =

sk,



o Opufcaluhi A/ 7

n n
® .
Cb _-_-I—'b '—"“‘(Cb.—-w—lgb?_
Sh. — = -
m 2" -1
" n
no Cc.-»—|—‘/-»1 _Sc.--— "5“'C6'-"'“"/-—-1-50.
" n
e /TTse 8 —(Co 2oy /a5
?Zga m m
‘/-—-)'_. SL’ —_— —
zr
T Atqul ex fupra demonftratis
1 X
¢ Ch.g+Sh.¢g ™=+ Ch.¢g~Sh.o"
cp. b — == e
m L
2?“'”
X Z
. P Ch.op+Sh ;fj‘”‘n—((:b.gn"“Sb.:pm
sp. - = 2=
m
L X
® Cc.cp**‘\’::x..Sc.qam - Ctepm—V=1.5¢.9
Ce. = ‘ L :
2,."‘.
'..I N L
B C —V—1.85c.p "
— ¢ Ce.p+v—1.5¢.9 —(Cc.q
\/«-—-1. SCI - : ' °
m A
2rﬂl

Qui valores {i in fuperioribus azquationibus {ubftituantur , expurga—

tis, ut par ctt , dequanombus mvementur

i "‘ i ’ n o e —._.-—wt

Lz;.qp-?"s;)?"?m +Cb Q_.-sh.

n‘~'

v—

n

P
p——
——--&

.;;; m
o | $h.
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" : D

o _ SISy = = (Cp=Sia "
Sb. _’; T — — .

2 x

2™

no .CC.@’*“V:.SC.@"’-}‘CC.QMfo;:.j;._' .
m n

T | | 2r”

n L - oL :.__"_
m m

m

.

— [C c. (p e V1. Sc.p

] BRI

3

Quod erat demonftrandum .. e o P
Quoad numeros negativos fac advettas , quod antea ctiam notavi ,
cofinum logarithmi, aut arcus negativi eundem eife? ac coﬁ.n.um
~ pofitivi ; contra finum logarithmi, aut arcus negativi elfe quidem
zqualem finui pofitivi, {ed tamen nega,tivum ) Q_t}amobrem vale-
bunt hujufmodi formula . B

Cb.gp—i-Sb.cp”—i- Ch.p—Sh.o

n

Ch.—no =—
o 8= i
27 :
K

| . '_E[C-b_-av;i-.‘,.s,'b,.@’,’-k Ch.p~Sh-0"
Sh.—np = = T I .

ar

+Cc.p—V—1.5¢c.0" " ..

Ce. —no —

T
BN S
. ey 1

[Cc.pF+V—1.S5¢c.p +Cc.p—V—1.50.0
Vi Se e = e e

Quz formule in duas fractiones tranfmutaxi _poffunt , in quibus
negativum fit diviforis exponens, in hanc formam

Ch.—nep —

2.Ch.o +S5h.g



e 7%

5 —E

2,Ce.p ~+ V1 o o 2.Cepg=V—1.50.9

- fz °

Si redigas fracti jufmodi ad eundem denominarorem ,

X L T
—+=Sc. ¢

& pro communi divifore Ch.e —Sh.o , aut Ce. 0

Lobtienas v illi equalem  ex natura hy‘nerbolae{'& circuli , in-

AL AT ATy k N -
venies aquationes quatuor, quz probandz funt : {cilcet . - .. -

Ch.p+Sh.o ~+ Ch.p—Sh.p"

Ch.—no ==

Y (Ch.p—Sh.p |

| Ch.p-+Sh.
§h. — Y == T 14

Cc.po+V—1.5¢c.9 +Cc'.q>—-\/:-_‘"f,5‘c.@

Ce.—ne =< , . —
. . . .. 24 n E

J—1.Sc.—ne = Sy |

Quamobrem veritas formularum , quas premifimus ,  demonfirata
eft in omnsbus numeris rationalibus. Quod {pectat ad irrationales ,
poteft ea demonttrari adhibito calculo infinitefimali. Sed quum
hoc ad prafens nftitutum noftrum minime pertineat , {atis eft il-

lam ex induione probaife. o , _ : 3
Poltquam ea, que neceilaria vifa funt, de finibus, & cofini-

“bus tum ’hy':perﬁ'élicis ,© tum  circularibus - demonftravimus , ad” no- . . .

ftrarum radicum _}'_conﬁru&ion*ein propius accedamus . Radices hujuf=
modi, uti couftat ex prima parte, plerumque hanc habent for-

4 4

—p T ——F
4P+-§-~ 4 - —af " 5 in qua p ek
: ' ' ga‘;; ‘
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numerus indicans gradum xquzt;oms , ex qua radix extralta cft.
Hec in qualibet bypothefi conftruenda eft per finus, & cofinus.
Quod , ut elegantius fiat , divido =quationem pet 2, ut fit

_i L
f-_: reus \/Li"""'P *i—“ *“\/—"—*4 M , atque determino EX
4 - p
- o z
dimidium radicis . quaef te.

In hypothefi prima ftatuo tam 2, quam b poﬁuvam Duph-
&k
cem cafum in hac diftinguamus oportet: .nam fi — > a? , nihil

~_b b ) )
imaginarii formula continebit; fi. vero M(‘ ot R adcnt radix ima-

gimaria~—Ia—primo cafu__comparanda et cum expreflione f.ohuus

logarithmi fubmultipli , nempe cum Ch.?—

g

¥
Ch.e+Sh.pP +Ch.g—Sh.@?

. In fecundo cafu comparanda

erit cum formula cofinus arcus fubmultipli , nimiram cum

T

X

. Ce.o+vV—1.5c.al —+ Co. —V—=1.Sc.p?
C ® ® ¢ P
C. T - -
P LA
27?

Fiat primi cafus collatio, & habentur zquationes du®

,;7:‘“‘“‘;‘ Ch.p + Sh.o

PV e =
2 o T F
| - Cb.q:-—*Sb- s BT
’fi' _— \/”_” gl = 1 P Igitur falta additione, &
r
fubtmf’monc zquationum
]J. —ﬁ——‘#—' S‘}). ..._.._._...--2 e 2
i:_: , & ‘/—-wm ?*:aquL Ch.¢e — Sh.9?
- T--p N p
x o .
o - . . ;’le : a 4 ‘
—rr: Erzo {ubftitutis valoribus — — thopgf = T, five

4 4 : rz_-zp

Wtk

z . .
af = 7, five a° =r. Quapropter f.. erit .Cb.% exiftente ¢

€0
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: e b . 5
eo logarithmo, cujus cofinus ==————, & finu toto = 4°.

2 N
L 8

Hujulmodi itaque oritur conftructio. Defcripta by perbola 2qui-

latera (Fig. x), cujus finus totus, feu femiaxis AC — 4%, abfein.
de CMm-——-%—:;, & excitetur ﬁnu_s MN. Ex punélis A, N in

2
2. a

affymptotum demittantur normales AK, NP. Inter CK, CP
inveniantur tot mediz proportionales, quot funt unitates in p~x,
quarum prima fit CG. Ex G duc GE perpendicularem aflymptoto,

¢um firum ERB, qgui determinat cofinum C B — X,

2
Si p {it numerus impar, prima ex mediis proportionalibus
inter CK, CP, unicum tantum valorem habet realem: quare una
tantum erit zquationis radix realis. Si vero p {it numerus par,
prima ex mediis proportionalibus duos valores mquales habet alte-
yum pofitivumn , alterum negativum, nempe CG, Cg: quare etiam

Cbh. —9;— duos valores =quales habet nempe CB, Cb primum pofi-
tivum , fecundum negativam : igitur etiam -’-;— . Ratio conftruétio-
nis ex fuperioribus abunde perfpicua eft.

_ Fiat alterius cafus comparatio, & ‘ex duabus @quationibus

3 — p b6 __ Ce.ptV—1.5c.p
;”"‘l“‘/"‘"li & 3 e ri-—-P

S bb 'CC-¢"“""V"‘"I-SC.Q
BT Ve LY =
2 4 =P
e
- CC. bb Sc'¢ - 2 .
invenies 2. — rp_) \/ P L = : atqui Ce.p =
z K—p 4 £=P ~
#
R bh Bb o 2
S¢.» rr: =Erg0 — —{-a,P —_— e T ey {ive wP —_— TP)
> % rz_zp

[
Vi

& o =r. Ttaque % erit Ce. %, »dummod—o finus totus =— &~ ,
& CC‘ . @ x "'""'__b——"“"- -
p—1

2 L ‘ Ex

2+ 48



83.  Vincemit Reccats..
Ex his pleno alveo fluit conftructio. De{'c_lfipto circulo » cujus

finus totus , feu radius (Fig. 2) CA = a? capiatur CM =—

b Al -~ . -
3 & ducatur fious MIN , erit AN arcus == ¢. Arcus hic

2

2.8
in tot partes dividatur, quot unitates infunt in numeré p, qua-

ram prima It AE = -% Agatur finus E B, cofinus CB= -:f-

Non unus tantum arcus AN, fed infiniti alii exiftunt arcus,

el b N - -
quorum cofinus eft CM =— T3 nempe fa&a circumferentia

i
P
2

2.4

circuli — ¢, &ﬁﬁ_ﬁﬁfﬁmm—m;—r#@ﬁr—}e#—@—y .
3¢~ ¢ cc. imo & aiit ¢, —c—{- %, —— 2¢ -9, — 3¢+ ¢
ec., qui, ut vides, numero infiniti funt, quos pariter fi duvidas
in partes p, 1CDICS 110VOS Arcus A2F, Azbk cc. quorum cofunus

. . . . X
C2B, C3;B exhibent novos valores radicis -

Ne tamen putes, reales valores radicis = effe numero infini-

tos: tot enim funt, quot unitates exfiftunt in numero p. Namque
fi p-— 2 divifio arcus AN = ¢ bifariam exhibet punétum pri-
mum , diviio arcus ¢ —+ ¢ przbet punctum fecundum , quod op-
ponitur ex diametro puncto primo. Si dividatur arcus 2¢ —49 in
primum punétum denuvo divifio cadit, fi dividatur arcus 3¢ —+ ¢
divifio cadit in fecundum pun@um: atque ita deinceps celer®
ornnes divifiones non nova, fed eadem duo puncta femper detex-

minant , per que du® tantum rad:ces reales —:- exhibentur. Si p

— 3, divifio trium arcuum @, ¢ ¢, 2¢€ —j- @ in partes :{:qual'és
tres, tria punéta E, 2k, 3E; reliquorum autem arcuum divifio-
nes in hzc cadem punéta cudent. Quare tres dumtaxat habentus
radices mcuationis reales. Idem dic de cafibus reliquis . Nam per
divifionem arcuum numero p inveniuntur punéta nmumero p: reli-

que divifiones eadem punéta prazbent: quare % tot valores habe-

2 .
bit, quot unitates infunt in numero p. Quod quum notiflimuny
{it , pluribus explicandum non judico. ~
Primz hypothefi affinis eft aitera, in qua {upponitur quidem
a pofitiva, at b negativa. In hac fi {peciei b mutetux fignum s
bauc induit formam =quatio

=
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¢ * I
e P — P
b bb..... . p. . b N bE - r
(— 5+ ’:"—‘@P —+—(-——-~;-——~\/;~-—a
2o >y quE com-
2 . z _
. - . . o b p .
paranda eft cum cofinu logarithmi fubmultipli , fi 5 Fa » cum
~ bb ?

cofinu arcus fubmultipli, L o= < 4 . Comparatio prabet valores

eofdem , ac hypothefis prima, cum hoc tantum difcrimine , quod
cofinus ¢ provenit negativus, exiftente finu pofitivo. Quare in

cafu é; :>a,P hujufmodi  oritur conftructio . Defcripta hyperbola

- . . . ~ 2 -
squilatera (Fig. 3 ), cujus finus torus CA = a”, ablcinde CM
. b . . . . . '
—— .2, qua guoniam negativa inventa et fumitur ad partem

p—1x
z
2.4

cofinnun negativorum. Huic excitetur normalis MN , quz fumi-
tur ad partes finnum pofitivorum, quia finus inventus eft pofiti-
vus. Ex N in aTymptotum CK demittatur normalis NP. Inter
CK, & CP iaveniantur tot mediz proportionales, quot funt uni-
tates in numero p— 1, quarum prima fit CG. Normalis affym-
ptoto fit GE, & normalis axi fit EB; cofinus CB, qui negativus
cft, erit == X,
2

Quoniam CG eft prima ex mediis proportionalibus inter CK
pofitivam , .& inter CP negativam, non femper realis eft, fed
aliquando imaginaria. Ttadque neceflarium eft hoc determinare. Si
p lit numerus impar, inter CK, & CP inveniendz cruant media
proportionales numero pares: atqui inter quantitarem pofitivam
& negativam numero pares medie proportioaales poffibiles funt 8¢
reales , quarum prima femper negativa eft: Exgo i p eft numerus
impar , CG erit realis, & negativa: Ergo etiam CB zqualis ra-
dici ;{feﬁ»rcalis , & negativa.

Verumtamen fi p f{it numerus par, numero impares mediz
proportionales erunt inveniendz : atqui inter quantitatem pofiti-
vam, & negativam numero impares mediz proportionales non
omnes reales funt, fed prima, tertia, quinta ec. funt imagina-
riz : Ergo quum CG prima efle debeat, erit imaginaria, adeoque

etiam CB ==. Itaque in primo cafu fecund® hypothefis , fi p
L 2 fit
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fit impar, adeft una fantum radix realis negativa, {i p fit par, ra-
dices omnes funt imaginariz.

7

. . . hb ‘
In fecundo cafu ejufdem hypothefis quum {cilicet - < a?, hze
habetur conftrutio, qua docet, omnes omnino radices cfle reales,

X

—

Dclcripto circulo (Fig. 4), cujus {inus totus, feu radius — 2% ab-

b__, & excitetur pofitivus
p—=r
a

{cindatur negativus cofinus CM =

' : ‘3.4 :
finus MN. Arcus AN dividatur in partes @quales numero p,
quarum prima fit AE. Duéto finu EB, determinetur cofinus CB,
qui erit una radix — % Vocato arcu AN — ¢, accipiantur arcus
?") ""“‘l"= 3 - ) - fex bt ’ 3 : .\
rum arcuum divifione in partes zquales numero p, determinantur
puncta E, 28, 3 E ec., quz determinant omiies radices xquatio-
nis CB, C2B, C3B ec. Superfluum effet plures arcus accipere
quia cadem prorfus puncta in divifione redirent. _

Tertia hypothefis , in qua b pofitiva fit,y 2 negativa, plures
cafus nos diftinguere jubet. Primus cafus ftatuet numerum p im-
parem. In hoc mutato figno fpeciei a, mquatio hanc induet
formam :

L] L
b by . 2 b Jbb p ¥
L EHVE et 1o G .
== > quz quum nihil
2 . 2

imaginarii contineat , ad hyperboiam eft referenda. Nonemo pri-
moribus oculis formulam intuens fortaffe judicabit, eam compa-
randam effe cum expreflione cofinus logarithmi {ubmuleipli.. Sed fi
comparationem inftituat, cognofcet ftatim, {tnum totum imagina-
rium oriri . Quod non indicat conftrutionem effe impoflibilem,
fed formulam non per cofinum , fed per (inum hy'perbolicurn efle
conitruendam . Quod ex eo poteras quoque colligere, quia {1 {ecus
fieret, finus major etlet cofinu, quod in hyperbola omnino im-
poiiibile eft.

Iraque ut formulam referamus ad finum , ita eam difponimus

| . T e _

—

2

-

o, b T &
P - 21
x ‘/";+a»—+—s ——(‘/';;—%—a — 3 ,
— > quz compa-
2 ran-

——

A




Opufeulum 1V. 83
B X - - X
Ch.o+Sh.p? —~[Ch.g—Sh.p?

randa eft cum fequenti Sb. ﬁ-z . .
- Y
o . : 2r P
Collatio {ufhicif ®quationes duas |
VEiE ;’; , b Ch.p+Sh.o
i 7 — =7
b5 2 Ch.p=Sh.p . ..
‘/—- — af - L = - > €x quibus propter ambiguita-
4 2 PP , ’
* 66 CIJ' S’ L] ’
tem ﬁgnorum provenit ‘/H— -] aP v -—-——£, 2 o ——J—f—: atqui
4 rl—-P 2 4‘I-----Jp ‘
Ch.o' — Sh.o " — rr: Ergo '
2 x
by b k6 p T P o z __
p a G —a = 1__?.?.._.; : Exgo a® —r.

F o

Defcribe hyperbolam, cujus finus totus CA = a%; duc AK

(Fig. x) normalem affy mptoto; accommoda finum MN m——-—-‘-&r- »
. we E

2

z2.a
& demitte in aflymptotum normalem NP. Inter CK, CP inveni
CG primam ex tot mediis proportionalibus, quot funt wunitates
in numero p—x. In cafu autem p imparis hzc femper realis eit,
& unica. Ex G fit GE perpendicularis aflymptoto, & ex E duca-
tur finus EB, qui erit =— = nempe radici quzfitz.
Quum p eft numerus par admonuimus in prima parte mu-
tari formulam ahquantum » & hanc valere

» quam conftat ad

) b b ’ -
finum eile referendam. In hac vel 5—- :>a,‘° > & formula nihil con-

tinebit tmamnaru, atque hic erit tertm hypothefis cafus alter ;

bb
vel — at » & imaginaria radix formulam afficiet .

In fccundo cafu comparanda eft cum formula finus logarithmi
fub-



’
7/
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fubmultipli . Comparatio autem inftituta dabit b — Ch.e
2

o' ~r
ix ?__ Sh.o z - - :
gt — "~y & 2 = r. Quare conftrutio parum dif-
4 =P :
fert a {uperiore. Nam defcripta ut fupra ( Fig. x) hyperbola ab-
b .
{cinde CM = P & duc finum MN, & ex N perpendi-
&
2.a :

cularem affymptoto NP. Inter CK, & CP determina CG pri-
mam ex tot mediis proportionalibus, quot unitates continet p-—
x; tum ordina aflymptoto redtam GE, & axi {finum EB, hic

., 8 .- .
aquabit — aquationis radicem.

Quoniam p— 1 ponitur numerus impar, dre erunt prima
medie proportionales inter CK, CP, =mquales quidern, fed aliera
politiva, altera negativa, nempe CG, Cg: quare dux etiam ra-

- — i . .
dices == =, nempe LB pofitiva, & ¢} negativa.

.. « . bh. r - . . . )
Si in formula fuperiori - <a', imaginariz xadices appare-

bunt. Elegantiz cauffa ita difponatur
. I

R ;

L
. s  obP
x__b;‘—f-\/——-l.\/ ‘—-b—; —w(f-u\/ml.\/;}-«*—b
. 2

b
4" “ e Ut

—

2

hzc poflit comparari cum expreflione finus arcus fubmultipli, mul-
tiplicetur per \/—x o
Y X

— b et~ [ owe
fﬂ/ﬁf‘/‘-h;_}_\/ml' dp_%—b - ”I'IH\/»»I.\/m"wf—é.

-3
Si \/— 1 elevetur ad poteftatem p parem poteft exhibere & —— x,
& —~ x. Dabit —-1, i p it ex hac ferie 4, &, 12, 16, 20 cc
hoc eft pariter par. Prebebit —x, fi p fit ex ferie 2, 6, 10,
14, 18 ec. ideft impariter par.

Sit p pariter par, atque hic {it tertiz hypothefis cafus tertius.

In hoc cafu v — x elevata ad poteftatem v, & opportune multi-
plicat nihil mutat tesminos. Erit itaque

x -
o
3
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. X X
~———— — P
— bb b - kb
e T et et e A
“ ey ———
'Eﬁ/'"'x“" 2 N

Fiat collatio cum expreflione arcus fubmultipli, & oriuntur zqua-
tiones duz

A ——————— e e

b . bb Cc- +‘V"""Iasc-
— =1 \/va —— = ¢ =

4 -
Pt 4
b — bb CeopraVe—i1.Sc. .
- ,“/_ 1 \/‘zt’ —~ = = d ®. Ex quibus propter
P £
Lt o0, . . b Ce / & 6+
orToTg i atem gnorum h2x nalcuntur > v Yy Vat - ";'
S~
A —mz n z
Sc.p ) Y r b3 ? Ce.p +Sc.op ¥
= Ergo e ——ma : — a1p
1p %

=71 " : Ergo a® — ».
Conftructio fimilis eft fuperiori. Nam in circulo (Fig. 2)
2 iy :
» & duc i
P~
2.3 %

nam MN. Arcum AN divide in partes ®quales numero p, qua-

rum prima fit AE, finus EB — —:5 . Radix h=zc realis non eft

unica, fed tor habentur, quot unitates-funt in numero p . Inve-
duntur per divifionem arcuum @, ¢+ ¢, 26 ¢, 3¢ ~-¢ €C.,
ut ex {uperioribus manifeltum eft, {i AN —¢.

cujus finus totus == ¢? , fume cofinum CM — —

Hujufce hypothefis cafus quartus, & ultimus ponit,; numerum
p eife impariter parem , quo in cafu quum \/~zx elata ad potetta-

tem p preebeat ~» x, formula in hanc mutatur
) 4

—
N ————— et =

b — vy P b — P _ bb
G/ rVe -7 — (= +»/‘*"'*‘/“ -

— —f T .
2 : 2

'V‘H

Si hzc conferatur cum exprefione finus arcus fubmultipli exdem
determinationes provenient, qua in cafu fuperiore cum hoc tans
tum
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tum difcrimine , quod tam Ce. ¢, quam S¢. 9 negativus exurget.

Quare hac orietur conftruétio. .

In circulo, cujus finus totus ( Fig. 8) CA = a®, ad partes
3 & duc MN ad

cofinuum negativorum abfcinde CM = e

P

2.0
partes negativorum finuum . Arcum AeN divide in partes zquales
b Aoy ...f:-v L)
numero p, quarum prima {it AE, cujus finus EB — - unam e€x

quafitis radicibus. Reliquas ecdem modo invenies per divifionem
arcuum ¢ ——9®, 2¢ ¢, 3¢+ 9 €. quema.dmodum fupra detex-
minavimus pofito arcu AaN —¢.

Quartam, & ultimam hy pothefim , in_qua..rion mnus -2 5
quam b negativa eft , quia fimilis eft priori , brev:tex expedio. In

primo cafu fupponente p numert ¥ !
1 |
S —— - T I
kb p b ¥ b b ’
VE o — 27 (Ve 7 |
b4 - ¥
X = . que collata
2 2

cum expreflione finus logarithmi fubmultipli eafdem defermina-

tiones prebet ac in hypotheli fuperiore cum koc tantum dilcrimi-

ne, quod Sh.e¢ (Fig.s) evadit negativus. Quare in eadem hyper-
! 4

2=’ &

2
2.“

du@a in affymptotum normali NP inveniatur CG prima ex tot
mediis proportionalibus, quot unitares funt in p—-1, qux exiften-
te p impari unica eft. Agatur aflymptoto normalis GE, & Gnus
EB, qui zquabit radicem =,

bola ad partes negativorum finuum applicetur MN —

b

b
In fecundo cafu, quum p cit par, & —; >a’ hzc formula
¥ X
v ——— P ————— —
b hb I 4 b b b P
alet & L S “(”7”‘/7{““"’1’
saiet ? by 7 qum

2

przbet eafdem determinationes, fed tam Ch. ¢, quam $h. ¢ eva-
dit negativus. Quare ad partes cofinuum negativorum accipienda
eft



o Ol 1. g
et CM = --—5———-—

—7» agendus finus MN ad pattes ﬁegat‘ivorum,

L
2..32.

& ducenda normalis affymptoto NP. Inter CK pofitivam, &
CP”HC{}aU‘Vam Invenienda c¢ffet. prima e€x mediis proportionalibus
p—1. Verum quum p eft numerus par, hzc eft imaginaria. Qua-

- . - - X . . - .
re in hoc cafu radices omnes < Imaginariz {unt,

A . A Z . .
In tertio cafu, ubi T <% & p eft pumerus pariter par,
formula. eft hujufmodi

| =

|
l‘v

(= _:"-‘/_ﬁ "
Lym=IT VTV -
2

b — /T, &
— (=7 — ~1. \/czp »-«;"__-'

-y .

: P | et £ —— s =z
Y U ST egmves eff, & Sc. ¢ politvus ( Fio. . Quare
O I g 4.
X
in codem circulo xadii — 2% , {ume negativuim cofinum CM

2
’ &'-Poﬁfl\’um finum MN. Divide arcum AN — @

L=

2 B | ,y :

In partes zquales numero p, quarum prima fit AE. Hujus finus

EB wquabit radicem = , & fimilis divifio arcuum ¢ ~+ @5 26 9,
3¢ o ec. xeliquas radices prabebit.

In quarto cafu, in quo iifdem fuppofitis p eff numerus impa~
riter par, formula hac obtinetur |

Y : - £
P

14

.5 ] *\/ bb b —_— r
ey _“;jw-k/h-'-l at = --(5~;—'—{—-_\/~—~I. a’ =
.2 ) .

e

. 2
Si fiat collatio cum expreffione finus arcus fubmultipli, invenietur
Ce. o pofitivas, at Sc.o negativas .. Quare ad partes pelicvoruny
cofinvum ( Fig. 6 ) fumpto CM — -

-

——, agatur linus negativus

s

2
. 2. 4 :
MN. Arcus:AaN =—¢ dividatur in pactes ®equales p, quaram pri-
- d:“ - . - - . A - .
ma fit AE. Ejus finus EB exhibet radicem -g—. Reliquas radices

M ( omunes
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{omnes enim funt reales) invenies per divifionem arcuoum ¢-}-o,
2¢ ~ ¢, 3¢~ @ ec., quemadmodum {upra monuimus .

Si p {it numerus compofitus, monuirnus in prima parte
equationem refolvi polfe refolutis pluribus cjus gradus, quem in-
dicant numeri componentes. koc ipfum coridtructio tradita edcce-
re potuiffet. Hazc enim innititur omnis vel in dlvifione arcus cir-
cularis in partes ®quales numero p, vel in inventione tot media-
yum proportionalium inter duas datas, quot {funt unitates in nu-
mero p—1. Utrumque autem problema per partes refolvi poteft,
fi p fit numerus compofitus. Nam quod fpeftat ad arcum circula-
rem: f{it p numerus compofitus ex nuwmeris r, 5. Div.dutar pri-
mmum arcus in partes zquales numero r; tum fingu'® hz partes di-
vidantur in partes numero r. Manifeftum eft, arcum fore divifum

in partes numeroe rs == p. Idem dic fi plurcs, quam duo, elfeut
fumeri componentes.

Quod pertinet ad inverfioném plurium mediaram proportio-
nallum : inter duas datas fac Invenias medias  proportionzles nu-
mero r— 1, que fmul cum duabus datis ethicient quantitates nu-
me:o v -4 13 & inter has quantitates Incrunt intervalla numero
v . In fingulis intervailis tot proportionules medias colloca , quot
habet unitates s — x. Numerus barum proportionalium =aquabis
r5—y, qui numerus additus numero carum, qux antea inventz

funt nempe curn r—x dat fummam 75 — 7 = 7 — 1 == ¥y 5 — 1
= p-— 1. Ildem ratiocinium vaiet, {i plures, quam duo, effent
numeri componentes. N

Non defunt methodi cum geometrice, tum mechanice divi-
vendi arcum in partes mquales, & inveniendi plures medias pro-
portionales inter duas datas. Quare conftrutio hxc noftra, qua
utitur vel divifione arcus in partes zquales, vel irventione plu-
rium mediarum preportionalium, aquationemn, ut ajebant. vetcres,
ad locos jam relolutos perducit. Non fum nefcius, @quationesy
quas conftruximus per finus, aut cofinus byperbolicos, poife fine
corum auxilio per encdias proportionales ablolvi. Etenim formula

X
R 4
b ' : : v
= - ‘/:-’ —a?  , quam folum mquationes refolutz continent,

inventis mediis proportionalibus p—1 inter duas datas conftruitur.

74
a b ¢ . % . .
Pone enim — = f » & & =g, formula mutabitur in hanc,

£



Opufenlums 1V, | o1
r = =

Pl /;Z”“:g’PP > five f77 L i‘/ff-~ f:__z

eft prima cx mediis proportionalibus P—x ixlterfduas datas f pxi-

‘/ g2? .

mam, & fx° ff . ';Tpf_:;_ultimam + Ad hanc autem metho-

> atqui hxe

dum necefle eft confugere in illis cafibus, in quibus npoftra defi-
; bb '
cit. Namque fi aut g =9, aut 22 — 2 == o0, noftre formul=z
4

funt fimpliciores ; fed ipfa earum fimplicitas non finit , ut finus,
& cofinus hyperbolici habeant utilitatem. Quare immediate per
1ventionem mediarum proportionalium mquatio erit conftruenda .

Exceptis duobus hifce cafibus fatius judicavi , adhibere metho-

dum colinuum, & finwmn hyperbolicorum tum quia perelegans
mihi vifa eft , {um quia coftedit mirifice analogiam cum conftru-
&ione, qua abfolvitur per divifionem arcus circularis .
Omittendum non eft, quod in determinato quovis circulo ,
atque hyperbola peragi conltru@io potelt. Namque fit circulus ,

aut hyperbola, cujus finus totus fit —=f. Fiatut a2 :f:. %

L] - ’-‘;"I >
&
. b '4
£, Quum — debeat effe finus, aut cofinus arcus, feu los
£ ik
T Ay
| . : . |
. . . 2 £t
garithmi ¢ fumpto finu toto == a?, erit — linus, aut cofinug
| G
arcus , feu legarithmi refpondentis fumpto finu toto — f. Hune
autem vocemus == 7. Invewdatur {inus , aut colinus arcus, feu lo-

o : 5 . -
garithrni 7 - Tum denuo hat f: 2? ita finus, aut cofinus arcus,

- . . a > - - -
feu logarithmi ;-'ad finum , "aut cofinum arcus, .feu logarithmi
Q - . - . , - . .- . o» \’ . § - - x
5> qu fiet coguitus : igitur cognita quoque fiet radix —.

Hzc animadverfio viam fterait ad inveniendas noftrarum Zqua-
tionum radices ope tabularum, quarum aliquz jam conitrudte funt,
aliquz haud dificulter conftryi porunt. Loguamur primum de illig

, M 2 ' &qua-
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mequationibus , quz conftruuntur per diw"ﬁonern arcuum - circula-
rivm 3 tabulas enim arcuum conftruétas habemus. Sed quoniam
in tabulis non habemus finus, aur cofinus arcuum fuperantium.
quadranter , hzee animadvertenda erunt. Siarcus minor {it qua-
draste , finum , & cofinum haber pofitivum: {i major it quadran-
te, minor femicircarnferertia, habet finum, & cofinum =zqualem
finui , & cofinui arcus {emicircum’erentiam complentis , fed finus
pofitive accipiendus eft , negative cofinus. S8i arcus {uperet femi-
circumferentiam , fed minor fit tribus quadrantibus habebit finum,
& cofimm eofdem , ac arcus, qui eft differentia inter datum &
fernicircumferentiam , fed uterque negative capiendus eft; denique
{1 arcus major it tribus quadrantibus, habebit finum negativam , &
cofinum pofitivurmn, at eofdem, ac arcus, qui fimul cum illo cir-
cumferentiam comolet , Idem ordo redit, i accipiantur arcus
circumferentia majores. Quare viceverfa fi tam finus, quam cofi-
nus politivus fit, arcus s eri e v
cofinus negarivus, arcus minor erit femicircwnlerentia , fud ma-
qor quadrante; {i urerque negativas eft, arcus fuperabit feinicir-
cumferentiam , fed deficiet a tribus quadrantibus; demurn fi cofi-
nus pofitivus fit, finus negativus, arcus rnajor erit quadrantibus
tribus, fcd minor circumferentia: arcus aurern minor quadrante
habens zcualem finum, & cofinum aquabit ditferentiam inter
circamferentiam ,  aut femicircumfesentiam. & arcum quafitum.
H.fce autern arcubus potes circumferentiamn integram toties  adde-
re, quones volueris.

- - ) - 2

¥

His animadverfis confiderato {inu toto f=—x inveni in tabu-
: . b : i i )
lis colinum = —, cui refpondebit arcus minor quadrante in fta-

— ——

2
a

“

bulis. Accipe vel hunc, vel "differentiam femicircumferentiz , &
hujus , vel fummam {emicircumferentine & hujus , vel differentiam -
inter hunc & circumferentiair , prout finus, aut colinuse neguli-
vi, aut pefitivi expolcunt. Hac ratione determinabis arcum 73

- .. . T - . .
inveni in tabulis arcum 5 7 culus finum , aut cofinum ex iifdem

H

tabulis determinabis. Hurc multiplica per 2®, & invenies per

aporoximationem ridicem =-. Eodem modo reliquas radices nan-
gifccuss,
Eodem modo =quationes illas approximando refolves, qua in-
' ~dagent
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digent finibus, & cofinibus hyperbolicis. Sed prius necefle effet ta-
bulam conftruere {inus hofce & cofinus exhibentem. In prima colum-
na conitituendi effent numeri unitate tum majores , tum minores. In

fecunda corum logarithmi defumpti in co fyftemate, in quo proto-

X v > -
AUMEerus — === , ﬁlbra,ngens —= 1, quorum inveniendorum ratio-

Vaz

nem alio loco docui. Imo ex ipfis logarithmis, qui wvulgo di-
cuntur hyperbolici, hi, quos analogos voco, facillime deducuntur.
In tertia, & quarfa columna collocandi funt finus, & cofinus hy-
perbolici, quorum inveniendorum methodum expeditam feries ex--
hibebunt. Columnis his addere potes quintam, & fextam conti-
nentem tangentes , - & fecantes hyperbolicas, qua tametfi refolven-
dis noftris ®quationibus non inferviant, tamen in permultis aliis
inquifitionibus habere poffunt utilitatem. ‘

Quifque videt , logarithmos numerorum majorum quam -t

Va2
\
pofitivos fore , eorumque finus, & cofinus effe pariter pofitivos.

Verumn pumerl minores, quam —e- , logarithmos hiabebunt nega-

tivos , quorum cofinus pofitivi erunt, finus autem negativi. Nega-

tivos numeros tabula non comple@titur. Sed hzc tenenda funt. Si

numerus negativas {it , & minox —L , logarithmus negativus erit,
: 73

cofinus negativas , {inus antem pofitivus. Si numerus negativus

Smajore fit == 5 logarithmus ;" finus’, & cofinus’ erunt negativi .

- Vo2 .

Caterum, logarithmi ,- finus, & cofinus refpondentes numeris nes

gativis zquales funt illis, qui refpondent numeris pofitivis.

Si conftru€as hafce tabulas haberemus, hoc modo invenirene
tur equationum radices. Inveni in tabulis finum, aut cofinum ,

prout calculus poftulat, zqualem _*_, fumo enim J==x. Si tam-
?

2
[

{inus , quam cofinus fuerit pofitivus, accipe illum, qui refpondet
numero majori quam —— . Si cofinus fuerit pofitivus, finus ne-
V2 '

. . B - ) . . ¥
gativus , illum accipe , qui refpondet numero minori quam ——.

. 2
Fum cape in tabula. logarithmum refpondentem, qui in primo
' cafu
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-

cafy pefitivus crit, in altero negativus. Si tam finus quam  cofi-
nus foret negativus , primus logarithmus accipiendus effet , fed
negative. Si cofitus negativus foret 5 finus pofitivus , capiendus
effct alter, {vd negative . Lnventum sta logavithmum 7 divide in
partes p> & huic parti aqualem accipe in tabula logarithmum ,
cui refpondentem finum , aut cofinum nota; hunc multiplica pex

3 . . . . - x
a® , & invenies per approximationem radicem = -

Verum hanc regulam tenc, ne utens tabulis Incidas in erre-
rem. Si p {it numeras impar; ana femper habetur radix realjs_,
quz, {1 exprimatur ner cefinum; pofitiva erit, C ). ¢ exiftente pofiti-
vo, {i exprimatur per finum, $h. ¢ pofitivo exittente, & verla
vice. S1 p it numerus puar, aut duplex  erit radix pofitiva & ne-
gativa, aut nullas duplex, i Ch. ¢ pofitivus fuerit, nulla, fi idem
tuerit negativus . Hane bl p 3 tahuls
mas radices {upypeditabunt.

-

Qua di&a funt de noftris wquationibus, compledtuntur aqua-
tiones om:ies tertit gradus , quz ut noftro canoni {ubfint, nibil
requiritur aiiud, nifi ut carcant fecundo termino. Hzc autem
cond:tio femper peteft obtineri. (Juamobrem =zquationes omincs
tertii giadus refoivuntur per divifionem arcus circularis , aut loga-
rithmi analogi in partes tres; feu fi ad conftrutionem geometsi-
cam mavis accedere, per divifionem arcus in tres partes , aut per
inventionern duarum mediarum proportionalium inter duas datas.
Quax autem zquationes altiorum graduum fimili methodo refoi-
vantur, opufculum hoc planififine declaravit. (a) a

OPU-

Ce) Scripfi imitio hujus opufeuls 5 methodum vefvlvendi wquationem
quadrato-quadraticam 5 qua legitur in opere Rafuelis Bomveliii y ¢ Chrijiin.
no Whuifio tribu: Ludovico cuisdam Ferrarienfs . (lmzm WWolfs andtoritar;
non ailmodwm fidevem , intervogavi Joannem Andveam Barottum , quiens
Ferrarienfium litieratorum monumenta coliegiffe accipio 5. quifnam effef Lu~
dovicus pic Fevrarienfis y & quonam argumento tam iliufiris snveniio il effer:
re‘erenda . Rejpondit vir bumaniffimus aguey ac doétiffimus 4 fulli fine dii-
bio Wolfiurn 3 " ad Ludovicum de Ferrarii:iy qui parria Ferrarvienfis non
gl s witm meihodum pertinere 5 ut apertis verbis teffatur Hieronymus. Car-
danus o Reapfe Cardanus Jibo x de Arithmerica cap. 39 regula [ecunda :
Alia, iuquity eft regula nobdilior pracedente, & eft Ludovici de Ferrariis ,
qui cam mc rogante invenit, & per eam habemus omnes zftimationes
*forma capitniorum quad-quadratiy, & quadrati resum , & numeri, vel
quad-quacrail 5 cubi, quadrati y & numesi cc. -










OPUSCULUM QUINTUM.

: | Solutio Problemaris

ad methodum Tangentium inverfam pertinents;,

Difquifitio marhematica .

"

Iy Ropofitum olim fuerat in familiari fermone a viro in rebus
i~ analyticis fatis verfato problema pertinens ad Tangentium
inverfarn methodum’, quod a fe tentatum {pius aiebat., {o-
lutura autem effe ingenue negabat. Problema vero (Fig: r) erat
bujufmodi. Datis duobus punétis A, C, quorum alterum fj¢
nin volls OT  irveni r - .

in
$rik G 7 3" - topy Yum
A, cujus proprietas fit, ut duta tangente qualibet G T pars cur-
ve AG zquet retam CT.

Hoc ubi” mili renunciatum eft, ccepi pro virili parte rem ag-

gredi, neque non ex {ententia. Namque brevi {olutionem .na&uE;
quam in boc opufculo priroum exponam’ eam viri clariffimi., qui
rroblenia propofuerat , judicio, atque cenfurz fubjeci,
" Deinceps hac folutione perfeta problema magis late _patens
mihi propofui; ¢uum {cilicet pars curve AG effet ad reGam CT
in qualibet data ratione. Quod problema majus mihi negofium
fecit: nam & -in feparandis incognitis mquationis differentialis , &
ih concillandd calculo facilifate, atque elegaiitia, oti‘i',“;r;fqag“bpg:
ye fatcor me multum confumplitfe. Sed novas {mpius methédos in
periculum traducens; atque utilia quadam analyfeos adjumenta in
fubfidiwn vocans , quid tandem affequutus fuerim , penes zquum
deCtorem Geometram judicium-fit . "Ego” jam ad rem propius acce-
gfdcus; pri’rnam naturam ejus curvae . patefaciam, quz poifulat ut
'AG mquet CT, deinde earum, qua poftulant, ut ex linex fint
in qualibet dara ratione. o

Verum ad . praparandam analyfim omnes quotquot funt con-
jungens ita communl quadam notione jenunciandum- puto; quod
propofitum eft. ' |

PROBLEMA.

Datis duobus punétis A, C, quorum alterum pofitum eft in
data yeCta C I, oportet invenire cuzvam AGF tranfeuntem pex
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punétum A, cujus proprietas fit, ut d_u@r_a qua.lib'cf_- tangente G'T
pars curve AG it ad reftum CT inconftanti qualibet ratione.
Si conpungantur pundta A, C linea refta , perfpicuum eft ab
hac tangi carvars in puncto AL Per idem punétom A agatur A B
parleln C1, & ex punto C in hafce parallelas ducatur: perpen-
dicelavis CB . Ex guolibet punéto G quafite curve AGF intelli-
gaur dudta rangeas G'T'5 itemn ex pun&o g priori infinite proxi-
mo ducatur alin tangens gf, que produta cum priori concurret
in punéto i. Falto centro in i intervallo iz defcribatur minimus
arcus circuli ¢!, Ex punétis G, ¢ agantur GO, go parallele
BC. Irem parallela retz AB fit GK fecans og in b, que con-
currat in K cum linea, quz ex punéto T ducitur parallelz BC.
Quum pars curve AU ad reCtam C'T debeat effe in definita
quadam ratione, quam nominzbo x1: 2, etiam elementum Gg ad
elementum 't erit in eadem ratione x1: xn: Ergo Tr:—= n.Gyg.
Sed productis G'I*y, BC donce concarrant in H etd Ty - 17 -

TH:CT, five : : Ge:Gh: Brgo quando Tt =—=u.Gye, necele
4 £0 4 g 1

eft, ut Flo=u.Gh. Sed notum et , duarum tangentiom G'T,
gt difterentiam == — Gg —T!: ¥rgo tangentimmn differentia
— —Gg —n.Gh. Frgo invenitur per methodum fumimatoriam

tangens GT =M —AG—n. AO. M eft conftans addita, qua
ut detexminetur, advertendum eft fieri' G'I'=— AC ecvanelcentibus
AG, AO. Quare tangens GT — AC — AG — n. AO. -

Similiter GK:= AB -~ CT —~AO=AB— 2. AG—AOQO.

jam vero GT : GK,: : Gg: Gb, five
AC —AG —n. AO: AB—n.AG ﬂ—&‘()"f'?.-(_'}‘:é:“.""‘G.BT Vocetur
jam AC=a, ABz=b, AG==4, AO =g, Gghr:‘r!f y Qo =
Gh = dx. Quare habebitur formula ¢ — 5 —pgx : b —~ 25— x::
ds:dx, ex qua oritur aquatic. o

A o § oman 17 X

N Limn# —_

(I)-b«m__x.dx__*df. .

Ha=c ecuatio pertinet ad omnes curvas » quEcumque tandem
fit propartio carve AG ad re@am C'1'. Verum anzalyfi hac palto
prepaiaia oportet jam feparare cafus, & fingulos {eoriim  pertra-
ctore. Supponamus primum couvam AG re@e CF aqualem  cife

oporters ; ¢ua in Lypothc‘ﬁ het n— 1 ; Ergo -zquatio pruma muta-
bitur in {icendam., -

——— 4 2 A

(2) =TI 4y = ds.
O wie § amw g

~ In hoc vrmcipue collocanda eft opera, ut in fecunda aquatione
ancognite fepasentur. (uam ob rem methodum cenfeo inesudam
. 10;19



Oppdin 7. o

Ionglorem quidem , fed rei, qua de ae;lmus » magis accommoda-
tam. . Sit BC == ¢, & locum habebit zquatio

(3) aa = Dbb + cc. -
Item it GO =y, & KT =c¢-—y. Ob angulum rettum K erit

GT r* — GK* 'I‘Kz > five analytice

B 20 A X e s X ¥ bh2b. e e F -—{—cc-—-zcy——[—)y
Ergo deletis delendis

g —2a. 5% =bb—2b.s+x 4 ce~—2cy-}-yy: atque

, . o, : B CYemyy ... R
hac dempta ex tertia fiet s~-2 = ;__’__lb . Quo expeditior fiat
G w—2 .

methodus accipe ®quationem ' ”

: ( ) 226y —=3y >

24 =286 T
Itaque erit s—4-x == z: quam formulam tanguam {ubfidia-
riam adlnbons, fac arceas ab =aquatione {ecunda f;,euem 5y, &
& e L

fiet 7— . dx — dz—dx, {ive adx — zdx - bdx — zdx =
W - Ty

) bl 2
bz — zdz, five 2dt — ————— . dz = dz - .

' 4 b a4 b

el 4] . -
2 2

Quam ®quationem f{i integres, obtinebis formulam

Y2z = TR T g
(5) 2¢ = 2z -} 1 —~ —z: qui logarithmus- acmp:eud.us eil in

a-—-&

logiftica, cujus fubtangens == , atque ita accipiendus, ur,

2
dum evanelcit x, etiam z evanefcat.

Ex premiffa Analyf » ‘atque praparatione oritur hujufmodi
conftructio. Ductis duabus lineis parallelis ( Fig. 2) LP, VR,

R a ~+ ¢
quarum- diftantia = 4

> cum affymptoto VR defcribe logifti-

aw b

cam ML, cujus fubtangens fit =— ——. Curva hzc fecabit alte-

ram ex parallelis in L: ex quo punéto inclinetur LR ad angulum
{emire¢tum , & ducatur LV parallelis perpendicularis. $i ex quo-
libet pun@o M ducantur MNP, & MQ , altera normalis, alrera
parallela reGtz LP; tunc MP, vel L Q reprzfentantibus z, MN

b .
reprzfentabunt 2x. Nam quum ikl > Cujus

- > a
— 2z minoxr fit

. . : . a—+b
Jogarithmus poni debet — ¢ , logarithmus — z tanquam ne-

2
gativus accipiendus eft , ac propterea detrahendus a 2, ut invenia-
tur 2%, N | S1
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Si jam formulam quartam tibi proponas nImiLm Py

— 2z, invenies 2¢y —— ¥y == 2 —2b.2, five co—2¢cy -y
a-+b

— e .

—

— g ——2a—-2b.2 == 2a —2b. — z > que eft ad para-

bolam , atcue hoc pacto conftraitur . Accipe V.S =—rc, 8 vertice

§ paramctro 22 — 2, hoc eft quadrupla fubt_a.ngeutisf logiftice,
defcr.be paratolam , quz tranfeat per punétum L necele elt. Jam
vero LQ =12z, XQ=1y. .

Igitur fi curvam conftruas, cujus abfciffe =quent -d;rmdmm,
re&an{xm MN, ordinatz autem aquent X Q (I'z,_.g. 1), €a curva
orietur, quam querirhus; quz compofita eft ramls.du_obi}s ﬁnml:i:
bus , & =zqualibus MGF, mgf, qui ex una paxte habent lg?m af-
{ymptoto re¢tam CT, ex altera in inhnitum recedunt a lineis ,

BA, ba. T

Si hujufce curvee, quam deferipfimus, aveas habere :cquat;o—
aem dirferentialem in quintam zquationem introduc valorem z da-

. xcy—yY a--h zcyt+yy
tum per quartam, & habebis 2X == 13 2a—=2b

Qua differentiata poit neceflarias operationes invenies @quationem

(6) 2dx = dy.c—y __ 3y-a—F pro zquatione differentiali curvee
T aeb ¢y _

quzlite, o _ |
. Brevior adhuc fiet, & pOIlaS"V'Mj"”:‘ﬂ';'”&"‘w‘d:y»m dipy-8E

fiet. zquatio curva quehi®. | -

s -

-t d u . dtd » b

(7) 2dx = =~ 5

i .
Defcendamus jam ad alterum cafum, quando {cilicet AG eft:
CT :: AB: AC; quo in cafu neceffe eft, ut fit b:ia::a:x,

five b — na. Jam vero ad feparandas indeterminatas in formula
prima -E-:——'w——-_"—i . dx — ds fac utaris fubftitutione , quz contine-
— ) § —— X
tur in zquatione
(8)b —ns —ax — zx:
- b e X — L x A X e tds - xdr . ]
Ergo =, & — d s, quibus vaio-
n ” )
. - . ° * e . g 5 ZvX-—ﬂz x
ribus in @quatione prima fubftitutis erit == °+::; Ldx
—=dx ~2dx —xdn . g R
- | » & multiplicando per #, & delendo termi-

B
nos
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y kA
XL X —n x
Cdx

s

nos 7.4 — ?1., qui ex hypothefi fefe deftruunt erit —

e dx —zdy—xdz, five 1~ zn® 22" Ldx=—2x2d2Z,
ex qua provenit ’
: dx — AT
(9) : m— 2 2 »
% = 2% Fen
Hzc autem mquatio, in .qua incognitz {feparate funt, ut in-

tegrabilis fiat , difponenda eft in hunc modum
E—5 I~

- d :  eww 4T
d — 3m 4. 22 ' ., qua integrata cum additione con-
£ . g ie=n t 22 ol Sk -
ftantis QQ , factoque tranfitu a Jogarithmis ad numeros habebitur
xquatlo -
)
Q.23 —~n 2n
10) ¥ = = .
( ) x . ~+n
& Z~4x 2 .
Jam vero quum fit KT: KG::bg:bG, five analytice
. dy : dx .
ey thmps ey dy:dx erit — pomars i €X & 1
gy x::dy > e e quatione
: Lo . d]
octava {ubflitue pro bes—x, €jus valorem xz , & habebis -‘-—2—
v . ’ - " _,.d.x--. —-----n----u.‘...._..—-u-—l--"':"""‘-"""""'""" """""""""""""""
= %%.:.,.—;fr-~q-1mm-"1m'rﬁdlxc:"'vaiorem =="datum in xquatione nona,
. . - dy — —— dz‘ . t - 1'e . d.{‘
& invenies [ T5 ST g d s 0 GUAMy UL INLCETCS, ita difpo-
dy LI ;!;- dz . ,
&y an A 2 inteer .
PR . um WAdA-
nec__y—“"‘z..g—l_.n ! z - 1~n Q‘:la ntgatac addl

tione conftantis P, fatoque tranfitu a logaxithmis ad numeros
habetur —_—

X
P % 4 1-n 20
(O ="

Z—t s 2P

Verum {ine ulla limitatione proponamus nobis zquationem
B e § o WX

dx = ds: ad quam refolvendam ufurpetus

—

b s B § o
primo {ubftitutio, quz continetur in 2quatione

{fecundam

— ' f_-&-na
(12) x =3¢ o

, qua dabit
N 2 &~
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Bhbemnng - nhwma
a = —— e § vt HE e e e e 1 S
HN 2 L | .
e e de—d s, five - LdE = ds.
b e o ine mem 13§ n° bmuwna
M~ o e — 1} 5
PR N |

Que xquatio prorfus fimilis eft fecundz pro cafu; quod b== na,
ut confideranti palam fiet. . o
Iraque {i per eandem methodum utaris fubftitutione

2 ’ .
n b A ng -t =tz in_vemcs zquationes

(x3)

%13 e .
: N X—n
4 —zda 9_.-1.""“{'_'-:.u: _‘,"__-__ -
14) — =— & (15) t == "5 10
(4) ¢ : z.m—}—zz.—i—:q—un) (5 _ 1t n

. . Zi1n 2
quibns, fi ponatur valor ¢ datus per x in @quatione 12, prodibunt

xcuariones
d x -— 2 d
([6‘) e R 3
O~z 22+ X—nn
e
BN
7 I -‘n
buwnng Q-Z-"*“\I—-n '
X X ] - gt " °
(x7) x4 == . =
T Z1—tn 2%
o —_Jam_vero, ut_{upra oftenfum eft , quum fit ¢ —y:l—x—ns._.
R MA‘"’—M_.———w“v——_".—--—.—‘V'r - b _ ”d
::dy:dx erit ex zquatione duodecima ¢—y:b - ———r — 1t —
nh—na . . .
I e —tens:idy:dx=—dt, five ex deccima tertia
: R X . dy de . ]
c—y:tz::dy:dt: Ergo i ook Ergo ¢x decimaquarta
d Yy _— 4,.1, - . . . . .
pell . . Ex qua integrata proveait xquatio
) Z0 ~t 2% ey e pH ‘
I-
zZ1-n2n
(18) - X — .
€ y T

—

=~ H—=n2n

Acuationes duz decima feptima, & decima oftava tanquam
univerfales accipi poflunt , 2c debent; nam fi valeret zquatio b=
a5 terminus conitans additus quantirati ¥ in zquatione decima
feptima fe {fe deftrueret; atque adeo convenirent cum mquatione
decima, ac undecima, qua pro ca hypothefi inventz funt.

Danda nunc eft opera, ut ex zquationibus decimafeptima,
& decima oftava nova ®quatio eruatur inter coordinatas X, ¥

: | Ita-
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Itaque ex decimao@ava zquatione oritur — = o dive
tv--,, '
, an . v
£y . BT qua. d
P2 T agen? ‘ex"iu - Que
“!+” | | Rl
() S = A=
E Bt E~-n 25 |
2n
L -
(20) .z+1+7z:‘z+1"‘”' :
| I~
- ' bna Q.z~FXemn 2u
Ex decimafi “ma provenit ¥ —f —— = R

Z =t 1" xn

]

zZ -4 x — n » 10 quam 1ntrodu&us valor d'ltus in decimano-
: ey e n
bu-—- o € e wot K-
=+ ne . 2 - ez L2 : Ergo

PO — e

na prebet a — = 1_-_{_”

| Q.o itn Q. T i a
Z e T g o =2 ,&z-i—z-—}-u_.... = 2nm.
l+ﬂ x+b-—-na l"'l-rz -l-.é"“"”d

BN —EK : P71 e §

' Qui- valores introducti- in-equationem- wgcﬁma.m Aabunt o o e e

2n R e “"""1-4")3

e=y Qe o — TS > five
pt” X - E""'”“ _ P"’"’” +b—-n¢z

nge—Xo - PO T

2 n s e . - .
1~»

Cwmy - - =gt n | e ol - bemni a :
e, Q. c—-e] *"’k“” An. P v x+ — :Qo C""_J»' ) ’

pn

e ———

& dividendo per_ t'v-*-,yw: & multlphcalldo per P "

. e § ~p B | e b-—na ' - Xt
Q.c—y A 2P .x+n"__—; QHP . €Y 3
~— 3 ~n
denique transfcrendo Q. c-—-y » & dividendo per Q erit
2n . P b-—- !*‘n I +
() 2t b o T TS

Q. 721 e X
qua aquatio exhibens quafitarum curvarum naturam 3lgebrazca
eit , ubt numerus z eft mtlonahs. Excipe tamen hypotl;c.hm, in

qua 2=z, ad quam, ut cuigue perpicuum et hxc formula ne-
qua-
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quaquam fe fe extendit; fed caﬁls ifte folutus ef’c initio hu;us opu-
{fculi.
Al

Q
valores determirentur. Quoniam evanelcente s, tam x quam. y

debet evanelcere, fiet pro bac by pothefi in ®quatione duodecima ¢ ==

. . . . 1
Nihil jam reliquum eft, nifi ut conftantium P, &

bosna - ’ . ; . nzb._n@ b~+-ru.&
———: Ergo ex =zquatione decima tertia B e e
R Rk - BRI R
boena . #* b b :
% ——yp oy five ==z, qui valor fato y == o  introductus
nﬂ'—-l‘ . : b we n 2

in dcc1mam -o€tavam exhibet

- b 4
_— : ) § -4
a z“""n —_ —
P /] b--b—#é--na-l»—:;b.— 2 . 2N L agl
= , n-a n=g2n.}p - a Io'lt
- L. e— ) § . E '

n25--5+6—-na.—.nb+n3‘," r_:mlzn.b-—{-a;n

an n T
(22)1) xt.vzl-lba

PR — _ .

)/ QR T b —fe F’
Si hic valor in vigefimam primam introducatur, factis x, y

. + A
'.'.n.Pn o buunag :+”.n+!.b~ma H"i“'n
:0) ﬁet ) - ¢ T p—— E —t—— . Erg@
o a1 A—1.,b~a
2w Pn+x' buna e 5 {
° - 1 n X b g — T b .
Q 'nn-—"x —c '” : - * " +4: Igltul
' """"'lob""l""(‘ : ,
Bt~z .
28 .P = b ng X n zé—-zna Tethg
. = ¢ - — gl U.I
” Py
(2 ) 18?9’4" —_ 2”+2-CI+”
3' et b-n‘-.a .

Valores conﬁant:um inventi in vigefima fecunda, & v;gcf:-
ma tertia zquatione ‘in vigefimam primnam introducantur , uf
habeatur leglt ma #cuatio earum curvarum , quas quErimus

I~ n -
[ 4

v2n -2

bmna . AP ppyT g i lwn ‘ - i-+n
Py .3"‘*“”””1: > e Y "“‘(C"-"J
PeowX, b= a
five
2 x . - laand . L nd : e
(24) 5 anmz Y anta Y



Opufeulum V.
Que a vigefima quarta zquatione curva exprimuntur partim
algebraice funt, partim tranfcendentes, & exponentiales: omnes

_»x.og‘

tamen non difficilis conftructionis. Ego vero ut tandem finem -

huic opufculo faciam; eas dumtaxat conftruendas affumam , quz
gignuntur, quum 7z numerus integer. ett vel par, vel impar.
Quam ob rem ita zquationem difponendam judico

: Ko X _ 4 x
WA e - a__.b_".._. Bt s e B
nnmz'“‘x:: : #owum X e w1
. A7 =m 2 0o Cumy . 2n - e
Quz ut fimplicior fat, pono f—i:f-‘.._'x —z, & e —y =
¥ ¥ N7 - X - S
%, ex quibus fubftitutionibus oritur zquatio multo fimplicior
(25) z — o 2 H A u .
— HeX e S ' e wdd |
20—~ 2.4 an -+ 2.¢

Kquatione hoc palto difpofita inftituo duas novas =mquationes

| "3 . —— 1
— - +b »
(26) _2=fof =  (27) = = = t,
PP . an a2, cn_+:l:

ex quibus refultat mquatio

(28) z = r —+ ¢.

Ex preparatione huju{hkiodi oritur  conftruétio. Affumpta PQ

— ¢ erigamwur duz normales ( Fig. 3, 4) QX, QY, quarum
a -+ b

i —b :
prima_— ~T= 7, altera = ey Tum rete PQ ereta per- .. . .

P B

pendiculari indefinita PN inter aflymptotos PN, P Q defcribatur

, .. T T efimi .
hyperbola ordinis #— x fmi ranfiens per pun@um X ; & vertice
eﬂ‘mi

P defcribatur parabola ordinis » - x tranfiens per punctum
Y: tam it PV = u, erit VR—=7r, VS=1r: Ergo RS ==t —+r
= z c¢x ®quatione vigelima oftava. Igitur fi deferibatur curva,
cujas altera ex coordinatis tit PV, altera RS, hec illa ipfa erit,
QUATN UEYIMUS . '

Sed antequam progredimur, oportet determinare pofitionem
alterius rami cum hyperbolz , tum parabole . Si numerus 2 eft
impar, tum z-f-1, tum 2— ¢ exit par. Quare ejus rami pofitio
ea erit, quam indicat ( Fig. 3 ). Verum {i z eft numerus par,

quoniam tam ¥ —<—1, quam #~—x impar elt, ejus rami politio
S | tum
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tum in\hyperbola,“turn in parabola ‘in ( Fig. 4) determinatur.
Quapropter in pramo cafu vel PV == u pofitivae - {int, vel negati-
ve, RS =z femper pofitive exiftunt; fed in altero cafu i PV
— y yolitive funt, RS =z item erunt politive , at fi illx nega-
tivae erunt, ift quoque erunt negative. _

Hufce conftitutis dutlicile minime eft videre in cafu » imparis
oriri cuivam MAGVF, cujus progreffus cxponitur a ( Fig. v); at
in cafu » paris curvam gigni, cujus progreilus ob oculos poni-
tur a (Fig.s). Relta Zz = Qg = 2QP, &. ZA = XX,
ficati za — xy. Ramus auterm fgam fimilis eft, & =qualis
FGAM, & eodem modo pofitus refpectu linez Zz, fed in pri-
mo ciafu ad eafdem partes, in fecundo ad oppofitas jacet. Hzc
autem fulficiant pro folutione hujuice problematis; quz enim reli-
quz fuat conftructiones, eadem prorfus methode peraguntur.

o

OPU-
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meSCULUM SEXTUM

Epiffolee tres, in quibus wquationes aliguce
dt f rentiales evolvuniur per ﬁrze.n

EPISTOLA PRIMA

VINCENTIUS RICCATUS

jOSEPHO SUZZIO

In Patavina Univerfitate P. Philofopbie P.

bs '-L’o U.

VCCurrl.mt {zpenumero , ut nofti vir do&iffime , ejulmodi for-
~J mulz differentiales, que tametfi tanquam dithicillimz ne-
== gliguntur ab analyftis , tamen fi opportuna methodo tra=
&entur, non ineleganter evolvuntur. Hujus generis eft formula

adx
, in qua z datur per ¥ in zquatione

(1) du="=

ax x d s
- (IT) ec. S‘;' ;:’5 S+ S—;f — z. Etenim methodus mihi co-
gmh eft , qua invenitur ¥ per feriem ex fola u, & conftantibus
Co&lcﬁ:entmn Hanc autem methodum ad te {cribere conftitui , ut

quanti facienda fit, ex .tuo judicio cognofcam.
d x
In formula 1Y pro — {fubftitue f—; aequa.les enim effe ha,fce

Orltur, autem ®quatio

SRR

quantxtates > formula T docet.

(III) ec, S 8 9m§_%— 95—9—* Z; atqui _eﬁc formula 1 2

adx ’ du xdu adx . o
o & e S - S S R | S 5. e dl& : Igltur multl

: '
|plicando per %—f—‘_ > & mtegrandc:ﬁet

Ko &

: Ergo cc.

)
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du du _du .xdu

du . ' |
(IV) ec. S5 85 87 S=2 55— —x, in qua fortoula nume-

rus {lignorum S unitate {uperat numerum fignorum  corumdem,
quee infunt in formula TI. : |

Fx fornmia 1V facillime invenictur ope ferierum x data per
x. Fiat enim .

(V) x = A ~+ Bu - Ci* + Du* 4 Eu* o Fd ec.

Supponamus , in formula II unicum adeile fignum fummatorium,
duplex in IV, ut fiat ‘

S §EL — A Bu - Co* + Do’ 4 Ed' + o' ec.

a._.‘.
Differentietur zquatio, & multiplicetur per :‘1“, ut fit

xdu_

S— == aB 422 Cu -} 3aDn; — 4alu’ —-3aF 7 +6dGng cc.

Fafta iterum differentiatione , eademque multiplicatione, orictur

2 -3 2, : 2
27— 20 C A 2.30 D~ 3. 30" Fa* - asa Fu' - 5.6a G~ .70 B cc,

quze feries debet efle identica cum ferie prafuppofita ®quationis V.

Si duarum ferierum termini comparentur , invenietur

A . a A '
C = — E = - G = ~ ec.
24 2+ 3+ 4 P 2:3-4-% B4
B B B
D == " o= — : H — — €C.)
2.3.a z.;.q.;.aq - 2. 3o qe§e 0. 70 A

ex quibus determinationibus conflat , duas quantitates A, B inde-
terminatas manere, quz in fingulis cafibus erunt determinandz .
Quapropter habebimus

A u? 4 : A’ﬁ
A 2 A e
H rE ' 2.3 4 a* © 2.3.4-5-6. o
3 PR , ' w7
By — 3% B 4 Bu ec.
2. 34" 2¢ 3+ 4. 5. a? 23045 6:2-_4_?,

~ Supponamus deinde in ®quatione II duo ineffe figna fumma-
toria, tria in 1V. Falis iifdem,operationibus, quibus -in calu
fuperiore ufi fumus, perveniemus ad zquationem '
xdu 2 . L . 2 -~ 3.
STY— =24 C—42.32a Du—+ 3.4Eu -} 4.5F 2 - 5.6G i ec.
Ergo differentiando , & dividendo per 2% orietur
“.

:{v—-—-
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x,__.zsa D+234 a’ Ez;~+3 45 aal‘u +456’ 23 G +567.;z Hu e,
quz feries identica fit oportet cum ferie V.

Quapropter i comparentux termm1 ) obtmcbuntur fequentes

determm.monc ‘ : - RS
. — A < A A
. I 2.-‘ 30 (1-1 : Yo 2o 3“ 4. -’-‘ 6.4 .. ' e 2. ;o 4- s- 6. 7’ 8.:9. aQ
e B B B ‘ _ B , ,

E = H=—=—— — L = — ec.
2 3. 4ca? 20345 66708 2.3 445+ 607 8.9, 100 ¥

F o= — I — p M = ec. »
RN 34567820 345 6:7.8. 9 10 100’

ex quibus determinationibus conftat , tres quantitates A; B, C
indeterminratas manere . Itaque erit

: A W3 - A u” T
A ~pe - - e
M2 5"3‘ Er 2e 3 » -'51655 Hele s o B0 130
. S | 4 ' » ’Bl? » : B o!°
t = Bu — AN : | - ec.
T 6 : - P
"2.34 4423 2 30 eels e 203eeve 030,27 .
2 . C4t - Cu8 Céu :
Cu 4 t 5 { - €c..
3.4_5.5 3-@».-:7 8.4 3. d‘_ovvlo XX. 0‘89'

$; tria adfint fwnm ﬁmﬂmatona in zquatione II, quatuor in
IV, eadem inftituta a.lalyn inveniemus .

S”:“—“zgal)—{—234a Bt 2.4.5.2 Fu ~+ 4.5.6. 2" Gu? ec.

n
Hzxc differentietur, & multiplicetur per 77, ut fiat

Y:”:234fbh—|——2345 a 1*n+3456aGu -+~456.7a,1-1u €C.y

cujus: termini commran cum termmn fLIJ&:l V ‘exhibent

. - A ) c . . R A [P
E o= U I = . N == - - - €Ce
O T - 1 5_4 o Co | & Zq L O Y 8. - I¢e 20 3200 KXo FAe 0
.‘ S = o , . - M_.v B e —— . ,_ . ﬁ_w“ C e e -
¥ = - K = — O = ——t
- 8 52
2. 3e. 4. S-.ﬂ‘& . ‘Re 3-4{.'.58. 9.3 3 4--.12- I;o
C C C
G= L — — P = — ec.
3. ‘*"SO 60 (‘4 3. 4. s. e 9' IOIa : 31 ﬁo‘. . e 13. anﬂ

O 2 ' : H—=
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. E . D . ~ B
H = . M &= - ' - Q = 1Le‘scﬁ,
q.s.o-'v. d4 4‘13- Geve 30 K16 45 6-..-:4 ‘s.ﬂ

in quo cafu qua.tuor quantitates A, B, C, I adhuc determinan-
dx fuperfunt . Quapropter habebimus | s

‘A u4 A uB ) A “!z
A A g t+ —n c
X.&-3~4" ltle-...?.S'@ loz-a-ltx[-.’ljzc“
‘ ) G . ~‘3 ..
- : Bu Bu Bu .
- ,_3315 —{— . | s ..+_‘ 8 + t:. _CC.
o - 2. 3' ] s‘ a2 2. 3. 4- et B' O a ,"' 30 4A « s X2, 13- a4,
2 Cu Cu - Cu®
Cy -} —— — -+ — €C.
3¢ 4 5'6"44 3-4~,io‘0 « 0. 10 a2 3¢ A 530.130 ¥
3 _ Du’ Da'* - Db
Du "‘{"“ -—l—- 2 .,..i__ - ecC.
4 8 "
4 5‘6 7.8 ] 4.5 Gowr 10 lxoﬂ» . 4.5.6...3‘} 15 ﬂ

Methodus ]am fatis aperte docet quo pacto coefficientes fe-
riei V fuppofitz in reliquis cafibus determinandi veniant. Tta f{i
quatuor figna fummatoria in formula 11, quinque in LV repe-
riantur , quinque quantuateq indeterminata remancbunt, nimirum

A, B, C, D, E, ex quibus aliz omnes determinationem acci-
pient hac ratione . :

A uS : : Aum | VA ,"5,
A + — = { - GCU
g. 203 g g a ‘Bi 2 300e G 10 8 Ze 2e3ere T4. 254 8
6 ' i ¢ 16
) Bu ' B . Bu :
Bu ~ : l ',_.“ ol = = €C. .
i ' 10 143
2+ 3:4 §- 6o 2:3¢4:4+50. Ik 82 20 Jedess A5 1600 -
7 12 | 70 ‘
: Cu Cu : Cu -
x=Cu® -—-—-——--—~—-——-+ w+ 75 €.
3'4 500-7- “3r G Sn-olinl?.cﬂ v 3.4(5"'16'17’?- _h
e, e e 8 o e rm e e ancmi e 4 e e s !3» e e R lﬁ
Du Du D
- DY - — - Wi o e
4 s 6n / 8-“ ) ._”4-__5' 46-”l°l1u 131 alo.—- »4.‘5- 6.]‘!?.”18! i"s
- Eu? Eu'4 ’ TR
Ext 4 - o ! - 5 ec
s. 65, 7 8. 9ea s 5 '6o'701013014t s&637nol18 195"

Ex qua progreffone tempore brevi, tenuique Iabore in cafi bus ma-
gis compolitis coefficientes feriei V determmab;s.

Idem-
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o vad.em dicas velim de &q{lat'iérie i | o
(V1) du = — &4 i uwdata {it per ¥ in formula

‘ . ) —w—-—‘{.” ”dx “'zx‘;"“xdx o, - . . . n.-

dem ufurpans methodum invenies -

du {uha_—._;' PR "
(VIII) ec. S — 3; i S x:".:‘;—*x‘ ex qua przfup-

_pofita iterum 1ene V' iidem prorfus- coeffcientes - exurgent , fed
cum. ahqua varietate {i gnorum. Namque coefficientes, qui inde-
terminati remanent , & qni in noftris feriebus conftituunt pri-
mam columnam verticalem, fi figno — afficiantur, qui formane

Tecundam columnam verficalem , ailicientur figno —, qui ter-
tiam , figno ——-,» atque ita deinceps alternantibus femper fignis
verticalium columnarum ita , ut illis, qu® tenent fedes impares,
prxﬁe;nndum fic fignum -, iliz vero, qua occupant fedes pares,
figno — fint afficienda.

‘Ex his, quz in. hac EplﬂOla dzlucxde exphgata funt , prochve
eft cognitu, zcuationis - II' utramque indeterminatam x, z datam
reperiri per ferxes ex tertia indeterminata # coalefcentes+ Etenim

d
pofita du = ‘1;5 inventa eft {fupra x =mqualis feriei exprefle per #.

Sit orro x*—*A-{—-—BM——i—CZ&z -—}—I)u% +EZL4 €C. y -
1%

Cu]us feriei coefficientes in ﬁnguhs cafibus - determinavimus. Fiat
differentiatio, & erit , e

dix — Bduy + 2Cudu + 3Du du —1—~ 4£u du ec. Ergo
LL zwaB—-i-zaCu—-l—gaDu —-l—<4aEu ec.,

du e T

- per- quamferiem z- definita eft . N

Quz quum ita fint, fi unicum dumtaxat i gnum fummato-
rium ha.oc:nur in :sequatmne 11, ﬁet

3 o Ky
o A“ Aa
— —; —t - ; } . €C.
- T 3"‘7 2 30 6.0 % ﬂs
Bu - Bu B«
R e — e
B 23 pv 2 v 2.3.405.6.“ .
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Si in eadem zquatione duo imexiftant figna fummatoria; habebimus
) 9
A u"ll X A us Au
- B T e g €C
Is % a I 2e 304 50 4 I 2w o 8
3 6 a9
Bu Bau | B u .
2= 4B = alintee e —- o e
2,.3,4; o 2. 3e S ;.6..1‘; '2.'3--. ﬂ. 914-
o 7 . 30
) C u4 Cu Cu
2aCu =} —— s — €cC.
3.4,.;;" 30 4. 5.6 7. 8 30 Ge o s 00 100 4

In cafibus autem magis compolitis feries nancifcemur fecundum

cami, que confpicua eft, progreflionem .

Idem dicendum eft de wmguatione VIL, in qua fuppofita x

eidem ferici mquali invenicturp

. _ ] R e 2 R =
L= e B —2aCu —3aln = gabw ¢G Per—q

[
Jpa
Mowa,
&
Lin]
o
]

gnolces in {inguilis cafibus cafdem prorfus feries orixi cum aliqua
tamen varietate fignorum. Nam in terminis , qui conftituunt pri-
inam , tertiam > quintam , & alias impares columnas verticales ,
habebitur fignum — in illis, qui formant {ecundam 5 quariam,
& alias columnas pares, relinquenidum eft fignum ~-. '

Poffet theorema alia ratione enunciari; nempe
du — -+ 242

data formula

— & == inveniri poterit x per feriem compofitam ex {olis

w, quuin z data fuerit per x in {equenti. zquatione
~= xdax

—

—t—

+ 2 + Z e Z oy -k %24z
e ec. D*x -~ DI DX = DX

Napy hec @l fequentem _reducitur

— - e DR ED Do Y
— & . cc DEEDFZDEZDE,

T Gl 1 pro

dx.

e B e 4 fibiie L a |
- £ fubfricbatir ;> & pro dz fibflitatr D 2 T, fet

e ot e et

2 2 A I W a T tld‘.f
e 2 e, 2. bl o “ -
p=mogmate Do DR DED D

Hxc mquatio {i tralletur methcdo illa, qua antea

ufi fuimus,

dabit variabilem x @qualem feriei infinitz compofitz  ex fola .

b

Nimirum fupponenda eft x aqualis feriei, cujus coe

{ficientes {ing
inde-
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indetermingti : tum m{htuenda eft azquatxo inter hanc- feriem , &
formulam == x mcdo inventamn : demum- alternatim--multiplican-

» . 4 u . e — . . . .
da eft feries perx e & integranda , denec invenies aliam feriem
== X, Qu® collata cum fuperiore coefficientes dttermnmblr,
Series quz hac ratione enafcentur, ezdem prorfus invenien-
tur cum illis,. quas ex prima mecthodo defcripfimus. Neque hec
mirum videri debet , namque utraque methodus eafdem  formulas

adh:bet, fed diverfo modo difpofitas . Aquationem fecundz me-
thodi , in qua z datur per x, ita diftribue

zdz
ix Quarn aqua-

—_— "“"'QC'_D""'J»D"—dxr xD—-

rionem'integras*&- multiplica per »+ — 5 ut habeas

s

x : £ b %Az
el R D+ -— I ;—- D+ — - Has autem

operationes toties perage, quoties opus fuerit , & invenies

1 dx Adx xdx -
+ 2 e e e o o
ec. S i S+ — ST =S8+ z == 2> qu® xqua-

tio illa ip{‘a elt , in qu_a_-'datam"fuppofuimus x per z in prima
.methodo.

——. RN

De hoc theoremate 5 po{{quam 1Uud examinaveris chh gentius ,
guodnam fit judicium tuum, ut mihi fcribas, rogo. Fac valeas ;

Paravium ad CL Jofepbum Suzzium
Bononiwe 3 kal. Oltobris x752. o

EPI-



112 Vincenti: ‘Riccats o

EPISTOL A AL TERA
VINCENTIUS RICCATUS
jOSEPHO S U zZZTI1O

In Pasavina Univerfitate P. Philofopbie P.
S. P. D.

% Uamquam methodus @quationum evolvendarum plurimi fem-
per mihi facienda vifa eft, quia ufuvenire poteft , ut pre-
copita methodo infolutiim  relinqua-

blerma abiquod—non—<cegnita

tur: tamen a plerifque cortemnitur; nife infignis aliquis ufus

protinus patefiat . Iltaque ne in horum. hominum  reprehenfronen

incurram , ¢jus theorematis ; de quo tibi fcripfi , ulum in cafu

maxime {implici aperiam. ' |
Quamobrem in formula 1T, & V11, fuppono unicam  inef-

e fignun fummatorium ita, ut utraque hanc formam accipiat

xdx . . . . .
S = =% = z: fignum fupernius pertinet al =zquationem 11, 1

ferius ad VIL: Igitur fadta differentiatione & *4% — dz, five
” s
“+ xdx = zdz, & integrando primum {ine additione conftan-
- .« . . . . 2 2 »
tis » & eliminando communem diviforem 2, erit &= & == z > 1

qua e incurramus in imaginaria, aifumendum eft {ignum {uve.

yius . Hxtracta iraque rad.ce fiet x = z. Quare formula I ( adu-
, . re . . zd
mendum eft enim fignum fuperius )} erit Ju = T oqux :qUA-
" .

tio pertinet ad logarithmicam ita, ut x exiftentibus numexis , #
fint corum loganthmi.

In prioribus Iitteris inveni

A “1 A u4
A 4+ —F -+ ec. o ) s
_ Atk : ’ 2. 3. .% 64
X == |
Bz« ui
By - — —f -~ ec.
2. 3' az b 3 4- Sr 134

Ut duorum coefficientium A, B determinationem faciamus , adver-
' ) ten-~
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tendum eft primo, fa&ta # =0, arbitrarium effe valorem x, feu
“potfe pro [ibito eligi .quemctmque numeram ;. cujus logarithmus
= 0. Sit hic numeras =jf: krgo pofita n =0, debebit x — f:
fed pefita #== o, habetur x = A: Igitar A= f. Determinata
‘quantifate A, ut B etiam determinetur, fac deinde advertas 'zfc
!' ‘x""" : ay D Co y —— . ;. dx..__,,,.; f =Y e
—_ ergO;pOQt.a_. _?&.___.0).& ."r '--f {’nt_.(_{_u‘ = __;.. Jflnl vero i
xquatio inventa differentietur, &_?mdatur per du, & fat u=o,
. .. A% . p. B i v
1invenietur ;- = B..-.l‘.‘.rlgq;B, =
Hifce determinationibus. effectis habebimus -

2 £.3 4 |

17 fu fu
x‘zf—i-*%’fﬂ-fz ! 1 ec.

24" 20 30 a3 2-3.4.44

Si per Nz exprimatur numerus, cujus logarithmus fit = u, erit

Nz = x : igitur _
4

.2 . o 3 .
fe { Sfu a8 fa fu ec. 5 per quam da-
¢ & 3. o " - 2 3! 4.(1 .

Nuw = f 4+
to logarithmo invenietur numerus. In extradtione radicis xquatio-
nis x x — zz poflet accipi fignum ~— hoc modo — ¥ == z: quo

e adx

iﬁ cafu prodiiffet - dy == quare z fieret ‘negativa, & terx-

~ s

Quod fi fieret. fr== a, tum logarithmi hyperbolici fumendi

effent . Sed quum de logarithmis , & de multiplici logarithmorum

fyftemate opuf. 3 fufius loquutus fuerim , hac in prafentia adno.
taf{e {ufficiat. ‘ .

~ Quare ad alia progredientes zquationem inventam X xdx =

2

- . ., n A . ’ T , X
zdz integremus cum addx_tzqne confrantis , ut habeamus b =~

"

Cl v 2 2 D e : ..
— =, five 26 F v == z". Si valeat fignum {uperius, b efle

——

poteft cumn negativa tum pofitiva: propterea fi f£at z b= +aa,

erit xx - aa — z2z, five ‘/xx *+ae == z, €x qua oriuntur duz
adx . adx

. In utraque, ut con-

formulze du =
: Vax =i~aa VEXE s d B

{tat cx -prioribus litteris , valet.

L
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N . ) _ 6
: Au"" A u4 | Aun :
A ”F’ _+_ : p l s )
' 24 » Ze3e G 4 2.3 45060 2
X —= 5 7.
3 B B
Bu . u e
Bu ~—— T e
2. 3.42 . i 18 3v4i SQ a8 2. 3'_41 s._ 6. 7- a

Si inferius fignum accipiéfur,‘ ut imaginaria vitentur, & tans

quam. pofitiva- accipienda erit: quare POﬁt.a-./_Z‘b —aa fiet aa ';-' Xx
— — 4 X

—=zz, & Jea—xx =2, JEquatio- itaque orietur dy =————==,
. . . . Vas——sxix
pro qua feries_inventa hanc formam accipict
| Auz A uQ A .ué
A - }' — CC-
2 4 6 0
‘t“"""— 2“ :ual‘}-ﬂ- -2.3.405-67“
P o Wy — % .s.r, :?
Bu Bu Bu
Bu — BE B "
2 4 6
3. 5- 29 z; 3'4 s'.“ 2.3.4.316. 7.(‘,
Ut in his ferichus quantitates A, B determinationem acci-
piant, advertamus - 442 _ effe elementum arcus circularis ex-

Vaa mm %X - ‘
prefflum per finum, aut cofinum , five quod idem eft, u eife ar-
cum circularem ,” cujus finus , aut cofinus = ¥ potedt enim

aa —xx accipi cum pofitive, tum negative. Sed ut analogia
cum hyperbola clarior fiat, ita propofitionem exprimamus. In

azquatione du == —adx » exprimit duplum fedtorem circula-

—— ——

YVaaw= xx _

rem ACF (Fig. 1) divifum-per radium CA=—=u, exiftente aut

GV, aut CG =—=x, Similiter in =quatione du = ST — 5 U

: L Vxata,.
defignat (Fig, 2) duplum fectorem hy perbolicum ACE divifuin -
‘per femiaxem CA = a, exiltente GF == x, L valeat fignum {u-

perius, CG == x, fi valear inferius. Quando autem in circulo
GF (Fig. 1) dicitur finus, CG cofinus quantitatis: z : ita. per
analogiami in hyperbola G¥ ( Fig. 2 ) -vocari porteft finus hy perbo-
licus, CG cofinus hyperbolicus quantiratis z, feu dupli fectoris
ACTF divili per CA. Ad defignandos autem finus, & cofinus
circulares quantitatis « utar his fignis Sc. u, Ce.u. Signa au

tem Sbh.u, Ch.u fignificabunt finus, & cofinus hy perbolicos .
His fuppofitis fi x fignificet cofinum tanf in circulo , quam

113



in hyperbola, pofita n= 0, et xt=—=12, & :_: = 0. Contra § ¥
denotet finum , pofita z=09, eft x=0, & ‘%: = 1. His cogni. ™
tis apparet - |
pro colinu A=2a2, B = o,
pro ficu A= o0, B = 1. He determinationes hujufmodi fe.
vies fuppeditant | | j

) ’ 4 ; é

.
. . ) o B’ L : u -
Chow=a + - —F " ec.
. 2' 3'4 & 2' 3' 4. Su 6. ds
) 3 ) iv van .- 7 . » N
Sho —u—-+ — b ——m = ec. -
2308”2356t 25056740
| ; A
2 A u
Covit = = = e
’ 2. 3. 4- a3 2e 344+ 5. 6. as_m
R u3 \ g7 L u7
Se.nw=un — o - = €C.
234 2034050 8% 2:3- 45 6.7, @

Cofinui hyperbolico addatur, ac detrahatur finus hyperboli-
cus & fet
' ot 4. H
pyn

| 3 ut 8
: o 7 : .
Cb.ui’S})-'?&:“:t““‘l"‘z - .y i €C.y
‘ 2.3.4% 2.3 443 234544
que feries > quum indicet numerum, cujus logarithmus hy perboli-
cus — u, conitat Ch.u X Sh. 2 ®quare numerum; cujus loga-

rithmus hyperbolicus =—=. | .
Quod {i multiplicata expreffione finus circularis per /= g

exdem fiant operationes proveniet Ce.u 2% /5. S¢.

u? g u‘ Vo 1

3, DL i €C.
2. 3. 4 2. 3 4 a3 2+ 30 4+ 5o 8

quz {eries oritur, quotielcumque in fuperiore pro u fubftituaturx

el

it s 4
P ot —t §
— a u\/ X 20, a

% \/w xX. Q}tapropter Ceouz® 1/é~ 1. Se. u &quat numerum, cu-
jus logarithmus hyperbolicus eft quantitas imaginaria, nempe

»_u‘/'_‘l‘ . - | ' e

4 .
Si pofito i xquali numero infinito, binomium x 2 7 metho-

do notiffima evolvatur” in fexiem , fiet
P2 1 :.L:
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ﬁﬁg+?.i“r‘uzi;':_iij?f£, l !;-"F:—”;-f:--z.i-«;..uv_icc.
iz tlz ' :

2 2.._;.:'3 a3 2.,;,.4.:‘4,.54

atqui quum 7 infinitus it numerus, erit i — 1, i-=2, =3 ec
femper = i: Ergo fafta {ubftitutione , & opportuna divifione
habebimus , )

‘ 2 3 4 .5

- rmmiari—ren § .
T T St
@ “ 2. 2 24 3o a3 < Be3e e a* 203045 ne
_ _ Ch.u-+Sh.u o . Ch.ou~Sh.u
atqui hec feries — ——— ex fuperioribus : Ergo —
e '
“ - .
— 1 = 7 . Quapropter ex combinatione fignorum laveniemus
Cb ! .
2Ch.u o re ol
P = 1 ia -+ a
aSh.q T v 1 T
s = 4 —b—5

€imili ratione {i evolvarius in fericm binomium

—_— ¥
V—i . . . -
, = “Y=f inveniemus , illud ®quale effe feriei
fa N _
- av—t ,‘f_. — @ Vo u* -t W V=T
x h T — T — = = €.
—2“ 2 ;. a3 2"3.4-4 2---3- 4' s.@
. ‘ Ceoog =bevVmm1 Scott . CC-“"‘{."'V."‘-I Scost
Ggux feries quum mxquet — , orietnr ———— ——

A @
ety o
J—— —t i‘;}.’ml . N 0 . . ) '

T 1L T 5 &% qua ob ambigua figna. 1nversemus: - -

o — ]
— R | uV —1x
2Ce. 2= 1 = ———— X — ———
ia X ia
V...__:.: = ¢
- o nY—1 aV— -
a1 Se.u = X — = 2YT1 ) five

aSc;
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5S¢, 1 == - + 2 o Que expre {liones ta-

* y e el

— Y

metfi omnes involvant quantitatem infinitam 7, & ille, quz ad
circulum_ pertinent etiam quantitates imaginarias 5 tamen gquum
inventus fuerit earum valor rea.hs , maximam in calculo habent
utilitatem.

Hzc difta fui’ﬁcmnt ad of’rendendum ufum non contemnen-
dum theorematis in fuperioribus meis litreris demonftrati. Si
quid reprehendendum invenias , vir do&tiflime , T0g0 te etiam ,
atque etiam , ut me admoneas. Vale.

Pat-avzmn ad CL ]ofepbwn Suzzium
* Bounoniewe Pofridie Idus Nov. x752.

EPL
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EPISTOLAJ T_E».R’.'I;”I 4
VINCENTIUS RICCATUS
JOSEPHO SUZZIO

| In Pataving Univerfitate P Philofophice P

% Dmonui in primis ; ~quas ad te mifi littexas, zquationis

d . . ' . i nye
cc. $4* § ¥ § £2% — 5 indeterminatam utramque ¥, Z inve

T Z..

niri per feriem, quz ex tertia quantitate # componatuyr: gux -
snadverfio plurimum conducit ad invenicndos refpondentes valores
%, z- Quoniam vero fi fequamur methodum produkam ab Eulero
tom 6 Ac. Petropolitan®, eadem formufa in aliam transformari po-
teft , eandem utilitatem in.formulas transformatas licer derivare.

- . . S Sydt Sydrs . . .
Fac igitur x —=¢ PEE 22— ¢ Y, in quibus ¢ elt quantitas,

cujus logarithmus unitatem zquat, m autemn elt quantitas indeter-
minata , qu® in analy{eos progreflu determinanda erit per ¢, aut

] _ . . . : Syd
y. Fatta prima formulx differentiatione invenies dx =—¢”"“"ydz,

.. - oo, d de . .« ..
- qua fi dividatur per alteram erit -f p— yT_ . In mquatione igitor
hofce valores fubffitue , ut obtineas ec. § JAE g ydt ¢ Sydt iy
Sydt ” ”o . "
= ¢ m .

Supponamus primo,  in-hac unicum ineffe fignum fummato-

. " a9 . . . . - e

rium , ut fit Se3¥4* 3'}7 == ¢3Y4% ) . FErgo fumptis ditferentiis
Syde ydz
¢ ——

m

$i in fuppofita ®quatione duo cxiftant figna fummatoria , &
‘ Sydr yat
/3

=2 dm—4-myde: Exgo 1:-—;;_.-dm+mydz.
y

[/ . . . . ~
voces = . dm ~~mydt —»n, eademn methodo invenies S¢

. Sydr . . Ve .
= ¢?“"a, ex qua ‘acceptis differentiis orietux

&:‘:f;‘,..dﬂ'——{—njdm .
' Simze-
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. ' . ‘.. . . - - ; - - T . .. .
Simuiliter vocando Siscdn—tnyds = p, ubi tria adfint f-

- v . om
gna {ummatoria, nancifceris x = YT dp—4pyde.

.81 figna fummatoria- exiftant quatuor, reperies y — -7
—— . . T . jd&' *
. .

=dq;+‘ qydt:, facta 9= 377 dp -~ pyde: atque ita in in-
finitum . - . -

¢ Ut harum zquationum indeterminatz y, ¢ inveniantur per fe-
yies compofitas ab indeterminata #, memento in primis Iitteris
polfitarn fuiffe |
e A-+Bu Cu® D 2 + Eut ec. » hujufque feriei coef-
ficientes pro fingulis cafibus fuiffe determinatos. Si accipiantur
difterentize, fict

: 3 \

dx = Bdu 4+ 2Cudu ~ 3Du du 4 454" du ec. = zdu ut
. - - . [{

ex eifdem litteris conftat. Quare |

) 2 - ' . . .
z = a. B —+- 2 Cu 3Dy 4 4Eu? ec., cujus differentias {y-
mentes 1nveninius :

dz—a.2Cdu 2 3Dudu 3. 4E6" du ec. qux fat = 2% e
- @

s— a .20 2. 3D 4 3. 4Eu7‘ ec. Quantitates tres x, 2, 5
daize funt ommnes per z ope ferierum . Quapropter t, y datz inve-
nientur per u, {i datz inveniantur per x, z, f: quod fxpe fieri
polfe , quomodocumque m fit data per ¢, y, induftrius analyfta
cognolcet , | | -

Si m detur per {olam ¢, prima ex zquationibus inventis. erit
finita, fecunda infimitefima ordinis primi, tertia fecundi , atque
ita deinceps. Quod tibi conftabit, fi quantitates m, n, p, q ec.,
qua “oitinies damtuy per ¢y ¥y Ejicias T ab-zquationibus i Verum fi #
detur aut per {olam ¥, aut per y, ¢, =quatio prima ent Iin pri-
mo ordine differentialium , altera in {ecundo , tertia in tertio,
atque ia deinceps. :

Ut exemplum aliquod afferamus oftendens, quo palto r, ¥
inveniendz fint per x, z, s, fupponamus m = ¢ . uoniam

eft x = ¢37"", & z==¢"?*"¢, hec dividatur per primam, & fict

% == ¢: Exgo inventa eft ¢ data per x, z. Ut invenias y, accipe
| 2qUa-



' v e L ¥ ]
tao . Vincensss Reccatt .
:aeqﬁafibném x == ¢33d¢ . tranfi 2 numeris ad lcgarithmo‘s,/-. 1y twem
. . d g o dx g
Sydr, accipe differentiam -; — ydt: BErgo y==r—7; fed quum

[ . 2 = ——er ] R R oA AR R | & 1
fit &= % prit dt L Irgo J -._.-w»d-z..-mmd.u G4
4 — »% _ o
¢ . % x5 o— 2 : ,

§i fuerit m = v, divide ®quationem 2= ¢S4ty per xr=1¢5 yds,
& fit & = y; quare inventa eft y. Ut inveniatur ¢ accipe, ut

x
. - d» - ‘dx v : ‘
{fupra, zquationem 7= =— J dt: Ergo -7, = d 5 fed probatum eft
dx — . e g ddw du v
x)y —_— Ergo ..;".: f.dt- atqu1= dx = _Ergo ,;_ —— fifi.)
g U N ,ﬁ ]—.; I. ' :
ﬁ_VL U';‘ —— %:_ Land

Quod dictum de formulis, in quas transformatur  quatio

dx o d % . ‘ | o S

PR
¢ransformatur \sequatio ec. S ‘h.. "’;fi,is »_.'3;“-" 5 ,__-xix_ — 2. Ex
autem "adhibitis fubﬁitu-tiélniblls g == STV = P —y4r,
invenientus . | | :
X o= y%«t’ . dm — my@t’; & pofita z :;’:—t ) m;
1 = '5?: . d?zwiz;ji:', faCtaque p = }%7 ) dﬂ_;;.n},.d",
1= 3%7 . d:p'—.—p'y‘d;: “atque ita deinceps in.iﬁﬁ';:vli_tun}_; ,_z'I_n his ._

enim fxpe definientur £5.y per x, z, 5, dumgnodo in feriebus
eos cocfficientes ponas, - qui pro hoc  cafu funt determinati. “Sed

. -z du e
adverte , in hoc cafu effe duw == -~ —> & {ortafle: utilius etlet. po-
—— 5 AN B :
nere dz — — -

Claudam hanc epiftolam exponens , quomodo e€x tradita do-
&rina colligatur valor tangentis tam hyperbolicz , quam circularis
datus per z zquantem duplum fectorem “divifum per ferniaxem 3
bac autem quantitas z' in circulo cadem eft - ac arcus circularis .
Qua res quamquam notifiima eft, tamen juvat ex pofitis - princl-

B piis ¢
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~piis deducere. Prima ex mquationibus inventls ad .hanc adhibito
{igno ambiguo reducuntur |

”’ — " “—-—m&_‘. —
[P "‘i"‘ - . P " % ——— [eo— ' ’ -
1=y, dm Xmyde, Ponatur m==y, & fiet = dy Ty

. , ' at dy
y five fumendo ¢ — 1, dp — —~1—,

):§ :}:)2 42 ':':).Z
S.i y it @qualis .ta{lge_tnti.-AD, notum eft ( Fig. 1,2) & effe.

quantitatem, que multiplicata per femiaxem CA =z, dat duplum

N v' - . - - . “» - -
feckorem ACF _hyperbolicum , fi valeat fignum fuperius, circula-
rem, fi valeat inferius. Methodo autem fupra tradita inveniemus
an . . .
=75, & ¢t =u. Quare etiam  =zquabit duplum feGtorem
ACF divifum per CA. - |

Itaque, fi pro x, z ponantur feries inventz , orietur

Ergb dg—

Au Au®
—_— [ S
~+ g -
2+ 8 cc
b 4 & .
+ aB Ba 4 _Bu
2 — 'y
¥ = e \ 234
Laaaman | [ a xz)
Au Aot
A — !
ae 2. 3-4- BQ
| €c.
3 5
2. 3. 6}2: . 2. 3o EYRE ﬁ4
“in qua mquatione fi == o0, debet etiam y=—1o: atqui, faltas = o,
) 2 B : ' .
invenitur y o= : Ergo B==o: Igitur
Au Add A’
— - - 4 ec.
2. 327 2.3 4. 50 8
R v T
A. :t - i R t €Co
2a” 2. 30 ¢ at
& fafta divifione per A
3 5
- - =+ ec.
# 2. 3. a3 2.3 4. 5.2
Y= a. " -
i :i: "EA'_"" + z i &C
ae 2e3eqe st
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' Hze formula ex elementis facile deducitur per finus, & coff-
nus: nam_cofinus eft ad finum ut {emiaxis ad tangentem. Si au-
tem expreffiones finus, & cofinus adhibeantur , quz ~in fecunda
epittola inventz funt, eadem formula exurget, quod methodi no--
dtre veritatem oftendit, B

Quam utilitatem hac inventa habere poflint, tibi vir clariffi-
me , judicandum relinquo . Interea bonas facultates , ut {fcles,.
amplifica , ita tamen ut cures valitudinem tuam,

Patavium ad Doc. Jofephim Suzzium
Bononie s kal. Deecem. 1732,

QPrvU-
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OPUSCULUM SEPTIMUM.

I3

EPISTOLA I

Exhibens folutionem Problematis Kepleriani fécandi femi-
circulum in data ratione per lineam dullam
ex gquocumque puntlo diametri.

VINCENTIUS RICCATUS

VIRO NOBILI

IORDANO COM. RICCATO

T

FRATRI CARISSIMO
S. P. D.

Tiquot abhinc menfes, gquum fimul effemus, & de rebus

geometricis , ac phyficis loqueremur, i rete memoria te-
*  nes, fermo incidit de problemate Kepleriano , fecandi {ci-
Licet femicirculum ex quocumque diametri puncto in data ratione.
Dicebam , preter plures folutiones arithmeticas rel aftronomic®
accommodatas , duas a me lectas fuiffe {olutiones geometricas,
quarum altera utitur cycloide protradta , altera quadratrice tichirn-
haufiana. Primam invenies in Vallifio , atque Newtono , alteram
in opufculo Hermanni; quod editum elt in Ac. Petvop, L. x. Mira~
baris , neminem in hujufce problematis folutione ufum fuiffe aut
vulgari cycloide, aut curva finuum, quae duz curve inter circuli |
quadratrices maxime tuta ac {imiplici ratione delineantur .- Quumy
autein fignificalfem , a me olim pex cyc[oidem problema hoc {olu~
tum fuaile , petiifti, ut quum Bononiam veniffem , tecum meam
folutionem communicarem .

Tandem abfolutis aliquot fiudiis , quibus, ut nofti , diftentus
fum , adverfaria mea evolvens, cupitam {olutionem inveni, quam
durn attentius legebam , cepi conliderare , utrum aliam invenire
poficm pexr curvam finuum . Inveni nullo negotio; atque ita {fim-

Q. 2 pli-
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plicem, ac elegantem, ut nulli ex iis, que extant, mihi conce-
dere videatur. Utramque vero accipe .

Datum femicixculum ADDB ( Fig. x ) per lineam difcedentem
‘ex quolibet diametri punéto $, nimirum SO dividere in. data
ratione. | I
Deferipta fit cyclois BE QQ , cujus circulus genitor {it BDA.
Primum cjus bafim A} divide in E in ratione data: tum creta
EG =zquali, & parallcla A B defcribatur {femicirculus GFE fecans
cycloidem in ¥, & agatur F I parallela AQ . -Conftat BID: DA
feu GF:FE. efle in ratione data AL : E.Q Ex H: ducatur ra-
d:us HK paralielus A Q, & abfcindatur K1 == CS8. Semiaxibus
G H, HI defcribatur Elﬂl}rpﬁs G1E, cujus ordinatz erunt ad or-
dinatas circuli ficut HI -H K. Ellypfis autem {ecet cycloidem in
L, ex quo puncto ducatur 1O parallela AQ > & agatur SO: ajo
ab hac femicirculum dividi in data ratione.

" Demonftvario . Producatur LU in M, & P, & fignetar pun-
¢hum N, in quo GE ab hac linea fecatur, &  ducantur C O,
Ch. Quoniawm I feu OM == arcnm BH, 1O =BO, faa
fubdudicne erit LM = OD: fed ex Ellyphis proprictate MN
ILM::HK K1, five fubftitutis equatibus PO O :CO:CS:
Ergo PO.CS = CO.0OD: Ergo triangulum CO$ = fcétori
COD: addito igitur feGore BC O fiet fpatium B SO = fc&ori
BCD: Ergo BSO ad femicirculum ut feCtor BCID ad femicir-
culum, ut BDD ad BDA, ut ALE: AQ : Frgo dividendo BSO -
SOA:: AE:EQ hoc eft in ratione data. Q- B D

Potigram folutionem expofui , que perficitur ope vulgaris cy-
cloidis , eam producam, qua utitur curva fincum. Sit femicirculus
BKA (Fig. 2) dividendus in data ratione per lineam $O. In-
telligatur deferipta curva finuum EK Q, in cujus medio elegan-
tiz cau'la fitus concipiatur circulus B KA. Dividatar bafis EQ in
puncto H in data ratione. Jungatur K S, cui ex punéto H. agatur
parallela HI, fecans curvam firuum in punéo L, Fx L ducatur
LO parallela bafi, & jungatur SO ajo, ab hac in data ratione .
- Aemicirculum etfe divifum. ~ . -

Deomonjivatio.  Ex punéis L, H duc ordinatas I.M, HF; ex
F age ¥D parallelam baft, & duc radios O C, DC. Ex fimili-
tedine triangulorim LEM, KSC erit KC:CS::LM:MH:
fed quum ex curve finwum nawra EB — BD, EM—=BQ erit
MH=—DO: Erqgo KC, feu CD:CS::LM: DO Igitur CD.
DO=LM.CS, five fector COD — triangulo: CO S : ergo ad-
dito fectore COB fiet BOS—=BDC; fed CBRD: CDKA: ut

- Arcus
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arcus BD:DKA:: EH:HQ : ergo'BSO: SOKAO::EH: HQ,
hoc eft in ratiene data. Q. E. D. -~ = |

Methedus a nobis ufurpata , quz innititur in =zqualitate inter
[eGorem O CI) (Fig. 3),. & triangulum QO CS exhibet: modum
appropinquandi- ad verum valorem arcus BO. Namque ea mqua-
litas fuppetit hanc analogiam CO:0OP:: C8:DO. Quum au-
tem OP fit tam incognita quam arcus BO : eft enim ejus finus,
loco ejus ponamus EID, qui eft finus arcus dari BID, & ckbiine-
bimus pro..quarta proportionali- arcumy DF majorem jufto D O.
Vocetur itaque radius == 7, CS:=1b, arcus B)=—a, ejus {inus
DE:=Sa: per npotam $ enim finum intelle¢tum volo. Quare fit

r:Sa::b:DF=-" majorem juto DO. Subducatur DF ab

’ T bS
arcu BD, & fiet B — a2 — i
FSa . b, bSa

minor julte BO.

o ‘ . b 2 .
jufto D O = arcus autem BH invenitur =g -—=.Sa— —Sa5, qu
ot major julto BO.

Itermm inftitue analogiam

."‘ . b . » —— E’ . 6 ~ . b,-
":Slb w.f,,;;._‘_sa.:b:I)Lm_";-Stz—m .Sﬂ""—"""stz
r [ Y r

najorem jufto DO Ergo fet cOgnJ"fLIS arcus BIL minor julto, qui
amen ad verum valoremn BO magls propinguus erit . Qux me-
Lodus {1 producatur ad’verum valorem arcus B O ultra quofcum-
que limites accedet . Quando autem datis arcubus finus inveniun-
ur , methodus nullam habere poteft ditficulrarem .

Punéto 1) a puncto B recidente, accidet {ape, ut in prima
speratione inveniatur D¥F minor jufto, in aitera DH jufto major:
atque . ita deinceps.. : L .

Verum quum valores duos {atis propinquos vero valori arcus
BO nadtus fueris, utile erit , vocare in auxilium methedum dupli-
cis fulfe pofitionis, per quamn erroribus corredtis tam propinquum
valorem erues , ut exaGiorem res aftronomica defiderare non pof-
Gt . De hifce {olutionibus fertentiam tuam expecto. Vale,

- Dat. Bononia tevtio Kal. Februavii anni 1751, .
Tarvifjum ad Co: Jordanum Kiccatunt . -

OPU-
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OPUSCULUM OCTAVUM.
| “EPLSTOLA -
Plz_y[ico-maﬂzematz’m ; n qua offenditur , 1n quacungue actionis

hypothef , fpatia peracta a gravi fuccefftvis temporibus
wqualibus cffe s wt nUmert 1mpares .

VINCENTIUS RICCATUS
¥YIRO NOBILI -

POMPE]JO DE P ELLEGRINIS

5. P D.

71 1 tempus , ¢uo mobile aftum a gravitate conftante motu acce-
% lerato defcendit > - divifum intelligatur in numerum infinitum
”  minimoxrum aequa.lium;tcmpu{'culorum, & i recipiatur hypo-
thelis , quod initio horum tempufcuJorum accipiat corpus ab im-
pulfu gravitatis novum gradum velocitatis 5 certiflfimum eft , Pompet
clariflime , fpatia fucceflivis hifce remnulculis confecta fervare propor-
tionem numercrum naturalium , quiin tabula a ferie A exprimuntur.
Si vero tempus idem dividatur in partes finitas =quales , certum
item eft, {patia fucceflivis hifce zequalibus temmporibus peracta eife
imparium . Quamquam - georetrica
quam atferebam , demonftratio a te fexme invito aff ‘nfum - extor-
quebat : tamen in hec tranfitu ab una ad aliam proegre{ionem
aliquid obfcuri latere adhuc, judicabas . _ o
Dum hac de re nudius tertius loquebamux , illud femel atgue
jteram refvonadi , nullo modo in diubium revocandam cie demon-
{trationera geometricam animadvertendum. effe , 41 termini {eriel
A bini, aut terni {umantur, exurgere feries B, C a ferie numero-
rum raturaliurn admodum diverfas; quare non elfe mirandum;
prodire feriem numerorum imparium, fi feriei A termini accipian-
tur infiniteni . Cur boc dicerem , nihil habebam aliud praeter ratioci~
nium geometricum, quod tibi explicaveram . Nunc autem planam
demon-

in progreflione numerorum.
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Yemonfirationem ad té mitto, quam ex ipfa ferletim natura me.
tando deduxi. - | |
- .Sit feries. A numerorum naturalium, in qua quilibet terminug
& fequente unitate {uperatur. Bujulce feriei accipio terminos binos,
‘eofque in fummam colligo , wr oriatur feries B quae el ferjes
arithmetica, habens 4 pro differentia inter terminés proximos. S$i
accipiantur in eadem ferie A termini primum terni, tum quater- |
ni; polt quini atque ita deinceps , prodibunt feries C, D, ¥, R
ec. , que funt omnes feries arithmeticze, & carum differentizs ex-
brimunt numeri 9, 16, 23 ec. Series differentiarum, quam vertica-
Eem conftitui , eadem el cum {erie quadratorum numerorum na-

furalium .

g

4% Fac reducas feries omnes B, C, DD cc. ad eam formam , ut
iprimus earum terminus exprimatur per unitaiem: quod obtinebis,

di dividas feriem B per 2, feviem C per 6, feviem D ner yo,

B

jatque ita deinceps. Hoc pacto nove efformabuntur feries, in qui-
bus fecundus terminus exit 2 addita fraftiote , qua continetur i
'?'.;r(_:ric H, cujus primus terminus pertinet ad feriem predeuntem ex
B, fecandus ad eam, quz nafcitur ex C, atque ita de aliis. Qua-
e per feriem H hujufmodi feries facile efformabuntur. FEtenim
guum ompium primus terminus fit = x, differentia per quam hic
a fecundo, & omnes antecedentes a confequentibus fuperantur erig

¥~ % in prima, 1 -~ %r.in. altera, atque ita deinceps. Quare
‘termini fumerentur infiniteni, hujulmodi differentia erit x - ter-
minus {erici H, qui in infinita fede collocatur.

Ut bujulimodi terminus reperiatur , oportet f{eriet H naturam
inveftigare. Ex ferie A fummando terminos ommnes antecedentes
formetur , ut moris eit, feries' K. Quifque videt feriem H nafci
ex K, fi quilibet ejus terminus per fequentem dividatur.  Sed fi
terminorum numerus vocetur == z; terminus generalis feriei K,
.. R X =+ x - . . .
ut a plurimis demonitratur, eft = —: Ergo terminus {ubfe-

2
’ . B~ E . n~fa2a . - . .
quens erit = " - : Tgitur feriei H terminus generalis
— - . Itague {i numerum = ponas infini-
%.u-kl.n-—!—-z' R el

tum » babebis terminum feriei H in infinita fede collocatum: atqui

in hac hypothefi 2 eft incomparabilis cum # infnito; Ergo ter-
| minys
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“ninus pofitus in fede infinita = - = 1. .Qpap'1'<*}ptf:.~.'t“~j differentin
ejus feriei, qum oritur acceptis ferici A terminis infinitenis, reda-
&oque primo termino ad unitatem, prodit == x <} 1 == 2. §j
hac disferentia formetur feries 1, orietur feries numerorum impa-
rium ... Q. E D | | |

Potuiifern fortaffe facilius determinare terminum  generalem

feriei H, fi eandem convertiffem in feriem L. Hujus enim ter-

. . . . n
minum generalem primo intuitu apparet effe == ———. Sed ma

Iui eundem deducere ex ferie K, qua nihil aliud continet, quam
primos terminos ferierum A, B, C, D ec. Spero fore, ut ab hac
demonitratione mens tua obfcuritate omni liberetur. Velim tibi
perfuadeas , me nihil omitfurum, quod tibi, tuifque'ﬁudgig cile
poilit unlitat . Fac valeas.

Ex Col. S. Lucia pridie idus Novembris 174

?

,,,,,,
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OPUSCULUM NONUM.

E pg/?ol'a.’ due agentes de qumz‘zcmzéw cubicts rg/éfaz‘zoz:zem
. admi tmzz‘zlms :

. EPISTOLA PRIMA
VINCENTIUS RICCATUS

JACOBO MARISCOTTO

- In Bononienfi Scientiarum Inflituro Geographice ,
| & Nautica P,

S. P D.

N monumentis Academiz Reglae Darifienfis pertinentibus ad
annos 1741, & 42, que non ita pridem ad me pervenerunt ,

1 lucem emiffa eft difquifitio aralyt:ca Nicola vir1 doétiflimi ,
in qua agens de mquauombus gradus tertii demonttrat ; radices

tres xquationis: e rx ——}— ]/”’ — ¢ ifa exprimi poTe, ut

nulla appareat quantitas xmagmarla , imo unam ex radicibus > per
liquee d , fle x — ” hody

quam relique duze inveniuatur, effe x — 0. Methodus,

qua ‘vir clariffimus utitur, ingeniofa eft vel maxime. Namque pri-
mum Cardani formulam , qua includit imaginaria, ob oculos {ibi
proponit; tum duas radices tertias, ex quibus eadem formula coa-
lefcit, convertit in feries duas infimitas; peft feriebus fimul addi-
tis guantitates oinnes imaginarias eliminat; demum novae feriei
naturam confiderans ¢jus fummam expreflione algebraica " determi-
nat , qua carct imaginariis. |

Theorcma liec aliquotr ante annos detexeram methodo diver-
-fn"[mm » qua quanquam {ubtilitate Nicolz methodo concedit , ta-
men videtur elegantia, ac fimplicitate praeftare. Methodum meam
ad e, Jacobe ornatJ{T ime , fcribere decrevi, ut videas , quo padto
Jonge diverfis vils ad eandem veritatem veniamus. Hanc ob rem:
hxc duo Lemmata pramitto.

R Lermg-
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Lemma przmnm. Radly tertia qUantitatis 2 m 2m\/ e eﬁ;

’"““\/m-——*\/m. M;(.'

Dunwzf tvatio. Elevetur ad poteftatero cubicam quantxtas

- \/m s \/m . \/«—~ ¥y invenietuy

— 3,11\/-—~ ¢ + 3m — nu/wl T oaa e 21 wxe Igitue

ra———

!/2m-~zm\/-—-u~*—-—\/m-—‘/m. —_1. Q_ED L

Lemma fgcwzdum . Radix tertia quantitatis 2m — 21 \/ 1 eft

Y RN R el

Demonifratio cadem methodo perficietur

Hifce f{uppofitis confidero aquationem: oecumenicam gra.dus
terti nempe x' — px - gm0, Cujus radicem unam invenit
Suipio l‘crlcua, ut feriptit Cardanus idetk

n i

——— 3
% B/ \/qq P E/__ — ‘13 —_ %-—. Ut utraque

27
sadix tertia contmw.tur in canonc duorum lemma‘fum, quze pre-

. 3
miffa fuat , opertet , ut —z- T 2, 1/ —“*P? == 2 \/““‘ L
Ergo q ¥ 94 P?’ five 77 - 79 + Pg ﬁVe
e = Y e — /o e
2 V —x e~ 27’ 4 A 72 R
) o
2P 2p . e\ . . .
===, demum cxtra&a radice QM% 1/—; Qui valor {1 {ubili-

——

tuatur in zquatione gradus tertiis fiet ¥ — px .-[— P !/ — T

cujus radix ex formula Cardani erit |
3, - s — :
2p rp ST 'g/ PR y -
x‘*“}/ﬁ‘/?—l—zg}\/?\/wl—{— ‘/" p}\/-&_’:\/._. = 0.

Ad extrahendam utramque ex. rac icibus cubicis » fatis erit in

lemmatum formulis ponere pro m e;us  valorem --—‘—'13— ,3;5

QOrie-




Or: etur auiem
3

LV _u,.a/:, VN ”\m_ =t

3T =2 2 . —

S P\ V £ J”’ p
X2 Y 4.-;‘/53 == e 3 — X 3;-,_._ . Quz formula
ea ipfa eft, quam per aliam methodum Nicolas invenit.

‘Duas reliquas radices zquationis noftrz fadto calculo nancifce-

xis x-—l—-Vl 7 “’""04 )

Quares ex me fortaf{'e, vi¢ clariffime, wutfum mea methodus
par {it aliis =quationibus refolverdis. Akias infinitas formulas, non

didomiles ab €a, quam INicolas propofuit, ajo Lmiliter refoivi:
tametfi {perandum non fit, rem pofle in omnibus confici. Ad
hunc {finem, quemadmodum antea feci, lemmata premitto duo.

Lemme primum . Radix tertia quantitatis

v

> e
M 3H —Y —m —x.gn—n eft equalis w\/: .—-~7z\/m —z.

Lemma alterum . Radix cubica quantitatis

v st ——
——

W 3n =1 mV 1. 371~f7z zquat — vV - 7 VmV —x.

$i eleves radices ad cubicam poteftatem, utrumque lemma
clari{fime demnouftradis. ‘

Ut radix =zquationis cecumenice,; quam exhibuit Cardanus,
in pranuflis formulis contineatur, negelle eft, valere hujufmodi

: 2 : e
: q . oyt 79 P° . 3
eequalitates PR L Y 4 -4——‘-;;—.._.712\/ 1.3n—n ; €X

o

i . 2 2 3
qu:bus orientur Vﬂl « 3N =X _..._..._%_ — my—x.3n—1 5 live

2

moo. ,r,m4 — G X e = %7—, five
—6n —{ugyzz

, ' , . ~ . o
@K =i 3?: 3t +71 —EENS S Igitug
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L P\/Z, —;_3:12..—1
’ ? x - n® -‘/1 "

mula tertii gradus, exhibebit.
L

: qui valor it fubftima.tuxv‘ in for-

xg”“f’x*-i“'“;‘/-‘p—-.. 3 — .
3 .

x —a* - \/r-*--nz .
Hujufce mquationis radix ex Cardani methOdo,wcriﬁ.
17 . .
- LAVTEN
3

3

3n® ¥

X

-+ 4VE

I+n2" ‘/‘Ir-‘.-'uz

R, T . . ) 3
- 3R - X —p = oo
V ‘*’E""' -..r.’.. e e [, — \/__f:“ ot T e — - e
™ 3 \/j f4+nt " \/1—+~nl P '3 K+”z'-\/’g+g"

— 0. Si hx formulx cum [emmatum formulis comparentur , -

venientur efle 7 = — 1/ £ — . anprogter.extra&m ra-

. 308 —+nt j.'3-l+n:
dic.bus exit

/_.*"“"‘“,, 1/—7 T — 1/ ? +”1/T,/:§
x—y ———= " — Y = e

: 3
{ 301"%‘!3?‘ [ saxtan? I ;.1+n2 1 a14-a

——— a1

.
— 0, ﬁvex-—-'zl/- __xvo._Q;E.I.
k4 [ 3.!-4-'74::.A v

Reliquee duz radices mquationis, f2&to notiffimo: calculo 5 in-
venientur effe :

x+]/-—-P ..T.n],/m:o..
[

314*”@
3-‘!~+~nz I '

Si numero 1 diverfos valores tribuas vel rationales , vel irrd-
fionales, infinitz formulz orientur, quarum - radices tres ita inve:
niuntur , uf imaginaria locum non habeant. ‘Advertendum .t-amerf
eft primo , radices tres zquationis refolutz ,e.ﬂ"e {mpenumero 1ucoﬂ
meafurabiles ; fed earum incomenfurabilitas in primo tanm‘glnéor
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"dmc conﬁﬂ:xt 3 nnphcant enim dumtaxat radices fecundas , nune
quam autem tertias. Fac advertas deinde, in prima radice inven-
ta adetfe quanrtitatem radicalem, fi adfit in zquatione, fecus au-
tem, f1 non adiit. g_mre fi- ®quatio radicalum expers fit, pex

hanc methodum mvememus femper radlcem unam commenfura~
bilem.

‘Hazc quz plures ante annos mecum ipfe medita.tusfueram, ,
do&ifimi Nicole difquifitio ad memoriam revocavit. Tuum eft,
Vir clariffime , quanti facienda fint, judicare. Vale. 5

Ex Coll. S.-_Lufci.ae‘- tertio Idus Julis xys0.

BRI
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EPISTOLA SE c‘,U N D :A"_f |
VINCENTIUS RICCATUS

JACOBO MARISCOTTO

in Bozonicnfi Scientiwvum Inflituto Geographiee s
‘¢ Nautice P.

S, PoD.

b Uzfifti ex me, Vir do&iffime, mihique amiciffime; utrum
’ methodus illa, qua fres radices plurium @quationum cubica-

rum {uperioribus litteris ab 1maginariis liberavi, ullam
utilitatem habexe poffit in xquationibus illis, quibus unica tantum
eft radix realis, reliquae dug imagiparie. Nullus dubito, quin fi
cam methodum re€te adhibeas , formam elegantiorem in mulis
zquationibus radici rcali concilies. Hanc ob rem, ut antea feci-

mus , lemmata pramitto duo. ;

. - . « . 2
Lemma primum (luantltatxs me3n X Jm,3n -+—7z3 ya-
: : ol Yoo |
dix cubica eft v |- v

. = N - z
Lemma alterum . Quantitatis m. gn ~} 1 ~—m. 3n ~+~n"' ra-
: , 3/ 3/~ '
dix tertia eft ‘/m — i ‘/m. Utrumque lernma & notum eit, &
facillime demonfiratur. | -
Ut radices, quas formula Cardani fuppeditat, & quas in pii-
ma epiftola deferipfi, in lemunatam formulis contineantur, neceffe

[V —

. - — ‘
eﬁ,ut?__m.gn 41, & 1} g_qwi’; xm.yt—'—}—na.ﬁx
4 27 ) .
A
quibus m:quationibus invenies m =— _? g/_ﬂ . I, —, & L
3 3 2 v/ o2 2
B w3 T o 3

_i‘/“‘; 10t 4 1
! ? f e Vg n?

cernmenica tertli gradus, fufficiet

qui valor fi ponatur in quatione
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I-—-”z.;¢! an
Hujus equationis radix Cardani modo exprefla eris
.3 -
-’f-%ﬂ/__m/z;,msf*"“*-r 2 VE an ~+ 3
3 3 , s 3
L \/; - ‘/x - 5
-V ivI, s pVE __ana?

x.-—."z‘- ‘,/l—n,z . l-ﬂ"’\/l—nz

e

. ' ) ’ . .A w‘." »’z . - .

—

S8i formularum fiat ‘comparatio , conftabit m

l-—nz J-ﬁ-—-—-nz‘ .
; » y Ty V/ ?
& +E/ o -1 rz]// i I S e
3'5-%-?12' Be X e BB 3.1.-341 3o X pea
r -
— 0, {ive x - 2 = . Q.
;.x-—-nz'-

Divifa autem xquatione tertii gradus exurget zquatio bac fe-

| Y S St = P )
cundi gradus ¥ — 2% }/ e -—--—-~;—___ p=o0, quz fi re
2

3s L= 2 3 X =it

{olvatur , exhibebit duas radiccs imaginarias- Hzec autem omnia
dicka volo pro hiypothefis~quod # minor fit- unitate, vel {i major
fit unitate, quod p fit negativa. Si enim n {u;j'g”mr‘f;t- unitaten,
& p foret pofitiva, mquatio ipfa tertil gradus inplicaret imagi-
naria . ,

Ut tibi, tuifque petitionibus, Jacobe ornatiffime, facerem {a-
tis, hac addenda effe judicavi, quz in fuperioridus litteris ea de
cautfa omiferam, quia niinis obvia videbantur, & €x forn'lull; Car=
dani facile deducenda. Fac valeas.

Ex Col. S. Lusiae oftavo Kal. Sextilis 31739.

OPU-
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OPUSCULUM DECIMUM.

Epiftola oftendens weram Baliani fententiam de theotia
gravium decidentium . |

VINCENTIUS RICCATUS

D. SALVATORI CORTICELLIO
Clericorum Regularium S. Paulli Preepofito Provinciali (a)

S. P. D.

Robavimus identidem, fi refte memoria tenes, Vir praftan-

tifime , fententiam Cremutii Cordi dicentis , a poiterifare

quemlibet laudem accipere, quam promcruit. Qua fententia
tametfi vera fit plerumque , tamen aliquando contingere potett, ut
auftor nobilis, qui & ingeniofe feripfit, & vere , non {olum juceat
in oblivione, fed etiam abfurda opinionis auctor paffum habeatur.
In hoc calamitatis genus.-i‘ncurrit Joannes Baptifia ‘Balianus Patri-
¢ius Genuenfis acutiffimus mathematicus, qui fimul cum Galileo
{eculo decimo feptimo in Italia floruit . Gratum me tibi faturum

Apero, {i ex operibus ejufdem Baliani, qua nuper venerunt in ma-
nus meas, tanti viri defenfionem f{ufcipiam : ca enim natura ¢s,
ut fuam cuique laudem tribui, maximopere gaudeas.

Opinati {unt nonnulli, corpus altum a gravitate, quz con-
tans {upponitur, defcendens per mqualia {patiola accipere 2qualem
gradum velocitatis , ita ut velocitates acquifitz ubique {patiis con-
feCis proportione refporndeant . Opinio hxc {follicitum aliquando,

& anxiwm tenuit Vincentium Vivianum (b), qui ut omni- dubita-
tione liberaretur , candem Galileo Magiitro {uo examinandani
pro-

(a) Has litterar primum edidit anmo 1752 Salvator Corticellius homo ety
fii fermonis peritifimus in [uwo percicganti operc, quod  inferibitur De Etrufca
Eloguentia Sermones centum : Deinde 1terwn typis mandavit anne 1754 Aubdor
Hiforie litterarve Italie Tomo G paucis omiffis ,. que minus necefaria vifa funt.
Nunc autem tertio cafdens produco ex italico in latinum feymonem translatas.

(b) In hac editione corrigo evrovem, quem admif in fuperioribus . Conftat
enim ex vita Galilei compofita a Vincentio Viviano, non -ab Evangelifia Torrl-
cellio, quemadmadum antea frripferam, fed ab eodem Viviano excitatem fuiffe
kane dubitationen . '

—
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propofuit. Galileus autem poftquam eam diligentius confideraffet,
falfam effe, “arque in abfurdum - dofinere demoaftravit ; atque de-
monftrationemn fuis dialogis addidit, ut quifque’videre poteft in
omunibus editionibus’; quz primam fubfequutz funt. Nihilo tamen
fecius .eandem opinionem . amplexus, _ac. tutatus -eft P. Cazreus in
litteris Gafeudo datis: qui contra ejus rat:onibus refpondit ; &
Galilei fententiam propugnavit. Controverfiam hanc diremit Pe-
trus Fermatius Tolofanus Senator, & (Geometra maximus , qui in
.epiftola , quam ad Gafendum feripfit , per veterum  methodum
geometrice  demoatftravit, corpus defcendens i hypothefi Cazrii
ad percurrendum quodliber. fpatium hnitum tempore indigere infi-
nito :* quod abfurdum re vera nihil differt ab co, quod - protulic
Galileus , atque probavit, tametfi Fermatius ufus fuerit clariore, .
atque exactiore demonftratione.

“Hanc opinionem ftatuentem , velocitates
_porti 1, Badtang teibuit CheifHanus Welfi: bris—irr
tione curfus mathematici, qua edita eft Hale Magdcburgica anne
x713. Lo ultimo enim opulculo , in quo de {criptis mathematicis
verba facit, pronunc.ar Galilei inventa de corporum gravium de-
fcenfu mutata funtie a Joanne Baptifta Baliano .

Sufpicor , dotiffimum Wolhum primum fuiffe, qui damnatz
fententiz aultorem fecerit Balianum . Erenim iuvenio Blondellum
in libro, qu: infcribitur, Bombarum projicicndarum ars, hzc de
BRaliano {cribere: Nou eff vmittenduwm, Balianum Genuenfis Reipublicee
Senatovem in libro de mestw , qui eodem tempove prodiic quo dialogi
Galilei 5 utt pendulovum expevimento  ad 'd‘emon/l’fandum id > quod ¢x
Jua_definitione colligit Galileus nempe Jpatia confeéla a.nzf{b:ge defcen-
dente effe inter fe in ratione dupl‘z;amvtemporum., quie m.zllu. percuy-
vendis tmpendit . Hoc fedulo animadverfum fuir in 'ajths} Lipfienfi-
bus , ubi Blondeélii opus recenfetur. Hifce ar{dg P: Miliiet de Chales,
qui eandem effe {ententiam Gali.lei., ac ‘Baliani _p;qﬁtetu-r. ,Q'yar.e
qui f;;,[{‘am_opinionem.Baliano.tnbuer;"c:, -ante Wol_f}u'n.x inveni ne-
minem. Dicendum eft”omnino , ofatante{' ]??.zlxanl libros legiffe
Wolfium , quia atlirmat, de liquidis verba fieri Lib. 3, 4, %, quum
1ib. 4, 5, 6 agatur de liquidis. Mll'gltlFlem porro eft, gu_oqup
Wolfius errori huic tam firmiter adhzferit, ut in fequenubus,f:d}-»
gionibus veluti in Genevenfi anni 1733, quotielcunque meminik
‘opinionis ftatuentis velocitatem fpatio proportionalem, hy }’Oth'eii{’?
Baliani, feu Balianam appellet . Juoniam autem opera Wolhs
omnium manibus verfantur, factum e_it » ut ab eo in omnes ma-
shematicos errox hujulmedi Pemal;ﬁem .

tenere {patiorum pro-

Verum
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Verum qux veritatems affequz cupit 5 ‘Baliani Iibrum - evolvat ..
In tertia propoﬁt:one hoc demonftratum leget , lineas dcfcmzﬁ,u ore
vium 5 dum motu perpendiculavi  fevuntur , effe in duphcam ratione
diuturnitatum , quas nos ufitato vocabulo tempora nominamus. Si-
militer in fexta propofitione hoc {ibi' proponit dcmonﬂmndum,
gravia naturali motu defcendere femper velviius  ea vatione, ut tempo.
vibus ccqualibus defcendant. pey fpatm ﬁmper majora: juxta proportio-
nem » quam babent imparcs numevi ab unitate inter fe. Hzec autem,
ut neminem fugit, funt pura puta theoremata Galilei. '

Sub .oriri poteft dubitatio, utrum theoriam, quam docet , a
Galileo didicerit Balianus, Editionum tempora flatuamus, & du-
bitatione liberabimur. Dialogi: Galilei editi funt Lugduni Batavo-
rum anno x638 curante Comite de Noailles, qui ante duos annog
eofdem ab auftore acceperat; eodemque anno data eft epiftola ad
_eundem Comitem dialogis prefigendam . In hac editione non le

gitur refutatio hypothcﬁs velocitatumy {patiis propornondhum quz,
ut fupra monui, addita eft in pofterioribus editionibus . Rj.lmnus,
qui femper hoc {tudiorum genere deletatus fuerat , & qui ufque ab
anno 1611, dum arcis Savonz prafettus etlcet , pulcherrimas: obler-
vationes inflituerat , primum libellum edid:it anno eodem 1638,
gquem vidiffe Blondellum , dicendum . eft; de eo. enim fcribit eo-
dem tempore prodiifle , ac dialogos Galilei. Non fum nefcius Ba-
lianum anno 1646  emififfe in lucem opus in fex libros divifum,
cujus mentionem facit Wolfius. Liber primus nihil eft alind ,
quam nova editio libelli typis imprefli anno 1638. Do qui fe-

quuntuy folidorum theoriam proigquu itur s in ultimis tobus de
fluidis agitur. Dat operam auttor in libro altero 5 ut poitu!atum,
quod antea fuppofuerar, pleniffime demonitret ; de e;us enim gvi-
dent:a nennihil ‘ambigebat . Meminit quidem in prima prefatione
mechanices manufcripte Galilei; {ed epus hoc diverfum effe a.
dlalogjls 3 .Certum . eft. Hoc tantum dicere. pofﬁmluw 5 ANN0. 1646,
non prorfus, ignotos fuiffe Baliano dialogos Galilei 5 nam inlibri
tertii prafatione fcribit , {e non ienovare, viam's quam in fuo motn
projetta deferibunt , viris oculazzj]zmu vifum effc parabolicam : quz ve-

ritas primmum a Galileo in dialogis eit -demontirata . -

Poftquam tempora hac fancita {funt, verofimile admodum mi-
hi videtur, cum Galileum, cum “Balianum e)ufdem theoriz gra-
vium defcendentium auctores extitiffe,; neque - alterum ab altero
accepifie. Qua in fententia magis , magl{que ‘confirmor ;. quum
methodos , quibus uterque ufus elt, earumque diverfitatem con»
fidero . Optimum erit utramque ad  examen VOcare , ut. quif

% . . qgg
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- que judicare poffit. de earum pulchritudine , atque. elegantia. -

' Galilei methodus , fi re@e affequor, hac ratione progreditur .
1%1 ﬁz‘_"d‘*ﬁfliti°lle » in qua nomine motus :fquabiliter.aécelerati il-
lL!m..lntﬁlllgft.a per quem- ﬁngulis equalibus tempufeculis 33quales
,acqu:rumurv_ gradus velocitatis , hypothefin congruam praemittit ,
quz 2 modo agendi , quo natura utitur, non videtur abliorrere .
Hy POtheﬁS l.)aac nondum vera judicanda eft , fed ea de cauila tan-
tum proponitur ; ut ad examen vocetur , atque experientiz fubji-
ciatur . Quamobrem colligendz funt ab ea quotquot = confedtaria
necgﬁf‘an‘o defcendunt , tum quz ad rite inftituta experimenta tra-
duci poffunt, traducenda. Si experientia difcrepet a confectariis
~dedultis , neceffarium erit hypothefim reprobare tanquam falfam,
&naturae legibus diffentaneam: fi vero cum confetariis experiens
tia conveniat, hypothefis thelis fiet, & a principiis experimenta- -

libus demonfixationem accipiet . Ad hoc periculum tradua hypo-
thefis Galilei, veriffuna. inventa eft, & digna, quam univer{a
Geometrarun Refpublica ampletatur, . |
- Quanquam methodus hee reCta eft, & non raro utilis veritati
venanda : - tamen de ejus exitv plurimum fibi fortuna affumit: E-
tenim- fortun® debemus , quod illam bypothefim feligamus, qua
deinceps ab experimentis comprobetur.  Si alia hypothefis ad exa-
men vocaretur , ftudia omnia, laborefque deperderentur. Reapfe {3
Galilens amplexus fuiifer opinionem ftatuentem velocitates fpatiia
proportionales , qua primo afpc&u 2Que congrua , ac confentanea
videri poteft, coaltus fuitfet eam reprobare tanquam omnibus re-.
ke inftitutis experimentis adverfantem , Non fum nefcius, in hu~
jufmodi difficillimis, ac periculofis inquifitionibus opitulari pluris
mum rectam judicandi rationem , qua , ut omnibus notum eft,
" mirifice ornatus erat Galilcus.

“I'ranfeo ad methodum Baliani , cujus ratiocinatio initium fu-
mit ab experientia, qua in phyfico-mathematicis inveltigationibus
fanquam unicum , ac univerfale  principium habenda eft. Obfer-
vando collegerat Balianus, duo pendula inzqualia arcus {imiles de-
fcribentia dato tempore tot ofcillationes conf.cere, ut earum nu-
merus fit femper in ratione reciproca fubduplicata longitudinum :
Jgitur quuin numerus ofcillationum dato temipore peractarum {it
Afemper inverfe ut tempus, quo qualibet ofcillatio perfcitur, €rung
tempora {ingularum ofcillationum in ratione direfta dimidiata lop-
gitudinum pendulorum . Poft hoc confettarium ad aliud tranfit,
quod valde naturz confentaneum videtur : nimirum colligit, tem-
- pora quoque; quibus duo in&qualéa pendula defcribunt arcus‘l fimi-

. S a €5 »
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les , & fimiliter pofitos effe inter fe in ratione lot}g'itudinum fub-
duplicata. Hifce ftatutis conftituit duo pendula honzontalia, & fi-
nit ea cadere per duos arcus minimos fimiles, qut cum . tangenti-
bus verticalibus confunduntur : Igitur tempora quibus duo, hi arcus
minimi defcribuntur , erunt in ratione dimidiata longitudinum
pendulorum , five eorundem arcuum: Exgo duo arcus minimi erunt
in ratione duplicata temporum , quibus percurruntuy :. atqui. quo-
niam arcus confunduntur cum tangentibus verticalibus , funt {pa-
#ia motu verticali confeta: Ergo fpatia {unt in ratione temporum
duplicata. Quod princeps eft theorema, ex quo cetera omnia  in-
yeniuntur , ac demonfirantur.

Laudanda eft prudentia Galilei, qui hypothefim fuam per
tuta experimenta comprobavit; fed Baliani methodus exatior mi-
hi videtur , & felicior. Nam quum initium ducat ab experientia ,
jubet , ut ita dicarn, naturam ea, quz _celat y arcana in apertum

proferre . Laus maxima danda eft Galileo, qui in gravium  caden-
gium theoriam majus augmentum contulit , quam Balianus . qui
co tempore nou cgerar, nifi de gravibus aut verticaliter, aut, pex
planum inclinatum  defcendentibus ; fed fua Baliano, qui theoriz
principia invenit, deneganda non eft ; quod certe fi in prefens
viveret Galileus, przftare non dubitaret.

Tibi autem potiflimum, vir praftantiffime, ad defendendum
Baliani jus, hzc fcribenda cenfui, quia quum plurimi femper  fe.
ceris homines dottos, & de bonis facultatibus meritos » tibi rem
gratiffimam me falturum etfe judicavi. Fac valeas.

Yertio nonas Juliz anni 179

Ex Col. S, Lugia.

 ©OPU-
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OPUSCULUM UNDECIMUM.
EPISTOL 4,

Qua theorema Bernoullianum pertinens ad re@ificationem
- curvarum demonflratur , @ amplificatur .

VINCENTIUS RICCATUS
LEONARDO XIMENES (a)

Soc, Jefu, Mathefeos Profeﬂ'ori.

S. P. D

g, Uare tibi, Vix Clariffime, fcribam de perantiquo theoremas
J tc, quod anno 1697 in allis lipfienfibus propefitum fuit a
%, Joaunne Bernoullio Geometra , ut nofti, in primis acuto, in
caufla eft Joannes Theophilus Waltius homo doéiffimus, qui in
eifdem aflis anni 1730 illius theorematis analyfim edidit, qua
quantum artificiis abundat , tantum propter longitudinem videtug
effe molefta. Etenim mihi Waltii opufculum legere incipienti cy-
pido fuborta eft experiundi, utruin faciliori, atque elegantiori ana-
Iyfi theorerna Bernoullii ervere potuiffem : quz cupido magis ma-
gifque adaufta eft , quum legerim ipfum Bernoulbum fateri, fe
non indicare , qua via, quave analyfi illud invenerit; gquia calcu-
lus foret mimia prelixitatis. Quidquid autem a me inventum eft
judicio, cenfuraque tuz libens fubmitto. Certe methodus, qua fe
{e obtulit quafi non vocata , non folum Bernoullii theorema inve-
nit , fed plura alia patefacit, quz non mediocxi elegantia praditg
effe mihi videntur,

Theorema ita a fuo Autore exponitux. Si pofitis curve coordinatis

2 2
. . . xdy3 3xdy 2o dy
%> Y fiat alia curva , cujus coovdinata fint — & T T2 § e
) Fd

erunt

() Inlucem emiffla fuit bac epifiola fermone italico anno 1752 in
somo decimo Symb. let. colleét. ab Ausonio Francifco Gorie viro doéltifimo .
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evunt amboe curve "geﬂitriat\)‘ dy genim fimul funzp.ta? ‘B‘Bﬂfﬁt‘dfriler. Li- .
ceat mihi paullo aliter theorema proponere , nimirum : fi curve da- -
tz mquatio fit dy —pdx, in qua p data fit per x, 8 conitantes,

. . . . . .3 3 2
& {i deferibatur alia curva, cujus coordinatz fint xp” 5 - xp —

5 Sp*dx, curve ambez fimul [umptz reftificationem recipient.
Ut voti compos fiam , neceile eft, addam elemento curvz da-

te, quod eft == dx Vi pp, €julmodi guantitatem differentia-

fem, qua praedita fit duabus hifce conditionibus: prima ut ejus
quadratum divifibile fit in duo quadrata, quorum. radices nullam
quantitatem imaginariam invelvant : fecunda, ut dat® curve ele-
mento addita prebeat formulam integrabilem . Prima conditioni fa-

ciet fatis quelibet formula diffexentialis multiplicata,_per:\/ M~+N,
in  qua radice T TITUS A ETE e T 30

LUNFIA N . [* AWrA

t
gos calculos vitem pro VM —- N utax Vi pp> que ineft in
elemento curve datz. Alteram conditionem ut obtineam, in fub-
fidium vocabo methodum quantitatum indeterminatarum.
Itaque ponoe quefitz curve elementum etle

= Vdt—+Zxdp. /1 —pp, in quo V, Z funt quantitates

determinandz per z in analyfeos progreffu. Igitur fumma duo-
rumn elementorum erit ==

dx.\/l—i—-p; 4 Vdx +Zxdp . Vi —+ pp —

——

¥ - V.dx Vi - -p; —~ Zxdp Vi pp. Ponamus hujus
integrale efle = x» —~ Vi Vi—pp, cujus differentia capiatur,

& exit 1 = V.day1opptdV.x /14 pp 4 LEYERAL

I

o am en

' . . R
Conferatur hec formula cum fuperiore , ut determinetur Z , & fieg

Zxdpys Aepp = dV.ux Vx ~pp E?;_"P»"P.,
Vi - pp ‘
V debet deinceps determinari per x, aut per p fiat dV == gdp,

leniam '

factaque fubtt:tutione divide pur xdpy —t I;;’ & invenies

Z=q -+ —-1-~3_—;—;}—-~ Quapropter {i in affumpto elemento curva
quefite pro Z inventus valor fubftituatur , ipfum additum elemen-
to
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fo curvz additz integrabile erit | h&aque mtcmahone proveniet

¥ -J,—'V X \/:—:i: ;P

Invcnlcnda {unt ccordinate curvae quefitz. Elementi curva

q11néfta: Vdx ~- Zxdp. 1/1 —tpp quadratum in duo hxc qua-
drata dwxdatur'

Vdz -~ Zzdp ‘_;, 'p..-V'd:r—~|—-Zxdpz.

Horum radices; qua nihil continent imaginarii, dabunt differen.
tias duarum coordinatarum curvd quzfitz , nempe

Vdx ~+ Zxdp,  p.Vdx - Zxdp.
In his ponatur valor quantzta.txs Z inventus, X fient

de"{"’lfdp“}"é »::_:x:dﬁ; p.Vdx +‘1de+ ll:;"i!’

atqui gdp = dV: Exgo coordinatarum differentiz funt

_ -:-—-’r-v.xpdp : . ‘”"V'“P"'P
Vda - xdV ey > p.Vdx 4 xdV P

Harum autemn integrales dabunt duas qu&f t® curve coordinatas.
In fumendis integralibus conftantes omitti  poffunt, quia barum
additio curvas nen mutat, neque fignorum . babenda eft ratio,
quia coordinatz, vel pofitive , vel negative accipiantur, curvam
dant eandem.

Artequam indeterminatam V per x, & per p determino,
determinari autem poteft prout libet , juvat advertere differen~
tias duarum coordinatarum curva quzfitz ira effe affetas, ut i
prima mult:p[ cetur per p alteram exhibeat: qua conditio repe-
ritur etiam in differentiis coordinatarum curvae data . Quaproptex

. —+ v . : . . -
1 fat Vdx 4 x2dV : - _}_.,;f;ﬂf — 4z, differentiz coordina-

tarum curve modo inventz erunt dz, pdz: Ergo fi defcribatuz
curva, in qua differentiz coordinatarum fint

G W zpdp L I W.gpdp
Wdz - 2d W -2 Wdz - 2dW
+ -t pp_f C T g g
hize fimul cum fupermre erit integrabilis, & wmqualis 1 —~ W
2/ 1—{;;; Confiat avtem z dari per z. Atque hoc deinceps
primum theorema vocabimus.
Quan-

e



144 Vincentis Reccass «

Quanquam quantitas W potef determinari ut libet, tamen ut
tertia curva proficifcatur ex fecunda , quomedo fecunda ex prima,
debet W ita dari per z, ficuri V per x. Quare ft V dara fit folum
per p, erit Vo= W; {i autem data fit etiam per ¥, non erit dif-
ficile indeterminatam V fimiliter determinare per z. Hac autem
yatione a terria curva fit progreifus ad quartam, a quarta ad quin-
tam, atque ita deinceps. e animadverfio ad conltruendas cur--
varum feries , in quibus fingula paria reCtincationem admittunt ,
mirum in modum conducit . :

Prererea quemadmodum ex curva, cujus ceordinatarum . diffe-

ventiz funt dx, pdx oritur curva habens pro coordinatis integra-
fes quantitatum . |

Viz - ad V250200 o Viy sl Vo LT

5 .t — ! bl B y L] i o s
ita viciffrm-ex hacillaorierurs & farmma duarmm carvararn et

B———

e TV xpdp

x—+V.xy/1 ~tpp. Facigituy Vdx - xdV -} - ' —:l—}';m{ =
dz, & per hanc equationem determina x. Divide xquationem
per x ¥V, & habebis |

A AV T V.pdp dz :
= bt v 4+ /= = 5. Pone

v

Vet ~pp '
_ I V.pdp
14 V.pdp ds V.14 pp :
= -, & ¢ S 44 == s, in qua ¢ eft numerus,
V.r~4pp f
cujus logarithmus zquat unitatem. Falla fubititutione orietur »qua-
Loda d v ds dz . dix v ds dy '
tio = -y 7 o= g Yao - - 5 b T = 7, atgue
adeo x Vr = r. Peraka fubltitutione habebimus - — ==, five
. r v -
v = Ssdz: Brgo xVs = Ssdz, five
QL+ pdp
Vet ~+pp
z_____s_;f{z_____ Sdz . ¢ £ o
— Ty = « Quare fi coordinatz curve

VLo s pdp

v.
V.. g£4=-pp

fint z, Spd2, alterius, quz cum

. hac integrationem admittit »
coordinatze erunt '

8dz.
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o TV g  ‘ - A """S“"V pir
Sd%-c V-1-+~pk : Sdz“c V.x-i-ppﬂ
i V.pdp S 2 D — v |
% “_“":““__"v“__{ § , SI*FV.DJP_
V.}:,. V e o RS P R £

Similiter ex identitate rationis {i coordinatz fint x, Spdx, alte-
¥ius cdordinata: erunt illz, quz oriuntur ex fuperioribus, fi z mu-
tetur in x. Atque hoc elt novum ‘theorema = cecumenicum , - quod
~deince ps fecundum appellabitur. Nemo non videt, ex hac fecunda
curva inveniri tertimwn , atque ita efformari ..fenem,, quemadmo—
dum antea fecimus.,

- Notandum judico , feriem prmcedentem ex. primo  theoremate
inventam - pex: hoc fecundumy ad altexam parrem -non duhiculter

il FMERYS ]-14 v £aliveny  enaee A TP Aorsyr oy

]—NV&{H\«* 1"-’1&\‘) v AT ANENE P TAVT N Po ¥k O —on Gota—pek
folam p necetfe eft ita Vo dari per x, quemafimodum-antca aba-
tur per z: quod in plerifgue catibus non ita proclive eft 1nventa.
Harum ferieram , que - per bhalce methodos efformantur, mirabiles
funt proprietates, fed hafce clare patefaciemus, dum hac cecume-
nica: theoremara alicui exemplo applicabimus. '

‘ Ad- prnnum theorema  redeamus 5, & . per: determinationem
quantitatis V. alia theoremata minus late patentia eliciamus. Ho-
ruin autemn omupium maxime fimplex videwr effe , quod oritur ex
determinatione V- — pp. In hac hypothefi quum elementa coor-
dinatarum dare curve {mt dx, pdx, eiemmm coordinatarum

curve quefita erunt  p Ydx = zxpdp Pdr 4 3xp~dp->
quE. integrata: dabunt’ ordinatas
prx - Sapdp
ﬁ\re o > P K
«. 2 )
P — 3Spidx.
Hoc 1pfum eft theorema Joannis Bernoulli viri celeberrimi, cujus

analy fim- ex noftra methody facilem , & expeditam produximus,

“tixemplum Bernoullii' fequentes applicemus hoc  theorema  pa-
m -+ L

3

. , X
rabolis, & fupponamus curve datz coordinatas effe 2, - -
/] -4 1. A

3
-

"
Ergo B = 2« Ex his
AT 2T a” .

quare earum differentiz erunt 4x,
T deters
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determinationibus orientur curve quzfitz coordinatse

' amhe o 3m o ‘ . oo
2 , - Hafce duas curvas conftitui in ap.
2m -~ AZm A3 ™ B o -

pofita tabella primam ad num. r, inventamr ad num. 2. Quum

P S,

gm - 3

autem duarum curvarum fumma {it = x -V . x/x = pp, erit

i i .
am 2 AZT . c2m A
. P u ' . 4 ! X P
fubftitutis valorbus = g, g du o — & . Quare
A" m -+ xzm 2

A& wocetur = Z, het curvarum fummaz = xZ, vt.
3.3”‘ K : .

in eadem tabella apparet .

Sed non contentus hac fecunda curva, quz fiatim ex prina
oritur, ex fecunda invenio tertiam, ex tertia quartam , atcue ita
deinceps per methodum fupra traditam; tum ommnes in - tabella
appono, ut feries curvarum efformetur numeris pefitivis expreila.
Litterz autem B, C, D &e. lemper delignant coefficiens {u.

.. . E R S L o e
periorss curva stz , ut B— by ? C»..."‘:VB.. PYSpE D=C. Oy ~1~ 1. P
atque ita deinceps. ‘In hac autem ferie quodlibet par habet curvas
firnul fumptas reificabiles » & quidem aquales illi quantitati,
quz in tabella appofita eft .

Producta hac ferie ad partem inferioremn do operam , - ut ad
alteram etiam partem protrabam. Hoc antem duplici  methodo
prettan potelt, vel per naturam feriei, que fatis cognita eft , ut
protrahi poflit, vel per altérum generale theorema’, quod in cafu
ad maximam f{implicitatem conformatur . Hoc autem feci in ta-
bella, & curvas appolui fub numerisg negativis incipiendo a o. Hoc
tamen difcrimen intercediy- inter inferiorem , & fuperiorem . cur-

vam, quod in bac litters G, H, K &c. defignant coeflicientes

o . . . .. ~ b4 ot 3, 31 ndee B
ordinatz curve Inferioris ita, ut {it G — H-— G, =X

.......... g

m"*"'k) — s~ g

Ke—=H, K Z4a7 ks . - \ o3
" —3m = 1> 2tque 1ta deinceps, Suirma zutem duarum

curvarum apronitur ut, fupra .

_Serie hac efformata €Xprime curvas per numeros, a quibus
Indicanrur, atque hzc adnota ' -

'I+2
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243 = ———— Z: Ergo facta fubtractione
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g — 3 A ‘xwmBx . Zi . Przterea

2~ 4 ::;":,:.--."Ea ----- — Zi: E_rg-o falta additione

L il S LA
i~ 4 = 4 . Z,
: A41n.

atque ita progrediendo reperies ; primam additam alteri tenenti
fedein parcm habere fummam rectificabilem , imminuram aurem
altera tenente fedem imparern habere dufferentiam  ret.ticabilemn -

Quod dium ¢l de prima demonltrabitur eadem ratione de omni-
bus abliis. Quure oritur hoe theorema: dum queliber curve ex no-
ftra ferie, {1 alia it in fede pari, alia io impari, bhabeat fum-
mam retilicabilem; & ambe in {fede pari, aut ambz in impari,
habebunt difrerentiam retificabilem. Itague non tantum verum
eft , quod a Bernoullio notatur, quamlibet parabolam habere aliam
parabolam, cum qua conjuncta reltifcatur, fed etiam verum eft,
infinitas ejfe parabolas, quz vel datze additz , vel a data detrale
ve@ificationem recipiunt. :

ix hoc infiniti alii arcus determinari poffunt in noftris para.-
bolis , quorum fumma, vel differentia rectificabilis eft. Quod ug
breviffime indicem, iir qualibet parabola ACG, in qua fumpta
abfcifla AB determinetur arcus AC. Sit alia parabola AEM,
que curn priori rectiticationem  recipiat. Abfcindatur analoga ab-
(ciiffa AD, & arcus AL ita, ut AC - AE =quet quanticatem
algebraican . Accipiatur alia abfciffa AF major determinans ar-
cum AG . Duo accidere poflunt : primum ut ablcifla analoga fit
major, quam A}, deirde ut fit minor. Sit primo major, nem- -
pe AH, cui refponder arcus AM. Quoniam

AG —+ AM =quat algebraicam quantitatem. .
Ttem AC - AE fa¢ka fubtradtione inveniemus arcus CG —-EM
seckificabiles effc. Sit deinde abfciffa AKX minor quam A D5
habebimus arcus AG 4+ AN, & ,
AC -+ AE redificabiles: Ergo fafta f{ubtractio-
ne detegemus CG — EN reélificabiles. Q. E. L

T 2 Si
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i vero duarum parabolarum differentia rehificabilis fit, in
primo caflu habebimus | o
AG — AM, &
AC — AE rclificabiles : Ergo fubtrahendo
EG — EM pariter rectificabilis. In fecundo autem cafu per ean-
dem methodum probabimus fummam arcuum

CG -+ NE =quare quantitatem algebraicam .

Doctiflimus Bernoullius optime advertit, ex parabola primaria
cubica oriri parabolam primariam cubicam: quod ex noftra ferie

fatis colligitur, quia {i ponas m — -3 , curvae datz, quUE numero

&
=]
1 adjacet , ordinate erunt x, 3A ¥ ; curve autem 2, que 2
4 e
4 AT 2 . | .
_prima nafcitur_ > Ufraque vero cieva jnyenitur efle pa
3 ,
F3

ribola primaria cubica. Hoc tamen ineft difcriminis, quod in
prima abfaillz accipienda funt in axe , in {ecunda capiendz - funt
i tangente axi normale. Lx quo fit, ut curva tertia, quz - ex
hac nafcitur non fit amplius parabola primaria cubica , fed al-
tioris ordinis, nimirurn parabola quinta feptima poteftatis. Mi-
ra itaque videtur Bernoullio proprietas ‘parabole cubica primariz ,
cujus arcus conjunctus cum alio arcu ejuldem curve rectificatio-
nem non refpuit. '

Verum proprietas hazc non convenit foli primariz cubice , fed
etiamn infinits aliis parabolis . Namque tum in noftra ferie curva erunt
ejuldem ordinis , quoties index ordinatz in {uperiore divifus per indi-
cem abiciffz it 2qualis ind.c; abfciffe divifa per indicem ordinatz
in inferiore. 8i hanc regulam adhibens efficias , ut dux qualibet cuy-
va proxime fint in eodem ordine ; femper invenies parabolas pri-
marias cubicas: fed duz hifce proximis, quarum una . in-fedé in-
feriore , altera in {ede fuperiore pofita ¢ft , erunt parabolz quinta
feptimz poteflatis: qua deinceps fequuntur, erunt dua. parabola
nonz undecima potettatis : atque ita deinceps . Quare omnes . pa-

abol . ind {._h4n+x . o
vabole , cujus index fit — oo Gxiftente 2 numero integro, ha-
bent proprictatemn , ut conjunétx cum alia parabola ejufdem  ordi-
nis rectiticationem recipiant . '

Quod fi velis effe ejufdem or
quas, fed qua aliam mediam
quintz poteftatis ;

dinis duas parabolas non prépin-
tenent, invenies  parabolas’ tertias
qu& proximum lccum obtinent, erunt parabole

Aepti-
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feptimze poteftatis nonz; que fequuntur parabole undecima pote-
ftatis decim:etertizc 5 atque ita deinceps. Omnes ifle parsbole,
an ~+ 3 ' '

quarum index generatim cft — py (n eft aut numerus inte-

ger, aut o) minute arcu parabolico ejufdem ordinis re@ificatio-
nem admittunt. Qua autem inter has medium tenet locum , in-
venies effe hyperbolam appollonianam. Plura alia dé cuwis, que
in expofita ferie continentur adnotare poffem: fed Geometrm fori-
bens fuperfluum arbitror attingere, qua ipfe per fefe videbit.
Deduximus ex noftra methodo bernoullianum theorema : fed
quamplurirha alia theoremata elicies, licet ncn ita fimplicia atque
elegantia, fi indeterminatam V alia rationc determines; ut fi
ftatuas - ' ‘

x4V = M. x -+ pp, vel univerfalius

e M »r :

A~V == M. t~pp , aut {i ponas V == —-, Verum otnitten-

N
da non eft determinatio maxime fimplex, per quam f{i algebraica
fit curva data’, ctiam quafita femper proveniet algebraica.

M.1-+pp . -

Supponamus ¥ - V =— = P . Igitor ¥ —— Vx =
M. x4 pp, & fumptis differentiis , tranfpofitifque terminis
Vdx +xdV —— 2 Mpdp—dx. Falla itaque fubftitutione coor-
dinatarmm differentiz in curva quefita erunt

2Mpdp — dx 4 Mpdp ) 2Mpzdp—-——pd;r~—f—Mpzdp

five
aMpdp — dx , 3Mp dp—pdys
& facta integratione
%‘Mpz —_— 5 Mp3 — Spdx. Si curva data

ficr algebraica, poterit algebraice haberi Spdx: Ergo etiam curva
inventa algebraica eft. Utdufque autem curva arcus fimul fumpti
3

e
2

erunt = M. 1 ~} pp Hoc folum adverte, conftantium {zpe
habendam rationem efle, quas omifimus In integratione.

$i velis feriem conftruere ex noftra methodo , rem inutilem
tentabis , nam cito ad eandem curvam redibis. Quod ut conitet, fac

3Mp2 — x — z: Exgo curvz coordinatz funt -
Z 5 Spdz: Igitur curva, que ex hac nafcitur, coordinatz

fnve-
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invenientur , {i ncvam 'cbriﬁantem N iﬁtrodt_;cas_.. ‘
% sz' — Z> Np; — Spdz, & pro z
¢jus valore fubftituto
. 2, . ’
INP — IMp Ax 5 NP~ S3Mp dp—pda
five

L N=M.p ~a , N—M.p" + Spdx. -

s
Summa autem arcus fuperioris, & hujus erit == N . 1 ~}= p p

“Ergo differentia inter arcum datz, & modo invente ==
a , .

N-—M. 1+pp;

Si curfus fiat —1— N —M . p* 4 x = z, invenientur or-
dinatz nova curve introdufia tertia confrante O

3 e ———————— U —

P O NA4+M.p —x, O=N—+H+M.p — Spda,

que non differt ab ea, que primum inventa eft, namque quod

in illa = M, in hac = O — N -~} M. Quare hzc determinatio
quantitatis V feriem utilem fuppeditare non poteit .

Sed h=zc fatis {int ad methodum indicandam . Tu interea
geometxiam , ut facis, cole, & perfice . Vale.

" OPU-
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OPUSCULUM DUODECIMUM.
De methodo Hermonni adﬂ i&éo:- geomeﬂz’?o& |
|  refolvendos
EPISTQLA.

' .;5:?, i
A

VINCENTIUS RICCATUS

PIO FANTONO

In Bononienfi ﬂrcbigymnaﬁ o Publico
Geometriae Profeflur

S. P. D.

“w Uum eamn methodum , quz ad conftruendos locos geometri-
cos fecundi gradus in Ac. Petrop. tomo. gquarto propofita cft

e, ab. Hermanno viro celeberrimo, probas, atque extollis ju-
dicium tuum , Vir Clariffirne ,: plurimi facere , verbifque commen-
dare non defino. Nam quamquam methodo 1lla non utor, quia a
primis annis alie faétz mibi {unt confuetudine familiares; tamen
ea nulli fimplicitare , atque elegantia mnihi videtur concedere. Ve-
yum in ea nonnihil obfcuritatis aliquando latere putas: in quo
convenire tecum non poffum. Etenim tametfi multa nimis jejune
ab Hermanno tractata cenfeam , pleraque etiam , eaque magis dif-
fcilia prorfus omifla; tamen ita omnia, neque multis werbis ex-
plican polfe contendo , ut ompi  obfcuritate {eblata luce meridiana
clariora fiant. uando autem rogas ( nibil enim tibi roganti ne-
gave poffum ) accipe aliguot propofitiones , in quibus hypethefes
omnes Hermanni methodo clariffime abfolvuntur.

PROPOSITIO PRIMA.
Equ’afib'nes primi gradus conftruere.
% ] T Hermanni methodo utamur, danda eft :equa,tidni hojufmo-

di forma y == m% ~+-n, quod femper fieri potfe ctrtum elt.
' : Sume
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Sume (Fig. 1) initium abfciffarum in puncto A , abfeiffas - autem
x in re€kta AP pofitivas ad partem dexteram , negativas ad fini-
ftram : y pofitive {urfum dirigentur , ‘negative deorfum; quod.
femper faciemus . Jam vero ponc x — o, & fiet y = n. Quare
ex puntto A, quod eft abfci:farum initium, erige ad quemcumaque -
angulum AF ==n, per punkum F tranfeat neceile et linea re@a,

» . . ~ . it - . .-mn
qui noftr xquationis {itr locuss: Tum face y = o, & fiet x =— ==

m

Iraque ad partem abfciffarum negativarum fume AT == <=, & de-

terminabitur alivd pun€tum D5 per quod locas tranfeat. Si igitur
jungas DF, habebis [ocum quzfitum, eruntque AP = x, PM.
=¥, que guzrebantur, |

$i in mquatione z==o0, tum faCta y = o, prodiret x = o:
quod indicat punta D, A coincidere , 8 locum tranfice per. pun-
Gum A initium abfciffarum . Hoc quun accidat nihil juvat effice-

o

Y€ Y=o prodiret eaim x om0 , neque novum loci pundtum: de-
terminarctur. Quare ut hoc incomrsmodim  arceatur, poaenda eft
x axquales culcnqgue conttanti, ex cu. == s, & fiet Yy == ms. Ab-
o
feinde itaque AG = 5, & excita GF == ms in quocunque angu-
{ . S .

lo: punétum F attingar, oportet, locus ‘queefitus . Itaque ducatug

! » I
AFM, & ducantur MP paralicle FG erunt AP = x, PM =y
®quationis propofitx. _ | | |
$i m = 0, liquet> locum quafitum fore re@am parallelam [i-
nex abfciffarum.” - | |
Ex harum conftrutionum ratione fatis. conftat , quomodo ob-
tinere polfis, ut ordinatx quemlibet angulum efficiant. cum linea
ablciffarum . Quod fi velis, ut locus ipfe cum oxdinatis datum fa-
clat angulum , - hoc modo haud difficulter voti compos fiet . Super -
. - . . e : s ... ' s
rcéta AD — =~ in calu primo , aut 'AG == s in cafa altero des
feribe circuli fegmentum capiens angulum datum, in quo accom-
. l . . . ) .
moda AY = » in primo cafu, aut GF = mys in fecundo calu ,
focus per pun&tum determinatum tranfiens datrum angulum faciet
cum ordinatis. Angulus autem ifte re@us erit, ‘quuin {feg mentum

deferipium fuerit femicircuius . Hane atimadverfionem necetfarium
fulr premittere, quia illius deinceps indigebimus .

PRO-
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. PROPOSITIO ALTERA.

KEquatio y = mx —} nt \/p x - qx -} v pertinet ad Ellypfim,
: fi p fir negativa; ad Paraboiam fi p == 0;
ad Hypexbolam, {i p iit politiva .

Njurius tibi effe viderer, {i hujufce propofitionis demonftratio-’
nem exponerem . .
Kquatio omnis alterius gradus indeterminata , qu& contineat

quadratum yy, poteft, ut probe nofti , per extractionem radicis
ad eam formam reduci, quam habet hujufce propofitionis zquatio.

PROPOSITIO TERTIA.

Aiguationem y == mx — 2 -+ v/ gx — v ad Parabolam
pertinentem  conftruere.

Quatio dividatur in duas, & ponatur pars xationalis mx —- %

PR

- z, pars irrationalis = \/q X -y == u. Harum prima
conftruatur per primam propofitionem , cujus locus determinat po-
fitionem diamerri {eCtionis defcribenda . Pofita itaque linea abfcif-
farum DAG ( Fig. 2), & carundem initio in punéto A, locus
rationalis ®quationis fit DVF, i1 quo pofita erit diameter Para-
bole , cujus conftrutio poftulatur. Ut autem €jus vertex__determi-
netur , {umatur altera_zquatio irrationalis  in qua ponatur z == 0,

—

N - . - 4
& invenietur x = —. Ttaque accipienda eft AH = 7 ad partes
1

negativarum abfcitfarum , quia valor negativus. prodit, & ducenda
conftructi loci ordinata H'V fecans Jocum in punfto V: punéium
‘hoc ent vertex diametri . Ad Parabolam defcribendam aliud pun-
“@um determinandum eft , per quod tranfeat . Hanc ob rem face
x == 0, & invenies u == ‘/r. Igitur duéta AF ordinatis paral-
lela, fume in ea ex utraque parte punéti F rt-@gﬁ FQ, Fg_ que
cum inter fe xquales fint, tum fingule = Vr:pumnéta Q, g
erunt in feione defcribenda. Quapropter diametro VF, tangen-
te VH , vertice V defcribatur Parabola tranfiens per punétum Q -
hzc erit locus quefitus, & AP erunt — X, PM =— y =quationis

propofi® .
. o~ ‘ Vo Si
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Si r==o0, & puntta A, H.coinciderent, tum ad determinan-.
dum punCum aliquod @, per quod Parabola tranfeat, nihil ju-

varet facere x == o; fed ponenda eler x == cuicaumque conftanti ,
ex. ca == s, & fier u== = /yr. Quantitas autem s ita fumen-

da cft, ut /¢s5 non fit imaginaria: quare fi ¢ pofitiva cft & ipla
aifirmativa fit oporter, & vice verfa : opportunum fortalfe erit po-
ner¢ 5= ¢; nam tum /g == k¢ evadit. Quare feta AG

| oL
— s age GF parallelam ordinatis , & ex utraque parte puncti ¥

[ 1 . S .
duc FQ = Fq = /45, & duo pun&ta Q, ¢ in Parabola pofita
determinabis . | o -

Eodem artificio utaris neceffe eft , fi » fuerit negativa. Nam
quum '/r fit imaginaria, per eam punéta curve non definientur .

Quare facienda eft: in -formuta Irranomailt ¥ T 5, Tt proveiiar g

— e e

—

= * \/‘I 5= v Quantitas autem s non {olum ita {fumenda eft,
ut gs it u:ﬂrmativa‘? fed ctiam tain mnagna it oportet, ut g s r.
Catera ut fupra abfolvenda. ' '

51 parametrum quzras ejus diametri, ad quam curva refertur ,

Ay
. ) 2 FQ?
ajo eam effe — L. yef £X
vE [
VE

PROPOSITIO QUARTA.

Conftruere Zquationem y =— mx ~}n = \/—- pxz ~gx -7,
quz pertinet ad Ellypfim,

Eht _primum mx ——n=z, deinde gz — * ‘/—pr ~- qx -7

.}’rama ex his conftruatur per propofitionem primain , & deé-
terminetur pofitio diametri » ut in fuperiore ( Fig. 3). Ut vertices
determinenty |

ponenda elt 2 = o, & invenietur x — i"’;} =+
149 y . . .
\/4‘;}; —+ 5+ Hi duo valores utrumque verticem determinant . Nam
fat Ab= 2 Vi1l | - goapm— 4 _ fi1 7 &
2p U Vapr U P T 2p J4PP-+P ’

ex punttis b, H ordinentur hu, HV; 2 » V erunt vertices quzfi-

ti, & Vu diameter. Si r negativa fir, & major, quam i—ﬁ- omuia

fiung
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D

funt imaginaria, & conftructio impoflibilis. $i vero r= =% bun-
‘ X . o ar

&a H, b, adeoque V, » coincidunt: qua de re Ellypfis redigitur
ad punttum, & valores omnes y, & z imaginaril {unt pratex

anum duntaxat , qui refpondet abfcifla == ;‘Z;

Quando autem conftruttio poflibilis eft, ad determinandum
aliud punctum » per quod Ellypiis "t;an{'eat , face x= 0, & inve-

nies ¢ — + \/r. Abfcinde itaque FQ — Fqg = ‘/;,- tum defcribe
Ellypfim habentem diametrum Vu, tangentem reCtas VH, b, &
granfeuntem per punctum Q , & obtinebis focum quafitum.

Si y aut fit — o, aut fit negativa, fupervacaneum eft fuppo-
nere = o0, quia in primo cafu fiet x==0, in fecundo imagina-
ria. Quare fiat x = s, qua ouantitas ita fumenda eft , ut fit media

, a9,
2p 4pp P 2p 4rpr r
ne valor quantitatis » proveniat imaginarius. In bac fuppcfiiione
inveniemus z == =/ — ps* ——qs -+ r. Quare fumpta AG == s,
I 11 11 . ‘
duc G¥, in qua abfcinde ¥FQ = Fq == Vo ps? ~-gs — v : pun-

1
fa Q, ; fpe&ant ad Ellypﬁm defcribendam.

Ad inveniendam diametrum conjugatam fac advertas efle Hb

e e sm—

— o1/ 2% 4L . Lrgo divifza H) bifariam in K fiet HK =
arp P ‘
e
49 . * . Breo invenietur AK = L : Igitur pofita ir :
i/qpp + = go invenietur A . 18 pofita in 2qua
tione irrationali r == g—{; inveniemus # — Z—; —~ v, cul femi-

diametxi conjugate C'T, Ct =quabuntur.

Sepe Ellypfis, que conftruitur, circulus effe poteft. Queri
autem poteft , in gquibus nam circumftantiis hoc contingat: nam
hoc cognito conitructio evaderet multo fimplicior , atque facilior.
Ut curva deferivenda it circulus nofti, Vir Clariffime, duas con-
ditiones requiri. Prima eft , ut ordinatx concurrant cum diametro
Vu ad angualos reckos: Ad babendam hanc conditionem necefle eft
ita conftruere locum IDF - ®quationis rationalis, ut ordinate AF
faciant cum eodem angulum re¢tum : fupra autem docuimus , quo
pacto hoc fiat.

Altera conditio voftulat , ut duz diametri conjugatz xquales

V 2 {int



fint inter fe. Q_uando autem; inventa eft dlameter conjugata , i

IS 6 Vincentit Rzem#ﬁ o

venienda et nunc diameter Vi, , pof]
Hanc ob rem d.ﬂgulum, quem. ordinata fagxun.t cum hne& a‘)[cxﬁl
farum , ut DAF voca== ¢, ejus finus exprimatur pex. Sin

totus per Siz. ¢. Manifettum eft fore

B

14

Sin. t.San@..Hb::zE/ LA

ECLGAR VAL T] = . Semldla.mete
Ejus dimidium VC =g =V 75 + 3

facienda eft mquahs femidiametro conjugat , & onetur mquatm

/qq+ __'-5_'172_47

Sin. t ‘“’P

———

~+— , & fata d1v1ﬁone per E/m+

O

o
ity

fiet \/ P —— S, Ergo p—= ngties igitur fexrvata pri-
Sin. ¢ Sinat

ma conditione hujufmodi fit valor p hﬂypﬁs crit azqullatem, ﬁV(:

circulus ,

Angulus ¢, ejufque ﬁnus dependent a notxs quannta.hbus ) qu:fa

infunt in ra,nonah mquatione. Si fat AD = — erit AF = n,
w
& DF = — \/g — mm . Quare pofito finu toto — —_ erit Sim o

n 3y

::~——\/1w~mm~ Ergo p = x— mm. Itaqueﬁp:n»—mm}

- ®Quatio per circulum conftrui poterit .

'Etiamfi foret » — o, tamen eodem ratiocinio pmba.rem, eun-
dem provenire quantitatis p valorem. Quod fi m'=o, deberet
p=1. Quapropter aperte conftat , quando conﬁru&w adhxbzt@_
circulo poffit abfolvi. - '

PROPOSITIO QUINTA.

Conftruere aequatlonem y = mx—-n F\/px —|——qx’. —i-‘?f
ad Hyperbola.m fpeCtantem , quuma ¥ minor eﬂlB
v h N

Uam _ e .
q 4f

% Tvide aeqmtlonem de more in duas mx —.|_. n:x 2.5

* ‘/P x* ~+- gx -+ r. Primam conflrue ut fupra ex pr_xma.
propofitione , & determina re@am (Fig. 4) VD, quz e fitio

diametri hyperbole conftryend® . Ex altera Vextaces hu]ufce dian &




4R_P

invenias, per. quod curva tranfeat ; fac ¥ — s cuicumque {cilicet
_con{tantz, quz. tamen , ut. imaginaria- Vﬁes , oportet non fit media
inter rectas AH, Ab, fcd vel utrague major , vel utraque mmor R

& nanc;fcens u::: :*: \,/ p f?' + q: +-r Abfcmde 1ta,que AG
|

1
& Anéka G¥ accme ]:' Q s }‘ q —V/pst— g5 —r: tum defcn—-

: / —— &( ex pun&xs H b duc :paraﬂelas ordmatu. HV bu .

nz in reé’ca VD determmabunt vertices V . Ut aliud pun&um--v-'

be llypcrbolam > cu]uc: dmmctex fit Vu, tangens VH, & que tran-

{Lzu per puncta K» . Jocum quecﬁtum obtmeb1<; .

81 re&arum AH, Ab vel utraque affirmativa fit, vel utraque” =~

vnegatwa , poteris facere x =0, & invenies u == & \/ ¥, que ra-
‘dix in noftra hypotheﬁ erit realis . Duéla 1taque AR paraﬂela or-

dinatis, fume FQ == Fq = — 7 pun&a Q, g érunt in hyper-
bola defcribenda. ‘

Cafus ifti omnes tractati funt in Hermanni opufculo, in quo

tamen defiderantur multz animadverfiones , qu®, quoniam neceffa- -

riz vilz fuirt, a nobis non funt pretermiff 5 ut {i Hermannum
legeris , plane cognofces. De illis vero cafibus , quos in reliquis
‘ propoﬁtmmbus conﬁdera.mus , ne vcrbum quidem fecit Hexmannus .

PROPOSII 10 S_EX,TA.

Eandem aequanonem conﬁruere > quum ¥ > 4;'

" Afus 1ﬁ:e, qm cmteroqum ommum dxi’ﬁuhmus eft, per easy
s qua explicata funt; abfolv1 nuila ratione. poteft . Nam fi di-
“yifa , ut fupra,, xqudttone ‘in ‘duas fiat — o5 valor . abfcitlz x
provenit imaginarius: quod non indicats impoffibilem. eife con-
ftruGionem , fed aquationem ad fecandam diametrum elfe réferen-
dam. Quem cafum ut fecundum Hermanni methodum tra&emus s
ml:ul gud,,;co oppoxtumus 3 quam determmare vextices pnmae dxa,me-

txi -
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tri conjugatz ejus, cui referenda eft zquatio. Hanc ob rem adver-
tentes primam femidiametrurmn minimam effe ex ordinatis applica.
tis fecundx diametro, poflemus cam per methodum maximorum ,
& minimorum determinare . Sed  quurn geometricorum  locoyum
do@rina iis plerumque tradatur, quibus fublimiores ‘theoriz j
funt, aliam viam fequi, fatius judicamus. |
Yac advertas primam diametrum in byperbola zqualiter : difha
re a lineis zqualibus, quz applicantur ejus diametro conjugata ,
five partem fecundz diametri interceptam igter duas ordinatas

zquales dividi a prima diametro, aut a centro bifariam. Hoc a-

tem centro invento nihil eft facilius, quam primz diametri ma-
gnitudinem definire. His premiffis, qua certa fune,

HZquationem daram de more divide in duas mr —-n==z,
y— + \/pxz —+ qx 4 r. Primam conftrue ut femper,

gnotz

Per alteram

Ut ITIverias eXpedite duas ordinatim appiicatas -
tone x == o, & habebis u — _“*:\/T; C

xquales  inter fe,
e radix nunquam potelt
effe imaginaria , quia in hoc cafu r > Z-g > qua quantitas pofitiva
eft, quum in hyperbola p ( Fig. 5) fit pofitiva. Itaque ducta ordi-
natis parallcla re®a AF accipiatur F Q — Fg =,/ Ty & punéta
Q, ¢ erunt in fetione. Pro u introduc ‘/T in zquationem , &
invenies r == px* —~gx — », five PxX:—gx—o, cujus radi-
ces funt x = o, x —= :P--“': Jrgo utramiibet valore '
femper u = /?. Abfcinde itaque AG — =2

it 7> dultaque ordinata
GH age HR :— Hr — /7, & punta R, » erunt in {fe@ione
defersbenda. Tum AG divide bifariam in E, & excita ordinatam
EC, pundtum C erit centrum hyperbolz . Quoniam autem AE
— =4 |

[~

= huric valorem pro x in zquatione {ubftitye,

m habeat x, erit

—————— e

& nancifceris
R S

'M__h‘lz._i.".__ ~19 . -
= 4p 2p r—= :}-:V Sl (lUI'_Cﬁyva[or {eu

42
s 3. . . . . . N —_— 5 S -

midiametri prima. Abfcmdf: igitur CV —= Cy — H/-ﬁ’i ~- 7,
yPetbolam tranfeuntem per

atque ex prima diametro Vi deferibe h
puncta Q, R, & habebis locum quafitum.

In hoc cafu {i habeatuy gd==0, & fiat x = ¢ > proveniet u —

&+ t/ r: guo valore in &quationem introduéto ‘exit = p..-z* —Fr,
five 1* =, Quapropter quum uterque valor x nullus fif ; conftat ,.
ordinatam refpondentem puncto A (Fig. 5 ) effe in prima- diame-

{ro.
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tro. QJ'..’.Lré ordinata AC,. }A)melm.n C e t contium ﬁ,‘C?(f.Qn{s , &

fumptis CV=2C #=—v vy, erunt V, u prime diametri vertices.
Ut reperias punétum aliud, per quod curva tranfear, fac x = s,

s e e [ i1

& erit = =+ \/p st -y, Accipe AE = s, & dulta EF fac ¥ Q.
[ 1 SN .

= ¥Fgq = v st v, atque ex prima diametro Vu defcribe. hyper-

_ 1
bolam tranfeuntem per punéta Q, ¢, & locum =quationis obtinebis.
Si in ’data..:equatione,hyperbolm inveniatur » = Z—% »-quod elt

velut confinium inter duos cafus expolitos, tunc equatio vertetur in

hanc y = mx 4 n ~ x -2, & V/;’: quz licet fit ad lineas re-

2
&tas, tractari tamen poteft methode ultimarum propofitionum: in
hoo_enim_cafy J’n,rpcrbnla_ in duas redkas mutatur.,

-

Nihil jam reliquum eft, nifi ut de illis ®equationibus agamus ,
que , deticiente quadrato yy, ad {upexiorem formam reduci norn
potfunt . In his-vel adeft planum xy, vel fecus. Utrumque genus
duplex » que fequitur propefitio , complectetur. -

PROPQOSITIO SEPTIMA.

JEquationes illas conftruere 5 in quibus deeft non minus
planum xy, quam quadratum yy.

‘E Quationes hujulmodi femper reduci poffunt in hanc formam
y = mx -}n ~+ paz. Hec mquatio in duas dividenda eft
hoc pate z == mx -+, u = px*. Prima de more conftruatur
In altera, quz fatis oftendit parabelam, cujus locus DVF (Fig. 7)
eft tangens, fi flat z == ¢, invenietur ¥ = 0. Quare ex puntto A
abfciffarum initio duc ordinatam AV, que fignabit punétum V, in
quo parabola debet tangere lineam DV. Ut aliud pun¢tum deter-
suines in curva pofitum , fac x == s, & erit == ps*, Igitux
fume AG — 5, tum duca ordinata GF, accipe FQ = ps*.
Demum ut babeas -locum optatum , defcribe parabolam , que tangat
DF in V, & tranfeat per pundtum Q.

Nihil facilius eft, quam determinare parametrum  diametr:
z o2 |
VF s

AV; eﬂﬁ enim == —i;-a:

—_ L.
pad P

powe—

PRO-
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PROPOSITIO OCTAVA.

Hquationes illas conftruere, qua planum xy, non autem
quadratum y y continent. ' E

ﬁi Quationes , de quibus nunc agendum eft , hanc formam fem-
per accipere poflunt y == mx ~- 2 — p _f;__ q}' Efforma de mo-

. CPN
1e zquationes dvas z=—=mx ~4n, & = ppunpp Hzc altera, 2quae.
tio clare manifeftar, =zquationem referendam efle. ad hyperbolam
inter affymprotos. Quare fi prima mquatio conflruatur, ut femper
faCtum eft , determinabitur pofitio unius afflymptoti DM (Fig. 8):
Ut alterius affymptoti per fecundam zquationem hat determinatio ,

ponatur == >, & invenietur ¥ = — 4. Abfcinde AE == —¢g, &
(3] ‘ ,

per £ age ordipatis parallelam NEC, quz erit alterum aﬂ‘yrhprw

tum, & C crit centrum fe€hionis. Ut bhabeas pun@um  per quod

curva tranfeat , fac x = s culcuinque fcilicet conftanti, & orietur
4 . .

n="_ - Ergo fumpta AG = s, duta GF, & fcéta FQ :;—:‘E?

defcribatur inter alfymptotes CM, CN hyperbola tranfiens per

puntum Q , ea erit locus quafitus.

Quando non eft ¢ == 0, utilius erit ponere z, feu s=— o0, ut
facilius punctum per quod curva tranfeat , determinetur .

Hxc, qua ad perficiendam e¢legantem Hermanni methodum
inventa {unt, poltquam diligenter infpexeris, nihil in ea tibi, Vir
Claxiffime ; obfcurvin , mihil implicitum fpero fore, ut videatur.
Quoniam autern kxc fcribens fuz morem gefli voluntati, abs te
flagito , ut quacunque tandem int 5 quenradniodum foles , 2Guo ani-

mo accipias. Vale, & geomeriz , bonifque artibus te dwtiflime
confeiva. Y

Lx Col. S. Lucie Kal. Januarii 1751,

OPU-
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PUSCULUM TERTIODECIMUM.

- De pracipuis pendulorum circularium , & cycloidalitim
proprictatibuys.

A ¥
R 4

e EPISTOLA4.
VINCENTIUS RICCATUS
FIRO NOBILI

A L PHONSO CO: MALVETIO

S. P. D.

(1 qua eft, Alphonfe ornatiffime, in rebus phyfico-mathematicis
. ) inveftigatio, qua in adhibendis quantitatibus infinite parvis fe-
- dulitatem , & cautionem defideret , ea certe videri debet> qu®
agit de ofcillationibus pendulorum per arcus minimos, quemadmo-
dum dotorum virorum non contemnendi paralogifmi demonitrant, -
Gratum itaque me tibi facturum fpero, fi de re hac pro virili parte
- ¢ractabo, tum quia re@um infinite parvorum uwfum alieno periculo
tibi oftendam , tum quia banc phyfices partem maxime neceffariam
geometrice demonftrabo. Quam ob rem fine, ut prius de pendulo
cycloidali , tum de pendulo circulari, demum de eorum compara-
tione non minus clare, quam breviter differam.,

Ac primum Hugenianam propofitionem de ifechronifmo penduli
cycloidalis , alia methodo demonttrandam mihi propono. Ajo itaque
corpus per cycloidem ofcillans eodem tempore ad punétum infimum
perventurum. Sit cyclois ( Fig. 1) BDA, cujus axis AE, & cir-
culus genitor ALE: ajo mobile vel incipiat defcendere ex puncto
B, vel ex quolibet alio punto D eodem tempore ad punctum A
perventuram . ) .

* Sume arcus BG, DH, item eorum elementa Gg, Hb, qus
fint in ratione integrorum arcuum AB, AD. Ex punctis. B, D,
G, H agantur lineez BE, DF, GI, HK, que circumferentiam
circuli genitoris fecent in pun@isE, L, M, N; & ducantur chordz
AL, AM; AN. Quoniam arcus AB ¢it ad BG, ficuti AD: DH,

: X exig
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erit etiam arcus AB:AG:: AD:AH: fe_d ex 'CX‘-?lOidiS‘KPI‘QprJ'C'-'
tate chorde A ¥, AM, AL, AN funt dimidia arcuam AB , AG,.
A, AH: Ergo erit AE:AM:: AL: A?'?l fquale etiam. corumy
adrata crant proportionalin; nimirum AE*: AM®: :AL*: AN?:
quadrata crunt proportionalia; ni: : ‘ AL .
fed his quadratis proportione refpondent Al A}; :AP-> AK: Ergo
erit AE:AT:: A¥:AK: Ergo dividendo Ah I;;I AR FK
& invertendo, permutandoque ET:FK::ALE: AF: fed AE: AF
eft in ratione duplicata AE: AL, feu arcus AB: AD: Ergo EI:
F K in ratione duplicata arcus AB: AD: feu viciflim arcus AB ad
arcum AD eft in ratione dimadiata EI: F K., o
His demonfiratis, quz geometrica funt, quantitates phyficas
contemplemur. Velocitas, quam corpus defcendens ex B habet in
G, et ad wvelocitarem, quam corpus defcendens ex 1D iial_)et in H,
in ratione dimidiata EX: FK: Ergo ex demonfiratis in fimplici
arces AB ad arcum A5 fed temipus per Gy ad tempus per Hb

clt i ratione compofita direCta Gg: Hb, {eu arcus AB: AD, &
mverfa velocitatem in G, H, fen arcus AB: AT Lxgo terripus
per G owquale elt tempori per Hb: que aqualitas “quuin - valeat
I oinbas clementis  proportionalibus ‘conltat. eodem  ternpore
corpus, vel incipiat defeendeie ex B, vel ex 1), ad pun¢tum A
perventuram. Q. E. D¢ S
Non ¢ft opus advertere, propofitionem hanc veram efle | Licet
puntum I acceptum fuerir infinite preximun pundte A, Quum au-
tern in percurrenda demicycloide BA indigeat corpus finito tempore 5
In pereurrendo etiam inkinitefimo arcu DA tempus finitum impendit .
Opportunum jam eft, comparare tempus defcenfus cycloidalis
cum tempore- defcenfus rectilinei. Hanc ob rem ( Fig. 2 )" confera-
mus motum per integram demicycloidem BG A cum motu per ejus
_axem B A, Deferibatur cycloidis circulus genitor AME, & €x quo-
libet punfto G agatur horizontalis GMI, eique infinite proxima
gmi. Ducatur chorda AM, que fecet Gl in #, & BE i H, &
agatur tangens MK, & chorda ME. Quoniam triangulum HME--
elt rectanguium in M, & tangens MK equat tangentem K E » | pun-
¢um K erit centrum femicirculi tranfeantis per punta £, M, H:
Lrgo KH erit zqualis KE. Producatur A% in [); donec E I
Bguat AE. -
His premiflis tempus, quo mobile motu equabili velocitate ul-
timo acquifita per defcenfum ab E A conficit femicircumferentiams
EMA, eft ad tempus quo motn zquabili eadem velocitate percurrit
DA ut fem:circumferentia ad duplam diametrum: atqui tempus,
quo motue zjuabild velocitate acquifita defcendendo pex £ A percurs
it



rit DA, el :equale?-te‘mpori motus .accelerati per eandem EA-
Ergo tempus , quo. ot equabili velocitate acquifita in defcenfu pee
E A femicircumnfereatia conficitur, elt ad: tempus motus accelerati
per EA ut demicircumferentia ad duplam diametrum . :

- Fempus per elementum G g ad tempus per elementum Mm ,

~dum circumferentia defcribitur motu ®quabili antea definito, eft in

ratione compofita dire&ta Gg: Mm, & reciproca velocitatis in G
ad velocitatem in M. Sed prima ratio fcilicet Gg: Mm eft eadem’
ac ratio Man: Mm, five MH: MK, five MH: KE. Secunda ratio
nempe velocitatis in G ad velocitatem in M eadem eft cum  ratio-
ne dimidiata ET : EA, five cum ratione fimplici ME: EA, five
MH:HE: Ergo tempus per Gg ad tempus motus @quabilis per
Mm in ratione compofita dire¢ta MH : KE, & inverfaMH: HE,
five in ratione {implici HE : KE, feu ut 2: x, feu ut DA:EA:

s o —aquandoguis nitang ' 0} feenf
per demicycloidem BG A cffe ad tempus  motus equabilis per fe-
micircumferentiam EMA ut IDDA:EA.

 Atqui antea demonftratum ett, tempus motus 2quabilis per de-

> A}

‘gnicircumferentiam EM A effe ad tempus motus accelerati pexr EA

ut femicircumferentia EMA - ad duplam diametrum D) A: ergo tem-
pus motus per demicycloidem ad tempus defcenfus per ejus axem

£ A ut demicivcumferentia EM A ad ejus diametrum EA. Q. E.D.

Quum ex fuperiori demontftratione tempus defcenfus per: quems
Iibet arcum cycloidis zquale fit tempori defcenfus per integrum de-
micycloidem , & ex Galileo tempus defcenfus per quamlibet chor-
dam circuli AM fit 2quale tempori per diametrum,, perfpicuum eft,
tempus per quemlibet cycloidis arcumn ctfe ad tempus delcenfus pex
quaml:bet chordam tirculi genitofls ut demicircuinferentia ad dia-
metrum . (Juae ommnia vera funt , tametfi cum arcus ;—tum -chorda
accipiantur infinitefimi, '

“Notum eft, diametrum circoli ofculantis cycloidem in puncto
A effe: quadmiplam diametro circuli genitoris: Ergo tempus defcen-
fus per dianetrum circuli- ofculatoris eft duplum temporis motus per
diametrum circuli cenitoris : Igitur tempus defcerfus per arcum cy-
cloidis ad tempus defcenfus per diametrum circuli ofculatoris ut de-
micircumferentia ad duplam diametsum , {eu ut quadrans ad diame-
trum. Quod item dicendum eft de tempore cafus per quamlibet
chordam circuli ofculatoris. Quod {i velis comparare tempus motus
per arcum cycloidis cum tempore motus pex radium circuli ofcula-
toris debes advertere hoc tempus elfe ad tempus defcenfus per dia-
metrum circuli genitoris ut V2:1: Ergo tempus per cycloidgm -

| X a a
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ad tempus motus per radium circuli ofculantis ut demicircumferen-

tia ad diametra:n multiplicatam pex \/ 2 ; quee xqualis elt diametro
quadrati circulo circurnferipti feu fi mavis ut quadrans ad chor-
dam quadrantis. . .
Antequam confero motum cycloidalern cum motu circulari ;.
optimum judico , infignem paralogifmum patefacere , in quem in-
ciderunt viri fummi putantes , arcum minimum-CIrcEJ_h y & ejus .
chordam eodern tempore confici ; tum oftendere majorem arcum
circuli longiori tempore percurri quam minorem. Quod fpectar ad
primumn Keillius , Parentius, Nicolaus de Martire., Mulfchembroe-
kius, aliique viri non ignobiles animadvertentes, arcum minimum,
ejufque chordam adequari-, ftatuerunt, mobile defcendens. primum
per arcum, deinde per chordam impendere tempora,. intexr quze adz-
quatio {imiliter intercedat . Adverfus hos fit hzc plani{luma demon-

ftratioy -

Sit minimus arcus circuli AIDB ( Fig. 3 ) ejufque corda AB.
Ex centro circuli C ducatur quilibet radins COLY, & fumpto arcu D d
infinitefimo refpedtu AB jungatur radius Cd fecans chordam ine.
Ex puntis 1), O ducantur verticales DM, ON , & horizontales
DG, OF. ‘

His pofitis facile eft demonftratu, arcum ADB adzquare chordam
AB, AD) == A0, Dd = Qo, & DB = OB: Ergo tempus pes
Dd ad tempus per Qo erit in ratione reciproca velocitatum in D,
O, quas conftat effe in ratione dimidiata reGtarum DM, ON.,
Recta vero DM ita excedit ON, ut adequari nulla ratione poffint.,
Nam linex DM, NO funt infinitehma fecundi ordinis; fed etiam
earum differentia FG eft ejufdem ordinis. Nam demonftratum eff
a Nowtono IDQ efle infinitefimam fecundi ordinis s Exrgo etiam
FG, que cum DO finitam habet proportionem , erit infinitefima
fecundi ordinis: Ergo bac differentia ¥ G finitam habet rationem
cum lineis IYM 5 ON : Igitur inter has intercedere adzquatio non
poteft . Quare conftat tempus per arcum minimum circuli minys
eile , quam tempus per ejus chordam, & nullo pacto fuppofitam
ad zquationem f{ubfifterc. _

Sed proportionem intexr MI}, NO penitius indagemus. Qua-
propter adverte demonftratum efie a Newtono AG etfe ad AE in
ratione duplicata arcus AD ad arcum AB, five re@2 AQO ad AB:

Ergo dividendo erit AR —~AG, five EG: AE:: AB®*— AO®. AB®:,
AB—AO.AB-AO: AB'::BO.AB -AD : AR,
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Alll_ocfuppoﬁto MD : NO eft in-ratione MD: AE taui
o - compofita AE : NO* atquz
prima ratio nempe MDD : AE eadem eft ac ratio EG: AE, feu ex

demontftratis BO . AB - AO : AB*. Secunda ratio fcilicet
AE : NO eadem et ac AB: BO:

Ergo MD : NO in ratione BO.AB -~AQO
compofita ~ AB BO
tione fimplici AB 4~ AO: AB. Atqui tempus per IJd ad tempus
per Qo in ratione inverfa dimidiata MDD : NO: Ergo etiam in
ratione inverfa dimidiata AB 4~ AO : AB : Ergo tempus per Dd
minus eit tempore per Oo. Quum autem omuia elementa arcus
celerius percurrantur quam elementa chord® , conftat integrum arcum
celerius confedtum iri quam chordam. Q. E. I). Vides ex hac de-

X e

% .
AB", five in ra-

monttratione , quam caure adiibendz fime imhnitirefime quamitaes s
ne ille inter wquales habeantur, quarum differentia non fit refpe-
&u ipfaram infinitefima.

Galileus , & Balianus viri doftiflimi, quibus mixtam mathefim
acceptam referimus, decepti a quibufdam experimentis a {e inftitu~
tis, putaverunt, pendulum circulare eodem tempore cum longiores,

tumn breviores ofcillationes conticere. Imo Galileus (zpe ex {uis prin- .
cipiis demonitrationem quafivit, quam {e numquam inveniffe fate-.—

tur; ncque enim falfz propofitionis demoniiratio inveniri poteit.
At vero in przfens, guoniam tibi gratum fore confido, demonftra-
tionem clariflimam exponam, qua fiet palam, tempus defcenfus
per arcum circuli majorem majus efle tempore defcenfus: per arcum
minorem. :

Sit femicirculus GRA ( Fig. 4), cujus centrum C. Suman-
gur arcus inequales BA major, 12 A minor. Ajo, tempus per BA
majus. eiffe tempore per 1Y A . " ,

Duéka ex B indefinita horizontali BE , defcribatur-alter circu»
fus fecans BE in E ita, ut arcus AE fit fimilis arcui A1) : quod
probiema facilem habet folutionem .. Circulus autem defcriptus it
ALF, cujus centrum K. Hujus circuli radio KF zqualem duc bho-
rizontalem FH, junge HA, & age G parallelam FH : 'C'Qli_ﬁét
"G 1 fore aqualem Tadio circuli dati, nempe CG. Agatur qualibet
horizontalis M P O, ¢cut fit infinite proxima m pe, & ducantur mi-
nimae verticales mr, os. Jungatur H? fecans G1 in L. Accipia-
tur arcus DN fimilis arcui B, & clementum Nz fimile elemen-
to Q0. Demum ducantur radii CM, CN, KO.

Concipiamus tria pendula, quorum primum percuxratBa:;Lcum
Y &
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BA, ﬁltérnm arcum EA, tertium arcum DA, & comparemus

tempora per tria elementa Mm., Qo, Na. 1‘115 pofitis tempus

per M cft ad tempus per Qo eft ut Mm: OQo, five

in ratione Mm : mv = ¢ CM : MP: atqui

compofita ¢s : Qo:: OP : KO

tempus per Qo ad tempus per Na :: VKO : \/CN ::‘:'\/C,M:

Igitur tempus per Mm ad tempus per Nz erit

in ratione CM : MP \/CM:\/KO- : . ‘

compofita OP : KO, feu OP ; MR fed prima idcft
VKO : V/CM '

\/CM : \/KO‘: : \/GI : \/}‘H: altera nempe OP : MP ::

Ve, FLA : V rec. GPA : \/‘Fﬁ \/E_I—; : \/'FH : vV GL:

e . /
bBrgo tempus per Mm ad tempus per Na In ratione VGI: VEH,
compofita v F H.: /G L,

five in ratione fimplici / G T :/GL. Atqui ubique G1 major eft
quam G L: FErgo per fingula clementa arcus B A tempus majus
eft , quam per fingula elementa arcus D A . Igitur tempus per ar-
cum B A majus eff tcmpore per arcum IDA. Q_}: . )

Si BA fit arcus infinitefimus, tum quaelibet AP erit infinite-
fima fecur.di ordinis: Ergo etiam PT, qua ad AP finitam habet
propertionem , erit infinitefima fecundi ordinis, ficut & I1.: Igi-
tur accepta GV media proportionali intexr G1, IL, erit IV inh-
nitefima {ecundi crdinis ; fed tempus per M= eit ad tempus pet
Nz ut G1:GV: Ergo differentia temporum per Mm, Nz eft ad
ipla tempora ut infinitelimum fecundi ordinis ad finitum : Igitar
tempora pet Mm, Nz adequantur. Quod quum de omnibus
analogis elementis verum fir, confequitur adequari tempora. per
Arcus intezgros minimos BA, DA, Quare perfpicuum ett; zquediv-
turnas efle minimas ofcillationes perduli civcularis. QDT

Nihil reliquum eft, nifi ut comparemus pendulum’ cycioidale
cum circulari. Sit femicyclois BGA ( Fig. 5 ), cujus axis I A, &
fumicirculus quilibet FHA , cujus radius KA. Produtta BE in D
intelligatur mabile defcendere modo per cycloidem , modo per cix-
Cufu'{n ex punéis B, 1), vel ex punctis aque altis P, Q . Ducatar
quxittit horizontalis GO, ¢ui fit infinite proxima . g o. Quzritur
quenam futura {it propertio temporum defcenfus per G g, O o. De-
{cisbe circulum genitorem cycloidis EM A ; age chordas AM, AQO,
que due chordz erunt inter {e in ratione dimidiata diametrorum EA,

| YA,
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FA, five dufa AD) in ratione fimplici AD) : AF; fed arcus AG
dupln.u;"ci't quam chorda A M: " Ergo: arcus AG ad chordam ACO
11 ragone 20 X

compolita AD: AF
ferentia arcus nempe Gg ad differentiam chordz AQ in eadem
yatione ADD : K'A: hxc enim eft conftans: fed ducta Fo {ecante

, five in ratione fimplici AD : KA : Ergo dif-

AO in v, notum eft Or eife differentiam chorde AO : Ergo.

Gg:Or:: AD:KA. Atqui rO: Qo::Fo:FA: Igitur Gg:Oo
fn raiene AD X4 e ut refangalum AD.Fo:FA.AK.
— A H!. Producta AT donec concurrat cum KH in I eft AD :
AH:: AH:Al: Ergo AH* = AD.Al. Igitr Gg: Qo =
AD . Fo:AD.A1::Fo : AL, tive FO : AL. Quoniam vero
snobilia ex pu]:](fi‘js Tque altis defcendunt 5 E€mpora - per Gg 2 Qo
fut ut Gg:Qo: Ereout YO: AL, Q. E L

Ut conttans A L {it xqualis d.ametro AF, neceffe eft, ut dias
meter FA fiv quadrupla quam AX. Si autem AT fic M1jor quam
quadrupla AK5 A1 major crit quam AF. Contra A1 minox erit
quam AT, #i FA {it minor, quam quadrupla AE.

Quum A1l major eft quam AF, erit etiam major quam quali-
bet ¥ O: Ergo tempus per quodirbet elementum curculare O o0 ma-
jus-erit, quam per refpondens ciementum cycloidis G g: Ergo mo-
bile defcendens per arcum DA, vel QA majus tempus impendet ,
quam defcendens - per arcum cycloidis BA, vel PA..

Pro cafu in quo Al Lit minor AF > quod contingit quum AF
eft minor quam quadrapla A K, inveniendus elt cafus, ubi AL
wqualis it recte F D. Hoc autem continget quando K A {ir 2qua-
lis EA, & pualtum K cadat in E. Si autem A E major it quam
AK : tum linea AT femper minor erit linea F D, ergo etiam
qualibet linea ¥ O : Ergo tempus per (iuodtlbet O o minus eft
tempore per guodlibet elementum G g Ergo tempus per arcum
circularem integrum minus te€mpore pes cycloidem .

i vero A K fit major- AE, minor 2AE, tum AT verfus I

crit major F O, in aliquo. pun&q zqualis, verfus A minor: Ergo
initio elementa circulania longiori tempore percurrentur guam Cy=
cloidica , 1n ane autem breviori. (Quaie ii inveniendus fit arcus cir-
cularis , qui eodem tcmpore percurratur, ac cycioidicus , €jus ¥a-
dius neceffario major erit 2axe cycloidis A E, minor, quam du~
plex AE.

Sed diligentius perpendendus eft cafus , in quo AK —=2AE:

namque in hoc cafu pendula circulare , & cycloidicum Ce[uifeutuﬂ
| . wbe-
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habere eandém longitudinem, quum A K.fit radius circuli ofculan.
tis cycloidem in puncto A. In hoc cafu quifque videt ternpus per
quemlibet arcum circularem 1) A g vel Q A majus effe tempore per
cycloidem. Sed quum AL per majorem excetfum. {uperet FQ, quo
magls haec accedit ad pun€tum 1), conftat tempus . per arcum ciy-
cularem majorem magis {uperare tempus per arcum cycloidis,
quam tempus per arcum circularem minorem: Ergo majus eft tem-
pus per majorem arcum circuli; quam per minorem. €Juare nova
demonitratione probatur falfum, quod opinabantur Galileus , & Ba-
lianus , ifochronas fcilicet effe penduli circularis ofcillationes.,

Si defcenfus in circulo incipiat a punéto™Q inhinite proximo
punéto A, tum qualibet Fo fit zqualis FA, feu Al per adzqua-
tionem : Ergo tempus per minimum arcum AQO =quale tempori
per cycloidem. Ex quo nova demonttratione colligitur ofcillationes
per arcus minimos vel majores, vel minores ifochronas effe. Col-

lige item , erafle €os, qui putarunt t€mpus per arcum Crcult mins
mum O A zquale effe tempori per cjus chordam O A, feu per dia-
metrum AF. Nam quum tempus per areum O A it equale em-
pori per cycloidem erit ad tempus per AF ut quadrans circuli ad
diametrum , ut fuperiores propofitiones docent.

Habes hic, Alphonfe clariflime , prazcipuas pendulorum cum
circularium, tum cycloidalium proprietates, e€x quibus quanta pra-
xis accipiat utilitatem , tibi notiflimmum eft. Ex hifce demonitra-
tionibus plane cognolces, infinite parvorum ufum in abufum facile.
degenerare , nifi ad vera principia animum advertamus. Quantita-
tum infinite parvarum differentiz funt diligenter expendendz. Si
hz refpe¢tu ad quantitates. eafdem minorem rationem habeant
quacumque data , ez quantitates tanquam zquales haberi poffunt.
&i vero differentia non fit ejulmodi , fed ad quantitates  hnitam
habeat proportionem , qui eas mquales fecerit, in manifeftum inci-
det paralogifmum . Velim tibi perfuadeas, me nihil przétcrmiifuxum P

quod tibi, tuifque fludiis efle poflit utilitati. Vale.

Kal. Januarii x753 ex Col. S. Lucice.
FINIS OPUSCULORUM.
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