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algeérzque des quanzues ﬁnzes. o

PREMIERE PARTIE

‘ Exposmon a'e la T heone avec ses pmzczpaux usages dans " Analyse. -

ON appelle fbrzcuon d’une ou de plusieurs quantités, toute expression
,de calcul dans Iaquelle ces quantltes entrent d’une maniére quelconque ,
melees ou non avec daitres quantités qu'on regarde comme ayant des
valeurs données et .invariables , tandis que les quantités de la fonction
' peuvent recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi, dans les- fonctions on
ne considére que les quantités qu ’on suppose variables, sans aucun egard
aux constantes qm Peuvent y. etre mélées. -

2. Pour marquer une fonction d’une seulé variable comme x , nous ferons
sunplement preceder cefte variable de la lettre ou caractéristique fyou F;
mais’ Iorsqu o voudra. dcsxgner la fonction d’une quantlté déja’ comiposce

THEORIE | A
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de cette variable, comme x* oil.a —;— l;x ou &C. s on renferm

Pour marquér une foncnon de deux variables mdependantes com

-mous écrirons f (x, ), et ainsi-des autres, - S '
‘Lorsque nous voudrons employer d’autres caractenstrques PDUI’ ma

les fonctions , nous aurons soin d’en avemr.

dans cette accepnon orenerale etil est amourd hui gez.eralement adopre.

. Considérons donc une foncnon fx June vanable quelconque x. 31 X

la Dlace d\, x 00 REL X + i, L€tant une quannte que}coaque mderenmnee l'

laqu\.lle les quantités p, ¢, r, &c., codfficiens des | pmssances de: i, Sero t :
de nouvelles fonctions de x, dérivées de la fonction prm‘ntwe fx, ét =

indépendantes de la- quantité i, I :
1 est clair que la forme des fonctions p, g STy &c. &epen&ra umquement e
de celle de la fonction fx; et 'on déterminera aisément: ces fonctions dans
les cas particuliers par les régles ordinaires de l’algebre en developpant ’
la fonction dans une série ordonnee smvant les PUISSEIHCES de 7. -

4 Cette manitre de déduire d’une fonction donnée daLtres foncnons
dénivées et dependam essentiellement de la fonction primitive , est 8”13
plus grande importance dans l’analyse. La formatlon et le calcu] de ces
différentes fonctions sont , & proprement parler, le véritable objet des 1 10U~
veaux calculs , C’est-a- chre du calcul appelé d'mfzrcntzel .ou Aluxionnel. Les
premiers géometres qui ont employé le calcul différentiel, Lezf:rzzt{, les
Bernoulli , lHopuaZ &c. Pont fondé sur la considération des quantités
mﬁmmem petites de différens: ordres,, et sur la supposition. qu'on peut
regarder et traiter comme égales les quantités qui ne différent entre elles
que par des quantités infiniment petites 3 leur égard, Con 1ens damyez
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par {es procedes de ce: calcul dune mamere prompte-et, siire & des resultats
exacts , ils ne se_sont point occupés den démontrer les prmcxpes. G ux

qui les ont -stivis , Euler, e & " Alembert , &c. ont chcrche a suppleer 2 ce
défaut , en faisant voir, par des apphcanons parucuheres » que Jes diffé-

~rences -qu'on- suppose: mﬁmment petites,, doivent &tre absolument nulles,

et que leurs rapports,, seules quantités qui entrent réellement dans le calcul,
ne son autre chose que. les hmltes des rapports des différences finies , ou

Mais lfaut avouer que cette 1dee quolque ]uste en elle-meme n’est
sez. clalre pour seryir de principe 4 une science dont la certitude doit
etr fondée sur 1’ev1dence et sur-tout pour &tre présentée aux commen-
can aillenrs , il me semble que comme dans le calcul différentiel , tel
quon ] emplom on considére et on calcule en effet les quantités infiniment
Petltes ou supposees infiniment petites elles-mémes, la véritable métaphy-
sique ¢ de ce calcul consiste en ce que Perreur résultant de cette fausse
supposmon est. redreseee ou compensée par celle qui nait des procédés..
mémes du calcul , suivant lesquels on ne retient dans la différenciation

qu - es quantités. infiniment petites. du méme ordre. Par exemple, en
regardant {ne courbe-comme un polygone d’un nombre infini de cbtés.
«chacun mﬁmment pet:t , et dont_le prolonaement est la tangente de la

courbe , il est clair quwon fait une supposition erronée ; mais Perrenr se
trouve corrigée dans le calcul par Pomission qu'on y fait des quantités

infiniment petxtes._ Clest ce qu'on peut faire voir - aisément dans- des

exemples, mais aont 11 seroit peut-etre difficile de donner une démons-
tration ~gekn¢ra_1e‘: .

5 Newton poar évxter la supposition des infiniment petlts a consxder\_
les quantités mathemathues comme engendrées par le mouvement, et il a
cherché une méthode pour déterminer directement les vitesses ou plutétle
rapport des vitesses variables avec lesquelles ces quantités sont produites ;
Cest ce quon appelle , d’aprés lui, la méthode des Jluxions ou le calcul
fluxionnel , parce quil a nommé ces vitesses fluxions des quanités. Cette
méthode ou ce calcul s ’accorde. pour le fond et pour les opérauons avec le
calcul dlﬁ"erenhel et n'en differe que parla metaphyslque qui parait cn

A
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effer plus claire, parce que toiit le monde a ot croit avo ‘ _
vitesse. Mais, Qun cbté, introduire le mouvement dans i calcu qui n’a quc
des quantités algébriques pour objet , C’est ymtmdmre une 1dee' etrangere,

et qui oblige a .egarder ces quantités comme des lignes parcourues pa "ua-

mobile ; de Pautre, il faut avouer qu’on n’a pas méme une 1dee bien netts
de ce que clest que la viresse d'un point a chaque instant, lorsque cette

vitesse est variable; et on peut voir par le savant Traité des fluxions de

ﬂ/.fuc[aurm, combxen il est dlﬂicxle de demontrer mgcmreusemeﬂt a mé-

pour démontrer les différentes. parnes de ‘cette me’thode, vk
Aussi Newton Iu1—meme dans son Irvre &e; Pnnapes ;o8

que se réduisent en derniére an_]yse Tes demonstranons relanves
des ﬁ\mons. Mais cette merhode a, comme celle des hmues dent 1

elles cessent, pour ainsi dire , d'etre quantu-es ; car qamqu on conc
toujours bien le rapport de deux quanmes tant quelles &emeurent ﬁﬂ
ce rapport n'offre plus & Pesprit une idée claire et précise, aussuat qm:
ses deux termes deviennent un et lautre nuls a—la—fms* ‘ '

6. Clest pour prévenir ces difficultés, qu'un habile géométre: hﬁgfaié*;,
qui a fait dans Panalyse des découvertes importantes, a proposé dans ces:
derniers temps de substituer 4 la méthode des fluxions, jusqw’alors suivie
scrupuleusement par rous les . géometres anglais,, une autre mérhode
purement analytique , et ana]ogue 4 ]2 ‘méthode différentielle , mais dans
laquelle, au liea de n’employer que les différences infiniment petites o
nulles des quantités variables, on emploie d’abord des valeurs différentes
de ces quantités, quon egale ensuite , apres avoir fait disparaitre parla
division le facteur que cetre égalité rendrait nul. Par ce moyen, on évite
a la vérité les infiniment petits , et les quantités évanouissantes ; mais les
procédés et les applications du calcul sont embarrassans et peu naturels
et il faut convenir que cette maniére de rendre le caleul différentiel plus.

1772

- secours de
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: ngoureux dans ses prmc1pes lui fait perdre ses: prmmpaux avantages 1a

sxmphcxte de la methode etla facilité des _opérations.. Voyez{ Pouvrage
intitulé : The reszdual analyszs ;-a new branch of the algelmc art by John
Landen -, London 4 17645 ainsi que le. discours - publié par le méme

':auteur en. 1738 sur-le méme ‘objet. o o

‘ ons dans la maniere d’érablir et de presentpr Ies principes’
du talcul dlfferennel , et méme. dans la dénomination de ce calcul ,

montrent ce me semble qu'on nen avait pas saisi la Vérxtable theome y
o et trouver dabord les regles les plus snmples et les plus

quoxqu

Lcommades pour"le mecamsme des opérations.

7 Dans un'memo_re 1mpr1me parmi ceux de P'académie de Berlin, de -
]avancm que la. theone du développement des fonctions en série
conteumt les vrais prmapes du calcul différenticl , dégagés de toute consi-
dinfiniment petits, ou de lithites , et je démontrai par cette
yrie le theoréme de- TaLlor . quon peut régarder comme fe principe

;fondamental de ce ca cul ; et quom n'avait encore démontré que par le

- meéme calcul .au par la conmc‘feraﬂon des différences mﬁ—

‘niment petites.
L Depuls Aréogzzst a presente 5T acacfemle des sciences un beau mémoire
ol la méme idée est exposee avec des developpemens et des applications
qui | Tui apparﬂennent Cet. ouvrage ne doit rien laisser & désirer sur Pobjet
dont 11 ’agxt mais l’auteur o ayant pas encore jugé  propos de le faire
paraltre ,et fétant trouvé engage par des circonstances particulieres &
developper les principes généraux de l’analyve , j’ai rappelé mes anciennes
idées sur cenx du calcul différentiel , et jai fait de nouvelles réflexrons
tendantes 4 les confirmer et a’les g_enerallser c’est ce qui a occastonné
cet écrit, que je ne me détermine 2 publier que par la considération de

Putilité dont il peut &tre & ceux qui étudient cette branche importante

de Panalyse.

8: I peut au reste paraitre surpreaant que cette maniére d’envisager le
caleul différentiel ne se soit- pas offerte plutdt aux géometres , et sur-rout
quelle ait échappéa Newton , inventeur de la méthode des séries et de
celle des fluxions. Mais nous observerons i cet égard qu'en effet Newtoz

¢
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navmr d’abord- empioye que la sxmple conszderano

que la moitié , lautre que la sixiéme parn
( Poyez les Mémoires de l’acadérme des scien

la méthode des séries & ce genre de problemes que Pou
mepr}se dans laquelle Newton etalt tombe et faire sentir la

articles dzﬁ"erenzzel force.) Mais nous ferons voir que cetre mepnse ne

vient point du fond de la méthode , mais smplement de ce que Newzon
n’a pas tenu compte de tous les termes auxquels il faﬂa&t avoir egard ‘
nous rectifierons de cette maniére sa prerruere solution 'dont aucun des
commentateurs des Principes n’a fmt mention, :

9: Nous nous proposons dans cet écrit de considérer les foncmons
qui naissent du développement d’une fonction quelconque Nous
donnerons la loi de leur formation et de leur dérivatrion , et nous en
montrerons l'usage pour la transformation des expressions an_alynques.-
Nous ferons ensuite Papplication de ces fonctions dérivées aux prin-
cipaux problémes de géométrie et de mécanique qui se rapportent au
calcul différentiel , et nous donnerons par-la & la solution de ces pro-
blemes la rigueur des anciennes démonstrations. Enfn , nous ferons

DES FONQTIONS ANALYTIQUES 7

prement cht 5 et nous demontrerons par ce moyen les pmnapes et Ies
regles connues de celu1—c1 d’une mamere mdependante de toute suppa-
sition et de toute metaphquue. SN - _

a des cas- partlcuhers olr ‘elle ne peur pas avoir lien. DVailleurs , le
Ifferentlel porte expressement sur cette meme supposmom > et

e la subsntutxon de ¥4i,au lreu de x , ne pourrait ni augmenter
ni dmunu T nombre‘de cesradicaux , ni en change1 la nature , tant que x
et sontdes quantités mdetermmees. D’un autre coté , on sait par la theorie
des équations , que tout radical a autantde valeurs différentes qu'ily ad’unités
dans son exposant , €t ‘que - tonte - fonction irrationnelle a par conséquent
autant de valeurs différentes-qu’on peut faire de combinaisons des différentes
valeurs des radicaux qu ‘elle renferme. Donc si le développement de la

fonction f ¢ x - i) pouvait contenir un terme de la forme ui™, la
foncnon | f'x serait nécessairement ir rationnelle , et aurait par consequent
un_ certain: nombre;de valeurs. différentes , qui serait le méme pour la
fogctign f (:;;Q',»{— 1) :"?i.“Si que pour son développement. Mais ce d"élVdOppe-

ment étant représenté par la série fx + pi 4 g & + &e. 4 vi® 4 &c.,



THEORIE

radical §/ ™
de valeurs dlﬁ'erentes que la méme foncnon non devel

absurde, : =i

de demontrer que dans le developpement def( x + i) 11 ne peu"e;il :

aucune puissance fractionnaire de i, il gensuit que la quannte dontf il
s'agir ne pourra érre multipliée que par une puissance positive et enticre
de i; elle sera donc de la forme i P, P ¢tant une fonction dex eti,qui
ne deviendra point infinie lorsque i=a. -

On aura donc ainsi f(x + i) = fx 4 ¢ P doncf(x + z) ——-fx
=1 P , €t par conséquent lelslble pari;la dwxsion faite’, on aura P =
f(= ) —f= '

Or P étant une nouvelle fonction de xet{, on pourra de méme ‘en
séparer ce qui est indépendant de i | et qui par conséquent ne §’ evanomt pas
lorsque : devient nul. Soir donc p ce que devient P lorsqu’an faiti = 0,
p sera une fonciion de xsans; : et par un raisonnement semblable au pré-
cédent, on prouvera que P=—p - LQ, Q etaut Ia partie de P , qui devient

nulle -

P Q=P = yaEaEaE T Bz‘véc

'nt une - nouvel[e fonctxon dexet? qut ne

donczP
—W"P:—
o Q=
— I — ey
[) T
I z

comme il resulte de la dmswn actuelle

Prenons encore pom‘ exemple la fonction irrationnelle Y x. On aura

doncfx___v ,f(xTz)_,q/(x+z)—Vx+zP donc i P
....V(x—i—-z)-———\/x__v ’5+A)+ﬁ/ ;P

V(= -‘er-Vn

I
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Vr—y(z-1)

IO E

- z\/x[\/(xﬂr )T‘VIJ

1 * . I
Q:— l‘./r[‘/(x‘i‘i)"{-ﬁ/z}" ,ga————-%—iv—x
. I
L4 (= r)—l—ax/ﬂfs/( i)=Yz 1 . T
12 [V x+ D+l ZVI” drx[V\x‘h/‘i‘V l”’

5 Wa-}—)%-ﬂft- -
R b D e e

esortequ’onaura de cettemamere V(x —{—z)_._ y’ -f- V(

W

——Vx—}— ZVJ: - Zv:c[(a.“
v V(D)
LIERVES Sxv x| Y(zHi) 2] ;
+ 3 Z: ‘V — — &ec. Cette dermpre sene est ceHe &?“Lu on trouve par

1':
1

13. 11 serait difficile d’ehecuter ces operanons sur Tes fbnmoﬁsrxrr&-
tionnelles plus compliquées ; mais’; en faisant dxsparaure lesi m‘anonn :

par rapport a la qudnnte i l’appl,catlon de la. merhode naura 'IJ'

difficulté.

Ainsi , en re'pre’nénf Pexemple précédent”, on partira de Téquation:
Y(x+i)=vyx-+iP,qu étant éleyée au quarré pour. dégager P de

dessous lesigneradical , devient aprésla division par i , 1=12 P\/x—f,—zP’ :
faisant i = o, P devient p, et Ponatira 1 eSS zp V,‘, doup_ W On
z

eradonc P==p -1/ Q, ce qui étant substitué , on aura apzes la divmon,

+2Q.\/x+' -VQ +z Q‘ Fmsantz—_—o,

pari,o:

Q devient ¢ ; donc on aura

+ 229 ¥ x = o, dou lon
ETxIVT*' On fera donc Q =

tire g = — g iR ; et ainsi de-suites =

' DES FONCTIONS?&NALY IQUES o oa

On peut & la vérité , trouver les valeurs: de P g ,F, &, d‘une maniére
plus expedmve en faisant tout de suite Péquation. .+ . - e
(x+z)_Vx+pz+gz + +&C\

Pélevant At quarré Pour degager\ Ia _q}xannse i de dessous Ie s1gne et

comparant enémte les termes affectés des memes puxssances dé z ; pour qﬁe
cette quénnte Pmsse demeurer mdetermmee comme on Ie suopose ma;s

X
présente as]a quaﬂme i-au denommateﬂr iln'y a qua raxre Q=3 ,ce

qul redmra lequauoh a cette f'orme , V- + 4 V( 2x Vx +iYx)+
0, d’ou l’on tu'e T

et comme: @ne dmt pas devemr mﬁm lorsque == o( ntz), i faudra
que'V/ ne: dev1em1e pas nul.dans le méme icas ; par conséquent, il faudra
Prendre e signe inférieur dn radical ; on aura ainsi

f-—a.-\/x(zx—i—i)—qqa“/(x—-i-z),

et de T

Q=— -5 ey V=V F O F7aF

comme plus huut. -Oa en usera de meéme dans tous les cas semblables.

14 Mms le prmmpal avintage de la méthode que nous avons exposée ,
consiste en ce quelle fait voir eomment les fonctions p, ¢, r, &c. resdtent
de la fonctien ‘p,rjncipa'le fx, et surstott en ce qu'elle prouve que les reste;
iP,iQ,iR, &¢ sontdes quantitésquidoivent devenir nulles lorsque i =0;
d’olt Pon tire cette conséquence importante , que dans la série fx -+ pi +
g r & g mait@ui—dé%}@ppemem def(x 1), (mg}eut toujours,

2
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prendre £ assez petit pour quun terme- quelconque s6it plus grand que- Ia'

somme de tous les termes qui le suivent ; et que -cela doit ayair liew aussi.
pour toutes les valeurs plus petites de i - - . o o
Car, puisque les restes i P, LQ iR, &c. sont des ﬁ)ncnons de i qui
devientent pulles), par la nature méme du dex)eloppemenr lorsqué i —'o. ‘
1l s’ensuit qu’en considérant la courbe dont seraxt P a.bsasse et 'une de ces:
fonctions 'ordonnée , cette courhe courera.l’axe a l’ongme des abvaeses et
a moins que ce pomt ne SQJt un pomt smfruher ce gm ne :

donc elle sappmchera peu ¥ pew de Paxé’; ayant ‘de }& ouper, er £
approchera par consequent d’une quann_'

oindre quaucune quantité:

donnée ; de sorte qu’on-pourra toujours trouver une zbscisse z correspon-
dant a une ordonnée moindre qu ‘ung quantité donnée; etalorsioute"f leur:

plus petite de § ,epondra aussi & des ordonnees momdres qye Iaquannte:
donn&.. : ‘ <

On pourra done prendre £ assez pent sans &tre nuf pour que 7 P soit
moindre que fx, ou pour que ; O soit moindre que p,ou pour que i R soit
moindre que ¢, et ainst des.autres ;, et par conséquent: pour quesi¥Ro
moindre que ip, ouque £ R soit moindre que 2 g5 &c: ydencyp 1sque
{ne zz)zP_zp—J—z g 4+ Pr 4 &b, Q—'—L‘g—}—z 7 &e,.

PR = 7Fr 4 &ec.;il g ensuit qu'on powrra toujours donner i / une valeur
assez petite pour que chaque terme de la série fx 4-ip + i g 4 Pr-g-&c
dévienne plus grand que la somme de tous les termes. suivans; et alors toute:
valeur de i plus petite que celte-14 satisfera. toujours i la méme condition;-

On doit regarder ce théoréme comme un des principes fondamentaux
de la théorie que nous nous proposons de développer : on le suppose:
tacitement dans le calcul différentiel et dans eelui’ des fluxions » €t Clest
par cet endroit qu'on peut dire que ces calculs donnent le- plus de prise

sur eux , sur-tout dans leur application aux problémes géométriques et
mécaniques,. ' C ‘ o

5. Au reste , il est facile de voir que Ia manidre que nous venons de

eette’ réduc

DES FONCTIONS ANALYTIQU S 13

doninef pour ‘trouver successivement les termes-de la- série qm repres@nt\._
une “fonction ‘dé x =, développée suivant les puissances de i, peut

sappliquer en-général au développement. de toute fonetion de x €t de 7y
. pourvu- que cette-fonction. soit suscepsible. d’érre réduite en unessérie qui

procede suivant Iés puissances posuwes et entieres dei. Carle raisonnement
dunlyg, par lequel nous avons prouvé que-touté fonction de x 4- I est,

_ generalement parlant suscepnble de cette forme, ne pourrait pas sappli-

quer en. general & une fonction quelconque de x et i, Mais dans le cas ol
on est possible, on pouna toujours appliquer a la série résul-
tant du dév Ioppement suvant les puissances ascendantes de /£, la consé-
quence que nous- en avons tirée dans le n.% 14 ; savoir, que la quantité
pourra &ire prise: assez petite pour- quun terme quelconque de la. série soit
plus grand que'-' tous ceux! qm le suivent, prxs ensemble.. :

"’16‘ Apfés’ ces- cdrisi&’érzfdori‘s générales sar le développement des
foncnons, nous allons considérer en particulier la formule du n.° 3,

f(x—}—z)_fx—}—sz—qL G2 = &,

et chercher comment les fonctlans denvees Pag>7s &c. dépendent de Ia

fonction p pril Pt e f

-~ Pour celay suppescms que }mdetermmt:e x devienne x -}~ o, o étant
une quantité quelconque indéterminée et indépendante de i, il est visible
que f(x - i) deviendra f {x 4~ i+ 0); et I'on voit en méme temips gue
Pon aurait le méme résultat en mettant simplement i o ala plﬂce de i
dansf(x +1). Ponc aussi e résultat doit &tre le méme, soit qu’en mette
dans la senefx +pz + g4 + &c.,i+o0 a la Elace de i, Soik
quon’y ‘meétte x - o'au lieu de x. :

La prermere substitution donnéra

fx+p(z—r@)—l—q(z+o) 4+ (i +o) +&c1 A

savoir , en développant les puissances de i 4 o, et n’écrivant, pour plus
de simnlicité que les deux premiers termes de chaque puissance ,. parce
que la comparalson de ces termes suffira pour les determmauons dont nous.

avons -besoin
fx—}—p,z—}—gz —{-rz +5L"+&c.
o S -i—gg;_;—}« szo;—b ”I’LO+A}-SI-0 -+ &ec.
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. Pour fau‘e l’autre suBstztunon ‘soit fx +f’ o+ &c.,p + p 0 + &c,,
g+ ¢ o+ &c. r+4 o+ &c., ce que deviennent les foncnonsf,?x ¥ P
q,7, &c.eny mettant x + o pour x,.et ne con51derant dans le develop -

ment que les termes qui contiennent la prermere pmssance deo 3
que la méme forlee de\dendra si S i

et ainst de suite. Donc, st , pour -plus de: simplicité ¢ et dumfa g té‘;: on
dénote par fx la premitre fonctlon dérivée de fx; par f/x. la prermere
foncfxon dérivée de f’x par f“’x la premxere foncnen dérivée de f”x,

r 11 r

,-et dela re=- g =

.'\' A - fIV

2. P 3.

-, et ams1 de smte. :

Cette nouvelle exp

ssion a I'avantage de faire voir comment les: termesde
uns des autres ; et sur-tout comment , lorsqu’on sait

tormer la premiere fonction dérivée d’une fonction przfnmve q:uelcanque,

on peur former toutes les fonctions dérivées que Ia série 'renﬁsrme.“. :

re
la série deper‘dﬂnti

17. Nous appellerons la fonction fx, fonction primitive , par rappoztt aux
fonctions f'x, f'x, &c. qui endénvent, et nous appellerons celles-ci ﬁmc—-
tians dérivées , par ropport 2 celle-Ta; Nousnommeror}s deplus la premicre

fonctson pr

seconde. ; Ia troisid me. foncmoa d"ru&. f“’ Xy ]uﬂC[LOil nercc, et ainsi; de

A
20

_pourvu qu’on ait un- moym “davoir h fonction pmme ding
itive quelconque ; on aura, par la simple répétition des
_mémes operattons, toutes,les foncncm;. d;.rwebs, et par conséquent

¢ sont "‘—l—mx”—’z, sozt quemsmtun nombre
enner ou ﬁ‘acnonna,xre posmf ou négatif 5 ainsi on aura flx=max"—1
De—la on nrera de la meme maniére f x=m {m — 1.) X f’” X==1m

;de sarte qu'or aura -

i S m{me=1)fm=2) o
, - ).x"’ ? +—‘—3 " °l°+&c :
ce qux est la formule cennue du bmome Iaquelle se trouye ainsi démontrée

POVr t toutes les valeurs de 7z
B R T
19 Smten second heufx__a , on auraf(x iY=a
ainsi tout s¢ réduit & trouver les deux premiers termes de la série de a‘ »
dévelappée suivant les puissances de i,
Soeit , pour cela, ae==1+ 0, alors a -——(1 —i—b) =1 +Lb +
z(z—l) b + z(t——r) (z

2
venons de demontrer. Developpant les produxts dei,i~—1,i—2,&c,

L e pli—

7'_) b + &c., parla formale que nous.



"16 ) THEORIE

et ordonnant les termes suivant les pmssances de Z, on trouvera que les

termes multipliés

. r 2 3
Donc, faisant, pour abréger, 4 =154 _._bT - __b3_s-— &c.=g—1~—

(a—1) (a——1)}
2 + 3

en série seront 1 <4~ A4 ; donc on aura f’waa‘ On tirera de-la par la

méme opération répéice, f'x=dA x Aad*=—_Aa f’”x—Aza &c. On

— &c., les deux premiers termes de la valeurde o'

auraaln51f(x—|—L)—-—a"""‘+a"(1+Ai+ - 4+ AH'—]—&C.)
. . 2 3 )
Divisant par a*, et chanoeant fen x, on aura la serxe connue a*=1
Az A x .
Ax + 2 + 2.3 T&C' PRNTEIE PP

a =

et sion fait x = ,onaura - - oL T ot

. .
T__ LTS T S
=141+ —0+ z.3 +2'3.4: 7
o X E i i ; - T e
Ainsi la quantité a” est égale & un nombre constant, qui est la valeur
de a, lorsque 4 =1 ; et ce nombre déterminé par la série precedente,
5€ trouve

=12,71828 18284 59045..’.....

et |
Cest le nombre qu'on désigne ordinairement par ¢ ; dg sorte que’la reIanon

I

entre a et A4 se trouve expnmee d’une maniére finie par I équation o’ =e.
laquelle donne a = ¢4

r, —
O Ta“ P éqUaUOﬂ ¥y ==d*, x est ce qu’on appelle le logarithme de ¥,
4 “amha base du ‘)’3f€me logarithmique , c’est-a-dire , le nombre dont le
logarithme est lunité ; desorte que cette équation donne x =log. y pour
la

DES FONCTIGNS ANALYTIQUES N 4

)

Ia base a, , Par la meme raxson l’equatlon a4 == ¢ donnera 7’: log. e

pour la-base a, et A == log. b pour la base e.

- Dans le systé ¢ des logarithmes. ordinaires, la.base a a bt prise = 10,
pa ce que ces loganthmes sont plus commodes pour le calcul arithmétique ;
on prefere s comme plus slmple le systeme dont

1a1re de. lhyperbole eqm!atere entre ses asymptotes ; et
’ fcaractemanue L Am31 ona A =la; par

précédent ) A r reste. ) comme a=—¢', on aura a= &<, et par

moyennant qu01 on peut réduire toutes les expo-

So1t donc, en troisiéme fieu, fx_.log x, on aura, par la nature des

:af" Or xdevenantx+z _fx dev1entf(x+1)——fx+

-+ &e. l’equatlon = af ¥ devxendra (en y mettant x -+ i pour x)
& , et dxv1sant cette equatlon par la precedente,

+ &c. (n2 29). Effacant

lumté de‘part € d’autr’ 5
de o, on aura, en ordounant suxvant les puxssauces dei,

‘,Af'x—‘--———Af”»—l—Af' & &

: x
La quantltez etant et devant demeurer indéterminée , il faudra qué cette
equanon se vérifie mdependamment de cette quantité ; paf conséquent tous
les tern‘ies affectés d’unie meéme: pisanCQ de i devront se détruire d’eux-
mémes, et former. autant d’équations 2 part. Onaura donc a1n51— =Af'x
Af”x—i—Af‘x =o0, etamSLde suite. ‘ ‘

T
— ’ / — .' 0);
Donc fx etant —log.»,onaurd en général [/ s = =7 (ne20);
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et de-Ia, par la formule géué’i-ale dti n.? 18, an‘ tirefa{'

fr=ie

x la

X =

de ces valeurs dans’ la série fr -+ zf‘x —[—

le-champ

log. (x——z)___[x—f-

Faisant x—11, et changeantvz en x ,,_6411 aura

o
log. (1 + ) =

Pour les logarithmes hyperboliques ott le==1;0n aura simplement fx

flx= &; y [ = — *;,‘ ,&C‘ s

22, Ces formules pour le' cIeveIoppement en série des expc
des logarithmes sont assez connues, et.on les demeutre, ou par le.
différentiel, ou par la seule formule du bmome ma’ °n e 'plo"an
considération de infini ou de lJnﬁmment pent comm - on le
Vintroductio in analysm & Buler, Quoxque cette mani¢re de démontre
Halley est, je crois, Pauteur ( Trans. phil. n. 22 6’) puisse &tre dn

:mal)se on ne saurcit disconvenir qu eHe a pas l’end ence ni
rigueur qu’on doit désirer dans

es efemens & une science , et noﬁs ;croyons
qu’on nous saura gré de nous earter ici un moment denctre march e, pour
donner une demonstranon des mémes formules, fondée aussi umquement
sur celle du binome , mais dégagée de toute con51derat10n de Vinfini. Nous
donnerons méme 4 ces Formules une généralisation qui servira i rendre les
series aussi convergentes qu'on youdra dans tous les cas.

Considérons donc I’¢ equation générale y= o~ ~dans |

aquelle x est Ie Iog*—
rithme de y pour la basé a; mettons & Ja pl

acedea I —}~a——£ ce qmest

x

la m&me chose , et ensuite 4 Ia place de (1 42— 1), [ (1 +a~- 1yl

DE 'I:FON" TIONS ANALYTIQUES 15

éme chose ~que a*; on aura

est encor lam

: pulssances de n, )aural

)f.__‘1 —l-An-l—Bn +&C-’

o (a___l) ___&.,
e

- . A Pégard
cefte quannte A étant la meme que celle du n° 19 ct dess}\:s o gu s
: ndus n’aurons pas ‘besoin de les chercher , puisq

c'mme on a'le voir. .
; i 2 &e )"
tl n, nousauronsy—(1+An+Bn+ )"

_i(i”:_”_)_ (An +
‘ 2 n*

yi~’-—71+xb(A+Bn+&c)—l—-—————'})—(/'—}-Bfi"l‘&C) +

x(x———n) (x-—zn) (A A Bn + &c ¥ 4 &e.

Pl
1 nature méme
Mamtenant comme la quannte n est arbitraire, et doit par_k.l ure e
tre fonction
- de la fonctlon y dlspalaltre de Pexpression de ce

‘ It e < d 1 C éti"“ise] t
ue “‘S ance e .5 2 -
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mutuellement, Ne tenant donc aucun compte de ces: term‘s qui dow:m
disparaitre d’eux-mémes, quel que soit 7, on aura- slmp»emen

_y~.a"_.1—1~xA+ x.A’V

e

comme plus haut (ne 29)

23. Cherchons de la méme manjdre la valeur dp xen y Pour cela
nous mettrons Iéquation o ==y sous la forme- (- +
(1 4y —1)", qui estidentique avec Ia pfé?e&éme et oll n es
une quantité quelconque 3 \olonte, qui ne doxt point entrer an
de x en - :

Développant les deux membres ala mamere 'dd bm‘

a-'<a—1>+-———x 21 (o sy + ”ﬁ”,“” (”?i?%

2,3 z
n—1 n-= (n——- -
:y_l_{—%(}"—l)—F € :12)3 2) (:Y’—

Or, n étant, comme nous l’avons déja dit, une quanmte 3
2r5!tr:ure et qui ne doit pas entrer dans Iexpressmn de x € 11 fa dra
que les termes muItlphes par les chﬁ"erentes pmssances de nse etr
d’eux-mémes, en sorte qu'il ne reste que. ceux ol no ‘entrera pas.
ainsi, en ne renant compte que des termes sans 7, lequanon su
dans IaqueHe } ‘emploie, pour abréger, la quantité 4 déterminée ci- deffus 4

*y‘1—~~(y——1> +3 (y—z)s;&c.

JOLI lon tlre
X —== 10 _— J ! 2(.}, I) ; 3(‘.}’—1) —&C-
g y )

b

formule connue, et qui Saccorde avec celle dun’ 21, A étant — [‘zz'. .

24. Mais cette formule n’est conver

gente que Jorsque le nombre Y dom'
elle donpe le logarithme

> est peu différent de Iunité, Aussi nest—elle

“celle 1y

e bES‘FONCT’ION’S ANALYTIQUES., a1
d’z;ucunex utilité pour le calcul des logarithmes ordinaires. Voici un moyen

de la rendre convergente pour tous les nombres.
Il est évident que. l’equatlon fondamentale y = o~ peut se changer en

Ernployant: aonc cette ‘derniére formule a la place de lautre, il n’y aurai
qua changer dans celle-—u y en y et x enmx. On aura donc en généra

T —1) — &c.

3

; . G 1 . i .
01‘1 I"on Pourra:fprelx’dfé: pour m une fraction — , telle que {/ y soit toujours

¢ roudra,
un nombte aussi peu dlff'erent de lumte qu’on voudr

it SRS [ e
mA A

_if_—:_i_,
va—1

‘est par cette formule que Bngs a calculé les premlen Iogarnhmes. I
avaft re':'narquv que fatsént dés extractions successives de racines quardrees
‘d’un nombre quelconque si on garrete dans une de ces exrracnoni a eu:i
fcus aut'ant de décxmales qu'il y aura de zéros & la suite dell L;mte orszzxn 1e
nya plus que l’umte avant la virgule , la partie décima ede cette raOrtE
-se trouve exactement 12 moitié de celle de la racine précédente , en Z e
que ces parties decnmales ont entre elles le méme rapport qu

loaarlthmes des - racines mémes ; c’est ce qui résulte évidemment des
formules précédentes.

insi = 25 a—10
Ainsi , en prenant r == 2%, on trouve pour
Ost, &1 PAED ]
§ a==1, 00000 00000- 00000 0019971742 08125 50527,
L — .5, 00000 00000 00000 00086 73617 37988 40354,
—_— =.0, : :

% - érantun nombre ¢ quelconque entier ou nﬁcusmua"e‘
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A T S6736173798840354
De sorte que — % Vo—r ;997174,2081;.)50);.7
I, R M
=, 43429 44819 o351, =L = L '=tf1‘°g'*‘"

$i maintenant on veut avoir’, par e\emple, fer Iovarltﬁme de 5 ‘on

fera y == 3, et-employant de méme 6 ° exrracnons de racines unarrees s

on trouvera

VY==1, 00000 00000 00000 00093 1894'1 64074,;;58932..,

et de-la

x=log.y = _Y¥—71 __ . 95289#64074)89;,
Va—1 , 19971742081
== 0, 47712 12547 19662... -
Cette méthode est , comme Pon: V01t, trés-labo leuse :

nombre d’extractions de racines quelle demande pour avoi
plusieurs décimales : ; mais la formule crenerale que T nous a ,
dessus pour Pexpression de x en y,sertala mmphﬁer et 4 la comp "ter i
car, quel que soit le nombre s il suffira d'en Xtralre quelques ra n S

quarrées jusqu'a ce qu'on pafvienne a un nombre 5" ou 1/"‘
Punité avant la virgule ; al ors les puis ances dey” — 1 se
d'autant plus petites qu ‘elles seront plus. hautes, €t par ci

série deviendra assez convergente 5 pour'} qu 11 suﬂise de
petit nombre de termes, '

25. On peut apphquer la methode precedente , ,
gui expriment le sinug par Parc ,ou Parc par le's; s, et pouri sq
emploie aussi ( comme I'a fait Eu/e; dans le ; meme ouvrage
ration de Dlinfiniment petit et de lmﬁm /

En effet, en partant de la formule connue pour la multxphcanon dps

angles €os, nx -+ sin, nx x/-1— ( cos.x—!—sm xV~ 1)"; 011 a
réciproquement : S

o ‘
cos, x -+ sin. x«/———1~(cos.nx+sxn nx\/——I)“' '
vt le nombre 7 pent étre quelconque, :

I"-a rant , quelle que soit 1’cxplessmn de sin. x en série de a'cx,
1 I3
clie ne peu

pest etre que de la forme' Ax 4 Bx® + &c.; car, pmaqup le

on aura

DES FONCTIONS ANALYTIQUES . 2.3
sinus deVlent nul lorsque Parc est nul, il'est visible que cette expres;mn ne
doit contenir aucun tetme 5ans x.. Or comime coS. x == [1 — (sm. 2 ) 1,

{ZABxs—&c)—

cos. x == V(I — A

Les coefﬁmens A, B &c sont censes mdependans de Parc x; par consequen‘c
113 seront les mémes pour tout autre arc, Substituant donc nx pour x, on
, 1¢,mem T ane e

' nAx +n Bx +&c.cos.nx=1——=2—x’- + &ec.

sm Il x

Donc 1’

1 —n / X 2
- Iy A T2 )

2

X+ —2X

2

S I T . g . 1,
* Comme les valeurs de sin. x et de cos. x doivent &tre indépendantes du
, il Sensnit que tous les termes du second membre qui

nombre arbxrralre 7,
se trouveront multxpdes par une méme puissance de 7 doivent se détruire
&’eux-memes. ‘Ne tenant donc compte que-des termes olt 7 ne se trouvera
pas aprés le développement il est aisé de voir que la quantité X se zed;lra
ason premler terme Axy—1,etque les cotfficiens des puissances de x

ue Pon aura simplement
se redmront aT, &c. De sorte que ple

2

\COS.x—l—Sm.X\/-—-—-I”‘—I -{—Ax\/———x—i————(Ax\/——x)
‘+ (Axy—1) + &c

> 7..3
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En effectuant les puissances de Y — 1, et comparant les parties réelles
des deux membres ensemble , et les imaginaires ensemble , on aura

. & A} A5 2 5 “o
sin, ¥ — Ax — -+ — &c.

2.3 2.3.4.3 b
: A x* Azt s
cinxe 1 — ~TEp A g

26. Pouravoir de méme la valeur de ¥ en sin, et ¢os. de 7, idn’yaura qu

reprendre la formule fondamentale T e

cos.nx +sin. nxy — 1=(cos. ¥ F-sin. x4y —1);
dans laquelle on mettra, 4 la place de sin, nx-et cos, nx, leurs valeurs en

/o 3 n* A 2* L RS ;
sérien Ax 4+ n'Bx* &c., 1 — — —}— &c._, eton develpppe:a i

puissance 7 du second membre, On aura ainsi

Lt adxy —1 + 0 (BY — 1 L ):»xf’“ff*'"&?-'

Cos. x 2 €0S.

= (cos.x")[14n sin. Y —1 +ﬂ*n:l—)(m—x V— I)’+&C]

sin, x . N
O cos. 3 = 1A0g. %, cOs.x =¥/ (1 —sin. x" ) ; donc ( cos. x )

n : ’
(1—siny’ ) =1 -—% sin, x* L(-%-smx‘ &e.

Substituant ces valeurs , la quantité » ne se trouvera plus que dans les

s e

coefliciens, et ordonnant les termes suivant les puissances de cette quantité, -

le second membre deviendra de cette forme 1 4 1 P + 7 Q 4 &e,
en faisant pour abréger , o T e 2
P=—tang. xy — 1 —3(tang. x

—1) +3(tang.xy—1) + &
— s x’—ssin, x*—2 sin, x° - &c. Q==13(tang. xy — 1)+ &c.
Effacant Punité des deux membres , et divisant toute Péquation par n, elle
deviendra A : '

AxyY—14+n(By—1— ‘f )X + &c.=— P —{—nQ‘—-}-&c;;
et comme elle doit avoir lieu ndépendamment de la quantité 7., qui doit
demeurexj indérerminée , il faudra que les termes qui contiennent les diffé—
rentes puissances de 7 se détruisent d’eux-mémes ; ce qui fa réduira dPabord

A

2

wa
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y Ax §=-1=P, savoir, en dggeloppant les puissances de {/— 1
Az — 1= (tang. x — } tang. »° + ; fang. * — &c.) ¥ — 1

: ; 6 ! sin. x* —— L s L.
+ : {aﬂg-' xz_f_ ! tang. xh _.l_ L tang, x° — &c, — 1 sin. & — £ Sif. & ‘

tsinca® b & oo
Comme on peut prendre le radical ¥ — 1 en plus et en moins, il est
visible qien le prenant successivement en plus et en moins, et soustrayant
— i < G \ . sy e
lesdeux équations 'unede I'autre, on aura, aprés avoir divise par 2 AyY—ri,
o i “tang.-x — % tang. x’ < { tang. 2' x — &c.

27 Au f’eéfé' 5 il},yy'ves‘t' visible que l’ékquation trouvée dans le n.° 25,
cos. wibsinx Y —1=14 Az y—1 +:(dxy—1)+
v iy e, -
se ‘ré'duitvdirectém{:nt_ a celle-ci, _ _

S U cosxFsinxy —1=att"r,
par la,zfo_ifmplrc_a\li n? 22/, en prenant pour a une q.uantité ?ép.endante A,
comme noiis Pavons déterminée dans ce méme endroit, C’est-a-dire, en sorte
que a'soit la base du systéme logarithmique dont A est le m:ladule.

"De cette formule on tire fout dé siite , en prenant le radical en plus et

et i;)léssént“dég'éx_qn ntielles aux logarithmes,
xs/é'——-':_;.—f;l.(cbs. %< sin. gy — 1);l€os.x+l( 1 —i—tang.xv—l),
6u bien , en prenant successivement le radical en plug et moins, et sous-
trayant une équation de Yautre,
LT i 1 I—I"taﬂg.IV’—'! ;
r= 24f—1 = 1—tang.zy —1I

dou on peut déduire les séries trouvées cifdfassus, en emgﬂoyanf lies
développemens des exponentielles et des logarithmes exposcs dans les
numéros 9.7. et23. )  fires o fons
‘Mais il yaic une remarque importante 2 fare ; cest que cam t
formules que nous venons de trouver , la quantit¢ A, ainst que a, etan

L . \ . Y o . jeu que
arbitraire, le systéme de logarithmes peut &tye pris VO}O“;;..’ au lieu g

les
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Tan
dans les formules ordinaires relatives ;%uA arcs de cerclb yle module A ezt
¢xal a Punité, ce qui donne pour la base le nembre-e, dout le 1ocar1thme
hyperbolique est Punité. Alnsi, celles-cine sont qa uncaspar Llu.her de celles
(ue nous avons trouveées; mais cette parricalarisation est necesaaire pour
qu'elles soiénr applicables au cercle, comme nous lallons demoatrer'

28, Tout se réduit & prouver que dans l’expressxon de sin. x en SEI‘LE,

le premier terme doit étre simplement x, au lieu que. nuu&l avons supp h058

en gmeral Ax (n 25) En employanf la coasn:leranon des mﬁmm’ nt

démonstration du point dont il s'agit.

Pour cela , nous ne supposerons. que le principe etabh par Arc
que le sinus, qm est Ja moiti¢ de fa- eorde de l’afc doubi

__ smzx sin. 2 i : :
Vi —sn =) PR Ty V(I_m' )>x etde-la» n,x—>x~ —

sin. %), d'olt Pon tire sin, x> —— 7 + % Employant doncl’expressmnde

sin. x en série trouvée n.° 23, il faudra que Pon ait, quclque petrt que
soit l'arc x, -

Y A2 A2
2.3 + 2.3.4.5 —&e<x 2 g V(I-k—x)
Donc aussi, en divisant par x, '
A 2’ A ] :
—_— + —_— L < - :
2.3 2.3.4.5 &e.<x,> PICE S
C ! LA oF 3 :
Comme —-r v == Ta ) setquey (1 +x2)>1, destclair

DES FONCTIONS ANALYTIQ_UES ey

eten meme temps on voit que iﬁ— >1—x*,

‘1“‘* vu+x )7 \+ ?

car 1a dlfference est

;‘ain31 la quannte qui est plus grande que

5=

sera a plus forte raison plus grande que 1 =— x*; de sarte -

V(+)

qu'on pourra redulre 1’espece d’ quauon d’megahte ci-dessus a cette formc

- T A? g, + /‘15 2:

—&c.<1,> I— x5

AL
2.3
a]outant eusemble le second et le troisiéms terme , le quatriéme et le cin-
qméme et ainsi de suite , on n'aura que des quanntes toutes négatives ,
et qu'au’ contralre en/ajoutant : e' troisiéme et le quatneme le cinquiéme et
le 51x1eme & on naura que des quantités toutes posm\ es. Donc x étant

, parce qu’en

VG, on aura a plus forte raison A

1—x et <1 + 3 ;ce quidevantavoir lieu, quelqite

par consequent A=

petite que so la valeur dex, ils ensmt que Pon aura nécessairement 4 =1,
En effet sid=1 + z )L étant une quantité quelconque trés-petite ,

A x?
posmve ) ny aurait: qu 2 prendre x tel que 73 < i , et alors la condition

de A < T +~14;—’53% n'aurait plus lien, De méme, st 4 =1 — i, i

vy aurait qua; prendre x* <i,etlautre condition A > 1 ~— x* serait en
defaur. Donc on a nécessairement A == 1 dans le cercle; par conséquent
a=e¢==au nombre dont le logarithme hyperbolique est Punité ; ce qui
fait rentrer nos formules dans celles connues pour les fonctions circulaires.
29. Soit, en quatrxeme liew, fx = sin. x, on aura f (x4
(x +i)y= sin. % % COS. i - cos. x x sin. i, par les théorémes connus. Or,

= sif.

i
nous venons de troaver sin, [ == — —-—3— + &ec. cos =1 —

2
D2
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A 4 &c., en faisant x == [ et A =— 1 dans les fdi’fnules dun.® 7,5 'bonc

5

les deux premiers termes du développement de sin, (x 4 £ ) sont sin, x -}-
cos. x ; par conséquent on ara f’x = cos, x. RO '
De la méme maniére, en faisant fx == cos. x , on trouvesa f( x 47 )=
C0S. (% = i) == CO8. x X €OS, i — $iO. X X §iN.i== COS.X — i sin.x - &C.;
de sorte qu'cn aura f'x =— — sin, x. g R
Connaissant ainst les fonctions primes des fonctions primitives sin. x et
cos. ¥, on en déddira tout de suite toutes les fonctions dérivées. . -
En effet, puisque fx == sin, x a donné f'x==cos. x; et quefx:cos.,xa;
donné f!x = — sin. x, il est clair que pour fx=—sin,x, on aura f x =
cos. x, f x == — sin, x, f'x == — cos. x, f"x =sin. x, &c:, et que:
pour fx == cos.xonaura f7x == — sin. x , fx == — €0s. x, ! x = .
™ x = cos. x &¢. . ST L L
Draprés ces formules , on aurait sur~le-champ les séries - -

*3

sin, (x 4 ) =sin. ¥ -+ 7 cos. ' x— —'z—sm

s

2.3.4

Siﬂ. x + &C} EN

l"

cos. (% + i) == cos, ¥ — i sil ¥~ ——— cOs; x—-}-T—

l'4
2.3.4 . 5 A

ce qui, en faisant'x==o0 et changeant ensuite i-en. x, redonnera les.for=

mules que nous. avons déja trouvées.. ' ' :

cos, x — &e. -

30. Les fonctions x™, a*, [, sim. xet cos. x que-nous venons'de. cqhsidéfej;; '
peuvent étre regardées comme les fonctions simples analytiques d’une seule
variable, Toutes les autres fonctions de x se composent de celle-1a pas
addition , soustraction , multiplication ou division., ou sont donné,e‘ksy en
général par des équations dans lesquelles entrent des fonctions de ces mémes.
formes. Ainsi, connaissant les fonctions primes des fonctions simples que:
nous venons d’examiner , on trouvera aisément les fanctions. primes des
fonctions composées, et par des opérations répétées , on aura suCEessi-

vement les fonctions secondes , tierces, &

: ché_rc’héé de
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Seient 7, g, r» &c. des fonctons simples dox , dont /o, &
soient les foncrions primes connues par les régles précédentes , et qu'on
demande la fonction prime y’ d’une fonction y composée dep,q,r,&c.,
on considérera que x devenant'x 4 i, y devient en général y + y'i +

a2 Lo . - E . ‘
L o & (2027 ). Or, p,q,r, &c deviennent en méme temps

’P —{—p’z—{— &ec.,q + ¢gi 4 &e,r + r'i 4+ &c., et ainst des autres. 11

'y aura donc qwa substituer ces valeurs dans P'expression de y , développer

ST e N e \ . . ol
les termes suivant lés puissances dei, et le coéfficient de { sera la valeur

- Alnsis §iv == 'a._;} + bg + &e.,a, b, &c. étant des cocfliciens constans

- quelconques , on aura sur-le-champ y' == ap' -+ by + &e.
Sty =

. apg, la quantité pq deviendra (p+ip + &c)(qg -+
= pq—i— i (pyg +9'p )+ &ec. 3 donc y' = ap'g

Sly '_—‘='~ap_q’.vr’, onr-n.-:o‘uVAera dela méme maniére y' == ap/qr 4+ ag'pr +
ar'pg ; & dinst de suite.

ap - : fp & Tyiot

LS ité £~ devi phirt . Diéveloppant

iy =7, Ia quantité - deviendra -y g PP

te dénominateur en série par les régles connues., on aura (p + ip' + &eny
,’ L -n e ! . / 7 ;o

(2 — 2 - &e )= +i(E — L2 ) 4 &c. Donc y/ =
7 7 T g ¢ g .

ya

gr.,S_off en 'gén‘éral' y = fp , en regardant fp comme une fonction pri=
mitive de p, sa fonction prime sera f'p j ewsorte que p dever{aflt. P + o
“(femploie ici la quantité indéterminée o ,a Ig pla:ce de 12’1 quan'tllt'e mdefer«
minée i ,qui désignera foujours Paugmentation indéterminée de x), fp devien-

dra fp —1,— »af’p + '—O;—-f”‘p 4~ &e. 5 (a0 27 ). Or, p-étant une fonction
- dex, lorsq:ue)/:devient.xﬂf i, p devient (ibid.)p + ip' + rf + &c.;

donc faisant o= ip + —l—; P &e, fp deviendra par la subsltitu-rio_r:u
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dex--i,alaplacedex, fp+ip'flp + 2 (P fip -l—p”f’p)-{-&c

z
2

par conséquent on aura y' = p/f’p. D’olirésulte ce principe: que la fonetion

prime d’une fonction d’une quantité qui est elle-méme une fonction de x, est
égale au produit des fonctions primes des deux fonctions.
Supposons mainten it u 1 3 de ¢, que nous
Pp tenant que y soit une fonction de p et de ¢, qué nous

désignerons par f( p, g), il Sagit donc de substituer x - i & la place de x
1 o - : . - . T . - : . z
dans les deux fonctions p et g. Or, il est visible que 'on doit avoir le méme

Py ’ . R . 5o . - :

résultat, soit qu'on fasse ces deux substitutions 3-la-fois ou successiverment,
. .y ~ , L. i o ?

puisque les quantités p et ¢ sont regardées comme indépendantes. - ‘

En substituant d’abord x 4 i & la place de x dans la‘fonction p; Ia |

Comet] . , - et
fonction f(p,q), regardée seulement comme foriction de p, devient f( p;¢)

+ip'f(p) + &e., Pécris simplement f/(p) pour désigner la fonction prime.

de f(p, q), prise relativement 4 p seul, g érant regardée comme constante.
Substituons maintenant x -/ pour x dans¢ , la fonéﬁdﬁf(p', q )dem ndra
pareillement f(p, ¢) +ig'f'(g) + &c.; ol f (¢ ) représente Ja fonction
prime de f(p, ¢) , prise relativement 4 g seul, p étant regér,cvlrtée*i'éb;ﬁirﬁé'
constante. Quant au terme ip/f' (p ), il est visible quepar cette nouvelle
substitution il se trouverait augmenté de termes mulnphes prlﬂ kr
Ainsi les deux premiers termes de la série provenant du dé e oppeme
def(p,q),aprésla substitution de x -+ pour x, serdht'_'ﬁsimp‘ljéme:n’tf(;: g)
FilPf (5) +4f ()i desorte quonaura
o Y =pf(p)+ g1 Cq) 'kj_.}; 3

i Sl.y érait un}e foncnop de p, ¢, r représentée. par fip ”g S7)s 6{1 Erou—}
verait de la méme maniére R

Y =P )+ 4f () +rf (),

et ainst de suite,
’ Dot il est ais¢ detirer cette conclusion généréle N q‘uerla‘ﬁ)nction pnme
d’une foaction composée de différentes fonctions Pérticulié}és sera la
somme d,es fonciions primes relatives & chacune de ces mémes ﬁ;ncriohs
consxdcr.ces' sépar¢ment et indépendamment P'une de Pautre. ,
_Ce principe, combiné avec le précédent, suffira pour trouver les fonctions -
primes de toites sortes de fonctions > ainsi que | : ’

S es autres fonctions dérivées
des ordres supérieurs, . etions cenifies

‘et ainsi de suite,

£
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32. Alasi, en supposant X une fonction quelconque de x, les fonctions
primes de X", ZX, a*, sin. X, cos. X, &ec. seront mX" T X, —}‘—'X-I—-,
a* l';z X', X! cos. X,~——X’ sin, X, &e. , et leurs fonctions;é;conde_s‘seront

XX e (m— ) XX, XL T e X e

X X

(flajv)",kX)’ ,; X co‘s._X— X* sin., X; — X"sin. X — X" cos. X, &e. 3

33. Mais la fonction y pourrait n’étre donnée que par une équation
quelconque entre x et y. -

- Représentons cette équation en général par F/(x, y)==0, onaura, par

1a résolution , y égal & une fonction quelconque de x, qu’on pourra désigner
‘par fx; de sorte q@’e’g'sq,bst_itgantfx pour y dans la fonction F(x,7), elle
‘deviendra F' (x, fx), fonction de x seul, que nous désignerons par ¢x.
‘Cette-fonction ;pr_—gdév;a’donci étre nulle, quelle que soit la valeur de x,
Donc elle le sera aussi en mettant x - i pour x , quelle que soit la valeur

'dé"_z.
donc , potir que 7 puisse Stre une quantité quelconque, il faudra que l'on
ait séparément les équations gx =0, ¢'x=o0, ¢'x=o0,&c., dontla
premiefé estl quiifi’o;ﬁ—croﬂnég, 1a seconde est sa fonction prime, la troisiéme
sa fonction seconde, &c. ©

Qig",vpﬁiSquexp:x = F(x,fx)=F(x,y), ¢ xsera la fonction prima?
de F (x, y),y étant regardé comme fonction de x, et par le principe érabl:
dans le n.° 31, cette fonction prime sera exprimée par Fi(x)+y F'(y),en
désignant par F' (x) et F* () les fonctions primes de la fonction F(x,7y)>
priSeé relativement & x-seul et & y seul.
; Donc Péquation ¢'x == o donnera F'(x) + y' F' (y)==o0; dou I'on

"ii\{'.(ais:p:arf cette substitution @x devient px 4 i@'x +;:_-§D” x + &e.3

tire
F'(z)
b . .
S A S €2
Ayant ainsi la valeur de la-fonction prime y'en fonction de x ety , on anra
celle de y”, en prenant la fonction prime de cette fonction , et ainsi de
suite, o
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Il résulte de l'analyse précédente ce principe :

Lorsqu'on a une équation quelconque entre deux variables x, Y
I’equanon subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses termes,
ainsi qu'entre leurs fonctions secondes, &c. Nous appellerons ces nouvelles‘

¢quations , équations dérivées ; & en particulier, équations primes , eguatzons

secondes , &c. , celles qu'on obtient en prenant les fonctions pnmes s
secondes , &c.

St P'équation ne contenait qu'une seule variable x, qui dut demeurer
indérerminée , ce qui a lieu dans les équations 1dennques le meme prmc:ipe ‘
subsisterait , et I'on aurait egalement une équation prime, une, equatlony

seconde , &c. qui seraient aussi 1dentxques.

34. Quelle que soit donc la foncnon proposee fx, et de quelque maniére
qu'elle soit donnée, on a des méthodes sxmples et generales pour trouver -
sa fonction prime fx; et de-la, par la répétition des meémes operanons' on
pourra trouver toutes les autres fonctions dérivées. On aura ainsi f'acﬂement ‘

tous les termes de la série fx + if'x + —f”x + &c, qul na1t du:

développement de la fonetion £(x + i), lorsque ce deveaoppement est ‘

susceptible de cette forme.

Il est donc nécessaire , avant d’aller plus lom d’exammer quand et
comment cette forme pourrait étre en défaut. SRR
Nous avons déja démontré plus haut (n.° 70) que cela ne peut arriver
que lorsqu’on donnera & x une valeur déterminée, telle qu'elle fasse dlspa-
raitre dans la fonction fx, et dans ses dérivées, quelques radicaux, Or, un
radical ne peut dlsuaraltie dans une fonction que de deux mapieres, ou
parce que la quantité qui multiplie le radical devient nulle ou

le radical lui-méme devient nul.
Dans le premier cas, il est clair que le radical dlsparaissant dans f'x, il

pourra ne pas dxﬂparaltre dans f'x, fx, &c., ou bien que disparaissant
a-la-fois dans fx, f'x, il pourra ne pas disparaitre dans f¥x, (" x, &c. , et

~ainsi du reste, parce que le radical acquérant des coeﬁiuﬁns différens dans

Tes fonction dcm ces, ces coeflclens ne deviendront plus huls par la memv _
suppos itior de la \a“able.

PB.I‘CC que

Da 15

il
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Dans le second cas, au contraire, il est évident que le radical dlsparaxtra
nécessairement dans toutes les fonctions fx, [1x, f"x, &c. 4 Vinfini, puisque
Cest la quantlte radlcale elle-meme qui est supposée §'évanouir. pour une
valeur donnée de la varxable L .

- Or, comme 1’evanoulsseme t du radical ne peut plus avoir lieu dans la™
fonctxon f(x +i); ou i estune quantlte mdetermmee et indépendante de x,

ensmt‘que la sene fx + zf’ %A= f”# + &ec. qui représente le

developp ment. de cette fonctlon ne pourra &tre exacte, qu'autant que le
méme radi l"s’y trouvera par conséquent cette série sera légitime dans

7

le premier cas, et ne le sera 8 pas; dans le second, !

et par Consequent 5 €n prenant les fonctions primes
f”x &c. ; supposons que pourune valeur donnee

Jil dlspar sse dans

est clair que pour cette valeur de X, la fonction flx - devra avoirun plus grand

bre de valeu dlﬁ‘crentes que: la foncnon fx & raison du radical qui se

F ‘(x)
F'(y)
sera en défaut dans le bés olt l’on donnera1t axla valeur en qlunsnon ce
qui ne peut avoir heu quautant que les quantités F/ (x) et F'(y) seront
Pune et lantre nulles % 1a fois, Ainsi, dans le cas dont il s’agit, expression
de ¥ dewendra egale a zéro divisé par zéro; et réciproquement lorsque
cela arrivera, ce sera ung marque que la valeur correspondante de x aura
détruit dans fx un radical, sans le détruire dans f'x.

Pour avoir dans ce cas la valeur de y/, il ne suffira donc pas dels arréter
al’equanon primede F(x,y)=02, laquelle éranty' F'(y) —ZF (:{)-—I;?1
(1.°33): aura lieu d’elle-méme, mdépendamment de lavaleur de y/; ma

r les mémes régles de
faudra passer & l’équatlon seconde , qu’on trouvera pa :

DOHC cette CXPI’CSSIOD.
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eette forme o

[/ F/(y) __r_ yf' F/I<y) + ly/ F//(y) (x> + F/I (x)__ O
en deswnant par F// (y)et F"(x) les fonctions pnmes de F’(y) et F! (x),
prises, la premlere relativement a y seql et la sbconde relatwement ax
seul, c’est-a-dire, les fonctions secondes d (v, x) pnses r‘,lanvement aux

) __ prs FON:CTI@NS ANALYTIQUES a5

o qu1 contlendraxent 5 et y’” dewendrenent une simple équation en y, mais
du trossaeme degré et am;x de sulte Cela depend de la nature du radlcal

2

mémes vamables isolées, et par F¥ (y) (x) la- foncnon pnme de F’(_/)

prlse relativement 2 x, ou la fonction prime de F! (%), prise relanvement

2y, ces deux fonctions étant la méme chose, comme 11 est facﬂ de
convaincre,, et comme
traiterons des fonctions

13 Lulle on déterminera | valeur de u1 sera ar coﬁ juF:
3’ CI P q

36. Soit, par exemple, fx== (x—a) \f{x—b), en sorte ¢
Péquation y =(x—2a) ¥ (x—5), on. auraf‘

X
S v"\x—b) s falsant x=—=a, 0on a 3’—053’;
1

oi

M aintenant, sionréduit l’equancm proposée ceheformerattonn

(x—a) (x—b), et qUon'en prenne lequamm pnme on aura zyy =

2 (x—a) (x—0b+ (x—a)*; d_oul’:o,n nrey' = (x a) (x:f)_ij(x— a)’
faisant x==a, on a ' ::—— 5 pa.ssant donc Y l’equanon seconde on aura

23" ayy =g (x—a) b2 (x—5)

Ici x ==a donne (& canse de y == o dans ce cas) 2 ayt=12 (x——E)—-
z(a——b) doncy__V(a—b),comme plus haut, :
Il serait possible, au reste, que la méme valeur de x qui détruit les termes
de I’équation prime, détruisit aussi ceux de Péquation seconde ; alors it
faudrait passer a léquation tierce , laquelle, par la destruction des termes’

: 37 Supposons en second heu que Ia méme valeur de x, qui falt dispa~:
; 1 dans fx, le fasse disparaitre aussi dans f'x, sans le faire
,dans f”x alors les valeurs correspondantes de fx et

z(x—a) (x—a)’

: Y (x—5) R 4.(.::—17)‘
kv ek 1

et qu ensmt on , ce qm donnera yl=o. ) ;
Passant £ a l’équa 1on'seconde, .on aura y” vy’ =6 (x——a) (x-—— )
g (x— a)3 falsant x=—@a, on aura y’ — o, comme Ci-dessus.
Mais. pour avoir la valeur de y” il faudra avoir recours 3 Péquation nerci
et'méme & 1’équat1on quarte. Celle-h sera 37"y + yy" =18 (x—a)
- 12 (x—a) (x—b), ol tous les termes disparaissent lorsque ._..ba,
La suivante fera 3y”‘ + 4Yy" + yy =48 (x-—~a) + 12 (-x7_)—
Faisant ¥ ==a, et par conséquent y ==o, et y'==0, On aura 3 y* =
12 (x———b) y”—z. V(x——b)—-—zv (a-—-—b) comme plus haut.

38 Nous ne pousserons pas cette analyse plus loin, qui d’znlleurs n’a

plus. de difficulté d’apres lés principes etabhs. Nous nous ccgltenterons de
2
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remarquer que si on construit la courbe dont x-serait. l’abscmu et ¥ ‘-fx

l'ordonnée, cette courbe aura ce qu'on appelle un point mulnpm dans

I'endroit (.OI'I'GSPODC]HDI’ a la valeur donnée de x, qui fera cusparaltre un
radical dans fx, sans le faire dlsparanre en meme temps.dans flx; quelle
aura wo point d’attouchement , si la'méme valeur de x fait’ dlsparanre ala
fois le radical dans fix et dans f'x; que ce sera un point d’osculation, si le
radical disparait en méme temps dans f%x, et ainsi de suite. On en verra

la raison , lorsque nous appliquerons la théorie des foncuons a celle dPs

coleLs,

39. A Voccasion de la difficulté que nous venons de rescudre nous

allons donner la théorie de la méthode pour trouver la val
fraction, dans le cas ou le numerateur et Ie denozmnateur“
Z2éro a la fois. '

Soit

les m
telles que la supposition de x==a les rende toutés les deux nuHes 3 la
fois, et qu'on demande la valeur de cette fraction lorsque x—a. o

On fera y = f{x et par consequent yFx=fx. En supposant x

ette équation se vérifie d’elle-méme, mdeppndamment de Ia valeur d
qui demeure par conséquent indéterminée ; atnsi elle ne peut servir dans
éraraladétermination dey,lorsquex=—=
onaura y' Fx 4y 'x

x==f"x; la suppasition. de x=a fait cnsparallre le.

L=

Fl
!

fc;nctxons primes f'x, F/x devinssent aussi nulles par Ia méme supoosmon,

alors on trou»eraxr Pa.r le méme prmc1pe en substituant dans Péquation

— /
ci-dessus f > pour fx, Fx, cette nouveﬂe GBPI'ESSXOD de Y s
pR— 'z o

B sl
terme y' F'x ; et le reste de Péquation donne ¥ ==

, et ansi de suite. On pourrait aussi la déduire directement

de la meme équation prime, en considérant que, comme elle se vérifie de
nou
: veau d'elle-méme, elle ne peut pas servir non plus a la détermination
& ue par conséq
¥squep uent 1l sera nécessaire de passer a ’équation seconde,

laquelle sera 4/ F 1F
ot Ay Fxtaylx+yFly=f'x Comme la suggosmaﬂ

une pareille fracnon fx et Fx &tant des fonctions' &e x,;.

2. Mais, en prenant} equaﬂon Prun e,

- § 11 arrivait qux, les
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de x == orend nulles Jes fonctlons Fxet F'x, les termes qui contieﬁnént ¥
et y" gen iront d’eux-mémes , et les termes restans donneront y — _F”i’

x .

comme plus haut, . .

Il nest pas 2 cramdre que les fonctions f.x fx, ﬁ’x , &c. Fx, Flx,
Fix, &c.a 1 infini , puissent devenir- nulles en méme temps par la suppo-
sition de x==a, comme quelques géomeétres paraissent le supposer ; car,

pmsquef(x i) = fx + if'x + ————f”,\ &ec. en faisant x = a on

aur’zutf(a + iy==o0, quel que 50it , ce qui est impossible ; il en serait de
meme de F(x —i—z) Mais il peut arriver que ces fonctions deviennent
ﬁmes par la méme mpposltxon de x == a, ce qui rendra également les

Sz fa

fractl,ons Fe > Fa mais la solution de cette

. &e. indétermindes

difficulté depend de l’examen du second cas du n.° 34, dont nous allons

IIOLIS OCCUPGL

4.0. Ce c'as"a,jlieu lorsque la supposition de x == a fait disparaitre dans fx
un radical en le rendant nul , auquel cas elle le fera disparaitre de méme
dans les fonctions dérivées ; mais ce radical restant dans 12 fonctionf(x 1),
il doit rester aussi dans le développement de cette fonction ; par conséquent
ne pouvanr aﬁ'ecter 1a valeur de x , il faudra quil affecte 17 ; d'ott il suit

- que ce. developpement doit contenir nécessairement des pulssances irra=

“ala place de x, X devxendra X+ [ X! +

txonnelles dei. Il est clair, en effet , que si fx contient la quantité 3 X,

X érant une fonction dex, qu1 devient nulle lorsque x==a, en mettant x - ¢

X” +&c et falsantx__a,

on aura sxmplement Z X’ - X —l— &e. pour la valeur de X; de sorte

que §/ X deviendra i ( X! + — X" + &c. ) ; donc la fonction

f( x+1i) comtendra , dans ]e cas de x == a , le radical v i, qui
devra par conséquent se trouver dans son développement suivant les
pmssances de . Voyons donc ce que donnera alors le développement

fautif fix -+ if'x 4+ —— [ + &,

2
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1, Pour cela , J'observe que les fonctions f/(x -+ i), f/(x 4~ Y, &
sont également les fonctions primes, secondes, &c. dela fogctionf(x,_*_i)’
soit qu'on les prenne relativement & » , soit qu’on les prenne relativement
41, ce qui est évident , puisque en augmentant soit x , soit i dune méme
quantité quelconque , on a le méme accroissement de la quantité x <,
D'olt il suit que Pon aura également les valeurs de f!x f”x &e. quel que
s0it % , en prenant les fonctlons primes , secondes &c. def(x + i) rel -
fivement a 7, et faisant ensuite 7 == o, "7 —

m(mﬁl)Af‘"” &c.(n 18) Donc falszintz
que les fonctions fx , f'x , f'x , &e. lorsquex
tivement les termes A o™ , m Aol =¥ > (. -

1) Aome
St m est un nombre quelconque negatxf 11 est claxr que touy
seront mﬁms.

que tous les precedens seront. nuls.

Doncen généralla foncnonf x et toutes les suivas tesfx :
a l'nfini (7, n 4 1, &c. étant des indices 3 seront infin
nombre entier positif 1mmedzatement PhIS grand que Iexposant m,

42. On conclura de~lh que le _dév,elbppemént fx 4+ k

‘fl ;
J"x + &c. ne peut devenir fautlf'pour une valeur donnée de x, qu autant
qu'une des fonctions fx , flx, fix, &, devxendra infinie , ainsi que toutes
les suivantes pour cette valeur de x. Alors si n est Vindice de la premicre.
fonction qui devient ipfinie , le developpement dont 1] s'agit devra contenir

un terme de la forme /» > m étant un nombre compris entre 71— 1 etn,

Et si toutes les fonctions e f'2, fla, & devenaient infinies pourla
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"méme valeur de %, le’ developpement de. f( % - i) contiendrait dans ce
cas des puissances negatwes dei. . ,
Pour trouver alors la yraie forme du developpement suivant les pmssanf"es
ascendantes.deis, 11 faudra faire d’abord dans la fonction f(x + i), . égal
ala Valeur donnée, et developper ensuite suivant les puissances croissantés. ‘
de i par les- regles connues en ayant égard aux- pmssances fracnonnaxres

des 'fonctnons y y y" &c. devient infinie , ainsi que toutes les:
ites un rebroussement dont 1’espece dePendra de l'indice n pourvu

bH—;V(I—_-;j‘—— P

Sou:,'eni eﬂ'et, x.._...B + z,fx dewendra(lr—-a +iyyi, de sorte

7 que le Vral developpement de cette fonctro'l sera (b — a) Wi+ F 2,

q.q. C’est aussi de 12 méme manidre qu'on résoudrz la dxﬁiculte prﬁa.
posée & la fin-dan® 139, sur les fractions qui demeureraient toljours
indéterminées , en. prenanr 2 Piofini les fonctions d:.m ées du vumerateur
et du denommateur. Nous 'y avons va que cela ne saurait arriver que’
dans le cas ou Ia‘ méme valeur de » rendrait ces fonctions successives
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infimies. 1! faudra donc alors s'upposéf x=—a+i(a
de x qui rend ces fonctions infinies ), daris"kl’éicprés‘si“ngénera
fraction , réduire ensuite cette expression en série , suivant Jes pi
ascendantes’ de i, et le premier terme dé la série, e
donnera la valeur cherchée de'la frac'tibni"pouf'leica de

Ainsi, si lon avait la fraction V= “Vd*i‘V(x ~d

A V(F—a)

lorsque x == a et'-dont les foncnons primes , seconde
rateur et du dénominateur deviennent toutes infinies par
de x, en y mettant a - i au lieu de x , et réduisant
le dénominateur en série , ell ‘deviendra .

. 1/"+..2:;/{,ﬂt&°5

bl 14 H e &
de sorte qu’en faisant i==o0 , on aura’

Vie

fraction , lorsque x=—=ua. :
iEn effer, si, suivant la méthode du ey
primes du numérateur et du dénominateu

zt:esdg/ne!?ppemlen,t d‘e f(x + z’) j et qg.oiq\.le nous n’ayons Er‘(‘jrvis‘ifdvjéﬁryéiql’_Je
es fonctions algebriques , il w'est pas difficile d’étendre nos solutions au
fonctions tra_nscendantesf Comme ces difficultés: n"bnf heu e

valeurs particuliéres de x, il est clair quelles ninfluent egnioi

théorie
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¢théorie des fonctions dérivées f'x, flx, &c. ; mais il était nécessaire de
les examiner , et de donner les moyens de les lever , pour ne laisser
aucun nuage sur cette théorie.

45. Non-seulement on peut par cette théorie trouver directement
rous les termes du” développement de la fonction f(x 1), suivant les
puissances de Z; mais on peut aussi en général développer une fonction
quelconqué , suivant les puissances ascendantes d’une des variables conte-
nues dans la fonction. ' :

" En effet , si on reprend la formule f(x diy=fx+iflx+ d

3
2

S ; . . L,
flz 4+ 3 fi'x + &c. , puisque x et L sont deux quantités indéter=

minées , on y peut substituer % —i 3 la place de x, ce qui donnera
Frmm [ i)+ iff (i) + 51— i) + &
De plus , on pourra mettre ici #7  la place de i, et T'on aura
fr=f(x—=g) +agf (x—*0)+ 2L pi(x—axq) + &,

olt 7 est une quantité arbitraire quelconque.

Ici , fx représente , comme l'on voit , une fonction quelconque de x,
et fl(x—xg).f" (x— x7), &c. représentent les fonctions primes ,
secondes , &c. de fx,eny substituant x ( 1 — 7) & la place de x. Mais,
quoique fx ne représente qu’une fonction de x relativement 4 ses fonctions
dérivées , il est clair quelle peut représenter en général une fonction quel-
conque de x et d’autres quantités quelconques , pourvu que ces quantités
y soient regardées comme constantes dans la formation des fonctions
dérivées fix , fx, &c.

Si dans la formule précédente on fait y==0, Péquation devient iden<
tique fx==fx , etsiony fait 7 =1, la quantit¢ x = x7 g'évanouit ; de
sorte que si on dénote simplement par f.o f. . &e les valeurs des
fonctions fx, f'x, f'x, &c., lorsque x==o , on aura

fx=f: + xfl. 4+ -g—-—f”. 4 &e.

Ainsi , Jorsque fx sera une fonction donnée de plusieurs variables ¥,
-
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y, &c. , il 'y aura qh % chercher par les régles générales les foncnons
dérivées par rapport 4 x seul , et y faire ensuite x = o, on aura tous les

rermes da développement de la fonction suivant les puissances ascendantes
de x ; et il est clair que les valeurs des quantitds f1. S &e., seront des
fonctions de y, &c. sans x , toutes dérivées de la fonction prlmmve,
suivant une loi dépendant de la mani¢re dont la quantxte x entrera dana
cette fonction. : :

46. On aurait pu résoudre le probléme précédent d’une mamere plus
simple , en supposant tout de smtefx =4+ Bx 4 Cx* 4 Dy + &e.,
A, B, C, &c. éant des quantités indépendantes de . Pourl &eter-
miner , on considérera -que cette équation devant &tre 1dent1q1_e doit
avoir lieu pour toutes 1es valeurs de x.rDonc . 1. S en fa1sam x-—~ e;
onaura f.= A ; 2.°en prenant les fonctions pﬂmes ‘
termes ( 7.° 33 ), on aura encore Péquation identique

flx=B+2Cx-+4 3 Dx 4 &c.,
, faisant de nouveau x==o, on aura f, ~_B., 37 en prenant de
nouveau les fonctions primes, on aura- ‘ v -
fx___zC—{-d.ng—i— :
ou, falsant derPchefx___ 0, 0n auraf”.vz 2C. Contmuant dela meme'
1‘1amere

On trouvera . .
T ' :
o fl=2.3D,f" =2.3.4F, &e.,

d’ou lon tire .

A :f B—_—fl 5 C-:_—‘——E—f'”; D: -1

ce qui donnera , par la substitution , la mé&me série pour fx qﬁe ci-aéssu‘s;
Mais eette méthode est moins directe que la précédente, et elle suppose
déja -la théorie des fonctions derlvees ; elle est d’ailleurs moins. rigou~
reuse, en ce qu'elle suppose quela somme de tous les termes aﬁcectes
de x devient nulle , lorsque x == o, quoique les coéfficiens de ces termes
augmentent 2 infini dans les équations dérivées ; mais le grand avantage
de la méthode précédente consiste en ce qu'elle donne le moyen d’arréter

le développement de la série 4 tel terme que P'on Voudra et de 1uger de

la valeur du reste de la série,

4Ex'+&c~, o o
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Ce plobleme Pun des plus 1mportans de Ia théorie des senes,ln ‘a pas
encore ¢été résolu d’une manicre générale. On pourrait, a la vérité, la
résoudre pour. chaque fonction en particulier, par les méthodes exposées
au commencement (n.° z7); mais ;l serait impossible de parvenir-par.
cette -voie a une solution générale pour une fonction quelconque. ‘

47. Reprenons donc la formule generale trouvée ci-dessus (.’ 45 ),
fx:f(x-——x{) +xzf (x——x{) + = Z fi(x—xg)+ &, ,

et supposons quon veuille s’arréter au premier terme f(x — x 7). Comme
tous- les termes suivans sont multpliés par x, nous supposerons
= ) B

P étant regardé comme une foriction de 7, qui devra étre nulle
lorsque g == o, puisque alors f(x — x7) devient fx.

Comme cette équation doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de 7,
qui est arbitraire , son équation prime , relativement 2 7, aura donc lieu
aussi (7.0 '33): On prendra donc les fonctions pnmes relativement & cette
variable,, et il est facile de voir que la fonction prime du terme f(x —x¢)
sera——xf’(x——x{) Car 'ona vu (rz. 377) que 51y_f p, p étant une
fonction de x, on a y'==p'f'p; ainsi, prenant 7 a la place de x, et
fa1santp———x-——x{,onaurap =—=xcty ——-—xf’p————-xf’ x—x7.)

Ainsi, 4 catse que fax-ne renferme point 7, Péquation prime relati-
vement 2 {, sera

o OM—xf’(x——x{) 4 x P!,
P’ etant la fonctxon pnme de P relativement 2 7 ; d’ott Pon tire
——f’ (x — 2z )

On aura donc la valeur de P, en cherchant une fonction de 7 dont la
fonction prime soit égale & f' (x —x7), et qui de plus soit telle, qu ‘elle
devienne nulle lorsque 7 == o. Cette valeur de P ainsi trouv e, stony
fait 7==1, on aura _
' fx :f + X'P.
Supposons , en second liew,

fr=f(x—xg)+xgfl(zg—x7) + % QF
2
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Q étant une foncnon de i qul ‘devra etre nulle > comme I’on voit
lorsque 7 = o. ' :

En prenant , comme ci-dessus , les fonct;ons prlmes relatxvement a{, on
aura cette équation prime

—_— 1
xf'(x—x7) +xf’(x—x{)——-x '{f"(x——-x:{) +x Qs
ol les fonctions dést gnégs par /', f"sont les foncnoms primes et secondes
de fx relativement & x , et dans lesquelles on a mis ensmre X — xtpour x

Q’_{f” x__x{),

de sorte qu'on aura la valeir de Q en.cherchant une foncnon de 75 60ntv

la fonction prime ait la valeur qwon vient de trouver pour Q', et quiait
la condition de devenir nulle Iorsque f=o. 81 ensuite on fau:{ =1,01

aura '
fx =f+ xf'-,fl- X’Q. :

Soit , en troisitme lien, 7 S

fx—f(x—x{)-’-X{f’(“—~X{)+ 2 f” x—x{)-{-sz
R étant une fonction de 7, qui s’évanouisse Iorsque g==o0. On trouvera ; ,
en prenant les fonctions primes rwlatwement a 7, et effagant les termes

qui se détruisent muruellement s el e oL

. R=_.____fﬂl x—X{), ‘F e —
la fonction représentée par f" étant la fonction tierce de fx relanvement
a x, transformée par la substitution de x — -x7 4 la place de x.

lfaudra donc, pour avoir la valeur. de R, trouver une fonction pri-
mitive de 7, dont la fonction prime soit la valcur précédente de R!, et

qui soit telle , quelle s'évanouisse lorsque 7 ==o. Cette fonction étant
trouvée , on aura, en faisant =1, ' ‘ ’ .

' fr=f+xf.+-2-fI. 4 SR,
et ainsi de suite. ' o C s

En continuant ainsi, on aura la fbfmule du n’° 49,
fx=f+xf’+—x:f” f’”+&c , o

Mais Panalyse pré
C b
yse précédente a Iavantage de donner la maniére & avoir les
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restes X P, x* Q, #*R; &c. dela série, lorsqu on veut Vinterrompre &

son premier, second tro1.s1eme , &c. termg,

4,8 Voxla le probleme resolu analythuement ; mais comme les quan-—
tités P, Q, R, &c. ne sont connues que par leurs fonctions primes , il
reste encore 4 remonter de. ces fonctions aux fonctions primitives ; ce qui
peut etre ‘souvent fort difficile, et méme 1mp0551ble. Cependant on peut

- trouver des limites de ces quanntes , ce qui suffira pour apprecler Perreur

quon peut commettre en s’en tenant a quelques~uns des premiers termes
de la serle._ﬁﬂ-,—_' ’ : '
Pour cela’, hous- allons étabhr ce lemme général.
Si une fonction prime de 7, telle que f’ { est toujours positive pour
iteutes les valeurs de 7, depms (=2 jusqu’a. (= b,béant >a,la
différence des fonctions primitives qui répondent 4 ces deux valeurs de 7,

Vsavoxr, fb — fa, sera nécessairement une quantité positive,

Consxclerons la foncuon f (:{ i), dont le développement est f7 -+
zf’{ —l— f”{ + &c. 5 nous avons vu quon peut toujours prendre la

quantité i assez. petite pour qu'un terme quelconque de cette série de=
,vlmnq!us grand_que la somme de tous ceux qui le suivent (n.°24 )
Ainsi le terme i’z pourra devenir plus grand que le reste de la série ; par
consequent st f!: 7 estune quanm'e positive , on\pourra prendre I positif et

assez. petlt pour que toute Ia série if' 74 f”{ + &e. ait nécessaire-

ment une valeur | posuwe mais cette série est ——f’ ¢ +i)—fg; donc,
si f’ g est une, quantlte positive, on pourra prendre pour £ une quanme
positive et assez petite pour que la quantité f (7 41) — f7 soit nécessai-
rement positive.

Mettons successivement 4 la place de 7 les quanntes a,a-+i,at+2i,
a+3i,&ec.,a-ni, il en résultera que Pon peut prendre i positif et
assez petit pour que toutes les quantités f(a +i)— fa, f(a + 27)
—fla4i), fla+3i)—fla+21), jusqu’a f[a—l—(n 4 1) 1]
— f(a +n L) , solent nécessairement positives, si les quantités j’a >
f'(a +L>, "(a—421), & ]usquaf’(a 4 n1) le sont. Donc aussi,
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dans ce cas, la somme des premiéres quantités, cest-a-dire; la qﬁan..f

tit¢ fla+ (n+1)i]— fa, sera positive, :

Faisons maintenant a + (n +1)i==>5, on.aura L;-L? cet-Pon
- A o A R A e e i

en conclura que la quantité fb —fd seta fécéssairement- positive ; si’

b—a

toutes les quanttés f'a, f' (a + e )/,ff (a-.f-%f/ (a+
n I -~ "[—I 3 - g

3(b—a n(b—ra)"

— ) ), &c., jusqua f"(4+ a1

); SQI];fT:'PO;VS.' .
prenant n aussi grand qu'on voudra. o

Donc, a plus forte raison, la quantité £ — fasera positive, si flg est
toujours une quantité positive, en donnant 3 {'touté,s les valeurs po’séiﬁlés

- . ”n - . SRR O Lo 5
depuls {==a, jusqua 7 = b > Pulsque parnii ces lvaleurSf se ‘trouveront-

3 &C.

nécessairement les valeurs a, a -4

a4+ n(b—a)

n+t1

b—a : h—=g))
A
, €N prenant 7 aussi grand qu’on voudra,
49- A Paide de ce lemme, on peut trouver des limites en "p']us et en
moins de toute fonction primitive dont on connalr Ia fofiction prime,
Soit la fonction primitive F¢ dont la fonction prime F”- 7 soit exprimée:
par ¢"Z, Z étant une fonction donnée de 7o Soit M la plus g’raﬁder,
¢t N la plus petite valeur de Z pour toutes les valeurs de 7 comprises
cntre les quantités a et b, en regardant comme plus grandes les négatives
moindres, et comme moindres les négatives plus gfa’ndes,"cé qui est

conforme a la marche du caleul , puisque , par (Eajgempl‘e S T g
° 2

- A . ,
5> 7, et de méme — 2 < — 1, et aidsi des autres. Donc les

quanutés M —2Z et Z — N seront toujours positives depuis 7 =2
T1rem1y s : . A .

Jusqua 7 =15, et il en sera 'de méme des quanttes g (M — Z)
et 2™ (4 — N). ' ' '

Donc 1.° i on fai /{ = { (M — 7 ‘
b ] ] > SI it / ( ), on aura par le Iem'me
arecedent — ] ad = 5 & a E 1 1mit
i f[) fﬁ -~ oj0r, 7 Z ét nt ’{, sa {:ODCIIOH primifive sera F{,

. " n Trh

et comme A est une quantité constante , la fonction primitive -de Mzm
11‘[7\n +r . . : : -
fo , . . ) : }
8t = =7 » puisque la fonction prime de celle-ci est,

par- la régle
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générale (n.° i8), _(_’]1_%
—%ﬁ—i;— — Fr; et “faisan; sugeessivement

fb — fa > o donnera

== My" Donc on aura fy ==

’- M5t e Mg : . )
TR TR e
_d’olr Pon’ tire . S ,
- TR .Af. R e T T "M'(\Z,m'kl _'_'__"am:""‘)
Fb<Fa 4 = T .

as S on falt,f’{:{m( Pt N‘):, on aura: aussi b — fa > o, et Pon

- trouvera ; comme ci-dessus’, f; == F7 — -—_mg_{_—l; donc faisant successi-
: i ’ - i me'l‘ I

veirent {: aet="h, l’équatipn fb _;fa > o, donnera Fb — gy

mE

— Fa4 NO7

— > o ; d’olt Pon tire
Z\I(bm{-r - am+I)
m~ I

-30. Appliquons ces résultats aux quantités P, Q, R, &c. dune 47,
- Comme ces: quantités sont regardées comme des fonctions de 7, nous
suﬁposefqn’sd’abord P = Fyz,etparconséquent P'== F'g — f' (x —x7);
donc , puisqu’on . supposé. F'z =" Z , prenant m = o, on aura Z ==’
(x — x7). Suppesons maintenant a==o0,et b==1, la condition de la
fonction P-; qui:'doit-étre nulle lorsque g==o0, donnera Fa==o0, et
alors F'b sera la valeur de P, répondant 4 7 = 1. '

Donc; si Met Nsont la plus grande et la plus petite valeur defl(x—x7),
relativement 3 toutes les valeurs de. 7z depuis 7== o jusquh y == 1, on
aura-Fb < Met > N. ,Par_',cvonséquent M et N seront les deux limites. de
la quantité P, en y faisant 7 = 1. 7

Supposbns, en'séﬂcwéhd‘lieu,‘ Q="Fy,onauwra Q'=Fy=zf"(x—x7);
donc, faisant m =1, on aura Z ==f" ( x — x7). Soit pareillement a==o
et b==1 , on aura aussi par la condition de la fonction Q, qui doit étre
nulle lorsque 7 est nul, Fa == o et alors Fb sera égale a la valeur de Q@ ,
répondant & 7 =1, '

{= aetz=> , Péquation
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Donc, si M1 et N1 sont la plus granéle et la plus petlte valeur
de 7 (x — x 1) pour toutes les valeurs de 7 depuis (=0 ]usqu ag=— I,
M1
2

48

et -%—— seront Ies

. Nt R M1
on aura Fb< et > T-‘DC sorte,que;r —

limites de la valeur de Q, lorsque 1y est = I. - »

Supposons , en troisieme lieu, R == F{ , on aura R’ F'{ = ..i_

Fi"(x—x7); donc, faisant m=12, a =", b=t on trouvera de:.

la méme manitre que si M2 et Na sont la plus ‘grande et la plus

etite valeur de —— % (x —x7), en donnant 4 1 toutes les valeurs degms
P 2 7 : : : S

! : I 1Yyt A M2
zéro jusqu’a l'unité, on aura:

pour les ﬁnﬁges"de la valeur
de la quantité R, lorsqu'on y fait = 1. v
Et ainsi de suite.

$1. Maintenant il est clair quen donnant 3 1 dans une fonc’non
de x(1— 1), toutes les valeurs depuis { =o jusquh 7==1, les Valeurs
que recevra cette fonction seront les mémes que celles que recevrait une
pareille fonction de u, en donnant successivement & 2 foutes: lesvaleurs
depuis u == o jusqua u == x; car faisant x (1 — 7)==, g==0
donne u==wx, y=1 donne u==o0, et les valeurs mtermedlmres de Et
donneront des valeurs de u intermédiaires entre celles-ci. D’olt il est aisé
de conclure que les quantités M et N seront la plus grande et la plus petite
valeur de f'u, relativement  toutes les valeurs de z depuis z==0 jusqua
11==x ; etque par conséquent toutevaleur intermédiaire entre M et Npourra
étre exprimée par f'u, en donnant 4 z une valeur intermédiaire eﬁ'tre:o et x.
Donc la valeur de la quantité P relative & 7 == 1 pourra &tre exprimée
par f'u, u étant une quantité entre o et . On en conclura de méme-que

: 'f”u’,‘ en

Et pareillement que la valeur de R relative & 7 == 1 pourra gtre

la valeur de Q répondant a 7 =1, pourra &tre exprimée par
donnant a u une valeur intermédiaire entre o et x ;

gxprimée par

f"u, en prenant pour z une quantité entre o et ¥.
Et ainsi de suite, e
. 32.
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5’2,. Dou resnlte enﬁn ce theoreme nouveau et remarquable. par ‘s&
sn'nphcxte etsa generahté » quen désignant par 1 une quantité inconnue ;
mais renfermée entre lés limites o et x , on peut développer successivement

toute fonction de x et d’autres quanntes quelconques suivant les puissances
de X, dﬁ cette manicre” - - - : :

i
_, +fl T fa,

o .:;kff+xfl Tf”

4 les quantltes f ,f . _.f’. 5 &c., étant les valeurs de la fonction fx et de

ses denvees f’ f”x &c. ¥ Iorsqu ony fait x=o,
» ;3 Amsx ponr le deve]oppement de f({ =+ x ) suivant les puissances
dex, on auraf ~—*f{ fro=f7,f".=f"%, &c. ot l'on remarqtiera
que les ¢ uantités fz 5 f'z., &c sont également les fonctions primes ,
secondes,, &c. de f{ ‘ce qui est- évident, car il est visible que f'(;+x),
filgtx),. &, sont _€galement :leks fonctions primes , secondes , &.
def( { ), soit quw'on les Prenne\réfeitwement 2 x ou relativement a 7,
puisque l’augmentanon de + % est la méme en changeant x en x 4- i
ouzenz i :

Pgenant donc f7 f”g , &c. pour les fonctlons dérivées def{, on aura

f<z+x)—f{+xf’<z+u), ‘
;e *f{-i-xf’z +——~f” 7 +u)

=fik
o &

ol u desxgne une quantité mdetermmee mais renfermée entre les limites &
et x.

En changeant 7 en x et x eni, on aura le développement de f(x -~ i)
suivant les puissances de i ; et I'on voit que dans ce develoypement la série
infinie , & commencer d’un terme quelcgnque est toujours égale s la valeur
de ce premier terme , en y mettant x 4 ; 4 la place de »f,; ¢tant une

G

fl//({+u)’
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quantité entre o et ¢ ; que par conséquent la plus grande et Iz plus petite
valeur de ce terme, relativement a toutes les valeurs de j depuis o jusqu’a 7,
seront les limites de la valeur du reste de la série continuée & Pinfini,

St on fait f7 ==z™, on aura le développement du binome (14 x),

et on en conclura que la somme de tous les termes , & commencer

, . m{m—1t). 0., (m—ndv) am.
dun terme quelconque R : 75,
4
, . . m—1).5 . (m—n-1) _
sera renfermée entre ces limites 22 2 2 (n : ),{” X" et
( mr— o — _ ey . e
m{me—t)....[m ”+I)({_+x)"‘ * x™; car il est évident que la plus
1.2....n

grande et la plus petite valeur de ( 7 4z )*~=seront (g -+ x)»~"
et {’”‘“. 7 R
La perfecion des méthodes d’approximation dans lesquelles on emploie
les séries , dépend non-seulement de la convergence des séries , mais encore
de ce qulon puisse estimer Perreur qui résulte des termes quon néglige .
eta cet égard on peut dire que presque -toutes les méthodes d’approxi-
mation dont on fair usage dans la solution des problémes géomériques e
mécaniques , sont encere tres-imparfaites. Le théoreme précédent pourra
servir dans beaucoup d'occasions & donner & ees méthodes la perfection qub
leur manque , et sans laquelle 1l est souvent dangereux de les employer.

s4. Jusqua présent nous n’avoms considéré les fonctions dérivées ,
que comme pouvant servir & la formation des séries ; mais ces fonctions,
considérées en elles-mémes , offrent un nouveau systéme d’opérations
algébriques , et fournissent des transformations qui sont d’un usage
immense dans toute l'analyse. . ' s

Neus avons déja vu (n.° 33), que si on a use équation quelconque
enx ety , ou simplement en x, laquelle doive avoir lieu , quelle que soit
la valeur de x, les équartions dérivées quon obtiendra , en prenant les
fonctions dérivées de chaque terme de la proposée , auront lieu aussi..
Chacune de ces équations, et méme une combinaison quelconque de:
ces équations , pourra donc tenir lien de Péquation primitive ; et on
obtiendra souvent par ce moyen des équations subsidiaires , plus simples
ou plus facilzs & résoudre que les equations principales, a

>
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Nous avons nommé égyyat_ioizs primes , secondes , Ec., les &quations
dérivées qu'on obtient en prenant les fonctions primes, secondes, &c,
de tous les termes de équation primirive donnée ; mais nous nommerons
en général éguqti'bzis dé‘r'év'éesva’a p/'erfzier ordre , du second ordre, &e.,
les équations qu’on_pourra former par une combinaison quelconque de

Péquation primitive et de son équation prime , ou de celle-ci et de I'équation

seconde , et ainsi de suite. o
Ainsi 'équation primitive contenant x et v, 'équation dérivée du premier

ordre contiendra #, y et v/, I'équation dérivée du second contiendra x, v,

¥ et y; et ainsi du reste.

\

55.“ Nous allons montrer par quelques exemples 'usage des équations

" dérivées pour la transformation des fonctions. Et d’abord nous remar-
" querons que par la combinaison d’une fonction avec sa fonction prime,

| i .,

on peut faire disparaitre un exposant quelconque. En effet, soit I'équa-

tion y == Xm, X étant -une fonction quelconque de x, en prenant les
. . R moe— .

fonctions primes on aura (2.’ 32 )y’ = mX X'; donc, divisant cette

r
' T6h pat : y __m . / /
£quation ‘p_arrla précédente, onaura =% savoir Xy/—m X' y—

=)

:équatio‘nsd'ériVée du premier ordre ott la puissance X™ ne se trouve pIusg,,
‘et qui dans cet état est bien plus commode pour développer la valeur y
en série, par la méthode usitée des cocfliciens indéterminés.
En effet, si lon a, par exemple,
Xe=a+bx+cx*+dF + &,

et qu"on suppose . _
ye=A4 + Bx + Cx*+4 Dx’ 4 &c.,

on aura, en prenant les fonctions primes ,
V , X'=1b +2cx 43 ds* + &e.,
-y =B+ 2Cx+ 3Dx* 4 &c.;
donc , substituant et réunissant les termes affectés de la méme puissance

de x, on aura

aB'-——mliAl—}—[o.aC—{—bB——-m(chH— bB)Y]x
+[3aD —I—_z,b,c»—{— cB———»m(3dA+2.cB_—{—bC)]x=

&,‘=O '
e o G e
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¢quation qui devant étre identique, cest-d-dire , avoir lieu quel que soit »,
pour que U'expression supposée de y soit vraie , donnera autant d’équations
particulieres qu'il y a de différentes puissances de x, et on tirera de ces
équations . ‘

m‘EA‘
B=—7 - ~ .
2med-4-{m—1)5B | -
C= 2a ¥ ol
D — imdA4(2m—i1Ye B+ (m—2¥86 - ;,v:,,-'
&_ 3a [ T
C.

On aura ainsi successivement tous les codfficiens B, C, D, &c. par des
formules dont la loi est visible , et qwon pourra par conséquent continuer
aussi loin qu’on voudra, - i L o
Mais le premier coéfficient A4 demeure indéterminé ; il faut , pour le
determiner, recourir  Péquation primitive y = X falsant x — o ; on

2, dun céré, X==a, et, de lautre, y=4;donc d=ga". - -

56. On peut de méme , par les fonetions dérivées , faire disparaitre les
logarithmes, les exponentielles, et les sinus et co-sinus, o

En effer, si y = 1/. X, on aura Iéquation du premier ordre v/ .X
— X'==o0; siy=¢", onaura celle-ci, y"— X'y =0 ; mais pour
faire disparaitre les sinus ou co-simus., il faudra alfer & une équation
du second ordre. - '

Soit donc y == sin. X', X étant toujours mne fonction quelconque de #,
en prenanc les fonctions primes, on aura ( n.° 32) y'=X'cos. X, er,
prenant de nouveau les fonctions primes, y'=X"cos. X — X" sin. X;
donc, éliminant de ces trois cquations sm. X et cos. X, on aura cette
¢quation dérivée du second ordie ;

le/IfX//yﬁ + X/?'y: o,

[ y _ '
ou il 0’y a plus de transcendantes i on trouvera la méme équation én
faisant ¥ == cos. x. -

St donc on fait ici pour X et y les m&mes substitations que ci-dessus
9 ” 7 \ . , . A
(n°55), et quapres avoir ordenné les termes suivant les puissances
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de x, on égale & zéro la somme de tous cenx qui se trouveront multi-
pliés par la méme puissance de x , on aura autant d’équations particuliéres
qui serviront a déterminer les coéfficiens indétérminés de Pexpression
supposée de’y par les deux qui précédents A 'égard des deux-premiers ,.
ils demeureront indéterminés ; mais il faudra les déterminer de maniére
que P’équation primitive et'équation prime aient lieu en faisant x = o.

" Or, Péquation v ==sin. X devient alors 4 ==sin. a, et Péquation y' == X'

cos. X devient B="5 cos. a, - .

57. ‘Non-seulement ’équation dérivée du second ordre que nous venons

de trouver, peut servir & développer en série la valeur de sif. X ou cos. X ;

elle peut servir aussi & trouver une autre transformatioa de cette valeur,

- au moyen des exponeptielles. -

Supposons , en effet, y==¢", e étant le nombre dont le logarithme
hyperbolique est 'unité (n.%.20), et ¥ une fonction indéterminée de x,
en prenant les fonctions primes et secondes on aura y/ == V’. e, y" =
(V- Pier), et ces valeurs étant subsiituées d’ang‘ Péquation dont il
s'agit , on aura, aprés la division par la quantité ¢ qui en multiplie tous
les termes , '

XV VE)— XY 4 X,

. Pabserve qulon peut satisfaire 4 cette équation en faisant V";: mX!,
m étant un coéfficient constant , ce qui donne 7Y ==m X"; car substituant
ces valeurs , Péquation se réduit a (1 -+ m*) X’ =—o0; donc1 +m*=—o0
etm=+vy—1.

Ainsi on aura V¥ == X'y — 1; et de-la, en remontant & I’équariam
primitive,, V= X ¢ 1 -+ a, a étant une cosstaate arbitraire ;
donc & == et ¥V " T—= ¢t x ¥V " == A XV =7, en faisant ¢* == 4 pour

plus de simplicité. ‘

Ob aura donc y = Ae* ¥ ~*, et comme le radical ¥ — = p;au»tl' éfre/ pris
également en plus et en moins, on aura égalemer.xt-y:: B.e mE Y= E B étans
une autre constante arbitraire ; en effet, il est ais¢ de voir q*tleichacuge de
ees deux valeurs satisfait a l.’équatidn. Xyl — Xiyl 4= XP =03 et Oﬂ\ _
voit aussi. facilement que lenr somme y satisfait encore , parce que les
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quantités y , y', ¥ n'y sont que sous la forme linéaire. De sorte qu'on

aura en général

}/:Aex,r_q_l_Be.—xf—‘t,

A et B érant de nouveau” deux cotfficiens indéterminés comme ci-dessts, -

Voila donc Pexpression de sin, x transformée en une expression expo-
nentielle au moyen de Iéquation dérivée du second ordre. Mais pour
que ces deux éxpresslons soient absolument identiques , il faut encore
déterminer’ convenablement les constantes 4 et B, ce qui se fera parla
comparaison des valeurs de y et de y' pour une valeur quelconqu‘e' Fle X,
Ainsi , puisque sin. X doit devenir nul lorsque X = o par la nature des
sinus, il faudra que Pon ait 4 4 B==o0; deplus, y' étant == X'cos. X,

: , : . g
et Texpression précédente de y donnant y' = X'¢/ — 1 (Aex" " —
=X¥=x)  on aura cos. X == e 1 (AeXV~F — Be~*¥V"1);
Be s
faisant X = o, on sait que cos, X=1; donc ¥ — 1 {4 — B) =1,
Ces deux équations donnent &
I Be—ee— ' .
A—ZV—-I et B= V—r’
donc, enfin,
. XV=I1___ ,~XV~1
sin, X = £ ¢ ,
Zv—x
x¥V—1I —X ¥V~
cos. X == * ‘I;e s

expressions connues, et que nous avions déja trouvées par une autre voie
(n227).

58. Dans les exemples précédens , nous avons cherché équation dé-
rivée , et.nous avons ensnite déterminé par cette équation la valeur de
la foncton primitive y. Cette derniére opération est, comme l'on voit,
Pinyerse de celle par laquelle on-descend de’ la fonction primitive aux
fonctions dérivées ; elle peut toujours sexécuter par le moyen des séries,
en cmployant , comme nous P'avons fait, une série avec des coeéfficiens
indéterminés, et faisant des équations séparées des .termes affectés de
chaque puissance de x. De cette maniére, on dérermine les coefficiens
les uns par les autres, et on a souvent lavantage d’appercevoir la loi
générale qui régne entre ces coéfficiens, R
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'Mais on peut aussi trouver immédiatenient chaque codfficient par la
méthode des n.* 45 et suiv. ; car il 0’y a qu’a chercher successivement les

y@légrjs:drf_zg fonctions dérivées , et si onﬂdésigne par (y), ('), (y"), &e.

les vvaleurs_ de: ¥.7 9", &c. lorsque x == o , ‘on a en général
L =) ) ) &
Cette formule a Pavantage de faire voir la raison pourquoi il reste des

coefficiens indéterminés,, comme nous avons trouvé ci-dessus, En effet , St
on veut déterminer lavaleur de y parune équation dérivée du premier ordre ,

-cette équation donnera la valeur de y' enx ety , et de-13 on trouvera une

équation du second ordre en ¥/, ¥, y , x, une équation du troisiéme

eny”,y",y", y, x, et ainsi de suite ; de sorte qu’en substituant successi~

vement dans ces équarions les valeurs de y/, ¥, &c. données par les
équations précédentes , .on ‘aura en derniére analyse y/ , 3, y", &c.
exprimés en x et y. Donc, faisant x = o, onaura (y'), (y"), ("), &c.
exprimés en (y) qui demeurera indéterminé.

De.méme si on ne fait dépendre la détermination de y que dune
équation dérivée du second ordreen x, y, 3/ ety”, on en tirera successi-
vement une équation tierce entfe x, y, y', 3", y”, et ainsi de suite; et
par des substitutions successives on aura en derniére analyse , ¥y, &e,
donnés en x , y, y'; de sorte qu'en faisant x =0, on aura les valeurs
de (y”),“(y///) » (Y, &c. , exprimées en (y) et (y') , ces deux quantités
demeurant indéterminées; et ainsi de suite.

Ainsi , lorsqu’on part dune équation dérivée du premier ordre , il reste
une indéterminée (y) ; lorsqu’on part d’une équation du second ordre , il
reste deux indérerminées (y ) et (7'), et ainsi de suite ; et 'on voit que ces
indéterminéessont constantes , puisque ce sont lesvaleursde y, 3/, 7, &e. ,
lorsque x == o,

59. Quoique Ia conclusion précédente soit fundée sur la théorie des
séries, il n’est pas difficile de se convaincre qu'elle doit avoir lieu généra-
lement , quelle que soit 'expression dey , puisqu’on peut toujours regarder

* une expression en série comme le développement d’une expression finie.

IMais comme c’est 13 une propriété caractéristique des équations dérivées
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entre deux variables, il est important de établir sur la nature méme de
ces équations. :
Considérons donc en général 'équationa deux variables F(x,y)==o0, et
ésignonssimplement par F(x,y )'==o son équation prime, par F(x,y)'==o
équation seconde , et ainsi de suite , en regardant % ety comme variables
s-la-fois. Solent a, b, ¢ , &c. des constantes quelconques contenues
dans la fonction F ( x,y), ces constantes geront les mémes dans les
fonctions dérivées ; ainsi , puisque les deux équatiog;s_fﬂ(_rx,yi),:_:‘;o
et F(x,y) = o ont lieu en méme temps , on pourra en éliminer tne
constante a , et équation résultante sera une équation du’ premier ordre
eatre x, y et y', qui renfermera une constante de moins que ’équation
primitive , et qui aura par conséquent lieu en méme temps que celle-ci. De
méme les trois équartions F(x,y)=0, F(x,y) =0, F(x,y)Y'=0, a'yant
lieu a-la-fois , on pourra en éliminer deux constantes , a, b ; et ]’équatfon
résultante sera une équation du second ordre entre x , y,yety!, qui
renfermera deux constantes de moins que I'équation primitive , et qui
aura llen en méme temps qu'elle; et ainsi de suite,

Donc , puisque dans les équations & deux variables une équation du
premicr ordre peut renfermer une constante de moins que Uéquation
primiri"{e , une ¢quation du second ordre peut renfermer deux constantes
de moins que I'équation primitive, et ainsi de suite , il Sensuit récipro=
quement que l'cquation primitive doit contenir une constante de plus
que l’éciuation dérivée du premier ordre , deux constantes de plus que
Péquation dérivée du second ordre, et ainsi de suite , constantes qui
seroat par conseéquent arbitraires ; et il est visible en m“emérterrips
qu'elles ne sauraient en contenir davantage , puisqu’on ne pourraif pas

- A ire Al I fe T

les faire disparaitre toutes par le moyen des équations dérivées
T * '
Donc, s |

d
R

‘ » st on n’a pour la détermination d’une fonction qu’une équation
itu rprenucr’ o/rdr‘fe , o‘u du second , ou, &ec. Péquation primitive prise dans
nute su géndralit¢ devra contenir une t arbitrair leux =&
sunvant Pordre de Péquation donnée :Czrtlsz)ame A
par des valeurs parciculicres données de |
Stdonc on trouve

n dérerminera ces constantes
! " a fonction ou de ses dérivées.

e on o fune .mau,nerf,: quelconque une équation en x ety qui
sfas e cquaon donnés d'un ordre quelconque , et qui renferme

autant
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autant de.constantes arbitraires quil y a d’unités dans Vindice de cet ordre;

.on ‘én conclura que cette équation sera P'équation primitive de P'équation

donnée, et pourra, dans tous les cas, &tre employée a la place de celle-ci.

= e i TR

" 6o. Au lien d’¢liminer & la fois les deux constantes- a" et b des trois’

équzitio‘ns F’_(x ’ y) = [ F (g —o, F (%,y)=o0, on Pe\‘}t;
n’éliminer d’abord que la constante b ou a des deux premieres; on aura
ainsi deux équations du premier ordre , dont Pune ne renfermera que la
constante @, et l’auTtEeil—aEEsYéHt'cfmTrﬁaint’exﬁaﬁt‘ on élimine de chacute

-de ces équations la constante a ou b par le moyen de sca équation prime,
“on aura deux équations du second ordre sans 2 ni b, qui devront coincider

avec Péquation résultant de Pélimination simultanée de ces constantes,
par le moyén des trois équations I'(x, y)y=o, F'(x,y)==o0,
F(x,y) — o, parce que la yfalgur'de y" que ces équations du second

“ordre donneront , et qui sera exprimée-en x, ¥, et y' sans a ni b, ne

peut 'q‘u’érfe la méme ,. de quelque mani¢re qu'elle soit déduite de
Péquation primitive. . . :

D'ott T'on “ﬁéutvcouélure qu’hne éq’u’étion‘ du second ordre peut étre
dérivée de- deuxéquations- différentes du premier ordre , rerifermag,t
chacﬁne une constante arbitraire de plus.

- . - . , . . .y i

Et Pon prouvera de la méme maniére qu'une équation du troisiéme

ordre pourra &tre dérivée de trois équations différentes du second ordre,
renfermant chacune une constante arbitraire; et ainsl de suite,

. ) 5 . . . . ’
En méme temps on voit que st pour une équation donnée du second

- - ' . . . - \
ordre, on en tropve deux du premier ordre qui satisfassent chacune a

cette équation, et qui renferment chacune une const'c?nt.e.arbitraire' aoub,
on en pourra déduire immédiatement Péquation primitive ; car 1.1 suffira
te chasser de ces équations la quantité y', et Pon aura une équation en x
et y, avec deux constantes arbitraires a et b.

o

. [ . 1
il en sera de méme pour les équations du troisicme ordre ; car , st on
trouve trois équations du second ordre qui satisfassent chacune 2 ulne
o N ’ . . . .- . . . . A es
méme équation di " troisiéme ordre , et qui aient €n méme temps X

. L C o ] M / tion
constantes arbitraires a, b, ¢, on aura, en ¢liminant y’ et y", une cqud
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enx,yeta, b, ¢, qui sera par conséquent Déquation primitive de

Véquation donnée; et aimst de suite, : '

-61. Mais si pour une équation du second ordre on en trouve deux du

premier ordre quiy satisfassent , et dont une seule renferme une constante
arbitraire , alors en éliminant y' on aura une équation en x €ty, quine

renfermera qu’une constante arbitraire , et qui ne sera pas Péquation pri-

mitive cempléte de la propesée du second ordre ; maiscette équation satis-

fera également aux deax du premier ordre , puisquelle satisfait & celle dg.

econd ordre , quiest également dérivée de ces dens-=ci ; donc elle pourra.
crre regardée comme Péquation primitive compléte de Péquaton du pre~
mier ordre qui me renferme point de constante arbitraire. Doy je conclus
qu'étant propesée une équation du premier ordre en ¥ » ¥ ety', si on'en
déduir d’une maniére quelconque une équation du second » soit en élimi
PAnt une constanté ou non , et qu'easuite on trouve une autre équation
primitive du premier ordre avee une constante arbitraire @ , en aura par

I'élimination de y' entre celle-ci et la proposée , une équation enx ety

qui contiendra la constante arbitraire a , et qui sera par coaséquent
Véquadon primitive compléte de la proposée. . -

On prouvera de la méme maniére que st de la proposée du premier
ordre on déduit une équation du troisiéme ordre , et quensuite on trouve
pour celle-ci une équation primitive du second avec uge constante arbi-
traire , dans laquelle la proposée ne soit pastenfermée , il n'y aura qud
¢iiminer les y” et y/ au moyen de I proposée , et
€n x et y quirenfermera une constante arbitrajre
s¢quent I'équarion primitive compléte de la propos

Cn peut appliq

Pon aura une équation
, et éui S€ra par cofi-
ée; et ainsi de suite.
ver le méme raisonnement aux €quations des ordres
supéricurs au premier , et en tirer des conclusions semblables,

62. Ainsi, si une équation da premier ordre en x , y et y' étant donnée ,
0{1 peut, pardesopérations quelconques, Jaramener 4 Ia forme f{x,y)=o,
ou f(x,yY désigne la fonction prime d’une fonct
par f(x, ¥), onaura sut-le-champ |
dans laquelle a sera la constante arb

on de x, y, marquée
Yz . . .

€quation primitive f(x, y ) = 4,
traire,
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, -le-champ y == ¢ ; Péqua=

Par exemple,, {'éguation y' = o donne si

. , . ey, . , R y _ et
‘tion xy' — y = o étant divisée pat x*, se réduit a (=f=Y=0:j entends

et i ité 24— née entre fes deux
par (~%= )'la fonction prime de la quantit€ = renfermée ent f—i\‘_: cux
‘ ) - e ) i N s e ’ A I3 o
crochets 5 d’ot Pon tire —L- == ien , en divisant la-méme équation
crochiets ; d Q‘ulyf_on tire 2> =2, ou bien , en |
elle desi o — aguelle les variables x , -
parxy, elle dgvxenf j{'——— ——=0°, dans laquelle les variables » , 7
ne soﬁf plus ”mél_éf:‘s,,; prenant donc la fonction prime de chaque terme ,
on aura ly — 1x == la, la caractéristique [ indiquant les logarithmes

v

hyperbohques ; El?ot‘l\ll’o-ﬂ tirg% = a comme plus haut.

. B i ’ e o , . . g . J —0
En général , si on peut réduire Péquation a la forme fx 4y '_F y=20,
L les variables ¢parées , il o’ ’Y prendre les fonctions primi-
ool lés variables sont séparées , il 0’y aura qu’a prend; ns p
o ’ . 7 3\ . .
tivesde fx et dey' Fy,et faire la somme égalea une cons_tame‘arbm afl_re a;
" ) ¥ : . 4 . ’ 1 o
et la méme chose aura lieu si on peut ramener la propesee a. cetie forme
par une ‘substitution quelconque.

Soit , par exemple , une équation de la forme y' = f(— =) e

fai cu . v = xu! 4 u; et Péquation devient par ces
faxs—%:u;dpncy:xu,y_xu - u; et équats P

. : I
ituti ‘ ettre la forme —
substitutions 1 4 y==f. u, laquelle peut se mettre sous -
-+ ¥ 0 , qui est comprise dans la précédente.
t s
Si on avait Péquation y == xf. ¥, au lieu de la reflulre ala fo-rmc
précédente , j'en prendrais les fonctiens primes, ce qui me donnerait

y' ==y 'y + fy,

" ! . o
) , . \ -1 _YY o, et qui en fai-
équation réductible a la forme—;— + 7y — ,

' Jue rant trouvé ainsi

sant y' == u, rentre encore dans le cas précédent. Ay ttr e
une équation primitive entre x €t Z AveC Un¢ CONstante ‘arbltrzuf_e 5 °

1 : ! par le moyen de la proposée , et I'on

a-dire entre x et y', on chassera y' par y rop el

aura une équation entre x €t y Avec la constante arbitraire , laquelle

¢ : i imitive complé e la proposée. Cette
sera par conséquent 'éguation primittye <o plete d I Hp 3
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dernitre méthode est, comme ]on voit , une apnhcanon de Ia theone
du numéro précédent. : PR L

6° D° cette maniére on ramene comme lon VOIt = Ia recnerche de>

ay' f’ x, comme nous l avons fait j jusq,l ich » donc pour passer e cehe 7

hypothése a celle olt » et y sont foncnons de ¢, 11 faut mettre 3 Ia Place

de ' la ql.qpme y .
l

Ainsi , ayant Péquation y¥ = F(x, y) on commencera par la trans.~
former en —+

—=F(x,y),ouy' =x'F(x,y), ensuite onsubsntuer&

i~y g ; N - S —
vour x, ¥, &', y'leurs.valeurs en ¢, v et «/, ot/ sera la foncrion prime’
de u regardé comme fonction de 2.

A . W e . . g T
De méme, puisque y” est la fonction prime de y*, regardé comms:
> ) 7
Y
TR
<

— Crest;\a'?s«
. :

fonction de wx, il faudra substitver pour y/ la quanticé

dire

x” . . - f
— —~—— 5 et amnsi de suite,

Donc, sid équat git action d
¢, si dans une équation, awlieu deregarder y comme fonction de x .
on voulait réciproquement regarder x comme fonction dey,alorsla fonction:

prime de y deviendrait Vunité , et l'on y substituerait simplement

1

/! — 1 1. 1 M M ‘
pwmry, pour y”; et ainsi de’suire. P oyez plus bas , le n.° 200..

* 64. Quant a la maniére de trouver les fonctions primitves des foncﬁogc
d'une seule variable , comme de Fx ou de ¥ Fy, on sait que si Faesk

-termes cle la forme x™ ou

'_Aius

‘forme' 3,"?. —
< m+l
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une fonction rationnelle de x , on peut tou]ours la décomposer en dlfferens

I
, m etant un non1b1e entier positif;

( (“Tbx)
eur du denommareur de la foncnon , il en a up.

: m.+ I.

(n—l—b gl
b(l———m)

M_L

stmr==r1; et il

des quantltes 1rranonnelles on les fera dlsparaxtre par
tions ; ce Qul n’est’ 90551ble en g(fneral par fes méchodes conpues
la: forme \/(a + bx +cx*). Quandllyadans Fx
S 1 Tués , ol méme quand ilyaplus dun radical de
cette forme .,la recherche de la fonctxon primitive devient impossible en
generaI par les methoéﬂs connues; et on ne peut Pobtenir que par le moyen
des séries so;t en fatsant disparaitre les radicaux par leur résolution en
“série, soit en employant la méthode générale pour le développement en

- série de toute fonction dex (n.” 45 ). Pour cela , on supposera fIx == Fx ;

de-laon auraf”x —= F'x, fi'x = F"x,&c.Doacla valeur de fx, fonction
primitive de Fx,. sera representee ainst ,.
fx::.f —|~X'F —)———F’ F” &C

fes q\Lantttes fos F‘., F'., &c. érant les Valeuxs de fx, Fx, Flx, &c.

’

lorsque x =0, ol Pon voit- que f. sera une constante indéterminee

65 Si , pour une equatxon proposée dun ordre quelconque , om
parvient a trouver une équation d'un ordre inférieur qui ne renferme
‘point de constantes arbitraires , ou qoi n’en renferme pas autant qu'il
peut’y en avoir', alors cette équation.ne pourra pas érre regardée comme
une équation primitive compléte , mais. elle ne sera qu’un cas paxmuuer
de cette équation , dans lequel on aurait donne aux constantes arbitraire
des valeurs partxcuheres. '

Mais il y a un cas trés-étendu , dans lequel il suffir d’avoir plusmuw
valeurs pamcuheres de'y en x pour pouvoir en obtenir la valeur compmre 5
est celui ol Péquation d’un ordre quelconque ne renferme les y, y'. y"
&c. que sous la forme linéaire. .
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Soit, en effet', proposée I'équation »

Ay + By + Cy'+ Dy" + &c.= o, ‘
dans laquelle A4 , B, C, &c. sotent des fonctions données de x seul.
Solent p, ¢, r, &c. des fonctions différentes de x, qui , étant substitudes
pour y, satisfassent chacune en partlcuher a cette équation , je dis que Pon
aura en général

y=ap -+ bg “+ cr- &ec.,

a,b, c, &c. étant des constantes arbitraires ; ce qm est ev1dent “car cette
expression de y étant substituée dans la meme £quation , ¥y sansfera indé-
pendamment de ces constantes. Dol il suit que si le nombre des Valeurs
particuliéres PigsTs &c. est égala celui de Pordre de Téquation pro-
posée , cest-a-dire & Iindice de la fonction dérivée y"% la plus elevee on
aura l'expression compléte de y, L’analyse du n.° 57 , fournit un exemple
de cette méthode. :

Mais il y a plus; on peut alors trouver aussi la valeur compléte de y,
qui satisfera 2 P'équation

Ay + By' + Cy”+&c =X,
Vo
A ctant aussi une fonction quelconque de x.

Comme cette méthode est une des plus utiles dans ce gen,re d’analyse,
je crois devoir Pexposer ici en peu de mots.

66. Qupposons que I'équation proposée soit du troisime ordre , on

verra aisément que la méthode est générale pour un ordre quelconque.
Soit donc I'équarion

Ay 4 By + Cy' 4y — X,
ct soient p), q, r trois valeurs différentes et particuliéres deyen x, qui
dsfassent i Péquarion Ay 4 By + Cy" 4 y"=o0; en sorte que I'cn
ait IJ’?-J—BD +Clu + p” Aq —l—Bg Cq”—}—g‘w:o
et Arl ++ Br 4 Cp -+ r”’:: o.

Supposons y = ap bg~+cr, et regardons o, b, ¢, comme trois

. mconnue dc x quil sagira de dérerminer ; en prenant les
onctiens primes , s&.oafles et tierces de ¥ ,on aura d’ahord

Y=o +b¢ 4+ cr' + pa + g + re,

fonctions

DES FONCTIONS ANALYTIQUES 63
Je suppose ped +qb +rc —0 ,jaurai sunplﬂment y ==ap' -+ by + ¢,
De-la, en prenant de nouveau les fonctions primes, jaurai
y”—‘—ap”-’-bg”-{-cr”—f-a’ +yq ,_}_cr’
je suppose derechef.a! P+ bg +c'r'==0, jaurai simplement y”-——-ap” +
bg” +er’; dolt je tire , en prenant encore les fonctions primes, . .
lll__aplll + bg/ﬂ + Crl[l. + aPM + blql! + c rl;‘
Je subsntue mamtenant ces. valeurs de v, v/, y” et y™ dans P'équation
proposee, il est visible que par la nature des quantités p, g, r, les termes
qm connendront a, b, ¢ se détruiront, et il ne restera que I'équation
o apl - b g+ ¢ r” X,
qui étant combinée avec les dewx-équations supposées
: dp Hbg + r
alpl P b/ql -+ ol
servira & determmer les trois quantités o, b’ ¢!, les quanttés p, g, 7 et
leurs fonctmns prlmes et secondﬂs étant commes atnsi que la quantité X,
= @, ¢ =R, ces quan—~
tités P, Q, R étant des fonctions conpues de x, il n'y aura qua les
regarder comme des fonctions primes et en chercher les fonciions primi-
tives, qui contiendront chacune une constante arbitrairé qui pourra lui étre’
ajoutée. On aura ainsi les valeurs des inconnues 4, b,c, qu'on substtuera
ensuite dans Pe xpressxon de y

o,

Q5

67. Lorsque l’ecuattom n’est que du prenier ordre on n'a besoin que
d’'une valeur P et on peur toujours la trouver; car on a alors I'équa—
tion A p- p' =0, & laquelle satisfait cette valeur p—=—=¢~%, M érant
la fonction primitive de 4, de manidre que M'=—= A4, et e dénotant
toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est Iunité ; en effer,
on aura, en prenant les fonctions primes ,

v _p" — — Mie~

Pour les équations d’un ordre -supérieur au premier ,
méthode crenerale pour trouver les valeursde p, g, &c., a moins que les
coéfficiens A , B, C, &c. ne soient constans. Mais, dans ce cas, il est
aisé de les trouver ; car ik o’y a qu'h supposer p ==¢"*, m ¢tant une

I:-——_/4}7.
il n’y a pas de
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constante indéterminée , on aura p ‘me” p‘
'équation :
Ap +Bpf—l—Cp”+Dp’”+ &c ——o :
. déviendra
o A-J—Bm-}-cm,—;-D S-r-,&c. -

laquelle sera, genera]ement parlant , d'un degré ecral a Lordre del ec_[uafion
proposée. Elle aura donc antant de racines qu il y a d’upités dans ce-
degré ; et sion désigne ces racines par m, 7, &c..

g= ¢, &c:; de sorte que dans ce.cas la chﬁculte est réduite 4
lution des équations, L

par le moyen des substltunons et comme cette transforrnan
avantageuse,, voici deux cas tres—etendus ol elle reussxt

clue cel ‘e que nous avons traitée m—dessus (n. 62) Jen Pre
les fonctions primes , jai

y' = xy”f’y +fy + y”F’

je fais y' =7, et @ar conséquent y'==17', yal" =

1=x{/1+f1+ {7

¢quation du premier ordre en x et 7, olt geest censé foncnon de X,

Maintenant je regarde x comme une fonction de 7 ; il fauara metrre —;T

2 la place de 7/(n? 63), et il viendra l”quanon N
xf/{‘r(f{”—f{')xl—}-f”{—'o,‘ ,‘ -

gqui est , comme Pon voit, du premier ordre et linéaire en x. On POU.H’::.
donc , par la methode précédente , en trouver l’equanon primitive e x
et 7 ; mais la PfOFOaC@ par la substitution de ¥/, au lieu dey , devient
3 — .lj{ -+ I’7, ehminant donc 7 de ces deux équations , cn aura. une

¢quation en x ety , qui sera J'équation prxmlme de ’équation proposée.
Le second cas est celui de équation y' 4 My - N=—=o, IVI et N

étant des fonctions de x et je fais y = ./VZI~ , ce qui donney = Mz
A

TR T '—", ; substituant -ces valeurs et muhipuant par M{ i

equ ation

f?’equanon dewem: g
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j_.f.‘t_+MN;_o,

qui.est, comme l’on V01t
Jhpposons qulon.

’

', du.second ordre , mais Imealre parrapport a 7.

- trouvé dune maniére quelconque deux valeurs

‘parnculzeres de. .¢ en.x, cest—a—chre sans constante arbitraire , que nous

den@terO“]S par p et g Pour la valeur p on aura A; = p,dou I'on

txre{ ?en denotaat par Pla fonction primitive de p M ; on aura de
méme pour la'valeur g, 7 ="¢%, Q étant la fonction primitive de g M.
Ayant ainst deux valeurs parﬂcuheres de 7z, on aura la valeur compléte
( n° 65 ) = ae + IJCQ aet b érant deux constantes arbitraires ; don¢,

,Em}sq‘l_‘;‘e_y‘?A M{ et que Pf—pM Q’~qM ‘on aura cette valeur

iy : bael. . .
compléte de'y y= ——HBC—_-IL—L s Cest-d-dire en faisant —— == ¢ s
L _,ae +be - a
. P+cq’eQ = e
Y = == P ‘oll ¢ est la constante arbitraire.
: T + cc
 Par c'rernple , st N—-— — mM m étant upe constante , il est aisé de
Yoir ‘que Pon satisfera & la proposée eny, en falsanty-— 4 m;donc,a
cause de lamblgmte du radlcal on aura p == Ym,qg=—¢ m;
donc , mommant Lla fonctxon primitive de M, on aura P=1L+y m,
Q = — L Ym,et Ia valeur compléte de y sera
(1———ce""ri/m> YV m
14 ce"?‘L vm

Au reste, dans ce cas, ’équation proposée peut se mettre sous la forme

7

T'l———— -+ M__ ¢, ou les vanables x et y sont séparées , et dont og
—_—m
peut trouver équation pnmmve , comme nous l’avons montré plus haut

(n> 62, 64).

69 Lorsque 1’ équation proposée n’est pas linéaire en ¥, v,y &e.,
ou quelle n’est pas comprise sous la forme precedente , je ne connais
aucune méthode générale pour compléter les valeurs partlcuheres dey
qwon gurait trouvees ; mais on y peut tou]ours parvenir par 1e moyen

degs senes.
I
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+ Supposons en effet que pour une équation du premier ordre en x, 'y
ety',la valeur complete de y soit f{ x ,a ) ; a éfant la constante arbitraire,
En donpant a a une. valeur particuliére A, la quantité f( x, 2) deviendra
une valeur particuliere de y , que noas NOMMErons p , €t qUE NOUS SUPPO-
serons conaue d’une manitre quelconque. Faisons maintenant a=h+i,
er développons la fonction f(x,h 4 1) en série ascendante suivant les:
puissances de i, le premier terme seréf( %, h)==p ,er les autres termes
seront de la forme gi 4 ri* 4 &c , ¢, 7, &c. étant des fonctions de x..
Si on substitue cette expression de y dans P'équation donnée du premier
ordre , il faudra qulelle se vérifie , indépendamment de la constante 7 quiz
doit demeurer arbitraire. ; S ‘ : :
Soit donc y'== F( x, y )Péquation du premier ordre, 4 laquellesatisfaie
la valeur particuliére y==p, onaura, d’aprés cette condition, pP=F(=,ph
Substitucns pour vy la série p 4 ig 4 *r 4 &eoy e développens aussp
la fonction F'( x, v ) en série suivant les puissances de i , si on dénote-sim-
plement par F/'(y), F" (), &ec. les fenctions. prines, secondes , &c.-
de F(x,y) prises relativement 4 y seul , et qu'on fasse , pour abréger,.
9==1ig + i*r + &c , on aura, par la théosie exposée plus haut,, sur le:
déycloppement des fonctions , : s

D'un autre cbté on aura, en prenant les fonctions.primes , y'==p/+ ¢'&
-+ r'i* 4 &c. ; done , substituant ces-valeurs. dans 'équation du premier
ordre, et ordonnant les termes suivant les puissances de i , on-aura, a cause:

de p==F(x,p),iq 4+ i*r' + &e.=igF' (p) + [ rF' (p) +

I e ! H . i :

Fi(p)] -+ &c.; doh Yon tize-, par la comparaison-des termes affectéss
/ . : L :

des mémes puissances de i , les équations suivantes.

q:
.

¢=qF(p),r=rF(p)+-L-Fi(p),&:,
qui serviront 4 détarminer successivement toutes les inconnues g,7, &c..
Comme les quantités F/(p), F' (p) &c. sont des fonctions. données:
Qe X, il est visible qu’on n’aura pour ces inconnues que des. équatiéns-
hinéaires du premier ordre’, susceptibles de la méthode du n.° 67 ;ilne sera
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@as‘mémé,nécessaire_ d’avoeir les valeurs conlpléies deg, 5, &c. il suffira
d’avoir desvaleurs quelcenques qui satisfassent & ces équations de'condition,

Ayant ainsi déterminé les valeurs des quantités, g, 7, s , &c. on a’urzi
cettevaleur compléte de y , y =p +ig + i*r + &., dans laquelle i sera
la constante arbittgiire,gui manquait a la valeur particuli‘ére y=p- Cette
valeur sera a4 la vérité exprimée -par une série , mais la convergencé‘ de
cette série ne dépendra qgue-de la valeur de la constante 7,

_Cette méthode est aussi applicable , avec Pextension convenable , aux
&quations des ordres supérieurs au premier ; mais les équations qu'on
trouvera pour la détéffhiﬁatien des fonctions inconnues , seront du méme
ordre , et par conséquent on ne pourra trouver en général les valeurs de ces
fonctions que dans le cas ot les cotfliciens seront constans.

Au reste, cette méthode est le fondement des solutions des principaux
problémes de la théorie des planétes. Comme les excentricités et les incli-
naisons ; gu’on doit regarder comme des constantes arbitraires , soat fort
petites,, et que l'effet des attractions est aussi trés-petit , le cercle fournit
d’abord des valeurs particuliéres, et on complete ensuite ces valeurs par des
séries qui procédent suivant les puissances de ces constantes trés—petites.

V oyeg sur-tout la- Théorie de la -Lune d’Euler.

70. Nous avons. supposé que la fonction F(x,y) pouvait toujours,
par la substitution de p + g¢ - ri* 4 &c. 4 la place de y , se développer
en une série ascendante suivant les puissances entieres de i ; mails comme
cette série résulte du déveioppement d’une fonction de y + o, en donnant
2y une valeur pattituliére p il gensuit de la théorie que nous avons donnée
ci=dessus (2. 40 ) , que ce développement pourrait contenir des puissances
fractionnaires ou négatives de o, auquel cas la série dont fl s’agit , con-
tiendrait nécessairement de pareilles puissances de i. Alors la série qui doit
représenter la valeur de y pourra ne plus avoir la méme forme ; mals
commey ==f(x,a),etquonsuppose g hi,etp=f(x,1),le
premier terme sera toujours p, et le second pourra encore &tre supposé
de la forme gi ; car il érait de la forme ¢i, n étant un exposant quel-

I .
concuz, il n'y aurait qua subst'tier " a la place de i, et supposer que 4
- I
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devienne & 4 ", ce qui est mdlﬁ'érent puisqu’on regarde ¢ L ‘comme une

constante arbitraire ; mais les termes suivans pourront étre de- 1a forme

Fi* 4 st 4 &c., oh mdevra étre > 1, > m, &c Dar}hypoLhese.
Substituant donc dans F(x, y) poury la série pqe 4= ri™ s 4= &e. ;
et développant suivant les puissances ascendantes.de ¢, on aura une série
de cette forme F(x, p) + Pi" + Qi + &ec., r érant d‘iﬁ‘e‘ron{ de
Punité, v > o, &c., et P, Q étant des fonctions données de x. Donc
Péquation 3" = f(x, y) dbwendra par ces subs*nmﬁo&s, : ;

zq’—i—zmr’—l——L"s'—l-&c—_—Pz Qi —r&C.;’;“
laquelle devra se vérifier mdegendamment de Ia saleur de z._» _
Donc,si > 1, o0n pourra faire g'=—o,m=—petr =P, ‘.nsbut‘_n__y,
'=0Q, &c Alnsi on aura d’abord g.== & une consiante , ou pliis smplemﬂna
==1; ensuite, comme P ne dépend que de g et de », on-trouvera la valeur
e ren prenant la fonction primitive de P ; et ainsi de suite, '

1.

[T Y K

%

71. Mais si ¢ < 1, alors il sera impossible de satisfaire & 1% quanon de
maniére que { demeure une canstante arbitraire ; et on devra en conclure
quela valeur particuliére p ne pouvant pas étre complécée ainsi, ne saurait
tre contenue dans expression générale (v, a) qui représente la valeur
compléte de v,

[

Maintenant il est visible que, quel‘ que puisse &tre le premier terme P
rh développement de F(x, y) par la substitution de p - ¢ i =+ ri” 4 &e.
2 la place de v, il ne peut venir que des termesP + g#, de sorte qu 11 sera
le méme- quv sion substituait simplement p. 4 ¢i & la place duy Donc aussi
le développement de F(x,y) parla substitution de p 4- 0 a la place de y,
b =,
QH

c]éveloppemenr contient un terme affecté de o* ol 1 est > o et < 1, il

senswir de la théorie dunnée (2.0 4¢), que la fonction prime F*(y)- devra
devenir infinie lorsque ¥y == p. :

sera F'(x,p) + -+ &e. 5 donc, pu1sque la série résultant de ce

De-la on tire cette conclusion , que fa valeur particuliére p ne pourra
pas tre comtenue dans Iexpre;sron complete de v, si cette valeur rend la
)
fonction F (y) infinie, Cest-a-dire, la fonction

Vi I(Jv) nulle. A

bEs 'F’OI\T‘QTLQN& A*_:NAL:YT.IQUES; o

en x et y qm sansfera & une equatlon du premzer ordre entre x y ety
ou. a une. equatlon d up ordre supeneur et qul ne sera pas comprlse da; s

d.uf‘:fail‘e a*desvequatlons d’un ordre supeueur » et qm ne sat sfont pas aux

equawn& d'oir celles-ci. peuvent &tre dérivées , parce quelles ne sont pas

renfermees dans les equatxons ‘complétes d’un ordre inférieur A celles-ci,
Ces équations ne. Eorment pas une exception 2 la théorie générale eyyﬁ
plus haut (n. ! 59 ) ; mais elles resultent d’une considération particuli é
dans la ‘maniére dont 1es equatxo')s &dun ordre superleur sont - dérivées par
Pélimination des eonstantes.’ En effet on y a vu que les deux équations

ot s -
F(x, y)—- oet Flx,yY= o,-donnent ,. par I'élimination d’une cons-

ﬁ)

tante @, une equanon derxvee du prﬂmler ordre entre x s Y et v, dont
F(x, y) = o sera J’ ccruauon primitive.

Or, il est evxdent que. Ie résulratde cette &limination serait le méme, si la
quantité a, aulieu d’étre constante, était une fonction quelconque dex ; mais

danscecasla foncnon prime de F(x -7 )ne-serait plus simplement F (x ¥V
elle connendralt de plus une parne provenant de la variation de a ; et st on
deSIgne par F' () la fonction prime de F (x,7 ). prlse ‘relativement a la
variable 2, onaura @/ F' () pour la partie dontils’agit, o' érant la fonction
prime de a regardé comme fonction de x (2.7 32.)

Ainsi , dams le cas olr a serait fonction de x, I'équation priore de
F(x, y) — o serait F(x,y) 4 o F'(a) = o; donc, pour qu'elle se
redmse 4 F(x,y) =0, comme dans le cas de a constante , il faudra que

Yon ait F' (2) == o, équation qui servira a déterminer la valeurde 2, et
qui n’est autre chose , comme l'on voit , que ¢quation prime de Péquation:
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primitive prise relativement 2 a. D'ot il g'ensuit que st on substitue cette

valeur de a dans I'équation primitive F(x, y ) == o, on aura une équation
enxety, qu1 satisfera également l’équation dupremier ordre, et qui ne
sera pas renfermée dans l’equanon primitive ol a estla constante arbltralre.

On pourra appliquer la méme théorie aux equanons des m&res supe-
rieurs, et en déduire des conclusxons semb abips

73. Pour voir maintenant si I’equation qm “résulte de cette conssdera-'
tion est la méme chose que Péquation primitive smguhere deduxte de

Panalyse du numéro 71 ; supposons , comme plus haut (2.2 69), que
Péquation du premier ordre soit réduite & la formey = F(x ¥)s et
que son équation primitive compléte soit y = f (x,2), aétant la cons-

tante arbitraire. Pour en dedmre Péquation primitive , oll a est variable , -

on prendra I"équation prlme , relativement & @ seul; et si on deswne par
@ (x, a) la fonction prime def(x a) prise relativement 4 a, onaura
(p(x, a) == o ; d'ou l'on tirera a, qu’on substituera dans f(x, a), et
Pon aura une valeur particuliére de v, qui satisfera aussi i la proposée
du premier ordre. Nous appellerons p eette valeur particuliére , comme
dans le numéro cité,

Mamtenant pmsque lava leur compleﬁ* f(x, a) de y doit satisfaire &

! equamon

, il Sensuit qu’en
faisant cette substitution, 1’équati0n résultante f1 (x, a) =F [ x, f(%,a)]
evra avoir lieu, quelle que soit la valeur de a. Par conséquent son
quation prime, prise relativement 4 2, regardée comme seule variable ,
devra avorr lieu aussi, quelle que soit la valeur de 2 (n: 33)
Puisque f7 (x, a) est la fonction prime de f (x, a) pnse relativement
a x, la fonction prime de celle-ci, prise relativement & a, sera donc la
fonction seconde de f(x, a), pr1se d’abord relativement 4 x , et ensuite
relativement a2, laquelle est la méme chose , comme nous le da_montrerons
plusbas (n.* 86, que la fonction seconde de f(x, a), prise dabord
relativement a a, et ensuite relativement & x. Ainsi ayant désigné par
9 (x, a) la fonction prime de f(x,a)par rapportaa, on aura ¢ (x,a)
pour la fonction prime def'(x, a), prise également par rapporta a,les
wraits appliqués aux caractéristes fet @ ne se rapportant qu'h la variable %,

. @(x a*)
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& Végard de la: fonction F-[x, f{x, a)], comme elle résulte d5 la
substitution de f(x,4) & la place de y dans F(x, y), sa fonction p fume,
re}atwemcnt 4a, sera exprimée par F' (y ) x ¢ (x,a) (n 32), pm gite
nous avons déja désigné par F(y) la fonction prime de F (¥, v) relative-
mentay, et pare (x, ) la fonction prime de £ (x,a) ouy, relanvemem aa.
Done l’equaﬂon pnme de I'équation £’ (x,a)==F(x, ¥ ) prise relati-
vement 2 4, sera ga (xya) __.F’ (y) » ga (%, a)s d’ouAlon tire F/ (y ¥

Lo Can @)

m__,__.__.__», e " ;

2.(x5a) :

- Ot , nous: venons de voir que pour ayoir fa valeur particuliére p, i
faur substituer dansf(x,a) la valeur de o, tirée deIéquation ¢ (x, a) =0~
Dénotons par X.cette valeur.de #, qui sera une fonction de x, on aura
‘V(X—a)”‘ nr étant > o, et 7 érant une fonction de x,
qui ne deviendra ni nulle nt infinie lorsque a = X ; on tirera de &
g (x,a)y=V" (X—m—a)’" 4 m VX! (X*——a)‘“" Donc on aura

. 8
B (yyem L X -
» Mals ¥ devient P lorsque a== X ; donc F’(y) deviendra infini lorsque
¥ == p, comme: dans le' cas' dit 2 71. Adnsi les deux méthodes des:
n. °‘71 et 72, candmsent aux mémes résultats et donnent les mémes valeurs
singuliéres ;: mais 1 seconde a I’avantage détre plus difecte et de donner

3.3 v1axe metaphysxque de cette espece de paradoxe..

74, Suppasons pour donner uméxemple, que I'équation primitive soit”
X — 2oy —a — b = }..__ ‘o, en. prenant les fonctions primes, on aura
Fequatlon* prlme x¥——ay' == 0 ; éliminant 2 par le moyen de P'équation:
primitive’,. om aura Péquation dir premier ordre:

F— [y + ¥ (FHy =)y =0,
dont celle-ta. sera. l’ équation: primitive’ complete , @ €tant la constante:
arbitraire;

Maintenant si on' prend la fonction prlme de la méme équation:
X — 24y — & — b == o, relativement 2 la quantité a regardce
comme- une- fonction de x, on aura — 2 (y + a) &= o, ce.qui donne:
y 4 a==0, a == — y; et substituant cette valeur dans lequaticml
éontxlsalt,on aura: * + y* — b = o



%
Cette eqmnop satisfera par conseqLent “aussi 1la méme equ”_tlon du
remier ordre , ce qui est aisé-a- 'vérifier Ty car elledonne ¥ b

ot Yy =X, valeurs qui etant subsutuees dans la- quantité s

jui
ka
€

Ia rendent 1dem1quement nul]P Ce selad
En effet, suivant la thcone du 2.° 71 5 on aura E:i s le CaS present

V \:

F (s, 3>—. ——y+«/<x 7 H)

FRPE.

a ysuu » on txomera ‘
Bly)=— [——y+x/(:: e —'é )wa +y‘.

quantité qui deviert mﬁme, comme lon VOlt 5 par Ta SLPP smo

W"—P———\/([’ —x)

75. SUPPO;ODS maintenant que ]’on ait quuatmn du premier ordre
3/ =4y, et que la fonction Fy de y soit “telle qu'elle devienne nuﬂe
lorsque y est e”fal 2 une constante dorinée. b; ilest VlSlbl“ que cette Valeur
de ysansfera a Péquation ; car y == b donne aussi y ==o0. On demande
st certe valeur de y est une valeur partlcuhere Comprise dans la valeur

complite , ou bien si ce n’est quiune valeur singulicre. On prendra la

fonction pnm\_ de Fy, etsi F'y devient infini lorsque y = =b, la valeur b

ne sera quune valeur singuliére , sinon elle sera une valeur: particuher
Soit 'y = K(y— b) , m érant > o et K une constante, on aura
Fy=mZK (y— by~*, quantité qui devient mﬁme lorsque m<1I;
done la valeur y = b sera.une yaleur smguhele stm > o0et <1, et
une simple valeur particuliére si m == ou >. 1, En effet ) l’equatron
vy =Ky — Z;) érant dmsbe par (y — b)’” et mise sous la forme
(y —b)™™y — K = o, a pour équation primitive
. 1-m
P Yy L ;
= Ry —0 ,
1 —m i .
a ¢tant la constante arbrtraire ; d’oti Pen tire y = b+1 (m———‘I)
. .
1w N1 —_—
Kyl oo, "‘O'WC pour que Ion ait y == b, i fauc.i’ra que Ia
quaztité
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quantlte (a -+ kx)‘""" devienne “nulle. Or, sim>oet<r,

T exposant

“sera- posmf par consequent 11 sera- 1mposs1ble de

donner 2 ¢ une. valeur qul fasse evanoulr la quantlté dont il s agxt Mais

sim > ;_, alors I’exposant devenant négatif, la quantité

o ) l B -
(a + "kx,:)‘k'“ " ﬂeﬁgndra ~nulle lorsque @ sera ‘infinie ; car faisant
T oe~= I

cette quantité-deviendra

4 ey
’ . laquelle
i e A "v ; - (I _l_‘kcx)m-—-t i
devient zéro lorsque ¢ = o..
La méme chose a lien lorsque m == 1; alors l’équarion primitive

econtxent des logamhmes ou des exponentxelles ;carona y =K (y—15b),

et dmsant par y— b, — K =0, dont l’equatlon primitive

.__.Z_
y—205 .
est Z(y—b)—-wKx:la dou Pon tire y =5 + ae*, ¢ érant le
nombre dont le logarithme hyperbohque est lumre, et a lz constante
arbxtraare. Ic1 il est év1dent quen faisant a égal a zéro, on aura y=1=.

Supposons encore F y=yY, Y étant une fonction de y qui devienne
nulle lorsq-ue y ='¢’7, on aura F y = ‘f;ry ; donc, puisque ¥ devient

nul lorsque f-—b st Y "ne devient pas nul en méme temps, F'y deviendra
alors infini, et la valeur ¥ == b ne sera qu'une valeur singulicre. Donc,
pour que cette valeur soit une simple valeur particuli¢re, il faudra que ¥/
devienne nul en méme temps que ¥, en faisant ¥ = b.

76. Par les principes que nous venons d’établir & P'égard des constantes
arbitraires , on voit que ces constantes forment la liaison entre les équations
primitives et les equanons dérivées : celles- ci sont par elles-mémes plus
generales que les equanons d'ou elles dérivent , & raison des constantes
qul ont disparu ou qui peuvent av oir disparu ; elles équivalent proprement

toutes les équations primitives qui ne &ifféreraient entre elles'que par les

leurs de ces constantes,
K
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On peut donc toujours passer d’une équation regardée comme primitive,,
% une de ses dérivées d’'un ordre quelconque , et réciproquement revenir
de celle-ci a celle-la, pourvu que cette derniere opération introduise

toijours des constantes arbitraires, et-qu’on ait sein de déterminer ces’

, . \ PE T -
constantes , d’une maniére conforme & P’équation primitive, comme nous.
en avons déja donné des exemples. (n.° 5 5. et suiv.). Avec cette attention,.

on pourra employer dans I'analyse les opérations relatives aux fonctions,,

comme on y emploie les opérations ordinaires d’algébre: -

Ainsi, ayant upe équation en x et y, on pourra immédiatement em -

déduire des équations dérivées d'un ordre quelconque ; mais pour revenir
le celles-ci & une équation en x et y, il faudra tenir compte des constantes;
rhitraires , et les déterminer de maniére que les valeurs. de ¥ et de ses:
ivées y/, y”, &c. soient les, mémes pour une valeur donnée. de x,
comme x == o, que celles qui résultent de Iéquation donnée:. .
Si I'¢quation proposée n’était que du premier ordre en x, y, 7/, alors.
cetee équation ne pouvant fournir que les valeurs de v/, ¥/, &c..en x et .,
ces valeurs, pour x==o, contiendraient la valeur indéterminée de v z
par conséquent fes constantes arbitraires dépendraient alors de cette valeur,,
qui scrait elle-méme une constante arbirraire ; de sorte que dans ce™cas.
rcures les constantes arbitraires se réduiraient & une seule. Elles se rédui—

0

raient 2 deux, par la méme raison, si Péquation proposée érait du second:
ordre en x, y, y/, et ¥"; et ainsi de suite..

~= P
VA

our faire mieux sentir l'esprit et 'usage de ces opérations, nouss
Hons

1- 1 : - . i
¢s appliquer encore a quelques exemples qui serviront en méme:
temps dexercices de caleul.. -

o]

Soit proposée Ia série
m{m-~1)
Thnt+i) YT n(n
dont oa demande la somme.

{ m 3 N
L

. Suppf)s()ns—l&» ¢égale a y, en sorte qu'on ait une ¢quation en x et ¥
je multiplie cette équation par =+, ce qui- donne

"'.’(r‘_I:xqﬁl——'— m n m(m+’) 1 .
J X —_— 0
i + PR eyl + &e..

‘ylxn—x +'(r‘z‘__'.‘1)yxn-—zl_;(,z,,__'_l)xn—-z_%-_mxn
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Je prenas les fonctions primes de tous les termes’, jai

- L

m(m o) () o 4 e,

ol P’on voit qu'il a disparu un facteur du dénominateur dé chaque terme.

- + m(mn+1) x.rl- +

FIRH : A : ; mmn a7 celle-ci
Je multiplie maintenant 'équation précédente par x , yai celle-ci

yxr= o (n—x) g Tt = (n—x) W7

‘m(m-tr i m(mt1) (m42) mer 1 &,
+‘m(mn+!)v X" Ty ~L X +
Je fais le pferﬁiér‘ m{:_mblje =p' (p étant la fonction prime de p), et je
prends Iéquation primitive , j’al

s =1 —aI : 'm/ ‘ meT __mLﬂ_Y_‘l‘_’_)__;m-l-z &C.
p=————;_rl i o —I———-—rZ A TUT T + ‘

Je n’a;outé Béint de constante arbitraire ici, parce qu'elle peut gtre censee
renfermée dans p. . : : ;
Maintenant,, en comparant cette nouvelle série avec la proposée quon
’ : : . n—1
a supposée égale 4 v, il est visible qu'on aura I'équation p == — 77~
x™ — "4 xmy; prenant les fonctions primes, et Substitl.laut pour, Pl.m
valeur y/ & =% + (n— 1) ya™ ™%, on aura Cette équation du premier
ordre linéaire en y, ' ’ ‘

,(n-—lb)x“‘;"z—}-y’x"»f +maxm =ty = y'a" " + (n—1)y%

mo—3

laquelle se réduit a cette forme,

Syt

Cette équafion étant susceprible de la méthode d\{ n’ 67, on pourga

donc trouver la valeur de y en x, qui sera par conséquent la somme de

la série proposée. Mais cette valeur devra. contenir une constante arburat:é
qu'on dérerminera de maniére que y sOit== 1, lorsque x == o, comm

il résulte de la série donnée. _
Si la série navait contenu que des facteurs simples, comme

Me—1—mz . __ __ B—1
_——__x(l——x) Ay rg—

1 m-2 5
om m .1 2- Tt L A4 &,
1+ ) '-:‘ P X + n4 2

” - K2
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on efit trouvé, par les mémes opérations,

p= n—1 P + P +xm+1 + xm-F: + &C;f"

m—1

Or, on sait que 1 4 x + x> + &c, = ___x' 5 donc onaurait > dang:
ge cas,
. n— T e X ) xm— -
P= % + 1—z * 4
prenant les fonctions primes , et substituant la’ valeur de p"s on aurair
. . =T - m
Jom = 1 — S me~2 ) Ty xE
yxm=T A (n I)yx =(r—1)x 4 gp— +(1—x),“”'_
savoir , . , i
y (n—-r)y __ m—T1 \ m ) 2
¥+ x _ x + I— 2z + (r—2z) 7

équation également linéaire du premier ordre. o ,

Cette mérhode s'applique & des séries plus compliquées, et peut conduire:
4 des équations linéaires d’un ordre supérieur au premier. Jai cru devoir
au moins Pindiquer , étant presque la seule méthode générale pour la
sommation des suites,

78. Soit maintenant proposée "équation
y:Ax-}—B.’EZ—*?‘Xj,
2ns laquelle on demande I fon d Cetre expression p
cans faquetle on demande Pexpression de x en y. Cette expression peus
s'obtenir par la formule connue pourla résolution des €quations du troisiéme:
degré ; woici comment on y peut parvenir par la théorie des fonctions.
En prenant les fonctions primes et secondes , on aura
y = 4 4+ 2Bx + 35, y" = 2B + 6x;
31\ donc je forme la quantité y+(m+4nx)y 4 (p+gx+ rx* ) gf
oum,n,p,q,r,sont des coéfficiens arbitraires » J'aurai un quatrinome:
qut contiendra les puissances x , x* et x3 » €t Je pourrat faire évanouir les
termes multipliés par chacune de ces puissances ; j'aurai ainsi une équation
£
du second ordre de la formey + (m 4 nx)y +(p+qgx -+ rx*)y'=2C,

ou Csera une quantité constante 3 €t cette équation renfermera encore
deux coefficiens indéterminés,

Je pourrai donc encore faire en sorte qu'étant muliipliée par 29/, elle
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ait une équation p"rimitive; cat, pour cela, ;1 suffira de faire g == 2m -
r==n, et P'équarion. primitive sera

Y 4 (p+ amx 4+ onxt)y* = 2Cy + a,

@ étant une constante arbitraire , qu'on déterminera , comme nous l’ayon$
dit , en supposant x == o , et mettant pour y et y/, leurs valeurs tn-ée;
de P'équation proposée. Or , elle donne, dﬂ'ns ce c:as yy==o, yl=4A;
donc , faisant ces substitutions dans 'équation précédente , elle donnerz
2 pAy2 = . S T o '

Ainsi on anra cette équation en y , di premier ordre ,

i = (p >—|_-'-.‘7;mx'.+ ny*)y* = 2Cy 4 pA*, o

oll x ne monte qu'au second degré ; circonstance sans laquelle on naurait
rien gagné pour lar-&ét‘grminat‘ti.on.dekx en y. o

Mais avant d’aller plus loin , il faup satisfaire aux conditions necessaxrc\es
pBUr que la quantité y + (m 4 nx)y" + (.p -+ ?;mx ‘—{— nx*) y", aprés
la substitution des valeursde y ,y", ¥ , devienne égale & une constante C,

ette substitation donne la quantité Ax + Bx* + ¥ -+ (m -+ nx)
( A 4 2Bx sz)_l_.(}, —},—'Q.mx -+ nx")( 2B 4+ {Jx ) 5
ééveloppant' , ordonnant les termes su‘lvarlmt les puissances de x, et égalant
3 C le terme sams x , et les autres a zéro , on aura

mA 4+ 2pB=C,(1 +n)A+ 6mB+6p=o0,
(1 + @,n):B 4+ 13m=o0, 1 + 9n = ov_,:
. B — 44
dol len tire n == — 5 , M = — — s p=
2B —gAB
*7 g : v, . .
Retenons , pour plus de simplicité, les quantités p et C, et sub?muousﬂ
celles de m et » dans Péquation ci-dessus , elle deviendra , en tirant la

et C ==

valeur de y/,

Il faut maintenant err déduire I'équation primitive en x ety ; mais pour
éviter les imaginaires , on doir distinguer deux cas Pun ou les radu/'aijlx.
sont réels , autre ol ils sont imaginaires ; car puisque toute valeur re%’ ‘6
de « donne pour y et y' des valeurs réelles, il est visible que les deuz
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radicaux de Péquation précédente seront réels ou imaginaires ensemble,
Supposons donc en premier lieu que ¢ (p A* + 2Cy — y*) soit une

quanticé réelle, il faudra donc que p 4>+ C* > (y— C*) ; par conséquent

on pourra supposer y — C*= ¢ (p A* 4 C*)sin. 7 , ce qui donnera
Y(pA + 2Cy — 3*) = Y (pA 4+ C*) cos. 7, et prenant les
{oncrions primes y/'= v/ (p A* -4 C*) 7' cos. 7 (n.° 32 )5 substituant ces
valeurs dans I'équation précédente, elle deviendra , en divisant par 3,

7

2 B L5 — L 7
(9p———a— ") *= —,
3 3
et 'on trouvera de la méme manjére que cette équation donne celle-ci,

gu'on peut vérifier aisément, :
B : B . .
x+ =V (9p + ——)sin( -§4+0¢)—,
« étant une constante arbitraire , qu'il faudra déterminer en sorte que

x = o donne y == o, conformément & la proposée. Soit 2 la valenr de 7
lorsque ¥ == o, on aura donc les deux équations ]

_C:V/(PAz,,}_C:)sin.a,et.—BT:\/(9p+-§;—)s'm.(—3a—;}— oﬁ);

par lesquelles on déterminera d’abord a , ensuite . Aprés quoi on détere
minera 7 par I'équation

y—C
Vipd 4 C)°

s, 1=

¢t lon aura
B B -
— 1 1
x = 7 V(9 A+ S )sin (- )

N A - .

t comme an meme sinus de 7 répond aussi 'angle 7 , augmenté d’une

le de : : T : ,
ou de deux circonférences, on aura les trois valeurs de x , en prenant

sour 7 ces trois vale [ .
i:lo { 1 S LGS vaieurs 7, ¢ =4~ ¢, 7 + 2¢, ¢ dénotant la circonférence
du cercie,

Clest le cas qu’on appelle irréductible, et ol les trois racines sont réelles,

‘ SLIPP(-JSODS' en second lieu que le radical ¢ (p.A* + 2 Cy — y*) soit

mmaginaire il 0’y aura qu'a multiplier le numératenr et le dénominateur
de lexpression de y/ par ¢ ( — 1 ), et Pon aura

y = 3»/(—pd‘—zcy+y’)

VI— o+ =5 a4 2)
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quantité toute réelle. o -
Ici jobserve que si on fait o
X = —f + x + VE—9p +———233 X 4%,
S=—2C+y +,\/\( —pAd —2Cy + y),
gt quon premne les fonctions primes , en regardant toujours y comme
fonctions de %, on aura -
X =X(—gf+ 5 x+ )75
Viee gV (—pd* — 2Cy + ) "5

de sorte quon pourra réduire P'équation précédente, a cette forme

X! 28 ’ . . Ty °
‘—‘;:—- = —YY— , dont les deux membres ont pour fonctions primitives
IX et : FY (n” 32) On aura donc cette équation primitive
I X =— : 1Y 4+ 1b, b étant une constante arbitraire ; et passant des
logarithmes:aux nombres , onaura X == b3 (Y). Pour déterminer b, on

fera de nouveau x == o et y ==-o0. Or, X devient +vY—o9p,

et ¥ devient — C -+ 4/ — p 47 ; donc on aura

[ 3B EV—0r
T —CH+ YA

Maintenant, ayant la valeur de X en o, il est aisé d'en tirer x ; car ea

. . B N B
carrant Péquation v/ ( — 9 p 23 x4 &) =X— BN T X

) . " : .(X——lfj’)’—*‘op . :
on en déduira sur-le-champ x == ———————— —» par conséquent ,

en mettant pour X la valeur trouvéeeny, savor by (¥), onaura

(6y¥ —3B) +9p
zb{[(y)

X ==

Cette expression ne peut donner , comme Von voit , qu’une seule valeur
réelle de x ; Clest le cas ol I'équation a deux racines imaginaires.
Sion fait B= o, les formules quon vient de trouver dans les deux
cas , se simplifient beaucoup , et sc réduisent aux formules connues pour
ia résolution des-équétions du troisieme degré , privées du second terme 3
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mais nous ne nous arréterons pas davantage sur ce problerne qm appar..
tient proprement al'a Ioebre et que nous n’avons traité 1c1 qu en passant

Palgorithme des fonctions.

79. Prenons pour dernier exemple 'équation du premier ordre ,

i Y{(4+ By+ Cy't+ Dy’ + Ey*)
Y= Y4+ Bz + Cz + D= + Ez')"

en la divisant par le radical en y , on aurait une équation ol Ies Varlablesx

et y seraient séparées ; mais il serait impossible d’obtenir ainsi l’equatvon
primitive , parce que les deux membres ne sont pomt reducnbles en par-=
ticulier & des fonctions primes.”
Voici néanmoins comment on y peut parvenir par le moyen des foncnons
dérivées. : : e
Je suppose d’abord que x et y soient fonctions d’une autre variable ¢,

I

| faudra pour cela substituer i, a la place de ¥ (n63); X et y’

seront alors les fonctions primes de x et v, regardées comme foncnons
de . Or, je puis supposer que x soit une foncnon quelconque det, et
P'équation me donnera pour y une fonction déterminée de ¢ ; ainsi je puis
supposer que x soit une telle fonction de ¢, que Pon ait I'équation

'= (4 + Bx + Cx + D¥ + Ex),"
‘ ,

Vequztion précédente, ol Pon a mis

poury', donnera pareillement

y' =¥V (4 + By 4+ Cy* + Dy’ 4+ Ey).

Quon fasse disparaitre les radicaux dans ces deux & equauons qu’ensuite |

on prenne les fonctions primes , on aura , apres avoir divisé I'une par x/,
Pautre par y',

2x" = B 4+ 2Cx 4+ 3Dx* + g Ex*
2}//:B+ch+3Dyz+4-Ey3.

o . .
Faisons x + y = p, x — ¥=4¢, ce qui donne x =

p—g

g
2 2

; les deux équations précédentes ajoutées et retranchées,

dongeront

DES FONCTIONS ANALYTIQUES; 81

donneront : - -

P”‘=B+Cp+'3D (p —i—q)

e + )

De Plus s cemmep g’ = x*— g ’, si on substitue les valet.rs de x' et
de y , tirées” des’ premleres équations, on aura
pi=Bg+Crg+ 2 Gre+ )+

Mamtenant je fais cette combmalson

qp"——M :

v 2p . . .
mulnphant Ies deux membres par — q{’ —, ils deviennent les fonctions

nnmes de ——— Pl erde Dp + Ep*; desorte que jaurai d’abord cette
¢

aq\_anon pnmmve du prermer ordre,

/2

Z_ —Dp—l—Ep + a,

ol a est une constante arbitraire,

Pour la déterniiner , soit m la valeur de y lorsque x == o, on aura
dans ce cas; pair les équations ci-dessus ,
X =yYAd,y =VY(4 + Bm + Cm* 4+ Dm* + Em),
quantité que nous-supposerons == n , pour abréger.

Ainsi, puisque p=x +y,g=x— ¥, pl=x' 4y, ¢ =¥ —y',
onaura, lorsque x = o ,p=—m, g = —m, p=+v A4+ n,
g ==+ A — n. Faisant ces substitutions dans I'équation qu’on vient

A -Fn) - :
de trouver, on aura g =— ﬂ———mi-—)— — Dm — Em*, ol l'on voit

que puisque m est une quantité indéterminde , la constante 2 demeure aussi
indéterminée ; mais les déterminations précédentes seraient utiles , si par
dautres combinaisons on trouvsit de nouvelles équations primitives avec
des constantes arbitraires.

Nous avons donc Péquation

P =gq¥Y(a+ Dp+ Ep), .
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qui ,» quoLque du premler ordre , peut neanmoms donner tout de. suite

1’equarr0n prlmlme en x ety de la proposée , puisque la valeur de p/, qui
est x' + y', est déja connue en ¥ ety. En effet, subsntuant les valeurs
de p, get p', on aura &
y(A4 + Bx + Cx + Dx* + Ex*) + v (4 +By+ Cy>
—FDy-+Eyﬂ——@-—y)VU-bD(x+y%fE(x+y)L
Y a est la constante arbitraire.
ette équation en x et y €st, comme Fon voit . sous une forme assez.

>1mple, et la méthode par laquelle nous y sommes panenus est fort -

remarquable ; mais cette équation nest pas la seule qu’on- puisse obtenir
par les formules que nous venons de trouver.
Et effet, si on substitue la valeur pmecedente de p’ dans I'équatiom
trouvée plus haut, pour la valear de p/ ¢, on en tirera =
,__ B+ Cp4+i(3p+¢) T+ E(P +pg) -
T= Y{a+Dp + Ep) o
Ici remettant pour petg leurs. valeurs x 4 Yy et x — vy, et pour: g ‘sm
valeur 5 — 7 = ¥ (4 + Bx + Cx 4+ Dx* 4 Ex'y
— 4y (A + By + €y 4~ Dy + Ey*), oo aura une nouvelle:
¢quation en x €t-y avec la constante arbitraire a, qui sera également:
Péquation primitive de la proposée ; ensuite , ajoutant ou retranchant , on:
en aura deux autres qui seront , & quelques égaras , plus si'mgblest,,et'quii
seront toutes équivalentes. -

8c. L’¢quation du premier ordre, dont neus venons: de trouver 'équa—
tion prxmmve , peut toujours , par des transformanons convenables,, s&
réduire a la forme

- /(4 F Bcos. 7)
Y (<t 4+ Becos.u) 7
7 étant ici une foncrion de ». Commme cette équation , traitée directemenms
de la méme maniere , est susceptible d'une analyse beaucoup plus simple:
et plus élégante , Jui cru qu’on ne serait pas faché de la trouver ici..
On regardera u et 7 comme fonctions d’une autre variable ¢ ; etaprés:

o

avoir substitué en conséquence alaplacedeg I(ne 63)., on.fera ces

deux équanons séparées, u' = v (»A + Beos.u),7 =+ (A -+ Bceos.z)s
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aprés les avoir carrées, on en prendra les-fonctions primes, on aura, ea

divisant I'une par ' et Pautre par 7', ces deux-ci du second ordre,

2 =——-Bsmu 27 = — B sin. 7.
Soit maintenant’ 7 Hu=ap, g — u == 2q, les deux équations
precedentes, ajoutéeset retranchées, deviendront par les théorémes connus,
mp”——————Bsmpcosq zg”—~—Bc05psmg

1l est d’abord visible que si on ajoute ces deux équations apres avoir
multiplié la prermere par ¢', et la seconde par p', le premier membre
deviendra la fonction prithe de 2 p/ ¢/, et le second la fonction prime de

— B sin. p sin. ¢; de sorte qwon aura d’abord cette équation primitive

du premier ordre ;:

; zpq-————Bsmpsm.q—i—a,
.a étant la ‘constante; arbitraire.
Pour la determmer,.supposons que # — o donne 7 == m, on
aura donc dans ce cas u = V(A—]—B) {:V(A-{—Bcos m),
i m. o 1+ + —
N e
2p g =2 —2—"7 = B,,('Cos';n_!) , sin. p sin. ¢ = (sin. e
e A gOSoT

_—— dersqrte que Ton aura -
" a=12p ¢ 4 Bsin. psin. g=o0.
On aura donc mmplement équation
2p ¢ =— — B sin. p sin. g;
d’olt Pon peut conclure que cette equanon primitive ne renfermant point
de constante arbxtrair doit &tre comprise dans les équations primitives
dou nous sommes parns.A Ed effet, on a
2p g = x _2_"‘ — ]j (cos. 7 — cos. 1),
ce qm se réduit par la substitution des quantités p et g & — B sin. p sin. ¢ 5
&quation identique avec celle que nous venons de trouver.
Divisons maintenant , par cette équation du premier ordre,
ﬂquatlons ci-dessus du second , on aura C€s deux-ci ;

les deux

p” cos. g _4" . _‘cosp
P sin,g = P4 - sl p
Le
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dont la prem-iére ¢tant multipliée par ¢, et'la secon&e par p N donnerom;
ces équations primitives.,
Ip) =1Isin.q + la, lg’-——lsmp—i—lb
ou bien , en passant des logarithmes aux nor_nb_res,,;' T
p = asin.g, g"_——'_lisia.é,

a et b érant des constantes arbitraires , quon- det&rfnmera par. Ies meme&
suppositions que ci-dessus ;- d'ott Yon aura:

# (A4 Beos. m) + V(A+B)

4= zsm,———- - '
b — A—}—Bcosm)—-\/(d—{—B) '
—--— ’ - Z-S}Il.-———

Ces deux équations: pourraient donner- chacuné tne équation primitive:
en z et 7 par la substitution des. valeups;-de'pv, g>p'> ¢ 5 en aurait ainsit

v (A + Bcos.z) 4+ V(4 —f—BCDS.u) _—_-o.asm—q—_;—ﬁf,

Y(A 4 Beos.z) — v (4 + Bcos.u) == 2.bsin. izr”

Cor‘ me les valeurs de a et & renferment Vindéterminée m, _chacune d&:-

©

es valeurs pousra ire regardée aussi-comme indéterminée e particulizr 3

nsi dans chacun\, de ces équations 3 part', on pourra regarder a ou &
cmme constante arbitraire ; mais si on veulait faire une combinaison:
quelco nque de ces équations » il faudralr employer Tes valeurs de aet &
trouvées ci-dessus, et alors la quantité m serait la sealeconstante arbitraire..

S_..')

[}

Idais comme ces équations sont compliquées:c de mdxcaux, il seraapropos:
de cher
de chercher encore une autre équation primitive d’apres les: deux équa~

tions du premier ordre quon vient de trouver , savoir pr=asin, q»
PY R 5 3 '
g'==bsin.p; or,en divisant Fune par laurre ona Z- — asiBg,
A bsin. P
et mulripliant en croix bp' sin, p = ‘ag sin. ¢, dou Pon tire tout. de:

suite I'équation primitive
b cos. p = a cos. g+ c,

e constante arbitraire qu’il faudra determmer comme

si-dessus, Or , en faisant z = o et

¢ étant une nouvelle

gxm,_ona‘p:i:—;—-.,-doas
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.E’equatxon précédente donnera -

. ‘ A+ B ,_._m_'
== (-"b"’f“f a) cos, —— == — Vi + ) cos. —2
’ ' - sin, -2
Subsmuant Tes Valeu. de d, b, ¢, ainsi que celles de p =" H; o,

et ‘Z::_z_z_u‘ dans 1’equat10n precedenfe , et faisant les réductions des,

smus et ce-smus , elle prendra cette forme -tres—smple »

V(4 4 B cos. m)
v (44 B)

~—'z——' m . n,—% %
693'-;-12,;,,?“90:5" —]— sin, — ® sin, =

TSR TS

est. 'équation primitive de la proposée du premierordre en u, 7 et ¢/,

et langle m en est la constante arbitraire.

81 Qn peut regarcler Tes angles- ” et — 'z comme les trois

" obtés dun trlangle spherlque 5 il est visible qu'alors, dans Péquation

4/ (A4 B cos m)_ ' r
VAT B) sera li co-sinus de langle

? et -L , et par conséquent opposé au cbté - e

precedente la quannte

comprls entre Ies cbtés 1
par les formules connues de la trigonomérrie sphérique 5 C’est la valeur
de 7' lorsqué u==o et == m. Ainsi cet angle sera constant en méme
temps que le cétél'———'-g—“— , tandis que. les deux autres cotés varient.

4/ (A4 Bcos.m)

Soit M cet angle constant , on aura donc — T B] = cos A,
; sin. -2

. . . A cos. M* —— cos. m 2 \2 LS

F A ¥’ . —_— 0, —— . 5
d'oit T'on. tire B T sin. fd° ( sin, M

- . . . - . r ) , L
on fait cette substitution. dans ’équation proposée en v, 7 et 7', €t quon

i [ sin. M o réduirn i corte forme 7/ m—
suppose , pour abréger , — =, elleseréduirnacetre formey

3 ( 2 -
L4 I;-I v e ) ] dont Péquation primitive sera la relation exti=
Yl —

z—)
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les corés i et d'un triangle sphérique , da‘ns lequel 1 sera

le rapport des sinus des angles aux cotés opposes, rapport qu’on sait &tre
le méme pour tous les angles et les cbrés opposés ; de sorte que ce rapport
seul érant donné , il restera angle ou le cté pour arbitraire. =,

La considération du triangle sPherfque peut servir & faire voir p]us

facilement comment cette équation primitive satisfait & celle du prenner :

+ cos, B sin,

: 7
ordre. Cette équation érant cos. —— “cos.

sin. == COs. ’Z , st on prend les fonctiors prlmes , en regardant 4

comme fonction de z, et m, M comme constantes, on al¥a_

. . u Sy
( cos. M cos. Z sin. — sin, —je cos. —— ) {7 + cos M

. u . u
sin. A €0s. —— —= CO0s, £ sin, ——— =— 0O}
2 Z 2 2 o

substituons a la place de cos. M, sa valeur tirée de la méme:équatbn,
il viendra celle-ci, ' ‘

cos. —& cos. —— —= 05, —— cos. —2— cos. —Z— — €O, —— )
: : R — —o.
sin. + { T sin, — ) )
. - . ;s u m
Maintenant , st dans le méme triangle sphérique, dont ——, i s =

sont les trois cotés, et M angle opposé an c6té , on désigne par J/

I3

et Z les angles opposés aux cdtés

7 7
2 et Pk on aura egalement COS.—

== COS.

p =y

i cos. -~ + cos. Vsm.=—_z—sm. —— €t cos. —;;‘_- = C0S, —

. m B u . m . \ .
{ , - —— . a C
cos. - cos. Z sin. ——sin. .5 je donne a cos. Z le signe —, parce

k!

que je suppose Vangle Z obtus. Donc, faisant ces substitutions, et divisant

toute I'équation par sin. , elle deviendra 7 cos. V' — cos. Z =0,

R R — cos. Z Mai 16t i

g = Mais, par la propriété générale des triangles
. &
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sp&enques ,70n 4r L : cT
sin. V7 . vsinvZ . sm.M
L sin = ey sm—;— T sinZ — K

1 . . 'A e - . 7
doné: sin. 174 = J33 ,S,lnl 5 SHYL, 7 = M Sl z s €t de-Ié' o

cos. V== V[I—-—,u?(siﬁ. i)1'_] ,Ycos. = /[ 1 — *(sin, - ) ],

subsntuant ces valeurs » O aura l’équatxon du premier ordre qu'il s ‘agissait
de retrouver. .

Si. l’&ngie Z ., que nous avons supposé obtus, érait algu > ainsi que

€os. 4

% 7 1 4 1 Y
I’ang}e. V, a,lorlsi,.- au lien de léquation ¢/ = ———=

on aurait celle-ci 7

- €os. Z
+ cosi ¥
primitive sera la méme.

= o, qui ne différe que par le signe de ¢/, et dont P'équation

82. Voici encore une considération essentielle sur ces sortes d’équations =
a A o . . r - P !
Péquation du 0. 8o étant mise sous cette forme'——u 2t ———
Peq - V(A4 Beos.q) °
Y(A+Bcos.u)
¥

YA Beos. u)

/

-, sitpposons que fu soit la fonction primitive de:

» f7 sera pareillement la fonction primitive de

7 (4+% oy ¥ érant regardé comme une fonction de u, dont 7

est la fonction prime, Ainsi , en repassant aux. fonctiens Eummves o
aura sur-le-champ cette équation primitive

Fr = fu 4 a,
@ érant la constante arbitraire.

Cette équation devra donc coincideravec celle que nous avons trouvée
dans le numéro-cité, et ol la- constante arbitraire est m ;. par conséquent
sa constante arbitraire ne pourra étre qu'une fonction de la constante
arbitraire m. Soit dotic @ == Fm, on aura f7 = fu -+ Fm ; mais mrest
la valeur de 7 , lorsque v'== o ; supposant donc , pour plus de simplicité ,.
que la fonction fu soit prise de maniére qu’elle soit nulle , lorsque v=2



88 . THEORTIE

il faudra qu'en faisant u=o, on ait aussi 7 == m , par conséquent on

aura fm == Fm ; donc l’équation primitive qu’on” vient de trouver
deviendra f7 == fu + fm , & laquelle satisfera cette relation algébrique

. . w B
cos. —ZL— COS. ——Z— -} sim, _j.— sm.»—z-—v,(———cgc— )—cos — 

A+ B

Ainsi, quoiqu’on ne puisse'pastrouverla.forme algébrique.des f‘onct;onsfzz»

Jl,f/‘l , on pcut néanmoins trouver une Eelatlon a;ge"\rque entre tr01s_
quantités 7, u, m , telle que Pon ait f7 = fu -+ fm. Donc au531 ‘st dans

quﬁudﬂ précédeite on chaﬁge eny, et uvenzg:, on au«ra COS. __}’_ COS. i

- sin, Z sin. —i— 2 (__—'2%58”1— —= cos. -Zz— ; etf;y .-:f{—i—fm

- - T g
Et changeant encore y enx , 7 en y, ce-qui donnera cos. = ‘cps.;—i;

v ( A+ Bcos.m

! | x :
- sin, —— sin.
2

de méme fx = fy -~ fm ; et ainsi de suite,

On aura donc suecessivement fz = fu + fm , fy = fu 4 afmy
fx = fu 4 3fm, &c. ; et les relations entre y , u-et m , entre x,
u et m, &c. se tireront desrelations précédentes , en ehmmanrd abord 7,

o

uite ¥y, &,

On peut appliquer cette théorie A la forme générale de Péquation que
nous avons considérée dans le n.° 79, et en trer des conclusions sem-
5lables ; mais si on rapporte , comme dans le n.° 81, les formules précé-

aue v C!Ll N

Crit Trmd
Soit formé ua triangle spncrlque dont-les trois cbtés soient { , Uy

pour cvirer les fractions , je substitue les quantités 27,2x,2m,ala

! 1

placece 7, u, mdans les form\ﬂes du numérocité ), et ou 'angle entre u
. e D N :

stz soit obrus, Pangle compris entre les deux cotés u er 7 demeurant
constant ; qu’

; qu'on transporte successivement le coté m le long de ces mémes
peds | de manitre au’ : ; i '
«Otés prolongés , de maniére quil en. résulte une suite de- triangles , dont
~H 17 A

giacun a't toy )1 urs un c¢6té commun avec le triangle précédent ; et qui

‘Tt

—r

AN

ou

w

nen

¢ cotem , et angle commun Mopposé & ce cbté, alors ,
si

= —— cos. —2— , on aura’
A+ B z u

cotes aux rriangles sphériques , 1l en résulte une construction élégante -

DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 83
si les cbtés qui comprennent cet angle sont successivement pour Ces_
différens triangles uet 7, zety,y et x, &c. on aura

fi=fu+ fm,fy=/fu+2fm, fX——fu+3fm,&c',

fu étant la fonction primitive de la fonction

et amst
\/(1——;4 simout) ?

des. autres fonctions semblables , olt p = 551—1;1%[—

De-13 on peut trouver facilement les valeurs des cbtés y 4 x , &c. des
nouveaux triangles car , en considérant les triangles isocéles formés par
le méme cbté m transporté alternativement , les perpendiculaires abaissces
de leurs sommets couperont les bases en deux parties égales, et les triangles
rectangles formés par ces perpendlcu}alres et par les cdtés qui comprennent
Pangle commun M , donneront tout de suite , par I'analogie connue pour

les triangles rectangles , ces équations

- -
tang. — - = cos. Mtang. ¢,
) ~ tang. +‘ == cos. M tang. ¥,
- - &e
freocle
Et si on fait u == m, en sorte que le pleml\_r triangle soit isoccie ; on

aura de plus Péquation .
tang. —— == cos. Mtang. 71,
et Pon aura alors
f1=2fm, fy = 3fm, fx = 4 fm , &e.

Nous remarquerons ici que cette CODSruction est pour fes trianf»‘leys
sphériques , ce que-la construction du probléme 29 des questions géome-
triques de Parithmérique de Newron , est pour les triangles rectilignes.

En effer , si on rend rectifignes les triangles sphériques dont les cbtcs

f— N
SOt ,U,7, &e. les équations ci-dessus duxennem{ 2 mcos. MM,
Uty = =1 cos. M, x -4~ 7 == 2y cos. M, &c.; et il est tacile
de prouver qu'alors la fopcrlon ju dcvient proportionnelle a angle dont

. usin. AL ) - A ie sius
1o sinus est —2 22 - de sorte qu'en prepant le ¢&+ m pour le su

T

de Pangle opposé M, on aura

z 5it 3 £
7 51 =
% J



9o THEORTIE
o 7 M ’
§3. Nous nous sommes un peu érendus sur les propriéiés des fonctions
15t - are Someétres. s’ -
d= la form\_fu , parce que les geometres s e'n sont beaucoup Occupes , et
que ces fonctions se présentent dans la solution de plusieurs problémes.
St on damande, par. exemple , le.moavement d’un. pendule qui oscille
i A N . P
d'une maniere quelconque , nommant rla Iongu_e_ur du pendule, \,L l’angle
dontil est eloigné de la verricale dans un instant quelconque, « la plus
grande valeur de <), g la plus petite , suppesant la gravité égale 2
Lunité , et faisant o :

: ; cos. B— cos: AL .
sm.u:—._\/( cos. B — cos. o ‘>’
=1/ €05, ‘6) — o u:. E
i+ v ( (cos.f4cos. 2 ) i &’ Vo
\_V( 2 (cos. B+ cos. ) ‘
T (cos: s COS. @ )* st a” >"

sacura Ay 7 fu pour Pexpression du temps depuis le point: le. plus bas,
=1 supposant, comme ci-dessus,.

f’l!': r : .
4/ (1 — u' sin,u')
Ta vitesse angulaire de rotation autour de la verticale , sera exprimée

4/ 2 .sin, a4 sin, 8
Yor= s, o= y{cose v - cos.) 8 -

passera par 14 verticale,,

v

des oscillations- ordinaires.

O O peut lor Cep P o Fopct v :
54. On pect appeler analyse directe des. foactions , la maniére de:

rrouver les fonctions et los ¢quarions dérivées., parce qu'clle n’est fondée
en effer que sur des miéchodes dis ’ ! :

“rque s s méthodes dlr,ecres > et qulelle n'emplote que des
vt toujours cxecuter par les regles que nous- avons
emosées. Bate 1 maniere de recen: ‘ ‘
€xXPOIELS. Das la mantere de revenir. de ces fonctions et de ces-équations
veame A Lo
vent etre dénvées., et quon peit regarder comme

) » 'Orme une autre partie de analyse des fonctions qu’on
eut apneler analyse inverse . na ’ 5 ¢ .
g Pl / L-]LJ/ ¢ inverse, parce quelle dépend des mémes méthodes et
des mémes recles 15€5 inv 1 i
i gi€s , Mals prises inversement , et qui, par cette raison, ne

R 1; :
yappiiquent pas-toujours avec la méme facilit

ondrations qu'on pe
L i
a celles d'ob elles peu

lzurs primitives

1

¢ nile méme succés, Hen:
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‘est de ces-deux parties de Panalyse des fonctions, comme de celles de-
Varithmétique et de Palgébre.qui‘ont pour objer les opérations directes
de la multiplication et de -lfélévation aux puissances, et les opérations
inverses de la division et.de Pextraction des racines. Les opérations de la
premiére espece sont toujours possibles par les régles connues,, et donnent _
soujours des résulrats exacts; celles-de la seconde espece, au contraire, ne
le sont-que dans certains cas ; au moins rigoureusement , et dans tous les
autres elles ne peuvent donner que des résultats approchés.

I.’analyse directe des fonctions est donc renfermée dans les régles que
nous avons données pour trouver les fonctions dérivées, du meins pour ce
qui regarde les fonctions d’une seule variable, Quant a l'analyse inverse,

lle d_épend aussi des mémes régles; mais la difficuleé consiste dans leur
application aux différens cas.

Nous avons indiqué les méthodes connues pouy les principales formes
de fonctions ou d’équations, et.pous NOUS SOMMES sur-tout appliqués a
bien établir :les p;r'incripesgénéraux de cette analyse inverse.

Comme notre desseini n'est pas d’en donner un traité complet, nous
n’ajouterons point ict dautres détails ; mais ceux qui savent le calcul
différenticl , ne peuvent manquer d'appercevoir déja la conformité de
Panalyse des fonctions avec ce caleul, et la correspondance des analyses
directe et inverse avec les deux parties de ce calcul qu'on appelle calculs
différentiel et intégral. Ainsi, il leur sera aisé, sils le jugent ‘a'propos , ,de
transporter aux fonctions les différentes méthedes dintégraticn trouvecs
jusqu’a présent. Nous démontrerons p?.us ba§ cette conformité, d toe
maniére directe et rigoureuse. [Nous aurions mére pu commencer par 1a,
et rappeler ainsi tout de suite notre analyse dzs fonctions au c;-uful
différentiel ; mais la marche que rous avoms suivie, nous 2 paru plus
propre 4 remplir P'objet que nous nous sommnes proposé, eL qui consiste
uniquement a lier cette branche dz Panalyse avec ’x'ana,ylse ¢lémentaire, s‘ans

o . s ermoranter d e Viration étrangire
la faire dépendre ni meme nien empranter d’aucune considération erang

t
N
120

. ) L . Vne cenile varahie
85. Nous n'avons encore traite que des 10DCI’101’15‘(1 upe seule Vull’tﬂ}
liéorie de ces fonctions aux fonctions de

a

, e 1 .
il nest pas difficile d’étendre la t

deux ou de plusieurs variables.

i
=
(=]
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92 THEORIE L -
Soit f(x, ¥ ) une fonction quelconque de deux variables x et Vs E;u’('m

regarde comme mdependantes Pune de l'autre. St ; dans cette fonction,

on met A la-fois x -+ 4 la place de x, ety 4 oa la place de y,zeto

dramrt deux- qu&nntes indéterminées , qu eﬂsulteroa développela. nouvelle

fonction f (x + i,y -0 ), suivant les puxssances ascendantes dei et o, 1l
est clair que le prcmur terme , sans i ni 0, sera f{x,¥ ), et que les autres
seront de nouvelles fonctions de x et de y, mUhIPLG\,S successivement par i,
o, i, ia, 0%, %, &c.; ces fonctions dérivent de la fonction pmmlme
f(x,y),etcestlalo de cette dértvation qu’s il gagit de aetermmbr

Pour vy pﬂn enir de la maniére la p‘us simple , oa commencera par

supposer quil v’y ait que la variable x qui devienne x -7  la variable a

demeurant la méme. Dans ce cas’, désignant , comme on I'a faﬂc Jusqulici,
par /7, [, f*, &ec. les fonctions pnmes , secondes , tierces 3 &c rela-
mLm ar 4 ox sp.xl ; on aura :

Flr L =1 )+ if (o N+ "(w’)*——f’” 3, )J &€=

Substirtons maintenant par tout v -+ o & la place de y, on aura
fix4iy Fo=S oy o) Fif (o 0
Ly o) b 5 ey o) b &
Or, si on désigne maintenant par f ,f,,,f}, &ec. les foactions primes,

. relativement 2y, il est clair que la fonction

/o R . X
f(x, v + o ) , considérée comme fonction de y 4+ o, et indépen—
an iend . ‘

f(x)y T J,(T 3)“‘*'“‘]}(9’ y>+ ﬁl<3'7j>+&c'
De mime, en supposant touours que les traits Sppxlqdea au bas de I
strre £ indicuent des
fetrre £, indiquent des fonctions primes, secondes , &c. relativement ‘ay,v
1 fa 1

1

kS
oncticns déja dc—si@r;ées sar j7, f", &c. on aura
W, v o) —F
f\“)y Fo)=f"(x,y )+0Jl<'\7y)+ j//("a}) &e. »

['Cxsy Fo)=f"(x,y) +of /(x,y + = O’ [ (xrey)+

¢r aiost de suite.
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I‘alsant donc ces subsutunons, et ordonnant les termes par rapport aLx
pmssances et aux produ1ts de i eto, on aura

f(x+hy+ o) =f(a,y) +if (#,9) +ofi (x.7)
f”(xfy)+ZOf’ (%,3) '-—fu(x ¥ +2,3J”/(" ¥y
+ r " (s y) + 3 T fu (e y) + &,

ol la forme generale des fermes est

Vinl me

! z 0 . .-‘ N
(ro2n3.m) (1o2.3...0m) fo Gasy )

86. Dans- le procédé que nois venons de suiyre pour avoir le
gevelogpement “de f(x 4+ i,y - o) nous avons commencé par
substituer dans f(x , y),% - ¢ pour x , et nous avons développé suivant 7,
Bous. avensnnvure subsmue dans teusles termesde de ce develor pementy +-o
pour y, et nous avons ensuite developne suivant 0. Or, il est visible
qwon aurait identiquement le méme résultatr , st on commengait par la
substitution de y -+ o pour y, et par le développement suivant o, et
quon. fit ensuite la substitution de x - i pour x, et le développement
suivant 7. De cette maniére , on aurait d'abord les fonciions primes,
secondes , &c. relanwemeqtay,savoxr S (e, y) s fu (x,3), &e.; ensuie
on auralt les fonctions primes, secondes, &ec. de ceHes ci, qul suivant

ly 'mtatlon que nous venons d’éta i\n , seratent représentées par j, {x, y, ;
Fi(x, ) &en, fit (x,3), /1) (x ,y) &c. yeton obf”)nualc ainsila mime
formule que ci-dessus , comme cela doit &tre , dans le premier procéde,
la foneton f (w, y ) s'obtient en prenant d’ 10fd la ,\L ction Dum: de
/ (x y) relativement a x, ce qul donne f' (%, y) » et easuite la fonchon
prime de celle-ci relativement 2y ; et dans le sccoad prouvd: la meme
fonction sobtient en premant d’abord la fonctien prime de f ( y ) rei

vement &y , ce qui damef, X,y ), et ensuite la fonction prime rle ce;§<.-c'1
relativement 4 x. Dol il suit quil est indhfférent dans quel ordre sz

la double opération nécessaire pour passer de la fonction primitive (%
a la fonction dérivée f/ (x ,3) et comme on doit dire la méme Clu‘:i
des autres fonctions marquées par des traits placés au hauz et au bas =%
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la caractéristique £, on en peut conclure en général que les opérations
indiquées par ces traits sont absolument mdependantes entre elles, et
qu'clles conduisent aux mémes résultats, ouclqu ordre qu on' suive , en
prenant les fonctions pnmes relativement er 4 x et ay, mchc;ues par
chacun des traits supérieurs ou inférieurs. Ainsi, par excmpl , ©a aura
¢galement la valeur de f” (x, y), en prenant la foncrion. seconde
de f(x, y) relativement 2 x, et ensuite la fonction pnme de celle-ci

relativement 2 y, ou en prenant d’abord la fonction prime de f(x, y)

A

relam ement & y, et ensuite la fonction seconde de celle—ci relativement

a x, ou bien en prenant la fonction prime de f(x, ¥) relativement
: . i . . , C . .. . . - N - B : : - .
a x, ensuite la fonction prime de celle-ci relarivement -y, et enfin la
fonction prime de cette derniére relativement a x ; et ai&si des autres:

87. Soit, par exemple, f(x, y) — ,(3[( M),‘on aura

1. P . ;

fa fonction prime relativement 2 x, f/ (x, y) = ¥ (2xy + ¥*)

) Xy -

o 2 : : ot

i g y——— et sa fonction prime relativement a7y sera
2+ xy

T, Fy fi{x,y) s ensuite la fonction prime de f/(x,.y)

:ﬁ’ _(x, y),

v'\f+}’ :r:y

relativemet a v, sera —
Vizay 4+ y)

(2xy + ')
. Comer: : (g ] i
ct la fonction prime de fj(x, y) relativement & x sera — 2z +,)
. V(zzy +y7)
.*—m;aﬁ(x. ) fau ‘ :
o = f/ (x; 7). Quoique ces deux cxpressions de
(2zy + 57 )
710« v paraissent diffé
7/ {x,y) paraissent différentes, elles sont cependant identiques ; car elles
se réduisent Pune et Pautre 3 220 1 23" + 5 . Ensuite, en prenant
3 e o ¢
(2zy +y )2 ’ 1
1a Lancu : 71
ia foncten prime de f'(x, y) relatvement A x, Cest-y-dire, la fonction

seConge oo \ alafy >
scconde de f(x , y ) relativement a x, onaumf”(r '):—‘/ 2y
: V(zay-Fy)
. e 3T 2y ; :
"’ ~—; €t prenant maintenant la
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fonction prrne de celle=ci relanvement a'y,on aura, apres les reductxons =
] ,f(x y) = vy b3y
: (2zy + )
Pe méme;, en - prenant Ia foncnon pnme def! (x50 9) relamemem x5

i

an trouvera - b

f” (x y) MO |5 2 ni - LA
(22y+x' )0

et: amSL de smte.

88! Il résulte dé- 15, que pour que desfonctions dommées dex’ ety puissent
&tre prises. pour. des fonctions: dérivées d’une méme fonction primidve, il
fanr quelles satisfassent A certaines conditions..

Alnsi:, si- F (x ) et @ (%, y:) représentent des fonctions données-
de x, y: pour qu'on puisse supposer F (x,y) = f"(x,y),et (p (x,7)
——f, Cx, 7Y it fandra que l’onaxtf (x,7) =T, (x;y) =79 (%57

'Et, en général, pour. qwon puisse supposer F(x, y) ==/ (5, )

et ¢ (% y)———f" (x y),ﬂfaudraqubl’on aicf p(x y)=1 (x,¥)

j='§bn;(:x»:»f.)*.* co ' : -
p G () e —
Par exemple; s;!:'(y,y) = “l‘ —, 0 (x,y) pr
on pourra supposer’ F (x,y) = f'(x, y),@(w,y)=f(x,y);car
on trouve. F, (x., y)_.,—(—-————f)—,-__ga(x,/),mmsonne urrait

pﬂssuppo:,erF(x yy=f (% y), et p(x, y) ==f(x,y);cara
il faudrait que F'(x.. y) =0 (x,¥y), € qui n’est pas..

89. Les- fonctions .dz deux variables engendrent donc différentes sortes

de fonctions dérivées relatives 2 chacuﬂe de ces variables. Comme oous
avons distingué. ces foncrions dérivées par des traits supérieurs qui e

rapportent a. lune des variables x , et par des traits inférieurs qui se
rapportent - Pautre variable v,
secondes , &c. selon xou 7y, les

supérieurs ou inférieurs , et -nous LOM

nous nommerons fonctions J,r,msz
fonctions marquées par de seuls 2
merons simplement fonctions p/
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primés , secondo-primes primo-secondes , &¢. les fonctions marquées yTa
fois par des traits supérieurs et inférieurs ; en énoncant le trait supérieur
le premier et Uinférieur le second. : - :

o. A Dimitation de ce que nous avons pratiqué pour les - fonctions
d'une seule variable, si on regarde 7 comme une fonction de-x et Vs
on pourra dénoter par 7, 15 7' 75 qus &C. ces différenfés fonctions
ériv Ges, en appliquant a la lettre g les mémes traits gu'on appliquerait
h la caractcristique f de lafonction f(x, y), qu'on suppose représenter
a valeur de 7, et on nommera ces fonctions de la méme manidre,

[

Alnsi, x. devenant x -+ i , et y devenant y o, la quantiré 7z, fonction

de x,y, deviendra (n° 85) 1 -+ if + g+ ZT{”-i-lO{,’ +

o’ ! o
s + T {”/ + {/” -+

3 2

;o o} v
{n T 2.3 T -+ &C-’

2

s terme général de cette série étant, comme dans Pendroit cité,
ki3 7

0

{(1.2.3....m) (1.2.3....1) {:;

ard de la maniére de trouver ces différentes fonctions, il est

ya
€

qu'a suivre les mémes régles que pour les fonctions d’une
. les traits supérieurs de la caractéristique indiquant Pordre
tion dérivée relarivement & x seul, et les traits inférieurs indiquant

Uordre de la fonction dérivée relativement a y seul.

seule vanabl

[
@
2
e
C
s}
m
I

Alesi, on prenant les fonctions primes de 7, selonxety , onaura les
valcurs de 40 er 7, ; et de-lh, en prenant encore les fonctions primes
relativement 2 x et 2 v, on aura les fonctions dérivées du second ordre -
o5 ct ainsi de suit

[¢]

2 .
Il est bon de remarquer ici que pour les fonctions de deusx variables,
O AR Ly . . .
a duux fonctons dérivées du premier ordre 7/ etz , trois du second
t

b

P R o- a - 1
s 7' i & dz sorte que pour Pordre m™¢il y aura un som-
bre m - 1 de fonctions dérivées,

2. Sita fonct ‘érait donnd E i :

9. 013 10ncton 7 netalt donnee que par une equation entre x, y, 7, 60
S s : -
CONSIQErerait que T e & i it avoir I i
consiaererait que , comme cetre équation deitavoir lieu, quelles que sotent
les

v
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Yes valeurs dé X et v, elle aura aussi-lieu en y, mettant x +~iety + o0a

la place de x ety , quelles que soient les quantités i et o; de'sorte qu’en
développant , aprés cette substitution , Péquation suivant les puissances et
les produits de i et o, il faudra que les termes multipliés par une méme
puiSSance; ou produit de iet o, forment des- équations séparées, - Mais
nous venons de voir que dans. le développement d’'une fonction de x et y,
les termes multipliés par-i donnent la fonction prime selon x, ceux

maultipliés par o domnent la fonction prime selon y, ceux multipliés par —‘;—-
la fonction seconde selon x, &c. Donc, ayant une équation quelconque
entré}t.,»y,' 7s é_f régzifdant- 7 Comme une fanction de x et y donnée par
cette équation, on pourra, en prenant les différentes fonctions dérivées
de tous ces termes, en déduire autant d’équations dérivées de différens
ordres, qubﬂ appellera de méme , équations primes., secondes , &c. selon x
ou y, équations prino-primes , secondo-primes , &c. et en général, équations
dérivées. du prerigr ordre, du second ordre, &cx Ces équatiens serviront
4 trouver lgs{y\a_lcaurs,de 7, 7 7' {’I 2 %, &e.

Si donc on représente par F(x,y,1)==0° "équation proposée pour
la déterminétion’_ de 7, et quon désigne simplement par F'(x), F'(y),
(1) les fonctions primes.de F(x,y,7),prises relativement 2 x, ¥, 7,
considérées séparément et comme des variables indépendantes, il est aisé
de voir , par les principes établis (2.° 3¢) pour les fonctions d’une seule
variable, que i [ F' (x) + 7 F'(7)] sera le terme affecté de z,
eto[F'(y) +7, F(7)] le terme affecté de o dans le développement
de F(x,¥,7),apres la substitution de » 4z et y -+ o pour x €t Y,
7 étant regardé comme fonction de x et y. . o

Ainsi, F'(x) 4 7 F'(7) sera la fonction prime relative a x,
et F'(y) + 1 F' (1) la fonction prime relative 2 y de F'(x, ¥, {)s de
sorte quon aura ces deux équations primes

Fi(x) + { F' () =0, F'(y) + 1 F'(g) =03

d’ot1 Yon tire .

{

b _F (=) R il 6D
{=—"Fmn LT T W
inai : Juir 1o ol ol ,
Avant ainst les valeurs de 7' et 7 , onen d¢duira celles de 7% 75 7,0 &e.

N



98 THEORTIE
en prenant de nouveau les f(mctlons primes de celles-ci relatives & x ety .
et ainsl de suite.

-93. On peut. aussi rappeler immédiatement_cete tBecne 2 celle des:
fonctions d’une variable, en regardant z comme donné en x ety,efy
comme une fonction indéterminée de x. ‘Ainsi, en revardant d’abord 7
comme fonction de x-, la fonction prime de F (x, v, g) sera, paries

principes du n.° 31, F' (x) 4+ ¥ 28 (y)+7¢ F’({), malsr{ érarnt:

considéré comme fonctxon de x et y, ety comme fonction de &, la fonction: .

prime de 7 sera représentée par ' 4=y’ ; mettant cette valeur  la place:
de 7/, onaura F' (x) ¢ F (g) + ¥y [F (y)+ {, F({)]Pou“
la fonction prime de F'(x, y, e :

Donc , ayant I'équation F(x, ¥, 7)=—=<0,en aural’ equanon pnme

P FA PO HYIFG) P (D)=
Blais y érant regardé comme une fonction indétermifée de x, Péquation
précédente doit avoir lien , quelle que soit la fonetion y*; elle-se-décome
posera donc en ces deux-ci,

F(x) +{FP()=0,FP(y) + ¢ F()=0,

comme plus haut.

On pourrait trouver de la méme manidre- les équations denvees déss
ordres supérieurs..

94. Puisque les fonctions dérivées dé deux variables se forrrent dé [
méme n?aniére , et par les mémes régles que celles d’une seule variable ;.
en considérant chaque variable séparément et successivement , il sensuits
que tout ce que nous avons démontré sur les fonctions dlune seule:
Van%bl‘e , peut sappliquer de méme aux fonctions de deux variables.

Ainsi , 1l sera facile d’¢tendre aux fonctions de deux varables, la-
méthode générale que nous avons exposée pour le développement en:
série rationnelle de toute fonction d’une variable , et d’en. dedmre des:
résultats semblables. ( Voy e7 la seconde Pame)

;esEf;ﬁ?t,od esdr visible qu’ o,q pourra traiter aussi par les mémes prmapes
ictions de trois ou d’un plus grand nombre de variables, puisquik

"entre’ trois varables. - : ~

DES FONCTIONS ANALYTIQUES. o

S e I ) ’ - N L&
me sagira que de répéter les mémes opérations séparément pour chaque _
-yariable. ' ‘

Nous nous ‘contentérons donc ici de présenter les observations les plus
1mpertantes sur la natureet I usage des fonctions et des équations dérivées

93 Consxderons €n general l’equatxon F(x,y,z)=o0; elle donne
{ne 9z) les deux equations primes F' (x) 4 7' F ({)_ oet F'(y)
+ 5 F ({) =0, qul auront par conséquent lieu en méme temps que
la proposee. Donc une combinaison queiconque de ces trois équations aura
fieu aussi, €t pourra par conséquent tenir lieu de I'équation primitive.

Soient a-et b deux- constantes quelconques contenues dans la fonction
F(x Y :{) , ces constantes seront les mémes dans les. fonctions dérivées
Frixz),F'(y), Fi ({), ainsi on pourra , au moyen des trois équations
dont il Sagit , ¢liminer ces deux constantes , et 1’equat1on résultante sera
uné~équation du premtcr ordre entre %, ¥, 7, 7 €t g qui renfermera
-deux constantes de moins que Péquation prlmmve. Donc, rec1proqLemcnt
si on n'a pour la détermination de 7 en x et y qu'une équation du premier
ordre entre X, ¥,%, § €t s Péquation primitive entre x , y et 7 devra
contenir deux- constantes arbitraires. = -

Ceci est analogue  ce que nous avons vu relativement aux fonctions
dune senle variable (2.° 59 ); mais nous avons vu aussi (7.°72) que
la quantité arbitraire qui doit se trouver dans ’équation primitive , peut
pétre pas comstante , €t donner cependant par Pélimination la méme

equdnon du premier ordre. La méme chose peut donc avoir liea 1ici; et
il est aisé de concevoir qu'on aura encore la méme equanon du premier
ordre par élimination des deux arbitraires a et b, quoiqu’elles ne soient
pas constantes , pourvu que les deux équations primes soient encore de la
méme forfe.

Désignons 31mplement par F’ (a) et F (b) les fonctions primes
de F(x,y,7), prises relativement aux quantités a et b contenues dans

cette dernidre fonction ; il est aisé de voir , par les principes établis , qu=
staetbsont regardes comme des fonctions de x et y, lafonction prime de F
{x,y,7)relative 3 x, devra &tre augmentée , 4 raison des deux pouvelles

N 2
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variables a et b, de Ta quantité o/ F' (a) + b F' (b), etqun la foncfzon pnmes,
relative 4 y , devra étre augmentée pareillement de a, F'(a) + b F’( b).

Supposons b= fa,enaura b' = a'f’ (n° 32 ), et par consequent'
aussi b, = a,f'a ; donc les quantités & ajouter aux deux fonctions primes

seront a'[ F'(a) + flaxF' (b)], et q, [ F’(a) —i—f’a % Fl (b)],‘
par conséquent elles disparaitront 2 la fois en prenant a telte .quelle:
satisfasse & I'équation F' (a) =+ flaxF'(b)y=o0;la fgncnoafa dea,,
gu’on a prise pour b, demeurant absolument arbltralre‘ & :
Du—la résultent donc ces conclusions 1mpo;tantes :
2 Que Iéquation’ pmmmve qui satisfait en gér éral 3 4 une'
pr\.mxel ordre , doit renfermer une fonction arbitraire ; o ,
2 Que st pour une équation: donnée: du § prermer ordre on 'rrouve '

v

équ

é, ation primitive F{x,y,7) = o, qui renferme deux constantesz
arbitraires a et b, il n’y aura qu’h faire b_._fa et prendrea de maniére-
qu'elle satisfasse & Péquation F* (a) Fflax F (Z;) = o la fencnon

o

¢signée par fa sera la fonction arbitraire ; .
3.° Quayant une équation quelcenque entre x,. y { qul renferme une

I

fonction donnée , on en peut déduire une équation du premier ordre- ol

ctie

o

faire disparaitre , p étant une fonction donnée de x | Y <7 s Al o’y aura qu'ls

prendre les deux équations primes , suivant x er suivant y , de Ie,cmanc-&
proposée , on aura trois équations qui renfermeront gpet 2'p, en dcasgnant
par ¢'p Ia fonction prime de @p prise relativement & p; dot , ehmmant«

ces deux fonctions , il résulrera une équation du premier ordfe G\l Ia-
fonction ¢p ne se trouvera plus.

5. Soi ' '
95. Soit , par ev*mpe > 7 ~ax——5_y — =
donnée ; les deux équations primes seront { —a=—o0
¢l

o une équations
s e J — O 50
iminant a et b de ces trois. équations, on aura Péquation du prem;er

ordre ?*’“*/{,~C—o dont7—-—aﬁ—l)_‘y———c~—-o seras

Véquation primitive , 2 er b etant les constantes arhitraires. -
Maintenant , en supposant { — ax —by — ¢ = F(x, ¥ "{)"*
on aura F' = —
(a) X, ’(Za)———~y Donc , fa;santb_—fap

Péquation pou
1 pour déterminer o sera — x — yfa o ; dob Pem

la fonctlon mverse dc f’ Ams'

foncrion ne se trouve plus. En effer, si @p est la-fonction qulon veut:-

BES'FONCTIONS ANALYTTQUES 0%

ce qui donne a = (p (-——y— Y, ga dessgnanﬁ

la foncnon f étant indéterminée , la fonction ¢

{ donc a etb seront deux fonctions mdetermmees de —

! m fonctlon mdetermmee de — "
ou plutot dependantes dune éme y

S g
: o indéterminée de ——— .
e’:a par consequent une foncuor; indét ;

ceite — 0 ion primi-
cett fon~1on sxmplement par g — » Iéquation p

tive deviendras :'
_ ’ : o c—_ o
"i' e y @ -

\

at1ons prlmes de celie—cx , on aura

St on’ prcnd Ies deux equ

.__'.____o’

-—o ef{,—-gﬁ——*-i‘y@ = ]

. déli fonctien @ —
denvee du p;e,rmex: ord_re , délivrée de la ®— \
“ a faire dispa=
97 Cette proprlete des equauons prrnes de pouvoir servir e Swi -
(=1
raitre une fonction quelconque:, est trés-utile dans: beancoup

r
et sur-tout pour les développemens- en. sé tcmtion
Pour en do*méi' ‘im exemple ;. soit proposee éq

r=x+71ft t
e g, fr érant une fonction: quelconque ded;'{ ) e11
la valeurdegen série suivant les pmssancue:tro SIV,CL
est visible que les-deux premiers termes seront X -+ :fo iszxg, po+ .
fes termes suivans , on suppose { = ¥ 1 yfx -+ Ay y

et comparer
faudra deve10pper a fonction f 7 suivant les puxssancuz d; y,B omper
'3
ensuite les termes pour pouvoxr détermiiner les valeurs de

leurs; 1l
de Icette manidre , on waurait pasla lol de ces va ;

1e.v

pour la determmatxon d
supposons qu'ondemande

y aura donc de
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lavantage & employer , au lieu de équation proposée , une équatien dy
premier ordre ol la fonction f7 ne se trouverait pas.

!

Prenant donc les équations primes suivant x 6t suivant Y on!

aura 7'==1 + yfig = ¢ , et §, = f1+ yf'y % 5, en dénotant
par f’7 la fonction prime de f7 relativement & 7 ; d'ott, éliminantf"{',kdn
1=,
. ) ) . Y
donc, substituant cette valeur dans la derniére équation , on aura cette
équarion du premier ordre ; délivrée de f7:

tire d'abord ¢, — 7'f7 ==o0. Mais 'équation primiti?e donneé f ==

! .
‘ {(3 —x)— yg =o. i
Commele premier terme de I'expressionde 7 ensérie de y est évidemment x
s ’ ~ ?
nous supposerons €n gcneral ' ’

{=x+ 4dy + By* + Cy* + &c.,

= [ . R #
A, B, C, &ec. érant des fonctions de x, nous aurons {=14 A=

+ By + Oy 4 &, A » By &c. étant les fonctions ijr}mes
de 4, B, &c., regardées comme fonctions de x , ensuite 5=A+2By
+— 3Cy -+ 4Dy 4+ &c ;7 donc on aura » €n substithant ces
valeuss (1 4 Ay + By +Cy + &) (A + By + Cy* + &c.)
2By — 3Cy* — &c.=— o;savoir, (A A — B)y + (BA'
AN —2C)y +(CA L BB+ 40— 3D ) 3 + &c. = o

d'ou lon tire tout de suite

-
L
— A

B=dAA,C=_1_"( 4B , !

= — (AB‘+BA),D=—3—(AC/+BB’

+ CA4Yy, & |
7o v e i i
Ici la quantité 4 dem : e ; i It
i la g - eure indéterminée ; mais nous avons déja vu que
*¢5 e premiers termes de 7 dans équation Proposée sont x + vy fx
T NOTSINIaeTE > ] ’
par conscquent on aura A == fx, et de-la 4 = f'x, B = fxflx
b -_ 5

12l _‘fff” v + Y 2 I
== fx [, x )%y donc C = —— *
( flx)*; donc C = " (zfxf’x —f—fx’f”x),&C.
AT :
Hiais cn examinant les expressions de B, C, &c. on voit d’abord quelles
petvent se mettre sous cetre forme B — (4 y =
< h(T),C:T(AB)’;

.D:—%(AC_{_*I_B:)/ EFo_ 1
3 2 ? - 4
la fonction prime selon &,

(AD +BCY, &c.en

y
dénotant en oindes
fenotant en gdnéral

; par le caractére ( Y,

3
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de la quantité renfermée entre les deux crochets’; et si on fait les
substitutions. successives , on trouve que ces expressions sont réductibles

. . . I I 3
a celles-ci plus simples, B = ~ (4, C = .3 Ly,
D= (A+Y", &c. , en marquant par un trait, deux traitg, &c.

2.3.4
. . . & 5 . .
les fonctions primes-, secondes; &ec. des quantités renfermées entre les
erochets , relativement. 4 la variable x; de sorte quen substituant la
valeur de A, on aura enfin. :

=5 yfr L (fFY e (fE )
- (:fxzf)_m . &’c;.'

98. Supposons maintenant qu'on demande la valeur d’une fonction
quelconque ¢ 7 de 7, développée de méme suivant les puissances de y, on
fera u'== @7, et prenant les équations primes pour faire disparaitre la

’

L . - R g 1 . - ! . EDRANER ) : u
fonction @, on aura w'=g'y % ¢/, ety = ¢'1 < ¢, d'ots Pon tire —

7

P . p -~ ! e ’ :
= —X . Substituant la valeur de 2— , tirée de Péquation ¢/ (7 — %}

L1 4

—yi=c du. numéro pr—écéde.nt, on aura cette équation du premier
ordre. ' ‘
(g — x) — yu == 0.
Supposons ici:
u: P+ Qy -+ Ry + Sy* + &ec.,
P, Q, R, &c: étant des fonctions de x, substituant cette valeur, ainsé:
que celle de 7 trouvée. ci~dessus, on aura.
(P'+ Qy + Ry + Sy’ -+ &) (f (feY + =5
(feY + &c.) — Q@ — 2Ry — 35y — &e. =03
d’olt Ton tire: '

:P’fx,zR::Q’fx—}-—‘zl——(fjc’)’,_BS:R/fx+—4‘%
(fer) + —Z‘P—;— (f*Y's

et ainst. de suite,
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Or, en-substituant successivement les_ valeurs de Q , R, &c.,, il est
s . .. . - - B LSRG S S Thd Y
alsé de reconnaitre que les expressions de ces quantités peuvent se réduire
a cetre forme simple

o 1 . S\H
Q="Pfr, Re= —— (P/fx),S =1+ (P f¥y &

. e ., . 2 :

La fonction P demeure indéterminde , 4 cause de [élimination-de la

[: . . . ‘

fosction 7 ; mals , puisque uy = == ' ]

paction 3 > pusque u =@ 7 =0(x -+ yfx 4+ &c.), il est

visible qu'on aura P = ¢ x, et par conséquent P/ = ¢/ x, -
Donc, enfin, on aura 7

Fi=erhyeafrd L (g afe) + L (P fY + &,
tormule tres-remarquable , et d’un grand usage dans l’é.naiyse 5 éﬁr—‘cout

pour le retour des suites,

99. On pourrait parvenir immédi ) ultat
c : rvenir immédiatement & ¢ ier ré 1
t e

cmule du numéro 45 : car i o _ ‘ dernier résultat par la
e 45 5 car 1l n'y aurait qu'a regarder # comme une

onction de “herche i i

i on de et chercher les fonctions primes , secondes, &c. de u

relativesay, cest-a-dire, les v i ey =

¥, , les valeursde , u,, &c. ; faisant ensuitey == o,

Ay 1 1
deriitu, v, —u, —_— .
2 T e T B &ec. pour les coéfficiens P, Q,R, S, &e.

o]

D
bt

Lout se réduit donc a trouve [ i Srivé
. ‘ iC 2 trouver ces fO[‘lCtlonS derlvees , et ‘a ]es mettre
fme simpie et rfﬁrru"\r r 1 a 7
. P cguitere. Pour cela , nous rgprendrons Ies,deux

r
1
o
)
o
=
(]
w)
[
Q
jon}
=]
(@]
-
g
[»)
o,
o
P
n.
!
\E
‘:\
o
(@]
o
:—’\L
o
-

Y. g eas 1
Oa avra done z’f{ s 2. en prenant les fonctions primes
nente ) or, dela i"f'% (:/’{ f}éllote l.a foncr}on prime de 7

i s cela premicre équation, on tire aussi cette équation

o [, ::l > ?/}‘/M S+ {’/f’{; donc , substituant , on
pjlnr.ms " r }(‘S X {f17 ”:- ”f{‘ )30 en prenant eacore
vesay, onaura uy = (u' f£*),; or (W' fF)

psiituant les valeurs de o), et de 7, données

T T 3 f = (v 7Y 5 donc,
prenant

C:’-’ A ’
SN oy, —

ﬁlﬁ
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yenant les fonctions primes relatives & x, on aura (o' f7*), == (el fe) .

=y, et st de suite. - i
Donc, puisque u = @7, on aura # == 7 ¢ 7, par conséquent
b= 2o fouy == (R =1 P17V &er, 97 rant
la- fogtiion' prime de go{ relativement ag seul. '
‘Faisoﬁs 'mﬁintéﬁan’fly = 0, ’équation propbsée F=x + vfr
donnera {:: x, dq'n"c’:q’ =1 ',’;@{'-:—__ PX,@ = o'x, et fz = fx;
donc P — px, @ == gxfx, R == — (¢/5fx), S = =73

Pour monfrer,, par une

ép.pklication , Tusage de cette formule , soit
proposee Péquation” 7 == x doyg.x ety étant’ des quantités
données,', et qw'on demande la valeur de 7" en série suivant li_as puissances
de »yt,--ox:l,féra dbncf{ =", p7==¢"; donc aussi fx == ", X ==4"5
— nx"*, et Pon aura sur-le-champ

n(am+n—1)

2

Lon (x1m+vt—l_)l=

T
namtPT Y R=—

n(3mtn—1) '(3m+f1—"7')

o . '+‘n.'—r [
- (eriery =
de sorte quon aura. .
o T . n(2m n— 1) im d o o— .
{n‘_xu _j_in:xlyni-n/p‘::’y + ( +'2 xm n 33,

gt u(;m_‘_n_—xz) 3(2m+n_2) JERTITE y5'+ &e.
106. Nous avons vu comment on peut faire disparaitre tou
ans une équation donnée , au moyen de ses
: pour y parvenir , un moyen plus simple 2

considération que nous avons employée

te fonction
équations

quelques
plus haut

arbitraire contenue d
primes ; mais il y a,
égards, fondé sur la
(n°93)
Considérons en général Péquation F (%, 9,7, 9P ).
laquelle p soit égale A f(x,¥,7) les deux fonctions désignées par les

caractéristiques F et f érant données , et la fonction marquee par la
caractéristique @ €tant arbitraire , on peut supposer y une fox(n)ctwﬂ de %,

— o, dans
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“telle'que a fonction prime dep soit nulle ; alors p pourra &tre traitée comme
constante dans la fonction F(x, ¥, [ @p)s pourva qu'on détermine
par la condition que la fonction prlme de f(x,75,¢) soit nulle

Désignons sxmplempnt par F’(x) F‘(y) bl ({), et ck meme Par‘

Fr(x), f(y),f'(g) les fonctions primes de F(x, 7,7, @9), et de
f(x,y,7), prises relativementa x, y, 7 1solees , et regardées comme
indépendantes,on aura, comme dans Pendroit cité, les deux ¢ equatzons prlmes

Fi(x) + {7 F Q) +y[F(y) + 4 P() ] =0,
Y+ +YI) +uf)]=
dont la premitre contiendra @ p , et dont la seconde ne connendrg

point p. Celle-ci servira & éliminer Pinconnue ¥y 5 et ‘on aura dmxﬁ

équations qui contiendront @ p , et par lesquelles on pourra ehmmer
cette inconnue, : ,

o,

Certe méthode a l’axantage de pouvoir sapphquer 2ux equanons quﬁ

contiendroient plusieurs fonctions arbitraires de la méme foacnonp s
En effer, si I'on avait Véquation F(x, 5,7, gps"bp) = o, on

_trouverait d’abord , comme ci-dessus , une équation du premler ordre

sans la fonction @ p , mais qui contiendrait encore la fonction x!/_p F
ensuite , apphquam a cetre cquauon le méme procédé, et ehmmanr de
nouveau la fonction y' qui paraitra dans son équation prime par la
méme €quation ci-dessus , on aura une équation du second ordre qui
coatiendra \r,p , et d’ol on éliminera cette fonctien par le moyen de:
cquation du premier ordre ; et ainsi de suite , quel que puxsse érele
nombre des fonctions arbitraires de la méme quantiré p-

Mais si I’équation proposée contenait les fonctions @pet x[Q g s petg
¢rant des fonctions différentes de ¥ > ¥, 7,0n ne pourrait pas parvenir

a une équation du second ordr , debarrassée des fonctions ppet +p s

et de leurs dérivées ; il faudralt alors passer a des équations d’un ordre
supérieur. i

101. Considérons les équations du premier ordre qui peuvent résulter

de Pélimination d’une fonction arbi

ltraire @ p , et supposons , pour plus
de simplicité |

ce qui est toujours possible-, que équation pm‘nt ive 5ol

de-la formeF(x ¥ 7

don resulte cettecquanon dw prermer
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Y =102 p étant. ——~f(x e :{), onaura
alors- 13; c(\ixgx fu;t;n(s{srxf; By . ({)] N
A+ f @yt o) + {,f’(g)% ?ero,
qui seront délivrées de fpiet il nesagxra plus que d'éliminer y'.
Le resuh:at de cette ‘¢limination est -

F’(x) —l—%’F(Z)
7 (x)+af {z)

II

F(y) + 1 F (3)
) w‘ (%)

ordre’

v / ———F’(:Y)Xf/({)j
ey f (y— P f (0 4+ £ [P @ () —
P()xf g}{l [P ()<f () — F () (D] =",

g avec les foncnons primes 7’ €t 7

¢ mise-sdas cette forme

qm ne connent que x5 J’

Cette equanon pourra ldong &tr

7 + M{J + N =
en_;féisant;_ il - (x’xf () F (%F (I)
M= Fgar O)— F 0+ (07

F()xf () — F (y)=f (=) .
TR "Ni-*?‘"%?ﬁy) — F (=0

re -
olt l’on eut conclu .
7 R ng toutes les equatxons du premier ordre entre ¥, Y5 {» ety

e pourront pas
la forme précédente , .1
i ne seront pas réductibles a

étant
o une enuatlon pnmmve entre X5 Yo 1 et ¢ P P

etre derwees d”
une fonctlon de ¥, {,

ribles & la forme
du premier ordre réduc
2.2 Que routes Tes equanons P

;)] e( e ente }I(HU ¥ ()][ “H,l ()ul S av()ll P()LII €quat10n P[ﬂ[lltlve une equatloﬂ
ﬂs la fct[nl’e SLIPPCSES ‘1 Xy ) ;) ¢ F éta{t f(" H & %
( n e S 0
Ca[ 1’6 Va eu des C()e ECI{:[lS l‘d et IV etant dO nees €n fOIlCt]O S
IC‘S deu fOIlCt!OUS Inarc‘luees Par leS car aCteIIStlc. ues 1 etf et la fOIlCthu

P demeurera arbitratre.

marquée par
des plus intéressan
robléme érant Pun
b : d‘lﬁGCLea

Q.
"e vais en dompex ici une solutid 0 2

s de la théorie des fonctions,
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IFO-l. Sl- on r.egarde de nouveau. y et 7 comme: rfonct{ons'ﬂej,g', dous
les foncrions primes soient y’ et {/ , BN o e
antitds;

et qu'on considére les deux qu
> par la substitution,

{+ N et_M{’ + Ny', ces quantités deviendront
des expressions précédentes de M et de IV .

SOV LF (D +F ()] == F () [f ()4 F

& (. NAAI A O i i &
. £ \{)xf'-(y)-—~F7()’-')><f'(%:v‘).z;’. fv\?
F () (D (3)y ] — F ) F () F
o Fl)=<fy—=F=rx)
L on ajoute, et qu'on retranche en. méme temd numératens de. I
preml}ér’g la quanticé F (¥)<f(y)y,etdu nugsemte;u;}; - de 5
cfﬁa;;xte F /(»x) xf(x),et qu’on fasse attention qﬁé (ne°
(Iy)y + Ft"({) i" est la fonction prime deFéx

nousl dénoterons stmplement par- F { x , ¥ )t qﬁe. de n;
+ 1 (y) y 4+ f (7)4 estda-fonetion prime def(ai,:y, :{)

dé 1 3 ue .;
JSDOtEI'ODS parexllement_ par f(x »Y s 7 )/ on aura 2 (L = VHQLIS_
S ] N s A

J b N = LORF(ay,0) — F ()5 flany, 1)
, F oz (;v')—f” (y)xi’((f;y,"%'{
‘ . VAV F )= pilg) e
d'Sl d{)n/c on regarde les variables y , 7 comme des.-fonctisas ;
cterminces par les équations du premier ordre: Cnons de.zr

{/. + N = o, M;{L + }Vy"

il est clair que ces ¢ 1 tdu] | —:’7
L cquations. se réduiront i ces. deux—ci:
. PR e
[—‘(x,y,,{> = o,etf(x, J{)";——d
A y /= R

dont les. équari Imiti
€S- equations primitives. sont évidemment

F(x | ,
( r}‘,{):-A,,f(:x, 7Y — K
A et B érant de itr Y o7) =5,
et S constantes. arbitraires ; de Sriatic
primitives seront complétes & cause des d  comstanten it
Mais : ‘ €s deux conastantes arbitrair
' . il est possible quen cherchant les Taire o ot 0
equations {" + N — o

tquations. priumitives. des:
fonctions donnée

,, Mo L I oz :
{ + Ny = o, ou M et N sont des:

s d
1 SdeXx,y,7, on neles trouy ' )
cedente. Cependant, s € pas-sous la forme pré-
i elles renfermen é ous quelque forme qu’elles puisseht's; présent r
ment deux _ T pi €r,.
"X constantes arbitraires o et 4, elles doivent érr;
et ;CLQ;V Y. 8 r

susceptibles.
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éomprises dans. fes précédentes , et les constantes 4 et B-ne pourront

- ‘guétre fonctions des: constantes a et b, Si donc on tire de ces équations:
~ primifives les valeurs des constantes.a eth,enx,y,7,etque ces valeurs:

soient P et Q , en sorte que les équations dont il s'agit soient réduites 2
la forme P _ a, Q=1b,1i sensuit que les fonctions F (%, 5, 1)
et f( %5 ¥»7) ne pourront’ &tre aussi que des fonctions de P et Q.
Donc , puisque I'équation primitive d'ou Véquation du premier ordre

7+ My 4~ N = o est dérivée , est de la forme F (%, ¥, 7.)
=P

— o[ flxs37) ], cette équation primitive deviendra foner.(P', Q)
fonce. Py Q) 1a for;i'c;t’i'(‘m,‘marqu'ée par ¢ demeurant arbitraire :

IPéquation prir

que P sera une- fonetion quelconque: de Q ; de sorte que
itive de DPéquation: dont'il sagit - du premier ordse ,

. poﬁffé{’étbc‘ryéﬁuite ,‘en"’gépélfalf"a. certe forme trés—simple L P=0¢Q, la
- fonction marquée-par la caractéristique @ érant arbitraire. Cette méthode
“réduit, comme on veit:, la- détermination de la fonction de-deux variables.
3 celle de deux fonctions ‘@une seule variable ; et elle est sur-tout remar-

quable. par. la. simplicité et la généralité du résultat. Pai donné I'analyse
précédente , parce qu'eHe. me: parat plus directe et plus naturelle que
1cellé'sfqui,,ay'¢_ﬁje_,g§étvé_hfgonnégs jusquici- pour ce méme chbiet , et.j’aii cru

qu'elle ne serait pas déplacée dans. un~écrit dont-le but est de donner
'é-!-i’analszsé des: fongtions. toute la. rigueur et la clarté dont elle est

"

103.La ‘méthode précédénte peut siétendre aussi-aux fonctions de plus
de deux variables: Ainsi, si 4 est une fonction. de trois variables x,y,7 5
déterminée par Léquation F (%, ¥,3.4) =@ (p-g)»p et g éumnt
des fonctions. données de x ..y, 7 »4> €T @ (p,q) éant une fgpcnon
quelconque de. P >, O trouvera., par une analyse semblable a celle
du n° 10T , en rfega'rdam y et g ‘comme- des fonctions d.e x , dont on
déterminera. les: fonctions primes y' €t 7, parla supposition que p et ¢
demeurent constantes ; on trouvera , dis-je , uve équation du premier
erdre . délivrée. de la fonction @, de la forme suivante ;.

u + Ly + My & N — o,

- 1 - . . - o4 ¥ -
- M, N, Léant des fonctions.données de ¥ , ¥ 5§, &y EE U5 Uy it étane
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es fonctions primes de u relativement & x ,y et 7 ; de sorte que toute

équation entre X , y, 7, 4 €t les fonctions primes de u,, qm ne. seralt pas'

de cette forme, ne pourra pas étre dérivée d’une equanon pnmmve da
la forme ci-dessus.

g

Pour les équations du premier ordre réductibles & la forme precedente

on trouvera aussi, par une analyse semblable 4 celle que nous venons de

citer, que sion regarde y, 7, u comme des foncnons de X defermlneeg,
par ces trois equatlons du premler ordre :

v+ N = o, Lu'+Ny’=o,Mu’+N:{

et qu'on en cherche les équations prnmtwes qui devront ren

constantes arbitraires a, b, ¢, qu ensuite on tire de ces equatlons ;Ies
valeurs de ces constantes, de maniére que Pon ait 2 =— P,

c=R; P, Q, R étant des fonctions données de x, y 7 , on éura
sur-le- champ P=¢(Q, R) pour l’equanon primitive de lequatvon
proposce , dans laquelle ¢ (P, Q) sera une fonctlon arbitralrs de P et Q

104. Mais si 'on avait, par la détermination de 7en fonctmn de xet y,
une équation quelconque du premier ordre entre x, Y » 7> 7' etg,non
reductible 2 la forme du n. 101, la méthode du n.° 102 ne servirait

plus. Cependant on peut toujours , quelle que soit la forme .de Péquation
preposée, la ramener 4 la forme
variable de plus, i

Soit donc proposée équation
"{ F(X‘ y { {l):

la fonetion indiquée par Ia caractéristique F étant donnée ;

{1 ==u, etcomme 7 est fonction de x, y, il est clai
fonction de x

n.° 103, en y mtrodmsant une

jC SUPPOSG

air que u« sera-ausst
¥ 5 donc, prenant les fonctions primes relativement & x

—_— !
scul, on aura 7/ u'. Maintenant équation proposée deviendra

i=F(x,y,1, u) prenant les fonctions primes rel

ativement 2 y seul,
et observant que 7

et u sont fonctions de x, Yy, on aura

U=F() + 4P Q)+ u P (a),
ol le(s quantités F (3’) B ({) F' (u) dénotent les fonctions primes
de (%, v, 7, ), prises relativement aux variables isolées y, 7, u yainsi
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que ‘nous l’avons prathue }usqu icl g donc 5 subsntuant uet ' pour 7, et { by
on aura I’ équanon i s ; .

L py+eP G + P 0,

W =
dans laquelle Ies quanntes F (y)***F’ ({) F’ ( ) seront des foncnons

donneesdex,y,{et UEy d S |
Cette équation- serait done suscepuble de la méthode da n® 103, st

indépendantes
était une foncnon -des variables x, ¥, ¢ regardées comme indépen

entre elles mals rien nempeche de les regarder comme telles , et de
2

regarder en meme" temps u comime une sunple fonction de x, ¥, 7 5

urvi qu'on exprlme d'une maniére conforme & cette supposition , les
o

'P : g ul se rapportent aux seules variables x et y.
fonctlons pnmes u et U 9

% Qu on denore par. u, et ules fonctions prlmes de u relatlvemerllt
ax, y 75 et il est facﬂe de yoir , par les principes établis pour la
,

une
.‘formanon des fonctxons primes , qUue ; puisque £ est essentiellement

foncno“i‘ de x et y ,dont 7’ et g s0Bt Iés fonctions primes rel:lat;vement
’ . [a valeur compléte de la fonction
Y hacune de ces. variables isolées ,
rfrne de u relanvemenﬁ % x sera v’ + ,ug , et que la valeur com};lztz
Ie)ie la fonctlon prime . de u relativement 2 y sera u, + a7, 5 ces ‘?a € 1t
sont, celles qul ’ dans l’equatxon ci-dessus , sont représentées simp emenI
i
Iet 1 7 mais on @ supposé 7, = 4 et par lequaflon proposee 0
Par : F/(’ u) donc les yaleurs a substituer a & et u, seront
a’ {-}-—# F(; ijr z/ u) , et uy 4 . Faisant donc ees substitutions ,
4y g :
Zt oré@nnant les termes suivant les quantités u’: u, et ,uF‘(or)x :cr)a
s UIFI(U) iy {7”)—‘ ol —1;11(}2 n z110 i donn;
equatlon qui, érant comparée & la formule gér;er? e) uz\nr. 35 e
—u F(u)et N=—=-—
L=rin, Lubehihech {,U) lfudra
— u F' (7); desorte que les trois équations par lesqueltes il fa
determmery g, uen fonctions de x, seront
— P —uF =2
‘ ()] =
ul F/(u)—}-y[F’(y) - u (g ) .
W [F(ay, 0 — e P 0] TP ) + 4D

itives d’ots
Ainsi la difficulté est réduite & trouver les équations prim
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celles-ci peuvent é&tre déduites ; mais il suffira -d’en'frOuﬁéffﬁné L etil:
serait méme inutile de trouver les deux autres, i e

1o5. En effet, supposons qu'on ait trouvé les trois équations pﬁ‘rx’ﬁﬁ?e‘ﬂs.—r
avec les trois constantes arbitraires 2, &, c, et soient P, Q*,:Rl‘es urs
de ces constantes qui en résultent, on aura P=@(@ R
forme générale de Péquation primitive en u{n’ _cizé’i},_, '

Cette équation, ot la caractéristique @ désigne une fonc
satisfera dans toute son érendue A Péquation du premier or
laquelle u est regardée comme fonetion de ¥, ¥, 73 maisuga
¢galea g, et 7 doit &tre,, daprés Péquation proposée, une fon
donc Péquation P = ¢ (Q, R) est trop générale, et
chercher les limitations qu’on doit ddnner ala foﬁction ‘arbitrair
vement aux deux quantités P et 'Q', pour qﬁe cette éqﬁaﬁ‘ n
cxactement & Iéquation proposée, a .

Maml » 530S entrer dans cette recherche, jobserve que, quelle que
puisse &tre la vraie forme de la fonction arbitraire, on peut la SHPPOSEE?
egal§ aune constante ; de sorte que P ==a, g’est-é-diré, uﬁe?d’esy ééuaiiéﬁé
primitives des trois‘ équatibns ci-dessus, avec une constanté' arb;\:trai;é,
donnefa une valeur de u, qui satisfera a Péquationen w. -
' Ma_mten_ant » €0 remettant y, pour z dans cette équation/,Aorrx, aura une
equation du premier ordre entre x, Y 7€t gz, dans laquelle z devra btre
regardée comme fonction de x et ¥ 5 mais, puisque cette .éqtrlaitito"n’ne
contient que la fonction prime 71> relaty régar '

comme constante , et . ca Ji» On pourra regarder
e co ©» €t { comme une simple fonction de ¥ ; on trouvera donc
SO0 €quation primitive par analyse des fonctions d’une seule variable,
€t puisque x est regardée comme constante, la constante “arbitraire qui
cntrera dans cette équation primitive pourr V e fon .

quelconque de x, que nous nommerons p,
On aura a{nsi une valeur de 7 en x et ¥ avec les deux quantités et p
quﬁl. satisfera a Péquation proposée, La constante 4 demeuferé ‘arrbkirraife"
g“m.ls la fonction p devra €tre déterminée conformément & cetté éqru‘a‘tiOD’-
tituer Pexpression de 7 dont il gagit;

Pour cela, il vy aura qu’a y subs
tous les termes qui r $tTUiro i '

qui renfermeront ¥ se détruiront, et il ne restera que des

termes

A . .
a etre aussi une fonction

~ DES FQN"-CTI'ONS”TANA’LYTIQUES. SRR 3
termes qui contiendront x, p et p'; de sorte que V’on aura de nouveau une
équation du premier ordre entre les variables x et p, dont Péquation primi-
tive donnera la valeur de p en'x, avec une nouvelle constante arbitraire &.

De cette m,ani‘érey, on aura enfin une valeur deyenx et'y, avec deux
constantes arbitraires a et b, qui satisfera 1 la proposée indépendamment
de ces constantes. Cette valeur ne sera que particuliére ;' mais on pourra,,
par 1a méthode du n.° 95, trouver la valeur générale de 7, qui contiendra
une fonction arbitraire. o :

En effet , st f(x, y,7,a, b)y==o0 est Péquation trouvée pour la
détermination de 7, on fera p — @a, et on égalera 4 zéro la fonction
prime de f(x,y, ,a, pa), prise relativement a la quantité 2, regardée
comme- seule variable ; on aura une équation qui servira a déterminer a,
et 'équation f(x,y, 7, a, ga) = o sera I'équation primitive cherchée de
la proposée du premier ordre, la fonction marquée par la caractéristique @
demeurant arbitraire, ‘_

Tai cru devoir exposer cette méthode avec tout le détail nécessaire
pour la faire bien entendre, parce qu'elle est nouvelle et quelle réduit

toute Panalyse inverse des fonctions: de deux variables qui ne passent pas

l¢ premier ordre, 4 Panalyse des fonctions d'une seule variable,

106. Pour éclaircir cette méthode par un exemple dont le calcul soit

assez si.rhple , supposons que P'équation proposée soit de cette forme
{ = Ay + By + f(%, 7>

A et B étant des constantes, étf(x, 7,) une fonction quelconque donnée
de x et de z,. En rapportant cette équation a la formule générale du numéro
précédent, on aura F(x, v, 7, 1) = Ay + By + f(=x, 1)
donc F'(x, vy, 7,u) — Ay + Bg + f(x, u), et de-la, en prenant
les fonctions primes relativement 2 y et 7, Fi(y)=A,F'(1)=258;
de sorte qu’en faisant ces substitutions dans les trois équations du premier
ordre entre x, y, 7,u, la premicre d’entre elles deviendra o/ — A
~— Bu = o; laquelle ne contenant que la variable z; qu'on suppose
fonction de x, aura une équation primitive indépendamment des deux
augres, Fn effet, si on mulriplie cette équation par ¢ 7%, ¢ étant le nombre

P
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dOUfIG quafi[? he hvper 15 ‘ vy .
garithme hyperbolique est Iunité, son premier nombre deviend
ra

la fonction prime de we~?* - Ade~Pr
B

» comme il est aisé de gen

assurer , en cherchant la fonctic ;

ction prime de cette 1té oy

, - de.Ce uan : —
du numéro 32. : +C.Cetie-quantire par les formujes.

Alnst , comme | . ' SR . o

) e le second membre est nul e, '

ul , on aura . eq paccaint o

? » €I passant ay
N : bd

fonctions primirives { u - 4 :
rimirives { u -~ ~3x L G
(o + =5 )e == & , @ ctadt une constante

arbitraire,

A
B

Cette équation donnera. done z — — 4 -+ Pts 'é’t b G
. €75 L Substituany

OLIr 17 Sa 7&." K: ‘ i ..
p vaieur {, s, 0N aura Iéqua—tlon prumne {,‘_ﬁ —
B X - B

5.0

pourra regarder
2 garder x comume constante ,. et i
-et 7 comate fonctio /. Ainsi
P i et g i ction de v, Amsi .
second membre ne contient ni ynig sa fonctibn“‘yf"? el
> ( - pHmitive:

dans laquelle 7, & ion prim v n‘; ;
quelle 7, érant la fonction prime de 7 relative ent & - 1
WAL 2y sell

da v .
ns Cette supposition sera SImplemenr (— A4 n e
' F— T ae” Yoy ;. donc ,,

passant des foncfi e .
I onctions primes relatives a y seul , aux fonctions primit
e S Primitvesy,”

on aura Iéquation primitive

_ A
t=\{7 3= 4 a2 )y +p..

p €étant une fonet :
constante , pui crion quelc.onquel de » qui peut re ajbuféé come:
o Ce‘t,.p isque sa fonction prime relativement a es“ﬁuH : o
tte ex‘pressxon de 7 on tirera celles des d 3’{ toulle. -
et 7, relatives 4 x ety ; et Pon aura S fonctions primes

{ = aBeExy + 7,

37

I {/ - — T _Il.. aeEx &
ces valeurs ¢ s
s étant s.ubstltuees dans Péquation proposée , elle: deviends
aBe?* o - s " deylendfa:
Y+ P =dy + p( — A ]
T Tzt ey + Bp &

f — =t ooy,
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faquelle se réduit 2 R e R
| po—=Bp + fx,— 5= + ac),
ol Pon voit que les y ont disparu, de manicre qu’on pourra déterminer
p en fonction de ¥ seul. . Co T :
" Qulon multiplie cette équation par e~ *

fff"“f,('x;,-—,- ‘; + ae?*) = Flx,

* et quon supposc'\‘

elle dévienaré L
e S . '(p’ef""’"‘)’:F’x,

et passant aux fonctions .prirﬂitiyes , on aura

: pe — Fx + b,

arbitraire. De-13 on tire

p = g””('Fx + b);

ear dans Pexpressien de 7 trouvée ci-dessus ;

* b étant une constante
done ;- substituant cette val
on aura o

{=(__ z; +_ae”)y+(Fx.+B)e”.
:Cette valeur de 7 n’est 'que' partiéuliére , m
deux constantes arbitraires a et b , elle donnera
fait b = @a, et quon détermine a par P'équation
¥y -+ F'(a) + ¢a = 93

me de Fx prise relativement aa

et on trouvera , ¢n

ais comme elle contient les
la valeur générale , sl on

(2)la fonction pri
s simple ,
les deux équations

eh_désighént par F/
8B =0, le calcul devient plu
fajsant f(x, Ax + a) = F'x,

g ={4=x 4+ a)y + Fx + 925
y + Fla + ¢'a =09

dob il faudra éliminer 4.

s davantage sur C¢ qui regarde
Ceux qui connaissent le calcul
pourront aisement le rapprocher

P 2

107. Nous ne nous étendrons pa
ies fonctions de plusieurs ‘variables.
awon appelle aux différences partielles ,
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e e de o omions o doner pur-h R ot s o R i/
e o e e, e B o  THEORIE
tique et indépendante de toute supposition ou considérf:fézn;:n;if - DES FONCTIONS ANALYTIQUES
Ein de la pre:niére Partie,. . o / ,~?_~ 7 , -, . .
BN | IR ”SEVG-?‘ON_PJE- PARTILE
,, 'k,ﬁgpz@a’ziéz_z."dg. le Théorie & la G‘éométrie;-‘.ec' & la Micanique:. -

£a8. LE_‘S;‘ opérations® ordinaires de- l'algebre suffisent pour résoudre’
fes problemes: de. la. théorie des courbes , qui ne comsistent que dans:
des rapports. de lignes. tirées- d’une certaine, manicre. et terminées aux
_ courbes ; mais- la détermination des tangentes, des rayons: de. courbure,.
AR e . des aires - &ci. dépend. essentiellement. des- opérations. relatives aux
fonctions... . ' -

Suivant les anciens géométres’,. une ligne droite’ est’ tangente d’une

T courbe.,. lorsquayant: un. point. commun avec la. courbe , on mne peut
‘mener. par’ ce. point: aucune. droite’ entre elle et la courbe; clest

par ce principe. quils ont: déterminé les tangentes dans le petit nombre:

des courbes qu'ils: ont. considérées.- Mais , depuis que , par Papplication:

de lalgebre &la: géométrie, les courbes-ont été soumises & I'analyse ,.

on a envisagé les tangentes sous-d’dutres points de vue; on les a regardées

comme. des. sécantes. dont les deux. points dintersection sonat réunis .

ou. comme le: prolongement” des cotes infiniment” petits de la: courbe

considérée. comme. un: poligone d’une infinité de cotés, ou comme la

direction dumouyement . composé ,-par lequel la.courbe peut ttre décrites

et ces différentes manieresde considérer les- tangentes ont donné lien aux

: A : méthodes algébriques»'foﬁdées sur I'égalité. des racines des équations ,.
et aux. méthodes différentielles fondées sur. le rapport des différences:
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{ ( 4 Palce 7,)‘ :
infiniment petites , ou des fluxions des coordonnées. CCS; m?ﬂ;@ des ne

laissent rien a désirer pour la généralité et la simp]iciré,;fmgi‘g ceux qui
admirent avec raison I'évidence et la rigueur des anciennes démbns’t’fa‘t‘iong
regrertent de ne pas trouver ces avantages dans les princigpes'hde ces nou-
veiles méthodes. La théorie des fonctions -que nous avons ,dé‘?éioppée
dans la premiére partie , nous met en étar de traiter le Psoblém,eydeé,t‘aﬁ.
gentes , et les autres problémes du méme genre., dapres les notions et
&5 principes des anciens, et de donner ainsi aux résultar_s ,d_g,_lfana}‘y‘eg;[e
caractere qui distingue leurs solutions, ‘ L :

foea

109. Pour considérer ces.questions d’une rhaniére. généré];g ,so1t =
Péquation d'une courbe quelconque proposée,, et g == Fp I'équation d’une
ligue droite ou d’une autre courbe quon veut comparer a celle_J3
sont 'abscisse et Pordonnée de la premiére courbe, pet g sont aussi ’abscisse
et Pordonnée de Pautre courbe » rapportées aux mémes axes que x e’t’y;’;

Pour que ces deux courbes aient un ‘point commun felatifél’ab
il faue qu'en faisant p ==
conséquent Fyx = fax.

Pour-comparer maintenant le cours de ces courbes am-del
on mettra dans leurs équations x - ;3 1a place de xet de p | et Pon
ara f(x +iYet Fx 4 ¢ ) pour les ordonnées répondant au méme
point de Vaxe des x , et ¢loignées de la quantité ; dérl’ordonnéeq&i. passe
par le point commun. Donc la différence de ces ordonnées sera f{x 41)
— I'(x i), savoir , en dé,velo‘ppa‘nt les fonctions et observant que

i(flx —_— F/x> + .%(f'llx_‘_;f';/x)
- %(f/ux_ﬁ_]?///x) +&C.,etcbe

ISSE %
%,00 2it ¢ ==y ; donc ¥ = Fai et pir

x de ce point,

» T4

+on a Géjafx_.f‘x__:_o,

tte différence exprimera 1a distance
des points des deux courbes qui répondent  la méme abscisse x i
On voit dabord en général
€t que par conséquent leg ¢
¥ aura plus de termes qui disp

Ainsi le rapprochement ser
dire , g

que cette distance sera Pautant plus petite,

ourbes se rapprocheront d’aptant plus qu'il
R :

araltront au commencement de cette série.

a plus grand |, si I'on af'e=Flx,cest-h~

;> &1 les fonctions rrimes des ordennées des deux co;;rbe_s‘deviéﬂb,ﬂ?ﬂ?

' DES FONCTIONS ANALYTIQUES, g
Ty O T ' d- encore si de plus
{oales pour ld méme abscisse x ; il sera plus gran , ;
fgalgﬁ}:iz;s‘-aég;&ese f” x , et. F" x des mémes erdonnées deviennent
es s G, 2 T
aussi égales, et ainsi de suite,

ot Mais. sour oir-de plus pegs en quoirconsi’srent; ces diffé\réns_;
L I‘"O.vtllv‘i s 'sziejn.ent . nous considérerons une troisiéme couibe
degied v rapproo P A les coordonnées r et s, et
‘ que’, rapportée aux memes axes par :
gziicszg;{:tzbn Eglts = gr, et ngus_supposefc;ng »d‘;abo;dbs gtslszlf iz
aussi avee. les deux autres un point. commun pour la fn,x;;cz becise. C)Oﬂ_;
qﬁi’éki,g'e;.:qué les. ordonnées & cette a_bscxssg solent égales , et- p
1ﬁ‘éféﬁcéfdes»Ordonnéerf* des deux p;emle,res_&c?]ur ?o p'o‘rg
‘meme "absyi}::iss‘éfi'f—]-‘-ji , et A .]a':’dfiff'é:vence de?ord?gnee.s e;] ?aﬁlr :me s
courbe et de:la troisiéme pour la: méme abscisse % -+ 7.0z

— f(x i)~ F(x + i)
: f(x+ iY== a(x + i)

Lt : ; . , a5t e les deux:
1l est ciéii"quE'Ia troisidme: courbe ne pourra passer fantre e
1L e e si petite:
remiSres . Y moHs diE pour une valeur quelconque de z, ansst pev .
premieres, a ml ? 1‘1_ - de. D ne surpasse celle-de A, abstraction faite
e oudra ,. la- valeur de- £) ne surp
quon_youdra ,.la valeur d
des signes:-

Dév#elo*pbngf‘ljés fonctions f(x i)y Flx A+ i), 9 (x + i)

.

u ; étons- "abord’
. fo o tons-nous d’abor

‘ iellement: ,- sulvant’ le du n°'53, €t arre

- partiellement- ,- suivant la formule 5

. . P4 .
2 ité indéterminée , mais:
aux deux premiers-termes, Nommant j une quantite indé ,

i - ; cette formule
renfermée entre les  limites- o et 2, 0N 2Ura: par |

Fo iy fr A+ ife 1 ()

Fi o i Fa o —o i (% ) 5

2
-3

C Fix i) |
. s r i .
glx + iy= pr + igx +—5— ¢ (x +))

as la méme dans les trois fonctions:-

. AL
ol la quantité ; pourra n'etre p e
poULYY 'c'i}.l’elle‘ soit renfermée entre- les mé
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Faisant ces substitutions dans les expressions de D et A on aura
cause de fx = Fx == px, en vertu du point commun aux tr01s Courbes,

D—i(fx— Fx) + —-[f“(xJ- Y= P,
A::L(/l

(% —i-J)—sa”(x +1)}

SulJposons maintenant que les deux premleres courbes sment tﬁlles que '

I'on a1tf’ — F'x, la valeur de D se redmra 3

D= u+;w—wu+1n,

et il est aisé de se convaincre que tant que le terme aﬁ’e‘
Pexpression de A ne sera pas nul, on pourra toujours prendre
petit pour que la quannte A dev1enne plus grande que la quantité D,
abstraction faite des signes. En effet, en divisant ces deux quanntes' pari,

il suffira que la quantité fx — qa x soit plus grande que ___ [?H (x+])

— F''(x + )], ce qui est évidemment toujours p0551b]e en- prenantz
aussi petit qu'on voudra ; et il est visible aussi quaussitét que - cette
condition aura lieu pour une valeur déterminée de 7, elle aura heu a
plus forte raison, pour toutes les valeurs plus petites de 7.

Donc la troisieme courbe ne pourra dans ce cas passer entre les deux '

premicres, 2 moins que la quantité flx — ¢'x ne devienne nulle, Cest-4-

dire; qu'on n’ait ' x = f 'x, auquel cas la conclusion Precgdente ceDsera
d’avoir lien, b :

111. Supposons ensuite que I'on ait & la fois F'x f’x et F”x —"'f”xa

£n prenant trois termes dans le développement des fonctions, nous aurons
par la méme formule du n° 53,

fla k= febifxb Lo pog 2 ey gy,
F(x 4+ i)=Fx 4+ F’v+=——F”x—’— F”’(x—i—]);

2(x+ i) = zx +ig ""‘!"'"‘@”x—}-

"'<x+J>
Ces

DES FONCTIONS ANALYTIQUES xﬁ_:
lesde Det A, &

C valeurs s substxtuees dans les expressmns généra
xcauszsdefx = Fx = <px etf’x — Fx, flx = Fix, donneront”

D———[f'” (x_l_J)——-.Fm(x +])] _
(= oy U D

A—-—t(ﬂx — %) +
@’”(x +])]

7 de
Ic; s 11 est aisé de- voir que tant que les termes affectés et
ren
dans l’expressmn de A ne seront pas auls, on pourra g;) e
etit pour que fa quantxte A dev1enne plus grande que
; d uantités ‘par i-, il suffira que
fa1te des 51gnes. Car d1V1sant ces deux q

la quatmte f’ : p’}: + ( f”x—— ¢ x) soit plus grande que -—3—

[cp’” (x + ]) — F’" (x + )75 ce-qui est ewclemmenltI p(;slscilra:e
lorsque flx- + go x nest pas nulle; et s1f7x — glax est nulle uanmé
en dlv,lsant encore par i, il suffira que flx—¢'x soit une ¢

[cp’” (x +]) — P (x 4+ j)]; ce qui est encore
valeur de i tant qu'on voudra,

i et de &*

plus grande que
@1sxblement p0351ble, en d1m1nuant la

pourvu que f¥x — ¢'.x ne. soit pas nulle. .
e ne pourra passer
- Done, dans ce cas, “la troisitme courb P P

— )
t @ x IS
deux premxeres 3 moins qu'on n'ait 3 la fois g/ x =f xz @ rem{;res
¥
_ On prouvéra, dela méme maniere, que sil’on a pour les deux p .
bpf’ = F’x f”x — Flg,etfilx=F'x, la troisiéme courbe
e he : ue Pon n'aif
ne pourra gtre menée entre les deux premiéres, 2 mom:s q .
i f’x q)”x -f” Q" x = f x ; et ainst de suite.
aussi @' x

tre les

g o

1£i. ‘On peut conclure“de—la en generai que st 1(;1:: jo :::uiog;l;:
quelconque et quune autre courbe donnée ait lun pot e et
_celle-1a, ce qui exige que leurs ordonnées pour admerrlr;es e e
égales; que , de plus, les fonctions primes de ces oraon “ 11; o ancune
abscisse commune soient aussi égales , alors il sera imp e e
antre courbe qu’on menerait par le meéme pomt odmmun grdonnée -
deux courbes, 2, m01n= que la fonction. punﬂeg: € son

Q
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la méme absci;se, ne soit aussi égale aus fonctionéf':prilhes de Teurs
ordonnées. . . Lo e e

Et si, outre les fonctions primes de ces ordonnées, Ieurs>"fonctiéns
.seconf}:s pour la méme abscisse étaient aussi égales, alors il ‘Sefair‘
xmpc?ssibie quiaucune autre courbe qui passerait par le point COD)Zmun-
passat entre les deux courbes, 2 moins que les fon‘éti'cns‘”priéﬁ'e e;
sEFonde de son ordonnée ne fussent respectivement_ égales aHX"fonctior 7
gnme et seconde de l'ordonnée comnfine aux deux coufbé’é’ 1 i
u reste. IR

3
et ainst

A proprement parler, ces courbes ne coincident que dans le poi

g , . FEE b
adonng ece i .
&e..
tes dans d’autres. points.
5- Gosendid igse i e
waucune autre courbe p
pas lieu ne puisse passer entre elles,

G ‘ ; oit se faire de ces différens degrés de:
rapprochement de 5 ‘ » - dom
pprochement des courbes, que Pon’ appel

—
(2
&)
o
Q
i}

D

s sont égales, et I'égalité des i in seconc
o ordonnes son: égales, et égalité des fonctions primes , seconde
ce ces ordonnees ne les rend pas plus coinciden
: 1 . . L - . o
mais elle les fait approcher de manicre q
laquelle Ta méme égalité n’aura
Clest-la lidée neree quion d

Sc. et ave | s oen A lle communément conzact ,
, que la manwre ordinaire de concevoir le calcul

‘ it regarder comme deg coincidences plus ou mé*ing o

reases, ou plus ou moing ¢tendues, : . z;ouw

1172, A‘,'Cl!"t C une ik e (S n : ] ¥
} } yvan dom une courbe unconq‘ue renrése tée par l’é}{ua‘tibl .
V== X, COm - ’a C 7 1o o e
3 5 103rons la d q.)OI’J dvec une hbne dr'o;te quelcoqque . Fuiqque;
nous avo:ass représm‘-té en Lé = A L i,
: en ge;lera»l par q -Fp g 1 a cou
' ‘ I P lequation dela courbe:
a ]S.C_YLUF_‘HE on veut COI‘JP arer la proposée (72 °1a ’
13 ]JSD‘S eriEE I’p — ] - . 9 )’
5 P a + Z?p , a2 et ZJ éranz

. Osition C]'S Cetre droite.
a COﬂdl[iOﬂ dyLI[] pO. mry e e— - — oy

I Int commun don ’ F ‘

nne d’; £ by ( 2 by

abordjx\ F = - Zw:,,

et on pour isfair ’ |
‘ pourra y sa'tm:me au moyen d’une des indétermindes g g b-r
SHPPOsens ensuite f1x — Fy est clair qu'en c! ot dens o
‘ ‘, Fqu'en changeant d: - bp
Sur ; ' ans a .
£ enx, et prenane la foncriop primre , on aura F _._~—-o -——_‘ %
Aimst Tes valeurs de 4 et b : indes o ’ e
e ke j; seront détermindes par ces deux conditions ;.
ar aQ gy / y s L
o . — x fx, Péquation’y i
dro'te deviends 7= fa e "f /Donc I'équation % la ligne:
coordonnées , et Vabscisse x ¢y o e oo Tee deie
, Nt regardée comme constante, -

on-aura, PCHt'

détermirent Ia p deux. Constanfésk?quii

> eta:f};_
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Je dis maintenant que cette droite a la propriété guaucuné autre droite
e elle et la courbe. o

g 4 hr Péquation dune autre droite quel-
ar le méme point commun, il

ne pourra étre mence entr

Car, soit s == @1 ==
conque (1 10, pour qu'elle passe pa ’ pois 1
faudra que Pon ait aussi-@ x == fix ; €t pour qt'lnelle: Euisse?asseriem;g\ a
courbe et ladroite que nous venons dedéter.m_meri il faudra de plus que
Ponait @ x = f'x (n° 211 i ces d?‘?X comimons dornent g4 hx _.jx

p 1 les mémes valeurs que nous venons

éth = fx ;:d’ol T'on tire pour get : X ( > ve
o toinver pour 2 et b; desorte que cette dernicre droite coincidera
vl premire,

-~ Donc 'Ia:ydr‘c/)itédéféftyﬁvi‘née par Péquation ¢-= @ b P> ol a = fx
—vcf’ xeth —_—_—f’x sera tangente c\le ’la cq'urbe représentie pa; 1 équa~
ion ?}’f — fx, au point qui r"épo’ngl a Pabscisse p=% (711 z,o d,).ns .
Puisque y = fx, on’ aura, suvant ;12 notation emp ozfee at 3‘”;3
pr‘ejnié‘r'éfpéir’tie!,ﬁy".;—:f’x,-,d:pnc_les expressions de a et b seront plt
simplement 2 =

.,y—'—%.'xy’ et b == y’.
114. Daﬁ's‘vl’éq,ﬁéticn 4 la ligne droite g = @ + [{,p . TI est a‘i’se de
woir que b exprime la rangente de Pangle que cette droite fair avec Laxe,

d au point ol la méme droite

B ’ . . . ,
£t que — Z est Pabscisse qui répon
/ o : - -". : ’ . ' o Ay y -
coupe Vaxe. Donc -cette droite ‘étant tangente 2 la couroe’au point
R XE. - X iy r r V
ol p==x, y sera‘sla tangente de Pangle quelle fait avec Paxe, et x
(e A o
48— Y sera ce qu'on appelle la sous-
T Ty T €4 . .
; ‘ oite qui
De olus, s on représente par s = ¢ T R r une autre dr 1
: i lo e poi ‘ trant les deux coordonnées
passe par le meme-point de la courbe , ret s €t : '
€ 1 “at 1 _— _ X, § = _ H
de cétte droite, on aura pour C€ pomtr==p 8 =4 yI
donc ‘—l—.'[)‘x' @ -~ P ; ersion veut que cette droite coupe la
a = a - fpx; €
S idre ‘ ‘ comme b et 3 sont les

¢ la tangente soit m,
le mbéme axe , onaura

zangenre.

. .
premlére sous un angie don ate oy
a 10 it av
tangentes des angles que ces ceux drottes fon
‘ b4 m a ‘
1 Ltrie B =—— -donca==4a
par les formules connues de la trigonometne B= T

T,
1 i \ . - 4 . e U'
2 G L , oh il vy aura qua sul?stﬁruer les valeurs de a et

L o Dl

Q2
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on fera m = 00, Clest-a-dire, -

w==a-+x(b+— >=y+ﬁ~*;;r,eu5=—-—-\ 5

Alnsi — I, sera ] 7 sl
7 : a tangente de langl& que cette perpendiculaire:

won appelle 4 e, fer o I
q PP communément normales, fera avec I'axe

— ! ep 3 2 1 o : ;:

1_)axe yl’y 2\,1'2. la partie de l.axe comprise gntre le;poinf

. , N . ” B e
€t t'oraonnee, C est-a-dire s la VSOUS—TZ_OTITIQZE.. :

Siles deux co : de :
X coord S Ia. po m
Pue troisitme variable el de'la courbe étafentiexprimées,
me var R ~ . B G
imes 4 vzmael e quelconque, alors prenant:xet.y! pour
> e x et v relativement: 3 e
¥ t:a cette autre variable:, il n’y at

mettre par-t ; Y S S
par-tout dans les formules preceden;es;—:,rala placede y'én.? 63).

11 serait superfli dappli ' ' .
pen qu' SUP;fﬂU d’appliquer ces. formules 3. des- exemijles'.; it e
u qu'on S ©5- CXEmples-;, ear, p
man;{u ; d,sac e les premiers élémens du calcul différentiel, on ﬂégeut
er d’appercevoir Pidentité de : » 00 ne peut
e ¢ des formules précé P
différentielles connues, précédentesavec 165’f0m9155

o ;PIOSS-éEPreEf;ns maintenant fe cercle pour. fe comparer-avec'1a courbe:
E,ecrangle.s €quation. générale du cercle rapportde ‘aux coordonnées
les coorddnié‘zzq' e..st. (,’P —a)l + (g —by=— c.z,; Ofl..'a: et'h s :
D Soordon: gm répondent: au centre, et ¢ est le rayon du corcli:
on tire =050 4 y [ — (p—a)y]l = Fp; daucrcFi:
=b 4 V[ — (r—a)] et Fryos — Bl
Vie—{(z—a)]

et Fly e flun . it el .
= }'w = ¥, er tirons de:

ont:

Faisuns donc Fx = fx = ¥

ces équations les valeur :
sdeaeth, la S
s.12 secende T 2T
—_— r—a d’ - . donnﬁ ‘/ [cz (.x——ﬂ>‘l
_)” 3 Qul:On HIe 3 — g —— c ¥ . ', :
a =X __ . ite’l
Vit 57y # ensuite la:

premiére donne y — b —

¢ e
¥ (1L, s donc b

—_—
——_— e—

VECZ__(Lx__a)-;l:_; P

= 0, 6t 11 on aura simplement:

i e
# 1o

DES FONCTIONS ANALYTIQUES. x5

Rt o I it ST M

Si on regarde le rayon.c comme donné , il ne reste plus d’arbitraires
dan‘sf},’équatibn:,;i et Pon en conclura que le cercle donné, dont le centra.

est déterminé 'parjlyesfc»bord'onnéérs aet b, est tel gu'on ne poiirrait mener
entre luiet la courbe aucun antre arc de méme rayon , mais placé

~ €ar, pour uneautre cercle du mEme rayon c,.rapportéaux coordonnées
et s, et dont les.coordonnéesdu centre seraient g et &, on aurait 'équation
le méme point commun. avec la courbe proposée , et plit passer entre:
= fx =7 et @ x- - flx =y 5 équations qii. serviraient & déterminer
les: deux quantités: g €t hj or » il est visible que ces-équations: sont de:

dGifeemment. -

s = (pﬁ::/L—l- V[c’ — (r — g)] 5. et pour gue c& cercle efit’
cette courbeetle cercle: dé&a déterminé,, il faudrait que Pon efit aussi @ x’
fa méme forme: que: les: précédentes’, les quantités g er k érant ala place:

‘de aet by donc ¢1-v1’e‘sfdonnemn;: pour’geth les: mémes valeurs que Pon:

‘a trouvées pour @ et b par conséquent le:nouveau cercle se confondrai
avec le cercle dérerminé par’ ces:valeurs: :

Donc,. ‘sﬁi{fénr la: m&éme: notion ‘des- tangentes’, 1¢ cercle de rayon ¢’y
‘dont le-centre: sera: déterminé par les coordonnées wet b o, serartangept'z‘zi
Ta courbe proposée’ d{;;nf‘x. ety sont les coordonnées..
 Comme: cette conclusion a lieir,. quelle que soit la valeur drrayon ¢’
‘on peut. regarder ¢ ¢omme- indéterminé dans les: expressions de a et b 3
alors ces' coordonnées’a et b appartiendront & une ligne droite dont

Péquation: résultera. de: Pélimination: de’ ¢ €t qui: sera. par conséquent:

oiegr

b =}'+ Ty e

" Cette droite sera: donc.le lie des centres de tous lescercles qui peuvent:
&tre tangens. de la courbe;; elle-sera donc normak_z.%rla- courbe ;. en effet -
droite:, o a'et b sont:les coordonnées -

oft. voit- que Déquation.de: cette.
coincide avec celle. de- la. normale. trouvée plus: haut (2.7 224 >

116. Maintenant , parmi‘ces’ différens-cercles qui satisfont aux conditions
Fx—=fz=y,Fx= frx==7y", on peut en trouver un qui satisfasse”
de plus &.la. condition. F' x.= flea=y" ~ -

i
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En effet, ayant trouvé ci-dessus F/ x = — s i‘(:ia) J on
~ ; ainsi .on aur ¢
[¢'—(x—a)*] 3- equatl,on

c

en déduira Fllx — —

Y

[4

; or, on a déji trouv;é déz_i}é Izé'mérﬁe

0o
! (e —(x—a) !
endroit Y [ ¢ — (x —a )] = —
on aura y“: (x hty“ ) , et de-lac

Les trois constantes a , b, ¢ qui entrent dans lequanon generale du
cercle érant ainsi déterminées , on en peut conclure qu’ aucun autre cercle
ne pourra paosyr entre la courbe proposée et celui qui est dérerminé par

svaleurs dea, b, c. En effet, pour quune antre ‘courbe qaelconque
rapportée aux coordonnées r, s, et représentée par leqLBtIOD s == xpr:
plir passer entre la courbe et le cercle dont il s'agit , il faudrait. O’LlClOﬂ
el ,,\:/.\u_y @x-f’x—y et ga”x—-f”x—y”(n 222);
or, si cette courbe est un cercle | prenant les quantités g i, £, ala

placede a, b, ¢, on aura pour g x @'x, ¢'x les mémes ezp*essmns

que pour Fx, F'x , F''x, en substituant seulement dans cellesc] g, k,

au ’mu de a, b, c; donc les trois equat;ons que P'on aura pour la deur—
mination de g, & k, seront les meémes que celles par Iesquedeb oma
; donc les Valeurs de g, ki, k seront nécessairement
les mémes que ceHcs de a,b,c; par conséquent le nouveau cercle qui
devrait passer entre la courbe et le cercle déja dérerminé , coincidera
avec celui-ci et n’en formera quun avec luj, | o

déterminé a , b

Bonc ce cercle aura re]anvemem aux cercles, la méme Proprlete que
la rangente a Pégard des lignes droites ;
appe ellent cercle osculateur ou cercle de co
la courbure de la courbe.

; ce sera ce que les g éometres
urbure , parce qu’il sert & mesurer

ray ie Ta . . .
ayon de ce cercle, qu’on nomme sxmp]emem rayon

DES FONCTIONS AN&LYTIQUES : 1‘27

de. cozubzue s et-les quantités a , b seront les coordonnef‘s de la courbe '
qui sera le heu de tous- les ccntres de ces cercles. :

117. On Peut mamtenant presenter cette theorxe d’uﬁemamere plus
generale. , : .

Soient X,y les coordonnees de la couxbe proposée , qui peut &tre quel-
sonque et p, g les coordonnées de la courbe qu’on veut lui comparer,
et qui est-supposée donnee.

Supposons que ¢ quatlon de cette eourbe renferme avec les variables p
erq,. des constantes mdetermmees ayb,c,&c , et représentonsda par

Si. dans eett-,equanon on: change p enx,geny, onaF(x,y,a,
E -c..) =0, équation qui donne la condition nécessaire pour que la
sourbe donnee it un poxnt commun avec la courbe proposee.

Denotons par F( x ¥ @, by e ) lafonction prime, par F(x,y,
;b c.o)Yla fonction seconde &e.de'la fonction F ( x syra,byct),
en regardanty cornme fonctionde x , et a, b, ¢, &c. comme des constantes.
“'Cela posé , §il'n’y a que deux constantes indéterminées a et b, et qulom

Ies determme par Tes deux équations.
F(x Y54, b)_._ o F’(x y,a [3)__0,

alers la caurbe3 donsiée ,-dont 'équation est F(p » g, a,0) = o,sera
fangente d¢. la. courbe proposée , au point-oll p = x.

Sil y a trois constantes indéterminées a, b, ¢, et qu'on les dérermine:
par “les trois. équations:

F(x,y,zz b, c)__o F(x,y,a,b,c) =o0,F(x,7,a,b c)”———o
Ia courbe donnée , dont” I’equanon est F(p,q,a,b,c) =0, sera

osculatoire de la courbe proposée , c’est-a~dire , aura méme courbure,
point qui répond & P'abseisse p == x ; et ainst de suite.

Cela suit immédiatement des principes établis ci-dessus , car I’ equ—{t'on
pnme F(x,y,a,b, c...) == o0, donne lavaleurdey’en x,y,a,b,c.
quuatlon seconde F(x ,y,a, b ¢.v. ' == o donne celle de ¥y, en x ,y,
¥ eta, b, c..; et ainsi de suite. ,

On peut en général appeler comeact du premier ordre le rapprochemens
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de deux courbes qui se touchent dans un point ; contaet du secomf ordre‘

lorsqu'elles ont de plus la méme courbure ; et ainsi de suite,
On peut appeler aussi les constantes a, b, ¢, &c., qui deter:mnent 1

contact , €lémens du contact. . “

Ainsi, le contact d’un ordre quelconque m dependra de m-1— r Iemens

les fonctxons prlmes s secondes &c. de ces ordonnees jﬁsqﬁa‘
contact , sont les mémes ; et leur propriété géométrique co
quaucune autre courbe , qui n’aura pas avec elle un contact
ordre , pe pourra ftre menée entre I'une et l’autrc (rz. z 12)

118.
o La courb? donnée qui forme Te contact , “Gtant par exemp
ne droite dont I'équation la plus générale est y—a—hx-=
serd su .
e sceptible que d’un contact du premier ordre , puisquil n’ ya que deux
ens a e
i t b; et on aura pour la détermination de ces elemens les
; equatmnsy—a——éx.__o yf—b-—-o d’oul’
=y eta =y —
Pren};ms ity ¥ . xy' , comme ci-dessus ( n.* 213) -
ur la courbe du con k H
inirle o g oo . ;sa)ct un cercle doat lequanon la plus
—b)f—c=o,ellenes
- era susc
% ‘ ccl1 un contact du second ordre » puisquil 'y aque trois élé “'Pnblg
€¢terminera donc ces él¢
mens
(y gy de par les trois équations (x — 2 ) +
=O0,% —d + (y—F§
1+(}’——[J)y”+y’" , dont 1 , )J’-——Q’et
les qunions priny o Second d a seconde et la troisiéme sont
e de la premitre, De ces equanons on

on tlr@

émensa, b,

tlre tOUt dﬁ SL].lte —_— P— —-—-—J —_— — —— B
£ = ( ! ’,J// ) co 1 1 | P |
£ == y T lIlII]e P us aut ( n- i 6 ,. -

St on prenait Péquation 3 la parabol

€Y = i e
2ussi que trois constantes arbitrairgs Y=a -+ bx + ca*, qui na

> o0 aurait de méme , pour la
détermination -
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éetermmanon de ces constantes regardées comme. elemens -dun _contact.

du second ordre, Ies equatxons y—a— bx —cx =0,y —0b—"

2cx =0, yl—2c==a0, lesquelles donnent — yJ _
xy 5 y‘—— xy + 1)' . S
~ Mais si on prenmt 1’équatxon B! la parabole cubique y = a -+ bx

4 ocx* dx, “elle pourratt avoir un contact du troisiéme ordre , dont

les elémens seraient a, b, ¢, d, et se ‘détermineraient par les équations

a——bx—-cxb—dxs_Q:y —b—2cx— 3dx¥ =0,

y-—
s
y”—a.c———6dx-——o y’”_———6d—-o, pn aurait ainsi d = —L—,
3 Syl e . I//
c_'—_;’ 'yz' = e 5 :f-—x;y’ +

119 Enﬁn si on demand’e la courbe la plus simple qui aura avec
contact d’un ordre quelconque 7, prenant x ety

la proposée , p et g pour celles de la
g comme fonction

une courbe proposée un
_pour. Pabscisse: et Pordonnée. de
courbe cherchée, et regardant y comme fonction de ¥

'de pson “fera
g=y + (p— o) y +
én prenant dans l,e second membre autant de termes

dans m -+ 1.

Car en prenant les foncnons dérivées relanvemem 4% p, et faisant
ensuite p == x, on aura ¢ = 1> g =1y,9 = v, &c., ]usqua
= y’" . donc ces deux courbes auront dans le pomt commun qux
repond ap=—=x, les conditions nécessaires pour un contact de 'ordre m™

(n¥ 112 et 127 )

La courbe représentée par lequam
Pon voit, du genre parabolxque qura ainsi dans
le cours le plus approchant de

.

(P "’ ¥ (pz—.—gx)‘ },/{/ + &c.

quil y a d'unités

on precedente et qui est, comme

le point commun ala
celui de cette courbes

courbe proposée ,
' R
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de maniére qu’aticome autre courbe dii 'méfie genre  ne- pour}‘a Passef‘\

entre ces- deux, si elle n’est pas d'un degré plus haut.

120. La théorie que nous venons de donner sur le comact des coufbes .

n'est qu'une suite de la théorie générale du développement des fonctxons~
exposée dans la premiere pame. Mais nous avons vu (2.° 40 et suiy, )
qu 11 y a des cas pamcuhers ou ce developpement echappe

et ITI Se trouvera en defaut Quo,qu\. c@s exceptiegs ne paﬂegf
atteinte 2 la rhéorie Ueneral ,-H est nécessaire , pour ne rien la;
désirer , de voir comment elle doit &tre modifiée dans Ies cas. pamcuhers
dong il s'agit. )
qupposons donc qu’en faisant x==m, Ia fonctlonf/v = r)deve oppeej
en une série ascendante de i, soit de la forme fm i Bpe
- Cotetr 4o et e, v, &c. étant toujours des nombres posmfs.
J° remarque d'abord qu'on peut trouver les codffciens A, B, C, &c.,
ainsi que ‘=3 exposans X, v, v, &c., par une méthode sembIa le 3 celle
du 0 11, Oa fera d’aberd f{m + i) —fm -+ i P, et on prendre&
pour e ‘a plus haute puissance de i qui divisera f(m + i) — fm,
apres les réductions convenables, de manidre que le quotient P ne devienne:
ni nul, ni infini, en faisant ; — o, Lorsque m = o, Pexposant A pourra:
étre De('afl’f- dans tout autre cas, il sera eVldemmPnt'tou?aurs positif.
Cn f~na ensuite P — 4 + * Q, 4 étant la valeur de P lersque =0,
€t on prendra pour i la plus haute puissance positive de i, qui divisera:
P — A4, de manidre que le quotient @ ne devienns i nul, niinfini
lorsque i = o. Oa continuera en supposant ) = B -~ ;' B, B érant
la valeur de Q lorsque | =— o, et i la plus haute puissance positive de

' qui divisera @ — B, en sorte que le quotient R ne soit ni nul, ni_

infini; lorsque i = o ; et ainsi de suite. On aura, de cette maniére,

Flm i) = fm 4+ 0 p s PR
’L”PB-f-L”HHRﬁ&cfm_*—L Q= fm A

et soit F(m_—j—z) =

DES FONCTIONS ANALYTIQUES. REL

" Ona; pour trouver Tes termes successifs d'une série, des miéthiodes plus -
courtes ou d’'un calcul plus facxle mais la précédente a Pavantage de
ne développer la série- quautant- que Pon veut, et de donaer la valeur
du reste, -INous n'aurons. pas besoin, pour notre objet, de conna1tre ces
restes, i nous suffira de savoir qulils peuvent toujours s’exprimer pas

des quanntes de la’ forme que nous. venons de trouver. \
Cela posé;, . ‘considérons la. courbe représentée par lequanon y= fx,

x &tant ‘Pabscisse et y Pordonnée ; supposons qu’elle ait un point commun

avec.une autre courbe dont l’ordonnee soit Fx, et que ce point réponde
4 Pabscisse m , en sorte qué l’on ait Frm == fm. Au-del de ce point les
ﬂrdonnees des deux coufbes seront f(m + i), F (m =+ i) pour une
abscxsse que]conque m 4 £ et leur différence, que je deSigperax par I,
seraf(m 4 i) = F(m + i)

Developpons 1a fonction F(m + ) comme la fonction flm 4+ 1),
Fm Frp P—cc +ig.g=R+ir, &,
Ty &c. étant des n mbrés POSlﬂxa, et o, 3, &c étant &5 valeursde
.P q, &e. lorsque i == o; on aura d’abord, & cause de Fm = fm,
D—‘L*A%Lfm+l“+”Q—LP+’g.' :

Les deux premiers termes du développement de f(m + i) érant
fm+ A, et ceux du développement de F(m + i) érant Fm + i a,
sapposons qu ’ils deviennent égaux, en sorte qu'on ait aussi p == A et
o == A; la premiére de ces deux conditions dépendra de la nature des
fonctions désignées par f et F, mais la seconde pourra toujours étre
remplie comme la condition de Fm == fm par le moyen des constantes
arbitraires a, b, ¢, &, qui entreront dans la fonction Fx. On aura
doné, dans ce cas, D = ** Q — #*7 g; et il sera im}possible
qu'aucune autre courbe passe entre les deux courbes dont il s’agir, d.ans
le méme point qui répond 2 I'abscisse m, a moins que les deux premiers
termes du développement de ¢ (m - ), @ x érant 'ordonnée de cette
autre -courbe , ne soient aussi les mémes que ceux du développement de
fim 40> N

Car s'ils sont différens, ils ne pourront pas se détruire dans 'expression de

la différence A des deux ordonnées f(m i) et ¢ (m +i), et l'onaura

g gl Ny 2t s N ean
en général A =7 4 — ia + 2*¢ Q — £¥7u, 2 cause de pm
B2
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= fm par la condition supposée de la coincidence des courbes” c?ans Té
point qui répond 4 x == m. Cette expression de A €tant comparée a celle
de D = »*# Q — #*7 g, il est facile de voir qwa cause que les

exposans 4 , o, 7 sont nécessairement positifs par la nature du dévelop-
pement, il sera toujours possible de prendre ; assez, petit pour que la Valf

de A surpasse celle de D, abstraction faite des 51gnes tant qu'on n a:r
pasp=neta == .4, comme dans les deux premleres courbeb. Doncra

dan
dans tout autre cas , la troisiéme cousbe passera necessalrement en dchors '

des deux autres.

. 2311 poussant plus loin le devdoppement des fonct}ons f('nt:—{— ) et
m 4 1), on prouvera , de la méme maniere, que s st les trois preﬁﬁ ers
termes du développement de ces fonctions sont les mémes ; p aucune au;r;
courbe ne pourra passer entrelles, & moins qu'elle nait ausst 1es méeme
ISrmes Comumuns avec ceﬂes—la ; et alnsl de suite. : ’

Oﬂ Urra. d pp 7 ‘ [ :
> once a € Il < - GJZtaC (:L,f
6161‘ ?~USSI > CDmI‘D dans I I P E
préimie Ol u i uIbe POUE
& 7Z er a SEC ()72{ N &C' 5 le 13ppr()( ]1ement dL, deuX [ol0) S

esane I d' n em}-ﬂr‘ m ou les t OIS remler Ou &(‘ Ser()][g
-3 Cl l\.S r s 1 T B .
1 S te 6‘3 S S. P

[,,ﬂ meén ! es
Cs nemes dans 1 S de 61
J €mens d ]
[ ‘,,‘ I e \% ()PP 3 €S .LOQCUODS qh’l repr&senteﬂt : g

A.ln 1 Ia co £ = " i ﬂ eurse
g o6, b (J[O'lt 1611113[‘101’1 est y fl eLant &O Dee ] C
xa us Slmplu, q U
L aura avec e”e un contact dd }.relll](-",l' Ordre ah DO;E"t

ol x =— m -+ —
o sera représentée par 'équation ¥y ==fm A= m)yy
e qui = .
% [ut aura un contact du second ordre le sera par y fm 4
x — m + - A+ :
S+ B(x — mp*#; et ainsi de suite. Car en subsmuant

771 L[)(_)LH” X, 0n at

T ra srmpleﬁfmtles

n TP deux premiers termes /m + A

r ¥, ou

premiers fm 4 AP 4 Birte | o d ,
16/ e S , ou, &c. du @eve!oppeu ent
- /| qu a_: - dm ez auront donc ausst dans le memn po’nt}e COUrs
sroch .

. P ant celm de I3 courbe pro osée et T

nséquent servir a en faire con ; B

naftr
guliers | 1 ¢ les propriétés comme les points sin—

es peiats de rebr
oussement , &
Lignes courbes de Cramer. XC, 5 sur quo1 voyez U Analyse des

H ‘1'3 | ~ 122 " = : N
» dans Véquation y + fix de fa courbe

et que les premlers termes dud
.que ceux du développement de f —

“nement semblable a celui- %m
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ala place dex, et qu sn-développe la fonction

e de la formeAL A4 Bpre 3 Copver 4 &e.
our 1’équat1on Y= Fx d’une autre courbe ,

proposee ,on subsntue

x en une sene ascendant

Siton fait la méme. chose POl
soient les. memm

eveloppement de F-
, on pourra prouver par un raxson-

a été fait ci-dessus , qu ’on pourra toujours

prendre z assez pemt pour quaucune ‘autre courbe , représentée par

5 <p x et dont 1a foncnon ®

nit de termes 1dent1ques avec ceux de ces
&mes courbes dans les points quirépon-

développée de meme ¢

l’equat'on y

série ascendante n'aurait pas autaj
. coubes ne puisse pass:,r entre ces m
et A toutesles abscisses plus grandesa l'infini,

dront 2 l’absasse x — -

la condltmn quil, peut empecher que cett
our une certaine valeur de z, clie

-plisque des qne e courbe ne

- passe entre les deux autres , aura lieu p
_aura Tiew ; & plus forte raison , pour coutes les valeurs de i plus petites.

> Dol Pon peut conclure que la courbe dont Péquation sera simplement
y=Ax"",0u y=Ax""+Bx™"" , &c. ira en s'approchant conti-
nullement de la courbe proposée a mesure que les abscisses x deviendront
plus grandes, mais sans _pouvolr jamais Patteindre , de maniere qulelle
parviendra 2 un terme passé leque‘ aucune autre courbe du méme genre
_parabolique ou hyperbolique , qui ne sera pas dun degré plus haut, ne
pourra passer entre les deux. courbes. Cette seconde courbe sera donc
une asymptote de la premiére ; et cette idée de Vasymptote me parait la
plus simple et la plus générale qu on en puisse donner , €n méme temps
quﬁlle est aussi-la -plus propre 5 caractériser la nature du rapprochement

qui comstitue Ie vial asympuohsme,

122. Les problemes qu'on peut proposer sur Jes tangentes , les rayons

de courbure, &c. , et en général sur les contacts des courbes, sont de deux
sortes, directs owinverses. L.es problemes directs se réduisent tonjoursa
trouver quelques-uns des ¢lémens du contact d'un certain ordre (n.° 227 )s
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et comme ils ne dépendent que de I'analyse directe des fonctions , llsgont
toujours résclublesanalytiquement. Dansles problémesinverses, on suppose
guil y a'une relation donnée entre quelques-uns de ces élémens et les
coordonnées x , v, avec les fonctions derlveesy ,y” &e.; et cette reianon
eny substituant lesexpressions générales des élémensen x, Yoyl ¥, &e.,
devient une équation dérivée d’un certain ordre dont il faut trouver
équation primitive pour avoir celle de Ta courbe cherchée en x et ¥ Ces
problemes conduisent donc immédiatement 4 .des eqLanons déri ‘
Teur solution dependant essentiellement de Panalyse inverse des ﬁ)ncnons
ss trouve sujette a toutes les difficultés de cette analyse. - :
'y a cependant des cas olt Pon peut les résoudre dzrectement par
des considérations particuliéres , qui méritent d’autant plns dattentxon

quelles tiennent a des finesses d’analyse qu'il est intéressant de ¢ connanre, %_
Ces cas sont ceux ot la relation donnée rlest quentre les Elemens

mémes du contact , sans que les coordonnées x, y, y entrent

‘Pour donner d’abord par un exemple une idée de ces sorre?' de
problemes , supposons qu’on demande la conrbe dont chaque tangente
coupera deux ordonnées ( prolongées s'il est nécessaire ) répondant aux
abscisses x = m et x = n, de maniére que le produit deg parties de ces

ordonnées comprises entre la méme rangente et I'axe des absasses ; soit
roujours constant et égal a K, :

Puisque Iéquation 3 la tangente est g == a -+ bp {(n.° 213) , en
faisant successivement p == etp==n, on aura |
dont le produit devra &tre égal 2
contact a et b Péquation

es deux valeurs de g,
a K ;on aura donc entre les glemens du

(a4 mb) (a + nb) =K.

La marche naturelle et directe serair don
a et b leurs valeurs y — xy et y, (ne
¢quation du premier ordre

¢ de substituer 1 la place de
cité); on aurait alors cette

ly + (M—x)y][y_}_(n__x)y]__K

dont 1l ne serait pas aisé de trouver 4 ¢quation primitive par les'méthodes
ordinaires, : ) g
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ﬁms si-on prend les fonctions | primes . de cette équation , il vient celle<ci

[y+(ﬂ-x)y’](m+X)y”+[y+(m—X)y’] (n—x)y'==o0,

 dont tous les termes se trouvent mulipliés par y” ; de sorte queile

peut se ‘décomposer dans ces deux

yi—oet[y+(n—x)y m—=)+[y+ (m—x)y' ](n—x>——o,

La prermere .qui est du second ordre , donne sur-le-champ celle-ci da

' premler ¥ == == A, oﬁ A est une constante arbitraire ; ainsi par les principes

établis dans le n® 59 et sulvans 5 on.aura I'équation primitive complete
lement cette valeur de y'.
de la proposee en-y subsntuant simp
Cette equatmn sera done de la forme (y—Ax+mA)(y—dx+

‘nA) ._..K ; SaAvoiIr ; €n deveioppantles termes(y — Ax )’ —4—(}/—.44,.)
"(m + my A ~ mn_Az;—— K—o.Dol,en extrayant la racine , on tire

¥y = Ax — B ; en prenant pour B , la racine de Péquation B*

(m +n) AB+ mﬂA"—- K =— o. D'ot l'on veit que l'on n'a de

cette maniére quune équanon a la ligne droite. e
En effet, \equatxon y! == o ayant donnéy' = 4, celle-ci onnfgaa
Pequanon pnmltxve y-—-Ax + B, A et B érant deux coastantes fr i
traires ; mais par la théorie des n.”cités ci-dessus , s ces. deux constantes
ne peuvent pas etre arbitraires zla fois ; caril fautr que lequatlolnouvee
eoincide avec la proposée , pour une valenr de x 5 or, faisant x == odon a
y=B,y'= = A ; donc on aura entre 4 et B cette équation de conditionr
(B + mA) (B -+ nAY==K,quiest la méme que celle que nous
avons trouvée ci-dessus , pour la dérermination de B en A. ;
Venons miaintenant 2 Pautre équation qui n’est que du premier ordre,
Celle-ci servira égalemem ¥ trouver une équation prmnm e de la proposée

(rx—m-—un)y ‘
par l’ehmmatlon de y’ En eﬂ'et elle donne y' == T — ) ez

’ . \ R .
valeur qui étanf substituée dans la proposée , la réduira a celle-ci ,

¥+ 4.,K(m———:c)\n—-x) — o,

(m—n)"-
ivant que K sera une
Equation pour Pellipse ou pour Phyperbole, su q o s e
ram-—iun, x
quantité positive ou négative. Le grand axe se

oll x == m €t ol ¥ == i
v K, et les deux sommets seront aux points
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La propriété des tangentes qui nous a conduits 2 cette équation , est
démontrée dans la proposition XLIL™ du troisieme livre des. coniques

d' “pollonius ; mais lanalyse précédente a ’avantage de faire voir que cette
propriété appartient uniquement aux sections coniques.\g{j S :

123. Si on examine maintenant les deux solutions qu’cn?‘viéﬁt' de
trouver , il est facile de voir que la premiére ne donne que la ligne droite
méme quion a supposée tangente , en-regardant les deux élémens'a et b
comme constans ; car I'équation y = A x -+ Bne différe pBint de 1’ uation
g =2 + bp de cette tangente, 'équation entre les deux constantes A
et B érant évidemment la méme que celle que lon a supposée entre les
quanttés b et a. ’ : e

En effer, il est visible que toute droite peut résoudre le pgéb]éme,’
pourvt quil y ait entre ses deux constantes , la relation donnée par les
conditions du probleme ; et comme il reste une constante arbitraire , il
sensuit que Véquations de cette droite doit étre l’éqﬁation"g;i' 1
complere de Iéquadon du premier ordre donnée par le probléme,
Donc, analytiquement parlant , le probléme est résolu complétement par
Pequation méme y = a + bx , a et b érant deux constantes, dont
Pane est arbitraire , et P'autre en dépend par I'équation (2 4 mb)
(a4 nb)=K. :

A légard de la seconde solution, comme elle ne contient point de
constante arbitraire , elle est a la rigueur moins générale que la premiére,
ct ne peut étre quun cas particulier de celle-ci, ou bien une solution

singulicre , provenant de la considération que nous avons développée
] . o '
dans le ne 72,

Il est d'abord facile de se convaincre que cette derniére solution ne

crae e 1 f— ~ o A . . \ , .

que I'équation y == ax + b de la premiére piit sarisfaire & Péquation

NEu 4K {m—zx)(n—=x) i .

JoT (m—ny) = o de la seconde , en déterminant conve-
11

cment sa constante arhitraire , et par conséquent qu’en éliminant y de
denv ¢ : :
5 deux equanons, la résultante ne contint plus que des constantes , ce

gui n'est pas,

Elle

peut ctre un cas particulier de la premiére ; car il faudrait pour cela
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Eﬁé ne peut don¢ &tre qu'ine solution singuliére ; €t en effet, nous -

: R . R S R ot | e
. ayons-vu (n° 717 que le caractere de Péquation. primitye singuliére

de toute équation du premier ordre de-la forme y' = E(x,y) est de
rendre: infinie la fonction F (y), Cest-a-dire ;. la fonction prime de
Fx, y)P”Se relativement ay seul Or, Péquatien dre notre p;qblerr;e
[y+ (m=—=x)y] Ly + (n—5%) y'} = K, étant mise sous ‘2
forme précédente, domme . - o

' me—nt Y (e K () (n— ) b (m )]

2 (m—x) (n—=x)

L -(m_é—ﬁ);—'y o .,
z) (n—a) Y4 K(m—=) (r—a)F (m—n)y' 1"

voit que- F ’(y) ‘de{ziént.'inﬁni par Péquation 4 K (m — x)
Y o (n'z";-—— n):y* ==o0, qui est celle de la seconde solution.

, e i, i i g B ' -
SraalE amidant la maniere dont mwous st)mmes-»parwlmsfa cette
ution, onverra quelle dép i e, que les fonctions
solution, on'verra quelle dépend de cette circonstance, 1 onctions
primes de’a et b regardés comme fonctions de x, y, y', sont €n ff‘
g BT T : 0, et
dans un rapport-qui-ne contient pas la fonction seconde y"; in eftet,
o rappiit R R 18 2 o M
ayant b =7yl eta =y — xy,ona P=y'etd =—xy,ccq

‘-C'IV,OHHIC‘ —%— — — x; de sorte que prenant la fonction prime de l’équanorf
.(:a +,ﬁzsb;)_, (a +nb)y=K, ;;t‘rdlvisa'rr]‘t par l)‘,’ on aune éq::au;:n c};xi
est également du premier ordre, et le résultat.de lehn.nnauon ue' y «sn.1 u;
ces deux’ équations , donne P'équation aux sections CODIGHES trou;ees: P
haut. Or, je considére que les quantités a et b. so.nt’ ,donn-ees par e‘s1 e?ufi—t |
tionsy ==a + brxety =b{(n’ 218 ). Ainsi 1equat1oln dont 3 sal
est le résnlrat de Pélimination de a, b et y' entre les e:c'luarxc-ms y::
a+bx,y =1b,(a + mb) (a + nb) =K, et lcq-\iatlon ,pl‘x‘. r
briendra donc aussi le meme resuirat
atités a ou b entre les deix

. T A
de cette derniére divisée par &' On o
en éliminant d’abord une des deux qua % o ensuit

. —— nsuite
4quations y = a -+ bx et (a + mb) (a + nb) =&, i
M . - N < 174a1ia 1 ré |1t3nte et de 501 r,(lln,.;l\)A»
inant Pautre par le moyen de U'équation resu

S

20

éin
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prime prise en faisant varier cette dermere quannte A:}si ehmmant‘

dabord a on a Péquation
[y + (m— )81 [y + (n— ) b] = K.

Prenant Péquation prime relativement a b, et dmsant par B’ on 12

[y+(m—=x)b] (n——x)—{;—[y—{;-(ﬂ.—x)b_; (rzz :

2x —m—n
2(”1“‘“1‘) (n-—x)

d'ou l'on tire b =

» valeur qm su

tuée dans quuanon y =a bx la réduit 4 celle—cz =
ro1 ne contient plus que la constante arbitraire 7, quo};% ]

P'équation prime pnse relativement &, savoir, f’b -},—4:
donnera encore le méme résultat. Or, par ce qu’ on a var “Cidessus ;
tion y = fb + bx est Péquation primitive complete de Péq u;t ’d '
premier ordre donnée par le probleme, donc P'équatios s e
Pélimination de b entre celle-ci et ¢ quatlon 6+ :1 o}:L i

m q P z .
ent 1 € Llatlon rlm]mve Smgu!lerﬂ d apres 18, Eheoﬂﬁ dun 2
- .
I ) un autre COte 3 comme 1 equatlon y pe— fb "l‘" 6 X eSt }. G’ uai’lOIZ
g en r 1 d .
> H Pcut

conclure que pouravoir I’
que p r lequatlon de cette courbe, il ya qu -t 'ega"' der

la constan
te arbitraire b qui différencie les tangentes, comme vanable et :
2

la déterminer
par la condition que D¢
uation rime 1
seule varia ! P ‘relative-a certe
- I?le allt lieu en méme temps, Et de-l3 on voit aussi que Piatarion
sin
' dre do gu 1(3rel que nous avans trouvée pour Péquation du pqrermer
nnée par le problém
e, n'est autre s
chose que Péguation de la

courbe
formée par llﬁtersection continuelle des droites. r

i“equauon primitive complé epresentees ar

et
e de la méme equatlen du pre'mer ordre.

=f

\ -
125. Aprés avoir ainsi éclaj

airci la matidre s
: ) ar
allons la traiter d'une manidre par un exemple , nous

énérale,
g Soit , comme dans le n.® 1’25

.I‘ (x, y-,“

: avons supposée cl-dessus une ligne droite , et s0it @- (a b) — o équa=

et dont celle-ci
e 'ehmmant 1a constante.quiy était restée (7.

équa- : .
etant des fonctlons dex,yety's

. Ser prkmse;" Caura les equanons ~du ‘secon

~ se-peut.

'ga(a b)—~o o
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) == o Péquation: de. la courbe du contact , que nous

tion qui détermine la relatxon entre les deux élémens a et b ;. donnée par
la nature du. probleme propose ; suivant la théorie donnee dans ce méme
faudra déterminer.a et. b par les deux equanons

‘,:'o et F(x,y, a, b)’ = o,

vu (n 5. 9) que si on élimine a2 et b des trois equatxons
: g . a, b)’——oetF(x,y,a b)”—o on
a une équanon cTu second ' dre entre X, y ylety”, que nous dé51gnerons

numero ) /l

e ou b des deux prerrueres Ies deux resultantes seront
imitives du premler ordre de la méme équation J =0,
sera le résultat, en prenant de fiouveau les fonctions primes
60). Donc, si de ces
es équations on: tire les valeurs de a et b, que nous dési-
P et Q;en sorte- quelon ait a =P, | b: Q,;P et Q
; qu'ensuite on pre[me les fonctions primes

de ces équanonsr eny re@ardant toujours @ et b comme constantes, on

d ordre Pl = o, Q' = o, qui devront
qu'on aura necessaxremem

des équatlons

commder avec léquanon V== o de sorte
MV Q’ NV, Met N étant des fonctions de.x , y et y' sans

y” car ¢, par exemple M contenait encore y", alors Péquation P/ == o
donn\.rau outre V== o, cetteautre équation du second ordre M=o,
qui ne seralt pas comprlse dans la méme équation I/ =9 ce qui ne

‘Substituant donc ces valeurs de a et b dans Péquation du probleme
n aura @ (P, Q) — o prenant ensuite lequanon
prlme , onaura P'o' (P)+ Q¢ (Q)=0,¢n dénotant par ¢ (P)
et @ (Q) les foncnons primes de ¢ (P, Q) prises relativement aPet
“isolés ; donc mettant pour Pret Q'les e‘cpresmons ci-dessus , cette derniere
$quation ‘deviendra V' [ Mg (P) + Ng (Q)]1=2, laquelle se
‘décompose naturellement en ceS deux-ci, V==o¢t Mg (P) +

Yy (Q) = | S

-
L
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La premiere 7 == o, sera du second ordre et aura pour. e’q;zation pri-
mitive complete, F(x,y,a,b) = o, cest-a-dire ; Péquation méme
de la courbe du contact , dans laquelle une seule des deux constantes 4
et b sera arbitraire , lautre étant. dérerminée par Péquation méme dy
probléme ¢ (a2, 5) = o. co I o e ’

L'autre équation M ¢/ (P ) + Neg'(Q) = ehe;éeraqu:e ciu prem;er

ordre et sans constante arbitraire ; mais étant combinée av{:'t:; I’équ'arion;
¢ (£, Q) = o, elle donnera, par I'¢liminasion de y/, une équanonenrreu
et y qui sera 'équation primitive singulicre de ce,tte'derniérgegp, P Q e=0.

Cette équarion sera dong le résultat de Pélimination des quantités 4,
b ety entre lesquatre équations F( x, Y,a,0)=0,F(xy, a[r)’:o »
p(a,b)yeMe (a) + Ng' (8) = o. Or > e’ regardant’ aeth
comme des fonctions de x et y ,. les équations a = P, }- QO résultant
des deux premiéres , donnent ces deux équations primes o/

etll=Q =NV, donc - ¥ g

sorte que la dernidre:

a
= - . = .- - f /
équation se réduira a celle-ci ¢/ (a) - b (8)

~ =0, qut n’est autre

10se giie ['équation prime de 2(a,b) =o, divisée par a'. D’imféru_érre'
<Gié, dans la supposition de @ et b variables, il est évident que Ié‘f{jﬁc"t’ion
prime de F(x, y»a, b) nest pas simplement F(x, Yy Vq;_.,rb’i)” N mnzii:s
quil y faut ajouter les termes dus & la
o I'(a) + U (6), en désignant p
tions primes de F(x,
comme seules variabl

variation de a et b, -qui_sont
ar F' (a) et F'(‘,[;;)r}é;s? fonc—
¥, a,b) prises relativement 3 4 et & b regardés
es. Donc prenant les*fonctions primes de ’équation:
F(x,y,n,[;):o,onaura. ‘ ) B

' Fx,y,a,b)y 4+ o Fr(a) + 0 F (by=— o5
mais on a déja Péquation F(x,y,a, bY = o; onaura donc néces~
satrement dans la supposiiion de a et § variables | I’éq.uavrien o F ('-av)':
+ b0 F(b) = o, doh |

» M Z?Y F (g)
on tire = lest g valeur
1 _ . D) ,.c’est’la valeur
- k] R s . . g :
%€ TAr s qwon peut trouver directement de cetle maniere , et qulom
voit clairement ne pouyoir trre qu’une fonction dy 7
s o

¢ . premier ordre , puis-
cu'elle 1tient que les guan ' 3
1% €he ne contizat que les guantitds X, yeta, b
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i . .y . ; . .
Donc P'équation dont il sagit.sera, en- dernicre analyse , le résultat.de

Pélimination dea, by et ——

B entre les quatre équations F(x,y,a,b)==o0,

: - A AR 1% L

9 (a; b)s PLa) +—2— F(b)=1o0, ¢' (&) + —— ¢ (b)=o0,
- dont les deux d;éfhiéfES sont les fgi;ctiodg primes des deux premiéres prisgs
“relativement & @ et b, e_f"aiv';"sées;péf a'; Péquation F(x, y, a, b)=o0

e o et i , ’Z : Y [ A
west plus nécessaire ici, et se trouve remplacée par Péquation F'(a)

-

. 3 . . . . - " .
- o, qui en estune suite. Donc , si on réduit d’abord les
a - e

d_éiixr pr\'er'ﬁ'i L'QS: é Lixi{g;f;sgﬁ-le: par lfélirfaiﬂati?n.de b ,\il ne .sl’aglr:; PIIE,JS :‘.1[;&;
' de prendre Péquation prime de celle-ci ;elanyement ha seul, et d'élim tnle
Eénsurife' a pg.ri_lé ,ri‘i(;)y‘é?n de ces deux, le résultat sera nécessatremen
‘méme quauparavant. - . , B
s donc on tire de Péquation ¢ (2, b) == o , donnée par les Zondmons;
duPI'Oblém > entre les él¢mens du contact a, b ” la .valeudr7 de ! enﬁa ; ;L
v,qu’éﬁ;SHPEé'SSt&,f“ %!i al AL;,é,tam-wau.Sﬁla- 'caracterxs’t‘lg@ - u;e one ‘3 1,
qu’on substitue cette valeur dans Péquation F (.TC Yo @y ) ? odela
courbe du: contact , quensuite on prenne. la fonction pnme{ clle (x, 3; :
a ,\Ltz) relativement a a seu.l'_,, fon'ctiou que nou?, demi?ecr?on:ﬂin
@ F'(a,a); a érantla fonction prime de a re'garcecom e
de x , on aura ces-deux équations F (x, y 4 w.a‘) == 0, ]e i lta;
o= d’otr il faudra éliminer a;. et .q est 'Vlslbl'e\ gue ;’r sul
ne sera autre. chose ‘que’ 'équation primitive S.mgu’.herre dei ?quarliéotr;
du prémier ordre ; dont F (x, 7, a, a) == osera Piatégrale comp
Ant 72 R ‘ e litre sera proprement
La courbe' représentée par cette équation” singu 1,6“?,_ sera p Llp,e.dars.
-eelle qui résout le probléme , et qui aura la Iproprlet’cj d etre tc]);u(:;e al |
chaque point par-une des courbes représentées par 1 fzquat.ion'ariaigl,eﬁ:uné
-xL a) = o, a-étant constant pour la méme courbe’, mais v
courbe & Pautre. i

. e di ‘ ‘niere solution:
126, La manitre dont nous sonimes’ parvenus a cette dernicre sg]ur] 1
: 1 : ; mai e senir phus

‘est la plus directe , analytiquement parlant ; mais on'y peut parvenirp

3
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simplement par la considération suivante. Puisque le’ probléme’ con51stc
4 rrouver la courbe qui aura , dans chaque point, un contact du premier
ordre avec la courbe représentée. par I'équation F (%, ¥, a sba) =o,
2 étant un paramétre indéterming, il s'ensuit (2. 727 ) quel’é equanon de
la courbe cherchée doit donner pour y et pour ' des fonctions de % de la
méme forme que celles qui résultent des équations F(x,y, a, *1L a)=—o,
et F(x,y,a,ba)y=o0,en désignant par F ( x, y,a \[;a)’
Ja fonction prime de F (x, y,a,~) a)relativeaxety. Or , a étant une
quantité indéterminée , on peut la supposer telle quc la courbe cherchee
soit representee par la méme equanon F(x,y,a, \L a)y=o POUqu
que 1’ équation prime de celle-ci soit aussi de la méme forme F(x, b
a,+ a) ==o.Mais si a est une quantité variable , la’ foncnon prime
complétede F (, x,y,a,~) a) sera, comme nous l’avm_zs v c;_dgssps ,
Fi(x,y,a,Va) + dF (a,~a) Doncla condition &oﬁf-‘il"‘é’ag"it
sera remplie si on détermine a par Péquation F/ (a, ) a) =03 ce
qm donnera la derniére solution que nous venons de tl:omer. SR
Toute équation entre x ,y et un paramétre indéterming a

que nous
dénoterons , pour plusde simplicité , par f (x,y, a) = o, représente,
en donnant successivement 4 a toutes les valeurs possibies, une famille
d’une infinité de courbes qui varient de forme ou de posmon » ou de
Tune et de Pautre & la fois , 4 raison des variations du paraméire ; et
si on élimine ce paramétre par le moyen’ des fonctions primes (7.° 59 ),
I'équation résultante du-premier ordre appartiendra i toute cette famille
de courbes. Elle appartiendra donc aussi & la courbe formée par toutes
ces courbes , et qui les enveloppera , ayant avec chacune d’elies un contact
du premier ordre. La méme équation f(x,y,a)== o, ainsi que son
équation prime f(x,y,a ) == o, prise relarivement a'x et v seuls ,
devront donc avoir lieu aussi pour chaque point de cette courbe enve-
loppante , en regardant le parameétre a comme une quantité variable.

Or , dans certe hypothése , la fonction prime complétede f( x} 7, a) est
f( x,v,a) + a’f’( ) > en dénotant par f' (a) la fonction prime

prise relativement 4 a seul, et par ' la fonction prime de a , regardée
comme une fonction quelconque de x ; donc il faudra que la valeur de a
soit telle que Von ait f7 (@) =0, ce qui donnera | I'équation primitive
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smguhere de Péquation du premier ordre qui répond 2 Péquation
flx;y,a)=0, dans Iaquelle a est regardée comme une constante
arbitraire (n.° 79_) T A

- D’ou len peut conclure _en général , que Péquation primitive singuliere
d’une équation du premier ordre représente toujours la courbe enveloppante
de toutes les courbes qui peuvent étre représentées par son équation
‘primitive complete en dounant 3 la constante arbitraire toutes les valeurs

poss1bles. PR Vol s ’. o

127 Con&derons encore Ies contacts du second ordre , et prenant
F(x,y,a, b, c)== o pour Péquation de la courbe du contact, supposons
quil y ait entre les trois élémens a, b, ¢ [a relation donnée par I'équation

[ (a, b ) =o0. Comme 1es valeurs de ces élémens doivent se tirer

des trms equatxonsF(x Yo b, c)_.._o F(x,y,a,b,cy==0,

F(x,y,a,b,c) =0 (n? 217 ), si on désigne ces valeurs par
P, Q. R, Péquaton du probléme sera ¢ ( P, Q, R ) == o, qu'on voit
étre du- second ordre. Les trois equanons a= P, b= Q ,c = R

‘ do:meront . &n prenant les fonctions primes dans la supposition de a, b ,%

constantes la méme équation ¥ == o, du troisiéme ordre qui scra le
résultat de I'é hmmatxon de a, b, c, au moyen des trois équations pré-
cédentes , combmees avec Déquation tierce F (x, ¥, a, b,cY =o
{n° 59 ) ; par conséquent on auranécessairement P/ = MV, Q'= NV,

R —LV,M, N, L étant des fonctions de x , y, y €t y" sans y" ; de sorte
qu'en prenant les foncnons primes de 'équationg (P, Q, R) =0, 0n
aura P'¢/ ( P) + Q’go (Q) + Rgf (R) = 0 ; Savoir =

V[M@ (P) + Ng/ (@) + Lg (R)] = o,
équation qm se partage naturellement dans ces dgaux-ci' , V= ocet
\ Mg (P) + N¢/(Q) + L¢/ (Ry=0,

. . 3
dont la premiére est du -troisiéme ordre , et la seconde n’est que du

deuxiéme. ' o

L’équation P == o @, comme nous Pavons. déj vu ; pour équarion
primitive compléte , équation méme F (%, y. @, b,c) == o dela
courbe du contact ,dans laquelle 2,5, ¢ sont les trois constantes arbitraires ;
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mais comme ["équation du probléme ¢ ( P, Q, R) =0 rlest que dy -

second ordre , il doit v avoir une relation entre ces trois constantes qu‘iv-»
, . . . . I Pt ]

les réduise & deux arbitraires; et cette relation est donnée par Péquation -

¢(a,b,c)=oquirésultent de'la précédente , en substituant les valeurs
de P, Q, R, tirées des équations a = P, b= Q,c =R, N

H] ) L ’ g o i
L’autre équation étant du second ordre ,” on pourra par.son moyen

¢liminer la fonction y"de Péquationg ( P, @, R)==o0, et
sera_une équ‘anon primitive de celle-ci du premier ordi'er',; ;
contiendra point de constante arbitraire. Cette équation sera donc le résulat
de Pélimination des quantités a, b , ¢ et y au mrc‘y'en;déé‘iééuaﬂ;j’ns
F(x,y,a,b,c)=0, F(x,}/,a,b’,c)'_—_O,F('A&;"}r,'a,fy; s
¢ (a,b,c)=o,e Mg (a) + No' (b) + L5 (
Or, en regardant a, b, ¢ comme des fonctions de .5:5"':,/, 1

Prime dEF(x5y7a:bJC)SeraF(x: yt;'ﬂ; é;C)I+QIF[

2 vésuleante

()

AR . ) . T a
;— 7 *\ '< 172 + ¢/ F'(c), en dénotant simplement par F/ (a) ,FJ(B) T
oy . e o " . . : - N, SA\H)s

(¢ ) les fonctions primesde F( x,vy, a,®, ¢ ) prises relativementa

a,b,c, regardées comn rari | arions
' V, acb ; mme Zfeules variables ; donc les deux équations
Y c)=—=oet st (x — f £ ce i
o :[_ ’[J/ L= LJ—(JI',y,a,Z:, ¢ ) == o emporteront cellezci”
L - -
ol - g ) N ¢ F' (¢) == o. De plus , la fonction
prmece £(x, y,a,b,c) sera, par la méme raison, F{x ¥sa b,c)
dF (a) 4 DF (b)Y + JF (cY tnotant de. amhiia s
FCay ) B ay. B ¢ F' (c) , en dénotant de méme par
4 5 ! - .o . L -
- S ) - (¢)'les fonctions primes de F (&, y, a5, ¢ ),
prises relativement a a, b, ¢, recardée : 2 ’
prees e : » U, ¢, regardées comme seules variables ; et conme”
ans la form i . : i o
s 1 Jors 'im;n de ces fonctions dérivées on regarde les quantités a, b, ¢
co ],]. adependantes de x et y , il est aisé de prouver , par les principe
érablis da , 1er 1 ’ - opes
o ! ygvdans/ la premiére partie ( n.° §6"),. que les fonctions F! ( al)’
(bY, I’ (¢) seront la mlme cho s O .
fencrions F'( 5 nose que les fooctions primes des
fonch a), F'(b), F'(c), prises relative 3
d-’_'l.lf"{ (_I‘C’UQ[:)CHS IJ( X, Y Z/ ’IP ) callvement a x et },. DODC IES
e X, ¥,a8,0,c ==
emporteront encore n;é csaivem ; cetflx,y,a,b,c) =0
L ! cessarrement cette autre~cia' F' (g Y ++ B F! (b))
‘“‘}‘CL'(C)I:O_ / ()
S1 donc on

’

I VAV G

& R

combine les deux équations F (a) + % F (b)) +

= 0

2 b SR v
, L (ﬂ/ +7_F1<Z7)'+—:;—F’.(c)’=,p

avee

} o .

P A
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s iy R o . b’-‘ P . ! S .. J . B RN
avec Péquation ¢ (@) + —— ¢’ (5 + i,\ "(¢) = o, qui résnlte
de ¢ (a, b, ¢) =0, en prenant les fonctions primes, on aura, par

! N4

Pélimination des'quantités =—— et ——, une équation en ay b, c et x, 5,y

sans y” , laquelle sera. éguivalgn_te 4 celle quon aurait déduite des deux

équations F (., y, a3 b, e = oct Mg'(a) + N ¢/ (8) +

L¢ (¢) = _ow,bpar‘l’,é_l‘i'rriingtion de y". Ainsi, il n’y aura plus qu’a
éliminer” a , "b,,¢., ‘au moyen des équations F(x,y,a,b,c)=o0,
Fx,y,a, byc) ==oet o (a5 b\, ¢) == o, etlerésultat final serafa

méme équation pri;i_ﬂfhé du premier ordre de I'équation ¢ (P, Q. R)=o,
laquelle ne contenant point, par sa nature , de constantes arbitraires , ne
pourra &tre éljﬂiﬂ@éﬁﬁ&tbn primitive singuliére. o

En. effet-, si pour simplifier lasolution on commence par tirer la valeur
dec dg;}»’_;}équéﬁop @'(a, b,c)==o0,c¢t quon la représente par J (a,b),

v .
—— entre les deux équations

Flx,y,a, b,';’\’/(a,b)‘]‘—_:o,F[x, ¥, a,b, (a, b)) = o,

les-ci prises relativement & a et b seuls

“alors Ta solution’se réduira % Sliminéra., et

et les deux équations primes de cel
et divisées par a', procédé analogue 3 celui du numéro 124.

si Pon a une équation en x, y et deux constantes’
y,a, by=—oj;en
s dérivées

128. En général,
arbitraires a et b, que nous représenterons par f(x,
¢liminant ces deux constantes par le moyen des deux équation

f(x,y,a, bY =o etf.(rx, yﬁ;ia ,b)' = o, on aura une équation
du second ordre V= o, qui appartiendra a toutes les courbes représentées
par 1’équatiorif(g; y,a,b)==o0,e€n donnant 2 a et b des valeurs

quelconques , et dont par conséquent celleci sera Péquation primitive
compléte.

Donc elle appartiendra aussi a la courbe ,
et qui les envelopperont de maniére qu’elles atent

tact du second ordre, Cest-a-dire , dans

les quantités a et b etant

ables pour les courbes
T

ou aux courbes formées par

toutes ces courbes:,
avec chacune d’elles un con
lequel les y, y' et y" soient les mémes. Mais
constantes dans chaque courbe enveloppée , et varl

\



enveloppantes , pour que les WD i U :
\ . v, ¥y et y" soient les m&mes dars Jes 4
thPothAeses , il faudra que les équatiens d’ol elles dépe'néem. aél;isel:s<den}-g
fe(s memes. Or, dans la supposition de a et 4 V&riab}-egf~=,'!]>éft aussi
A x[:' yj/ a(, [,b) == o donne P'équation prime f (x,y, a, b )"’-{-'a?;?t(mx)}
) =03 dOnC, pour . /.2 2e ! Ca)
que cette équation se réduise 3
j;u(exl”og :_f’, /17)/1 — o, comme dansle casdea etbCOﬁStahfeg?, ﬂ;;zz a
f(x Y alal, ab];l ( ) +db’f' (6) = o. De la méme maﬁiél"é}équayti;j
3 3 ] - O onne d . a- % g 3
€quation dérivée ) dars | , ?as de g .,\%fi_é"y bles,

Flo g, 0, bY + dff (ay + 5 f (5y —

faquelle ne peut se ;éduife éf(x,y, 2 by _O

Za? de a et b constantes , qu’en-suéPOsant’ dlfl (a) +

yant ainsi les quatre équations f(x ,y z By—o f(x J’ ey
£ b 2 Ta e T 3 Y4y

frla)+ —=f (b)) = oetf (a) 4+ ~2efi(by—s

n
a

S LR
aura quh éliminer a, b et —2— . et Pon auratne. danmtion e e
4 ara-une  équation -di Bremier
ordre entre x, y et y' . ; quatio di premier -
sera en mb }’7 » qui sera celle des courbes enveloppantes,, Gath
. méme temps 'équation primitive singulid Ppantes, ef qus
" — o, ) ) gulicre dela’ ncme équ‘ati'o'm

On voit par_l

.
2 commen W ) o . L
peut s’étendre au second oidla theorl‘? des équations primitives sikﬁyguiié‘f.kes‘
re et aux ords dri SRR
tem : : . es supérieurs, On X
Ps que ces €quations représeatent tou i Os voiten méme:

¢t qui ont des contacts & Jouss des courbes enveloppaates .

un ordr S av ;
reprisontées pu s by © drc': d'o.n?e avec les courbes enveloppées ,.
ir I ; - primitives complé relle
constantes arbitraires varient J’ Aoy
supplément et de complément ¥ |
dans la premiére partie (.0

. dans 1ésqaelle les:
2 o EEREE Sarts S. CS=
u?ﬁ ’GO}JrZe 4 Paucre, Ceci Pe‘ut' servir de:
a théorie des équatio CLPERE servlrec
7 ns primitives exposée:
A 72)- LVES EXPOS¢
ureste, demém , ) |
, e que les quatre équations ci~dessus £ o
f(xiy)a,b)I:O f/<a)+ b , xay,a,5)=or
s} -—f([;)____o y ; s
2 [ (aY + LBy =0,
bl . v
une ¢ ; g
enx,yety) ces équati o o Hnecquation du premier ordref
¥’ ces equations donperont gzl B

donnen *éliminari
t> par Pélimination de 4, § et

ement , par "élimination deces
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4

*rois de;’niéres,quamités,”u_ne;éqﬂa_tion ena,bet LA qui renfermera
les relations que doivent avoir entrelles les deux variables a et by Jon

Pon voit que ces quantités qui sont indépendantes entr’elles dans chacune

des courbés' ¢nve10ppé¢s , ne le sont plus lorsqu’elles se rapportent ala

courbe enveloppante. “On t:duvera’ des résultats semblables pour les

équations et les courbes des ordres supérieurs. e

‘129, Supposons qwon demande la courbe qui aura dans chacun de ses
points un coatact du second ordre avec un cercle représenté par équa-
—ay + (3 — by==c*, et dont les ¢lémens du contact

tion (%
a,b,caient entr'eux la relation déterminée par I’équation ¢ (2, b,c)==o0.
o La\"niérchc,naﬁlréﬂé ‘pour’ résoudre ce probléme, serait de substituer
"dans cette éQua'tio'n‘ les valeurs des élémens a, b, c trouvés plus haut
(n° 2118 ):,"ce‘qjui ‘donnerait une équation du second ordre, d’ou 1l
* faudrait remonter & ‘Péquation primitive. ) -
o , sans chercher cette équation du second ordre , on peut d’abord
conclurejfe ce qiie nous venons de démontrer.,.que I'on_aura scn ¢quation
‘primitive compléte , en supposant les quantités a , b, ¢ constantes , ce qui
“edonnera la mémie équation au cercle. On en conclura ensuite que la
méme équation admertra aussi _une équation primitive singuliere du pre-
mier ordre, q’il’dn‘cbtiendra en faisant varier les quantités, 4 b, c,de
manitre que les équations primes et secondes de Déquation au cercle
soient les mémes que si ces quantités étaient regardées comme constantes;
et que cette équation primitive représentera alors la courbe ou les courbes
formées par laréunion detous les cercles représentés parlaméme équation,

Cest-a-dire, qui envelopperont ou embrasseront fous ces cercles.
Cette équation sera donc , par les principes établis ci-dessus, le résultat

I r
4

de Pélimination des quantités a,b,cet—r,—7 entie les trois

équations (x — a)’ +(y-—b)‘:::c:,x—fa +y’(y———b):—_:o,

@(a,b, ¢) = o,et les équations primes de celles-ci , prises relati-

. . b
vement aux seulesvariables 2, b,c; avor, & ——a- ~ (y — b)

. T
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)= o

MAIS
5 comme cette equatlon €n x Cty POUI‘I‘BIC s€ presenter SOUS UI IS
orm
I} 6189867 COl’llPthCE, il sera PIUS SIIUPI(:‘ de chercher 2. detern r
]Il
es valeurs mémes de x et y par une tr0151eme varrabie, ]E

Pour cela, on éliminera d’abord ¥ > au moyen_ des deux equam
ns

x —a-+ — b)) =— E
y(y( )5) Oetl-[-—y :Q,Oﬂ aura celle—a-
a (v — : ‘

7 —= 0, qu1 érant cornbmee HXEC

X —a —
(x—a)+(y —b)y==2c, donnera sur-le-champ

XZQ+W,}_B_+

e -
73 b’ :
De plus Ser o k
plus, st on substitue ces mémes valeurs de x et Y dans lequat :
IOB,

R O Y
(y )= —— > 01 aura Ccﬂe-a,

“/w{ [1"" bl" ) D ;‘ i;_» 7—';‘;:»-7 '

laquelle ¢ 5

nt combinée avec 1’4
\ équation
Ie Prol)c me q e(a,b, “) o &Onnee par

servira
R & déterminer deux des trois variables a;b,.cpar la

troisitme ; m
oyennant quoi les valeurs de x ety seront
cette seule variable. 7 e ezpmmeﬁs =

130. Comme [ - : , : :
> € les quantités g '
et b sont les ¢ ; e
oordonnées de [a : :
. . COU“be qut

est IE Ileu d\. t : 2
I S S
S QS ‘
( )
ous les cent € des ce Cle ascuiate I's IZ Z z (5 S] o

suppose cette ¢ : u u r
Ia Lll)elle 5 ourbe ,donnee » O aura une équation entre a 5 P

n pourra dérerminer b en g, “Soit donc b =— AR 5

9 @ a, ‘on aura.

b/ — 4o
@a,etdela ¢ — 4
=V 14

ar -
par 4 la fonction primitive de o Vi< @ e deswuant
h étant une constante arbitraire ; ! P, on C‘_A_,—ﬁ
s s enpeiante <t s cesvaleurs de b er ¢ érant substituées

N » ¥»> 01 aura la courbe ch

Ous remarquerons mainte) cherchée
hant que , quelle que soit la courbe de-s

centres , équarti /
on ¢ =— !
Parc de cett = V(4" 8% fai voir que le
€ courbe ( VOW,{ ciapr : le rayon ¢ est égal &
—aprés | pe

nem . . . .
CRUNE s CCt arc, on aura ¢ —e g + 7 234 ); de sorte que si om
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- Nous remarquerons de plus que le rayon ¢ ¢ sera nécessairement. tangent

ala méme courbe ; car langle quela tan@ente de cette courbe fait avec.

(n2 14.) et comme le rayon

laxe a pour tangente 1a quannte

du cercle osCulateur est perpendxculaxre a\vla courbe dont les coordbnnges sont

x et y ( nlit 5 ) la tanfrente de 1’augle quil fait avec l'axe sera = — »yl—
B 0 bl /

-( ne 2 14 ) - gn vertu de Péquation 1 -+ + — 03

‘donc ) &c. . ' -

Mals quoxque cette propnete soit + démontrée de cette maniére , il est

,bon de’ falre voir quelle est une conséquence nécessaire de Panalyse

employee dans la solution de la question. Pour cela , nous reprendrons

“les deux ptemieres equauons (: x—a) -+ (y—by=cetx—a

+y(y—-b)——o,lcsquellesdonm.nta__x V(IJI_,,) et

5. et nous ohserverons que ces expressions de

b=y + T

S
a et b peuvent representer a Ia fms les coordonnées de la perpendiculaire
2 la courbe dont x et y sont les coordonnées , en regardant x €t y comme
constantes., et ¢ comme ‘une Vartable , ainsi qu'on I'a vu n.° 115, €t les
coordonnées de'la courbe-des centres en regardantx ety comme variables,
et ¢ comme donnée en x et y(n. z116).

Donc la perpendxculaxre dont il gagit sera tangente de cette derniére:
eourbe si la fonction prime de b, regardée comme fonction de a, est la
méme pour la droite et pour la courbe (2.7 227 ) 5 ou, en general si les
valeurs. de a er de b’ r‘,gardees comme fonctions d'une troxmeme variable-,.

13

sont les mémes , et par conséquent ausst , si les valeurs de —— et ~——sont

les mémes , soit que les: quantités ¥ ety soient traitées comme variables

ou non , Cest--dire , si dans ces valeurs les pam(,s dépendantes. des.

variations de x et y sont-nulles; or, ¢ Yest ce quia lieu en effet , comume

on'le voit par les équations a’ (x —a) + bV (y — b) ce et

b
et de —

S 5’3/ — C qm servent & la deternunatlon de
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et qui sont les équations primes de ( x — a )* + (y, —-. by
x— a4y (y—>b)=—o,eny traitant x et ¥ comme constantes’

et a, b comme seules variables.

Donc uisqu ’ k o
, puisque le rayon osculateur d’une courbe est par—tout tangent

2 la courbe des centres , et est en méme temps égala uH arc de cette conrb

il s'ensuit qu'il peut étre pris pour ce méme arc étendu en hgne déonzl o
qu'ainsi toute courbe peut &tre regardée comme formée | pa Te dé el .
ment de celle qm est le lieu des centres d@s cercles osculateur it DPPe"

meme temps Vexplicati ndun radoxe qu n 7 :
plicatio paradoxe q ise prése te, Iorsqu on cherche ’
2

par les rormules connues, la courbe formee par Ie deveIo
courbe donnée. i

St o
; n substitue dans quuatxon de cette courbe les expressmns d
Coor OHD(.,CS a et
benx, ¥, yery' ona évidemment une equanon du

SzConc
on]l ordre, d’olt il parait s’ensuivre que l équation en x et y de la co 'be
l‘ 2
herchée devrait contenir deux constantes arhi N
rhitraires , tandis que la géné-

rat ] D P

1o de ceree COUIbC ar }e dei/e].o PCIne’Jt de ia CDUI‘bE éOnnee n adn et

CJlI une Q(?Llle constante ﬂIblfI alre dependaﬂt du Polﬂt Ou CommenCe Ie
3

développement,

Larais
on de cette dxference consiste , comme nous venons de }e demon

trer , en ce que 1’4
, que Péquation de la courbe prodmt par le déve Iopp\,ment est

l.rOJreant Jequatlon pilmltl '€ COoI l)efe ( lI] c 1 8 (H ]) e]nlef
Eq atl n

, & q q a n l 1 1 i Slﬂg 1 q

{ re ] Hest elle ]“enle ue le ua “O 2lgin] I ve ul Ere dele ua-

t;OIl du SeCOﬂd Or dIE dODDee Paf ]GS COI]dItIOD
s

Sa nature ne
s peut point avoir de constante arbitraire : ; de sorte quil

ne peuty av olr qu LUg constante

arbitraire
primitive, , ire a raison de la premiére équation

131, Il y a un
wmdmmin N geore de questions qui-, quoique m&ependanteo de Ia
copside tangentes , peuvent néanmoing sy rapporter. C
es quon appelle de maximis et min; P G
inimis , et qui co
pour une fonctio ’ l et 2 trouver
P e o nlao?oee d'une variable , la valeur de cette vanable qui
: ¢ 1a fonction la plu
pus grande ou la plu
s petite, Comme

seront. paralleles a laxe des abscisses.

du pronleme , et qm par .
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Tes courbes ne sont que 1 la representatxon ou le tableau de toutesles valeurs,
de la fonction de Pabscisse , représentée par. Pordonnée ; il est visible gue
la_question de trouver la plus grande ou la plus petite valeur d’une
fonction donnée d’une vanable revient 4 déterminer la plus grande ou
la plus petite ordonnée de la courbe dont cette vanable serait- 1’absc1sse ,

et la fonctlon donnée: serait I’ ordonnée.

fa courbe suffit pour faire voir que ces ordonnees
ent aux points dont les tangentes
Si la courbe est convexe a l'axe,
est concave 5

Ory l’mspectlon seulede.
ne peuvent ctre que “celles qui repond

[y ordonnee sera alors év &emment ‘un mmunum, et sx la courbe

, Iordonnee 'st un max mum._'

z f4.) que la tangente delangle que la tangente d'une

- Nous avons Vu (ns
ant ordonnée

ourbe fa&t avec Taxe, est exprimée en général par y', y €t
abscisse x ; dong , pour que cette tangente
or, si Pon fait

¢6), qui déter~

qulon suppose fonction de ¥
dewenne psrallele 4 laxe, il faut que Pon ait y' = 03
o dans les expressxons des coordonnées a et b (.2

A a=x, b__y—l——zf-——

mment le heu du cen:re da cercle osculateur on

d’ou Pon voit que s1 y” est une quantité positive, ce centre tombera au—del
de la courbe qui sera par conséquént convexe VErs 'axe; et que si y"
est une quantité neganve le- méme centre tombera en-deca de la courbe ,
Cest-b-dire, ‘du‘cbté de Paxe ;et que par conséquent la courbe sera alors
concave vers l'axe, "Donc la fonction y sera un maximum , Ow Un MIRLmuN
' Iorsque sa fonction pnme y' sera nulle ; et , en partxcuher , elle sera un
minimum , lorsque la fonction seconde y" sera en méme temps une qv\amite
posmve et un maximun , lorsque y" sera une quantité négative : ¢ ‘est en

quol consxste la methode connue de nzaxums 6t MIRLMLS,

ile de faire voir comment cette méthode

13z, Mais il nlest pas inuti
fonctions , sans la considération

peut se déduire directement de Panalyse des

ou le minimum.
imum , i fandra
indre que la

mtermedlalre "des courbes.
“Soit fx 1a fonction de x , dont on demande le maximum

Soit a la valeur de x, qui repond au maximum Ou au min
que la Valeur de fa soit toujours ‘plus grande ou toujours mot



puisse étre, car une quantité est censée devenir un maxmzurnou‘un mzmmum,
lorsqd elle parnent au terme de son’ accrmsqement ou de sa dxmmuno

le méme terme. Consenons xala place de a, 1a CODdItIOB

seraf(x—i—z) <fx ouf(x +z)———ﬁ’fx<o et cellevdu

€t arretons- nous dabord aux: deux premlers termes,
f(x +z):fx+zf’

renfermée entre Ies limites o et i

Or, nous avons déja vu (n.° 22 o) qu on peut prendre i assez pent‘
pour que la valeur absolue du terme i f’x soit plus grande que CeHe du
terme

f"(x 4+, et qualors cela aura lien aussf pok [ toutes Ies] :

valeurs de ¢ plus petites ; donc la quantité if'x + ——f”(x + ])‘

devierdra alors positive ou négative , suivant que la quantité ; fx le sera;

mais celle-ci change de signe avec la quantité [ ;

Llue la condition du maximum ou du nmumum ait
nait flx = o.

donc il sera lmpossxbi
liew, 2 moins que Pon
¥ £

Prenons maintenant dang le deweloppement de f(x + ) un terme. &e
plus, nous aurons f(x 4+ 1) =fx -+ i ifle 4 L f”x LA,

f’” (—’( 4+ ) donc, a cause de f'x = o, il faudra que l’on alf———f”x +

11
3 f"(x 4 ) <o pour le maximum , et > o pour le minimun. Oﬂ PeUf

re £ assez petit pour que la valeur absolue du terme -

\

ausst prend
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f”’ (x +] ) 5 alors la quafltitéfj

soit "plus’ g'rande' que ’c‘ellev de - ;_ ;
s f” . : . i

que celle de —-— f” % le sera. Donc puisque la valeur de i*est tou]ours

suivant

1 W
Posmve il faudra pour le maximum , que Pon ait f X <0, et que, po
le minimum , Yon altf”x > o. '
- Silon ava1tf” x =0 ,alors reprenant le développement de f (% +1).,
et employant un terme de plus on aurait

f<x+z>-—fx+zf'x+ f” f’”x+zﬂf“(w—1>»

donc, , puisqu’ on supposcf’x: oet f! x==o, on aurait, pour le maximurm,

'-f”’x +

la conditidn» f (% ) < o; et pour le minimum,

T3E 7

~la condmon opposee. Or, on peut prendre  assez pent pour que la valeur
' ’ v _J_
absolue du terme —— f’” x,surpasse “celle du terme f (x4+7);
alors la valeur de f’” — 7 (x +j ) sera positive ou

2:3-4
ﬂ”x . mais celle-ci change de signe

négative , suivant 'celle de -

avec la quanme i ; doncil sera lmposmble que la condition du maximum ou
£ J—

du minimum ait lieu , 2 moins quon n'ait f x = o.

Employons encore le terme suivant dans le déve Ioppement def( x+i),

" it 1v+
onauraf(x——i—z)h——fxﬂ—zf’x—,--——f %+ f o5 —_f
—_— fr(x4j)setles conditions du maximum ou du minimuim

2.3.4.3

deviendront

f“ f(x+1)<oou>o,
2.34 7-345

me
3 cause de f'x =o f” x=oetflx=0. On prouvera ici, Coﬂ,m s
terme affect
plus haut , que Pon pourra prendre ; assez petit pour que le

’
. aie du Sl ne > de 16[1[16
E - 15!11‘ C €'St"a dlle abstractlon f g V
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us gr 4 S s STt
plus g aad qctlle Pautre terme affecté de i, et que it it e
somme des g . s pal consequent.
eux termes soit nécessairement positive ou n’éga{q* ,«t',i fa
ative:, selon

Y
que le terme ——— " x | il ¢ V Ty
x le sera, Dot isé
2, *
. T ou il est aisé de conclure, 4 cause’

ue 1% est i . .o ; , e
q ) .tOU]OUr‘S une quantité positive , qu’il faudra , p =
que l'onait f“x <o . > pour le max:

> et pour le minimum , f" x > o ; et ainsi de suire
> 3 €t.alnst de suite,

133. D’enc , en ’général , sl y est une fonction“r : i
on aura dabord , pour le maximum ou le minimum Iquec
laquelle donnera la valeur de x , ensuite y" <oou s C“OD ‘
::]\peft: ce quz nous avons trouvé ci-dessus ( 7.7 z31>):' OI\ZE:

e trouver i | faudra i
e :eoplus que si _yj’:o > il faudra que l'on ait au L
Temps " = qin,Siec;]sult‘e ¥" < o pour le maximum ,-'eftj"“'> © -
quekonqu,e ‘P;ir dis{;;;l;t;. Eﬁ %en;%ral » i une fonction dérivée &
. . ] audra R -
suvant disparaisse aussi » et que la ,suigzztsadefol?:ftéiz ,de."l:grfjhf’ unpalr
te de Pordre pair soit nég

cour le maximu positi les
pour le maximum , et positive pour le minimun

Sifa foncti s
ction y n'est donné . - e
Y née que par une équation F (x, y)=o,
4 ¥)=o,

il o'y aura . 1 ; .
ot f‘?r / qua prendre I'équation prime F' (%) + Y E (7))
thareyv = 0., ¢ . sy . . P EL ) =
rvee F% ) > ce qui la réduira 4 celle-ci F'(x)=o0,1a -1')’,) 7 05
X,y)==o0 oy ddea: == 0 laquelic combiné
I ozau ©»serviraa déterminer les valeurs de x et E i ce
minimum, Ensnite on pre 1 ) ¥ repondant aw
de méme 3/ = o - on prendra U'équation seconde, et fai
les vale [ on aura la valeur de y", dans | 11 R St
s valeurs trouvées dex ety et on oo » d aquelle on substituera
maxi .. 4 rra - Loy
vimum o du minimum ; et ainsi de sui Juger, par cette valeur , du
e suite, ) :

51 la foncti v —
ction v/ ] Y. o N
:)’ > Ollf X, CICVGDBH‘ mﬁnie 5 c’est é dlre S- L
: > 381 —+~ == o0
25 =

ce SCrait une marque ([ e
a ue ue ;
]\. developpemenf dcf(x —r'l i) Coﬂrlef‘dra.]
B 7
.

pour la valeur trouvé
ouy ,
Letn (negr etee de #,un terme de la forme 4/, m érant ¢
on pourrait conn’aitr o C?nsfljérant la courbe de I’équa;fon —m e}m&
€ par la for ¥y = fx

. m ~JT T

la fonction y est un maxip e de son cours dans le point donné, si
um ou un- minimum (0l 120 ). On PO 2
: . O urrait-

méme donner

r pour cela des ro -

trop de . des regles geénérales is qui L
notre Ob}e[‘. » MAaIs qui nous ecarteralent

cédentes pour la det

"rentiel , on pourra en faire,
" général, la courbe représentée par Péquation y == fx,

s nous venons

tive
. “proposée-
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é,tero_né pas a don.ngr des,\exemples des r_é_gles pré-
ermination des maxima -et minima ; comme elles
vec celles que Ton connait d’aprés le calcul diffé-
les. mémes applications.

Nous ne -hous arr
gaccordent en tout 2

ala détermination des aires des courbes ,
drature des courbes. Considérons, en
y étant I'ordonnée

134. Je viens maintenant
‘qu'on appelle’ ‘commuinément quo
3 Pabscisse x dont elle est une fonction
ar cette courbe , Vaxe des abscisses et une
aussi déterminé par une fonction de
ignerons par Fx. Supposons que x
ndra F (x 4 i), et il est clair que
tion de lespace correspondant a la
s deux ordonnées fx et f(x =4 1)

Or gelle que soit la courbe
2
gure , que si les

rectangulaire correspondant
donnée. Lespace terminé p
‘ordonnée ‘qﬁé‘lc,’oh'qué'lyi,ﬂ ‘sera donc
a émi“'abs,'éissé %y quenous dés
‘devienne x + i - cette fonction devie
F(x+4i)— Fx sera alors la por
pé‘f’fie ; de Paxe; et terminée par le
répondant aux -abscisses et x o+ b
S0sée “V".llﬁ,%v;,eis,t\ffaig_é‘;dé;».u'_s_ﬁi convaincre , méme’ sans fi
ordonnées vont en augmentant , ou en diminuant’ depuis fx. jusqu’a
f{x 4 i), Pespace dont il Sagit sera, dans le premier cas, plus grand
que Tespace rectangulaire ifx, et moindre que Pespace rectangulaire
if(x +1), etdans le second cas , plus grand que ce dernier , et moindre
que le premier. Donc il sera toujours nécessairement renfermé entre ces
limites ifx et Pf(x i), lesquelles seront par conséquent les limites
de la quaniité F(x + i) — F x qui doit représenter c¢ mémne espace.
Développons les fonctions flx4i)et F(x i) suivant la formule
du n’ 53, et arrbfons-nous au premier terme pour la premiére, et aux
deux premiers pour la seconde o aura f(x +i)=fx + iff(x+7)
Fi(x +J)s ol j est une

et F(=x —{—i)::Fx—i— L Flx lz
cnctions,

quantité indéterminee qui peut n'étre pas la méme pour les deux fi
fermée entre les limites o et i. Il faudra

mais. qui doit toujours &tre ren

donc que la-fonction Fx soit telle que la quantité i F' x + —— Fi'(x+))
imites i fa et if x + Pf(x+i)s quelle que soit
‘ Vo2

soit renfermée eatre lesl



la valeur de L . Sl TR ~ ‘ - : LT
o i, et par conséquent en prenant ; aussi petit qu'on vo o - DES FONCTI ONS ANALYTIQUES. 137
¢ rI, intervalle entre les deux limites érant 7= 1ae +) q;l(_)n{vouar'a._ que Ta solidité serait exprimée’ par la fonction primitive de f

¢ la quantité dont il s’agi ) . . J.) s la différen, ~ T e i S R S

, git et de 'une des limites, savoir i(Fla—f i pe\ désignant par F x la solidité , la différence F(x + i) —Fx exprimerait

¥k la portion du solide comprise entre les deux sections f(x -+ i) et fw s

t nécessairement intermédiaire entre les deux solides
if (% -4 i),en prenant la quantité i aussi petite
‘on conclurait , comme ci-dessus , F! s==fa

~

x. Car

o
5 Fl'(x 4 ) devra &tre moindre que i f (x 4 7)., abstracei ‘
faite des signes de ces quantités. Mais il est aisé de - J ) abstraction et cette portion serai
condition ne peut avoir lieu po'ur - 1 A?Siame de .ptgngergque cette prismatiqgcsi ifrx”cf't
voudra, a moins que le terme aff'ecté dee'- va e:UY de P -avssf,',geii‘re' 'q{i’é‘n qufon'*youd#f%i?;rs, doul
pourra toujours prendre 7 fel € _z qe.fiJSPa;axs;fz; C_,"i;,,f‘?uff_em‘ént o A = ‘ R _ .
el que la premidre quantité soit plus | i I35 Le prpblgme de 1a. quadrature des courbes est , comme 'on voit,

g e g el le probléme le plus simple de Panalyse inverse des fonctions, puisqu’il ne

e ' er la fonctien primitive d’une fonction donnce. Nous

ue la se , puisqu’i )
q conde , puisqu’il suffira que 7 soit <.

consiste qu’a trouv

On aura done nécessairement F/ = fx;et e L : avons indiqué , dansla premicre partie (7.0 64 et suiv.) les moyens par
" . . ~ == s et cet g Sl Sl e e . . AN .
la détermination de la fonction. FF X, uis,' y ‘t? candition suffira pour - _ lesquels onpeut faciliter cette recherche ; nousajouteronsiciune observation
: . 5 u ~ 3 R e Uasir Lot p - )
chose que la fonction primitive de ]’” putsquon voit qu'elle ne sera autre . essentielle. i
Donc tné . c ) . il : . : .
» en genéral, la fonction prime de la foncrion auh T ° . Comme 1l est souvent avantageux de -substituer d’autres variables 4 la
qut exprime Vaire place de celle qui entre dans la fonction’, pour simplifier ou décomposer

d’une courbe par Pabsci ) ;
cette courbe ;pet f:ziliscrlzse’ st la fomfnoq qui représente Pordonnée de - " cette fonctio “daut lus simples , il faud blier alors d
¢tre que la fonctio proquement, lafonction'qui ‘ex}jﬁ‘r‘rfé“ff’é‘jif‘eﬁ i o= c e en ¢ autres pLS ,Sm-P ¢s, Il Do faucra pas onpuer aors o
o : n primitive de celle qui expfime I AR IR PH - ~multiplie ﬁng)cgiig.fiont il gagit par la fonction prime de sa variable,
‘wuﬂ‘flo? d'une courbe étant donnée pour ay gmrr}e Orc—fo.nne,e, Alnsi, En effet, nommant u l'aire de 1a courbe dont y est'ordonnée , et regardant
foiscr;:,;mr? ; I‘a quadrature de la coérbe , ila;?;ra]uizpref?mp de .l’gife > y et u comme fonctions dc? %, NOUS Venons de'voir, que ]’onia“,u}; =7y;
: primitive de celle qui représente Pordonnd qua Chercher la mais si_on suppose x fonction d’une autre variable, et qu'on désigne par
) cette fonction primitive une constante nnee, et on pourra ajbutgg- %! et  les fonctions primes de x et u prises relativement a cette nouvelle
w:refm{ner,ﬁ par la condition que Pexpressi a‘r?”r?n-e (na 62), quon 2 i fﬁ bstituer —— 3 la place-d ’f 2 6 | i
point ol Pon voudra la faire commenie; sion de 'aire devienne nulle au variable , 1; gudx"a substituer —— 2 12 place de &' (n% 63 ), ce qu
) 3 e ddhher:a u =y x' ; et ainsi des autres formules semblables.

Nousav
ons supposé dans [
ns i ; s ot
en augment : . idnalyge précedente uel r .
gmentant ou en diminnant > que les ordonnées allaient

condition n'aurait pas liew o4l dePU.IS f% jusqua f(x 4 iY; cette
~ miils Yy avait entre ces deux ordonn,ées ur: '
5 ms
est Clail‘CZT’Zf Ojn b Pl‘efldre ]’iﬂte?‘valle L aussi
F ) enodech gy ora tosjours faire tomber la Nousp
a conclusion que néus eﬂ";ix”’lufﬂ ’Ou du minimum; et q‘njg adopté par tous les géometres anclens €t mo
ons tirde, demeurera toujours lignes courbes , ou composées de droites , ayan
' ) du méme coté et les mémes termes, celle qui re
longue. Dol il suit quun arc ‘de courbe tout con

on ro i A >\ ‘ : ] p
prouverait de la mémé maniére - plus grand que sa corde , 'et en méme temps moi

C
13
C

[id

e de la quadrature des courbes, se présente

136. Apiés le problém
ectification , C’est-a~dire , de la détermination

naturellement celui de leur
de la longueur méme de la courbe.

artirons, pour la solutionde ce probléme, duprincipe & Archiméde,
dernes , suivant lequel deux

¢ leurs concavités tournécs
nferme Pautre est la plus
cave du méme cOté , est
dre que la somme des

/zza)'rim:mz Ou un minimum
pett que Pon veue, i
scconde ordonnée f( x
par conséquent |
la méme,

) ..
5t la fonction fx exprim

1 . . ait l’ai . -
verpendicu \ re de Ia s g
P lairement & Pabgc ection d'un solide, faite

1sse x

-
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deux tangentes 0
ces extiémi 23

i
celle-ci sera, a plus forte raison , momdre que 1arc de

DxUS Sl on con -
, s1dere les deux trxangles opposes au somme :

tange
Uf«. entlere sera plus lougue que la somme des deux omon d
gentes comprises entrée | g y i
< eur point d’intersection et les extremltes de larc
onc elle sera aussi plus longue que larc, ' .
Cela | G
. posede ¢tantordonnée quirépond 2 P’ abscisse o f! % sera (n k 74)
angente ! s
b tane Ld ¢ Pangle sous lequel la tangente de la courbe, a lextremxte ‘
e /e ordonnée , rencontre I'axe des ahstisses ; donc v [+ zf’x) ]
= Ly 1 /
10rdonr]|éef-j—et(l£l;c) ] sera la partie de cette tangente compnse entre
Dy e fxerh cormcej(x -+ ) éloignée dela premigrede lintervalle:
niere , ! .
ot Lot o e don aura f' (x ~ i) pour la tangente de I angle
gente de la courbe & Pextrémité de 1’ordonneef(x +i)

rencontre 'axe, et op
trou»eraz\/( 1 [7
artie de St P
;(x (L>ce§te tangente comprise eakre les mémes. or?ic?nngeeffx :
+ o1, pour plus de simplicité, ¢ x = v/ [1 4 (ffx) ]et
1) pour les deux tangentes mendes aux  ~

onaura 1 g xet g (x +
deux extr
xtrémités d
e l'arc de la courbe compris entre les ord
, €t terminées ) i
ces mémes ordonnées :
,

Fle+1)
donc Ia lonaueur de

el
cet arc devra étre renfermée entre les dey
eux quantités 7. goxetzga(x-‘l—l)
,

v

' f}e etlautrefﬂc +zf’x, et la sur!
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en aonnant'a L une valeur ausm pente qu ’on Voudra. Donc st @ x est la

foncnon de x qu1 exprime - Parc de la courbe il faudra que la quantité

®(x + i) ——cbx expressmn de Parc compris entre les ordonnées f x

et f(x —l— z),,'so1t comprlse entre, ces deux=cii pxeti ¢ (x+1i),

01t i;d ou’, par un raisonnement semblable & celui- du :I
- ¢ x. Donc , pour avoir la longueur indéfinie
: audra c! ercher la- foncnon primitive de la fonction ¢ x ,
et comme on peut ajouter une constante arbi-
rimitive., il faudra déterminer cette constante de
pression de 1’arc s evanomsse au point ol on voudrale

si on nomme s 1arc de la courbe dont les coordonnees sont
] en reaardant y et s comnie fonctions de x, 1’équation
Sfriety = =— f1x.Etst x et y étaient
ons d’une autre varxable comrne ¢, alors, en désignant
nons pnmes relanvement a cett\_ var1able il faudrait

il place dey et s/ (n.° 63), cequi donnerai

y (x" += y”) entre les coordonnées et Parc.

cette equ'mon §

1 37 81 on 1magme que"la cou‘rbe proposée tournant autour. de 1’axe
" des abscisses s engeadre un: conoxd\. 5 il est visible que les denx erdonnces
fx et f (x + 1) décriront ens méme temps deux cercles dont ces

rayons , que Parc de la courbe: compris entre ces

coordonnees seront les
les deux tangentes

donnees decnra une zone conoidique , et que
s.de cet afc décriront des zones conigues , entre
que sera necessmrement renfermée. Or , on sait,
surface convexe dun cone trenqué est égale a
emi-somme des circonférences des deux bases.
la circonférence du cercle dont le rayon est

e comque décrite par la tangente £ @ x , s€rd

ux extrermte
lesquell es- la zone con01d1
parla’ geometrle , que la
son €oté mulnphe par lad
Donc, si on désigne par T
— 1, lasurface de 1a zon

—_—

i ¢ xw(fx-l--—-‘f/ x) p\nsqu

e les rayons des deux bases sont, Pup

face de Dautre zone , décrite par la



160 THEORIE

tangente i 7 (x + i), seraig (x i) = [ f(x -+ i)—f‘-i.‘ﬁ(x +i)1;

car il est facile de voir que les rayons des bases de ce tronc de cbre

seront f(x 4 1) et f(X +i)—if (x 41).

Si donc on désigne par ® x la fonction de P'abscisse x qui exprime

la surfac§ Sm conoide , 1 es.t clair que la zone conoide sera exprimée
par la difiérence ® (x 1) — P x, et que cette différence devra

et iwg (x 4+ 1) [f(x—l—i)——%—f’(x—i—i)],'enlcvlboﬁi?:a’ﬁt

¢ une valeur quelconque aussi petite qu'on youdra. Dol Pon pourra:
conclure , par un raisonnement analogue 4 celni du n.° 134 . iiué*cette
- . . . - ; . > ) &
condition ne pourra avoir lieu, & moins que Pon ait & x == 7= gxfx
frmt— ! 2 on
7rfx Y [t 4 (f'x)*]. Donc on aura la surface du conoide-
proposé , en prenant la fonction primitive de la fonction = £ x Y[ 1+

(5], owmyy (145"

trre renfermée entre les deux guantités ¢ : Loy
q 7@ x (fx + — flx)

iz S Fp oédnér: 1
_,b En général » supposons que P'on cherche la fonction F x par cette
condition, que la différence F (x - i) — Fx doive &tre renfermée

cotre.le { 1 ] 3 3 ]

« -efn:sn c;eu.x ;_quantltés z.f(x si)etip(x, i), fetep dénotant des

ftoncnions donnees de x et ; telles qu’en faisant i = o, on ait fx=—o¢x
.. . . . ? — ?

et que cette condition doive avoir lieu en donnant & / une valeur quelconque

aussl petite quon voudra. -

e
En employant le théoré i
ploy oreme des n.** 52 et 53, on réduira la fonction

(z +i)aFx34 [Py + —— I (x + ), et les fonctions
r : YL :
S x,0), 8 (x,0) afx 4+ i fr (x,7), px + ig (x,7),la

quantité ; ¢tant 1Adé i i ;
uant J tuant fidéterminCe , mais comprise entre les limites o et 7, et
pouvant étre différente dan :

Ry i
Pt e & feren sles différentes fonctions; les fonctions dérivées,
marquees par ', F serapporrent 4 la variabl les foncti Erive
maraes Farf/ PRSI e x, et lestoncrions dérivées,
) e rtent 4 la vari ] 1
i variable /. Donc, puisqu’on suppose

- .
P . . :
Jx =12 x,la condit t 1l Sagit edui
wn dont 1] sagit se reduira a faire en sorte que la
it I
uantisd § P o 8

(x4 soit i
2 ] comprise entre les deux

quantités

" fonction cher
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quantités fx 4 2 f" (x, Yy etifx 4 2@ (x,]), quelque petite -

que puisse étre la valeur dez. Donc il faudra queladifférence i (F' x —fx )~

+ [-i——F” (x4+7)—f(x,))] ne-soit jamais plus grande que
la différence * [o (x,7) — f'(x,j)]; mais tant que-le terme
multiplié par la premiére puissance de i ne sera pas nul , on pourra toujours
prendre 2 assez petit pour que la premiére quantité devienne plus grande
que la seconde , car il suffira pour cela de prendre { moindre que la
o ":"f £, abstraction faite du signe de cette

Fi(z+i) -
la condition proposée emporte nécessairement celle-ci
o, et par conséquent F'x = fx; Clest-a-dire,, que la
erchée Fx, devra étre la fonction primitive de f x ; et pour
avoir la valeur complete de F x, il faudra y ajouter une constante arbitraire,,
n déterminera par les conditions de la question,

B 3"'9'. L ,ﬁeé,_”/;“)‘l_‘aﬁ,e‘s, _appartiennent 2 la géométrie de deux dimen-
sions , et ne dépendent par conséquent que de deux coordonnées. Les
courbes ‘a_dou}:;le'courburc doivent appartenir i la géométrie de trois
dimensions.,, puisqu'elles ne peuvent &tre tracées que sur Ja surface des
cdrp’s“'sbli'dés"; -aussi -dépendent-elles de _trois coordonnées perpendi-
culaires entre elles, dont deux sont fonctions de la troisitme , de sorte
qu’elles ne peuvent &tre représentées que par deux équations entre trois
indér,erminées;z-;f LT P -

Soit donc pour une courbe quelconque 4 double courbure y == fx,
F =@ X%, k4 étant les troisjcoordonnées rectangulaires. Soit de méme
pouf une autre courbe donnée ¢ = Fp,r=%®p;p,q,7 étant paretl-
Jement ses trois coordonnées rapportées aux meémes axes que les précé-
dentes. Si on veut que ces deux courbes aient un point COmMmun po¥r

Pabscisse » , il faudra qu’en faisant p=1x , on ait aussig =y et 7 =13
donc y = Fx et { — & x. Pour un autre point quelconque répondant
A labscisse x - i, les ordonnées y et 7 seront f (x + i),e(x+41i),
et les ordonnées ¢, r seront F(x + 1), ® (x -+ i) ; et faisant pour
abréger d = f(x + iy— F(x4i),8=p(x+ iy ;?;(x +1i),
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11 est fucile de concevoir que la distance D entre- les points des derrs
cotrbes qui répondent 3 la méme abscisse ¥ -4 I:',“SEI‘% éxP;-iniée éaf
D=y (d* + ). De la, par une analyse semblable & celle quﬁ a
éré développée au commencement d\e cette seconde partie , on prouvera
que si fla = F'x, ¢/ x = & x, il sera inprssiBle gu’éﬁéurx}é‘z{mre
courbe donnée qui ne satisferait pas aux mémes conditions, puisse passer
entre les deux courbes dont il s'agit. » gt L
SiPon avait de plus f7 x = F¥ x-et cpe” x = ®"x, on p:ridu:‘vér‘aj_f,de la
méme maniére , quaucune autre courbe pour laguelle ces équ: :

: 1 . - - o T B E i B
raient pas lieu , ne pourrait passer entre lesmémes courbes; et ainsi de suite.

Ainsi, en appliquant aux courbes 4 double courbure les mémes notions
des différens ordres de contact ‘des courbes. ordinai‘rcs.,‘c;i{ conciura
que les daux premiéres conditions détermineront un contact du premier
ordre , que les deux suivantes. déterminerent un. contact duﬁséédﬁd;éféfé 5
et ainsi de suite, e

oo

En général, ennommant x, ¥, 7 les coordonnées dune é,eurbe_i"éro-
posée, et p, g, r les coordonnées de la courbe donnée , pour laquelle
cn demande les conditions du contact d’un ordre donné avec la courbe

TopPOse 1 f — ] : den
proposée , si F(p, g, r)y=o0,¢etd (p, g, r) = osont les deux
eqxjanons de la courbe donnée, on aura pour un- contact du premier
ordre, les quatre équations F(x,y, 7) == 0. F(x, _'y,, {)’ — 0

B ¥
® (x,y,7) =0, (x,y, 1) = o; pour un- contact du second
ordre , on aura de plus les deux équations F (x, y, z) = o,
@ X = M inst i » ot 1 .
j ( g Yo%) o et ainsl de suite, en regardant ,.dans:ces fonctions:
¢rivées, v et 7 comme fonctions de x. On satisfera & ces équations par le-
moyen des constantes arbitraires.a, b, ¢, &c., qui entreront dans les.
fonctions donnée Soutra sl
. . . o

’ or F((p,g, ryet®(p,q, r), et qronpourraappeler,.
comme ci-dessus ( n.° 21z élér ; ot
comme ¢ cosms Ln” L 7, nenf du contact , lorsquelles- seront:

tionsde x,y, 7, y» 7, &c. :

; 140. Pr?nons pour la courbe donnée une ligne droite déterminée par les:
eux équations g =— — : P 5

a re?ni -357 741 +bp, r=c + dp; pour quelle ait un-contact:
er ordre -a-di :

: Jij ,,’c est-a-dire , pour quelle soit tangente. d’ane courbe:

quelconque proposce et rapportée aux coordounées X ,. y,.7 y O AULA-CES

£
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quatre__équaﬂtions ¥, _—:‘d - “bvx ,7=¢ dx , Y =05, {= d;
doh Pon tirea =y — y' ® , ¢ =1 7 x De sorte que les_

&quations de la tangente rapportee aux coordonnées p , g, r- seront

g=y—yx+yp,r=1—"1% + 7p-
Tl est facile de voir que ces deux équations représentent les deux
tangentes ‘des courbes planes-qui_forment les projections de la courbe
proposée sur les deux plans des & et y et des x etg(nz223); de
sorte que pour Mener une. tangente % une courbe 2 double courbure, il
;sufﬁravtoujours de mener les tangentes 2 ses deux projections , et la droite
es der s seront les projéctions, sera la tangente cherchée.

dont ces deux tangente

C 1L )
double courbure., .7
“Pour 'ax.foir ;He'la’ maniére la plus simple , les équatibns générales d'un
'ic'eréle:tra:c‘é sur un plan ’que‘lconque_, nous considérerons le cercle comme
formé ar‘l’iﬁ{érsé,c't‘ic}n-d’un: plan qui passe par le centre d'une sphere ;
ié:;:i-y'ay_ e “':l‘é,_{“;ceﬁ,tre de la’ sphere deviendront alors ceux du cercle, et
le plan sera le plan ‘méme du cercle. ‘

upposons-gu'on -demande le cercle osculateur d’une courbe 2

" L’équation géﬂérélé June sphére rapportée aux trois coordonnées
Pags Tyt o
v(pr-—’—_‘a)’ +(g—70bY) d(r—c)y=4d,

_ou a,b,c sodt les éoofdonnées du centre , et d estle demi-diamétre ;
ou 1ray'0n‘\'. L équation d’un plan rapporté aux memes coordonnées ct
passant par-le point qui répond aux coordonnées @, b, ¢, est en général

p—a +_m(.g————1:)+tz(r—c)=o,
m et n érant deux constantes arbitraires., qui dérerminent Pinclinaison da
plan a Dégard des plans fixes des coordonnées. Le systéme de ces deux
équations Teprésentera donc un cercle dont le rayon sera d , dont le
centre sera déterminé par les coordonnées a , b, ¢, €t dont le plan
dépendra des: quantités m €t 1.
Si donc on chaoge dans ces équations les quantités p, g, 70 %, AL

X 2
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et quon en prenne les équations primes et s=conffes, on’ aura ce; sxx

équations ¢ :
<x—-ﬂf+<y——bf+<{—~cf”‘_,3,,
x—adm(y—b)tnlg—c)=o,
x—a+y(y—0b)+g(g—e)=o0o.
1 +my + ny = o, e .,
L+ 5"+ i"z + ¥ (y=b) +4'(1—c)= o.,;f

.

my" - ngl o, ) , :

dont les quatre premiéres renfermeront les conditions necessaxres pour
que le cercle dont il Sagit ait un contact du premier ordre awec toute:,
courbe a double caurbure , dont X5 {serontles coordonnées y et {
¢étant données en fonctions de x ; et si on y joint les deux derniér :
aura les conditions nécessaires pour un contact du second ordre, c’est-a-d
pour que le cercle devienne osculateur de la courbe.
Comme il y a dans ces équations six quantités mdeterrm':

J, m et 1, on pourra satisfaire & routes ces conditions , et le cerclev ,
3 f_LhreJr sera déterminé de grandeur et de position. Mais, si on ne: -

demande qu'un cercle rangent , il restera deux indéterminées , ‘pour
quellcs on pourra prendre le rayon d, et une des deux quanutes e
et 1. Dans ce cas donc, Iéquation

s—a Y (y—b) 4 (— )=

déterminera le plan dans lequel se trouveront les centres de tous les
rcles qui peuvent étre tangens ; et comme le rayon du cercle tangent est

nécessairement perpendiculaire & la courbe , cette équation sera celle dun

plan perpendiculaire & a courbe »enprenanta, b, ¢ pour les coordonnées:
du plan.

=

Considérons maintenant le contact du second ordre Les trois ptemiéresﬁ
équations donneront .

— __.(ny‘mg”)d (n-—72)d ; ____ AYd:
et LR T T S o

en faisant, pour abréger ,

R:x/[(ny’~mz’)2j(n—{")’+(’ﬁ1—-45’1521’f

D'ES"‘FONCTIONS ANALYTIQUES | '1'55'

+yrs i
R E P =T T
e I X & CON

Cy TR — Oy A
,;_,y‘_y(l—[—_y + 1 /) //(yy/%jlz’z”) ,
T (y(/; + {I/z) o ( ) .

Zn Tyt ) (yy 15
- (y,}+ ) = 05 )

~

,k'.

rouver en méme temps les conditions

rer , et t
I_fp., Pour S en assu -y , : \ |
nécessaires: pour quelle devienne une développée de la courbe a double

urbure, il n'ya qua emgloyer des considérations semblables a celles
cour :

da n.° 130. L
Reprenons les Valeurade a, by c, tirées des trois premiéres équations. -

nous aurons. .
. . (n_y’—mz/)d

1 ‘

= x — R >
J . n—— d =
Ij:y+ RZ) >
. (m — y)d
e*‘i"*—‘““i#"’
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Ces expressions, en regardant les quantltes x, y, 7 ¥'s { , ainst: quekt»

m et n, comme constantes, et la quantité d comme seule variable’, donnent
les coordonnees de la droite dans laquelle est placé le rayon osculat :
mais en reuardam toutes ces quantltes comme 1anables, et m 7, “d
comme données en x , puisque y et z sont censées données en x, ces\'

mémes expressions représentent alors les coordonnées dela courbe des:
centres. Or, pour que la droite devienne tangente de la courbe, it faut-

/

que les valeurs de et , €n regardant betc comme foncnons,

de a, ou en général a, b, ¢ comme foncnons d'une autre. vauable -

quelconque , soient les mémes dans les deux cas. Donc Ies valeurs. de

’ / /
Z, , 2 , 2 devront étre aussi les memes , soit quc les quantltes

a, b, c,d solent seules variables , soit que les quanntes X, y {, 7

varient aussi en meme temps; par conséquent, il faudra que les equat}ons 3
qui déterminent ces valeurs, aient lieu egalemenr dans les deux hypotheses.

Or, si on considere. les équations qux ont servi a determmer Ies quan=

R i
ftés a, by c,d, metn en x, y Y,y et ‘qu’on regarde foutes ces

quantités comme variables 4 la' fois, il est clair que les deux equanons

+ 7' (1 — ¢) = o emporteront encore celle-ci;

——a’(x——a)——b’(y——b)—c/({_,c)_.dd/
qui n’est que lequatlon prime de la premidre, en supposant a, b, ¢, d
seules variables. De méme, les deux équations x — a.- ¥Y(y —10b) —[—
Plg—e)==oet 1y iy (y—b) + ¢ (—c) =0
emporteront celle-ci, : :
a/_]f_y/bl__;_{/clzo o ~

qui-est ¢galement P'équation prime de la premicre, en ne prenant que
a,b, ¢ pour variables, Ces deux & ¢quations ont donc la condition demandée ;
mais comme elles ne suffisent pas pour la détermination des trois quantités
a b ¢
T T il faudra trouver, de |

a meéme maniére, une troisiéme

cquanion qui conticone les fonctions primes a', ¥, ¢; or, les deux

SO G = s —a sty (7 —)

' Dans ce: meme cas
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i@‘ece&entes ayqnt bté. dedunes de equanon de la sphére, il fandra tirer

by .

la troisi¢me de I'¢ quanon . du plan x—a-+m{y—>b)+n ({ c)==o,
laquelle en faxaant tout varier , et ayant égard a Péquation 1 + my' +
ny == o, donnera celle-c1 :

qmesf CO
a, b <5 m

. Par cons‘equenztv, la drolfé dans laqueile est place le rayon osci~

léteur. v devxendra tangente 4 la courbe des centres : donc ausst ce rayon
sera_ tanfren de la méme coufbe, puxsqu il est terminé a cette courbe..
L les expressmns précédentes de a, b, ¢ donneront

©

sur-le-champ ces fonctmns primes
: —Yd (m—y)d
‘(n‘y—ﬂmz)d b = (rsz) o = — . ,

7 : -~ I . biz 2y
ou Pon tire . + B2 4 ot == d", et de-ld d' =¥/ (2" + b= 4 ).
Or, nous verrons ci-apres (7’ 144) que cette équation montre que d
est 'arc de la. cotirbe dont a, %, ¢ sont les coordonnées. Donc le rayon
esculateur sera- non-seulement tangent A la courbe des centres, mais encore
égala Parc de cette courbe. Il ne sera donc autre chose que le développe-
ment de cette méme courbe , laquelle sera par consequent la développée

de la: courbe proposee dont X, ¥, { sont les coordonnées.

o=

! — =— O que nous
143. La condmon m (y— b)Y + n' (7 ) = cé rous
venons de trouver pour que la courbe ait une developpev » 2 ¢évidem
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lieu, lorsque m et n sont constantes ; €t dans ce cas, la courb

d”lns un plan déterminé par ces constantes. Si ces quannteo n sonrt‘ pas

constantes , elles détermiveront Je plan tangent de la courbe ; e lorsque’
I'éguation précédente aura lieu, les rayons oscu}ateurs formeront une
courbe de\eloppable.

1+ my + ng = o, qui est une de celles du n.° 141, on 'aura‘
celle-ci, T
+ my 4 ng —{—-m’(y— b) + n’('{—-—c) *,O
qui n'est autre chose que Péquation prime de Péquation. du plan
x~a+m(y—-b)+n({———c)_._o, S
en regardant les coordonnees a, b, ¢ du plan comme con ta tes, e
quantité x qui sert ici de parametre et dont les autres quant
sont supposées fonctions, comme seule variable; ce qui constitue
des surfaces déy eloppables comme on leverra plus bas (n.°z 59 , :
. Aureste, il y a une manidre plus générale de concevoi les developpees ~
des COthCS, iaquelle consiste & prendre le rayon dé la développée dans
¢ position inclinée au plan tangent, et qui donne heu a plusieurs belles
propriétés des courbes et des sulfaces Comme les bomes que nous. nous’;
sommes pmscmes ne nous permettent pas dentrer dans ce détail,; nous ne.
peuvons quiinviter nos lecteurs & voir cette nouvelle théorie dans le tome :
dixieme des Mémoires présentés i la ci-devant Académie des sc1ences.

n" St on trace la projection dune courb@ 4 double courbure sur

Je plan des x et y, on peut regarder cette courbe de pro]ecmon comme

ia\ curviligne de la courbe 4 doub!
)

€ courbure ; de sorte qu'en nommant
s Parc de la courbe de pro;ectlon,

dont, les coordonnées sont x > ¥, et
Ipposant que cet arc soit étendu en I1g1e droite , on 4
ks coordonnées rectangulaires de la courl
appliquée sur un plan

aura s et 7 pour
be 4 doub!e courbure supposée-

. ) At s . . . e
“ette considération nous offre le moyen dappliquer immédiatement
ax cowrbes & double courbure | les formules de la quadrature et de la
rectification des (.uubLC planes (7. 7 34, 236). Pour cela, il n’y aura

n o
e substiteer s au | et 7 au lieu de y, dans les expressions ¥

ude x,

et

Car en ajoutant a cette equanon l’s,quatxon'

D ES F o) N C T’I o

f2 % o . i :

d’ g'(nicné\;;ry ,é)quon A -|— y,2> en fazsant cet*e substgntxo
e e iz 12 "
on aura les deux formules g ¢ (x4 ) et (22 +1y :;afe g;
dont la premxere sera: la- fonction prime de aire, ou de la su e &
C lmdre dro t'qui A pour base la* prO]echon deta ‘Courbeh double courbure,
u coptour de\ cette courbc et dont la seconde
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bes se determment aussi par trois coordonnees rec-
' a‘-double courbure mais avec cette dlfference,
eux de,» cqordonnees sont mdependantes ‘entre
éh'trolsleme est foncnon de ‘ces deux ; de sorte qu unedsurface
nest 'representec que. p‘p.r une seu,lc equatlon entre: les tgoxsbcl:oocro ltl)rrgluiees.

les deux équations qut dét nent une courbe 4 double s

i alyse
€s deux surfaces La theone dés surfaces éepend donc de laﬁ 5; °
me la théo
des fonctxons de deux varlables, et peut ttre traitée comme e
: iet par les mémes prmcxpes Ainsi , de méme qu'u Jgne
iy 0
it btre tangente c d’une courbe , un plan peut etre tangent d'u
\ déterminéra Te plan tadgent parla’ cond1t1on qu’ TucLllZ
A : ntre celui-
autre plan ne puisse étre mené par le pomt de contact e
et la surface,- . ' , )
.. Soient x, y e les trois coordonnees de la surface donnée , et P{ q ,S
A r =3 re .
mémes axes rectangulaires;
Ies coordonnées du plan tangent rapportées aux T
on aura , par la nature de la surface, 7 =f(x, y), et pe e
b a,b,c érant les trois constantes qui déter-
Plan e o Cq D le plan ait avec la sutface
minentla posttion du plan. D'abord , pour que l¢ p ot e
un point commun , il faut que son ¢quation subsiste , en supp e
cette prem
les coordonnées p, g , rdeviennent 'y , y, % 5 €€ qui donnera P
e e i 1 face répondant aux
Considérons. maintenant .un autre point de la sxllr ‘\, p o
aire 7 de
- ordonnée perpendicu
rdonnées x -+ i 40,0
o o). I:aions aussi dans I'é quanon du plan p= %, + [
flx -t Ly .
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et du plan sera expnmee par

(ne85) f(x, y) +Zf‘(x,y)+0f(x y)+
zof(x y)—{—-of,',(x,y)—i—&c.,dorr_c

a -+ bx + ¢ ¥ Ia dlstance dont [1 sagtt\
sera exprlm" v

——f” (x

dabord que , les quanntes i et o &emeurant mdetermmees
de D deviendra la plus petite , si on deter '

maniére que les termes mulnphes parieto dis
b=f1(x7) =1, =f(x,y)=

déja trowvé a + bx 4 cy =7, onaura e

a,b,cde lcquanon du plan en f@ncnoms dex
donc a=71—=x3 —yyq, b.__{

sera enneremeat déterminée,

> ¥5 1 Ces xaleurs seront
2 6= Qs et la posmen du plam

146, Par Pévanouissement des termes m
de la distance P2 pe

puissances ou des

ultiplids par /et o, lezpressmn;
contiendra plus que des termes multiplids paxf des:
produits plus hauts. dé ces mémes quantités.
passer un autre plan par le méme pmnt qui répend aux coor

on trouverait par la distance que je nommerais A, entre |
surface et du nouveau pl

St'on 1axsast
donn&s Xery,

€5 points de- 13,

an correspondant aux coordonnées x + L et
¥ -+ o, une expression semblable & celle de D, mais

parz et par o ne se dérruiraient plus. Or, il est facile de voir qu ‘on peut
prendre les quantités ; et o assez petites pour

par les premidres pmasances de i ou de o devie
autres termes multipliés par des P
dimensions , ce qul porterait ¢’

ol les termes mulnphes

que les termes’ multipliés
ennent plu: grands que les
uissdnces ou des produr*s de p;uﬂeurs
abord & conclure que l'on peut toujours.

i .donner
& ey A
+c (y +o0),etla dlsmnce emre ‘e, pomts corresponA ans de la‘surfa e

-entre le_ premle

es vaieurs deu ‘Tols: constantes: _

i)ES FONCTIC)_S AI\(ALYTIQUES o
et o des valeurs assez. petites pour-que:la; distance 1A sur passc
s "mpossxble que 1e dermer p]an pdSse -

la. dlstance D, en sorte qu 11 501

M tt consequen~ , qui” serait’ legmme si Ies expressxons deDet A
als ce €

&es que d'un nombre déterminé de termes; pourtait souffrir
talem ComPOS 1 q des suites infinies qui entrent_dans ces expressions.
et q! ZSF lorsque nous avons considéré les tangentes1 des
$ é1t usage du theorem‘,, du n.° 535 par leque on

et.deo; mais. ;omme onn auralt pas, de cette manicre ,
’ gy ,
es. ebsemblables 4 celles des fonctions d’une seule
> os
en, rendrons occasion de. genera iser I’analyse des 0. 45
e 3 ant au developpement d’'une fonction quelconque

147 :P“’PT -hangeons (ce qui est permis ,
+ 0) et chan
1oppement def(x + i, }’

ar la raison } n
1 ue’ L et O sont des quautxtes Guelconques) xetye
is q

xiff % — X7 /—y{)+*
(x — 17 — 0+

Qﬁ)—{- T 'n (x x{ 3’ g y{)f+&c°

2 wie quant . t supposée égale
e mdetermmee qm £tan
era une quanme qu lconque

, n l = I ﬂe]

a {C-J‘O

lI &C' ¢

f(x,y):f+xﬁ +Yfl

‘ widé ement .de Ja fonction £ (%, ! }, suivant les:
forinule ‘géndrale du‘dcvelqﬁegmfﬁ? de Ja. foncrion f( .YY )
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puissances de x et'y,dans laquelle les quantités desxgnees parf f of. . &
dénotent les valeurs des fonctions dérivées suivant x et ¥ s oen Jdlsaﬂf
# == O et y == o. Supposons maintenant.qu’on ne veuille falte ce déve~

loppement que par parties , et arretons—nous d’abord au pre'mm terme
nous ferons :

flxy) zf(“x'_*- Ly — i) + P
P ¢rant une fonction: de 7 qui- “devra btre eVldemmeﬂr‘:: nuHe 1 fsﬁue

7=—o. Pmsqu» la quaﬂtlte 7 peut &tre que]conque noaspouvons prelldra
Péquation prime relativement 4 7.6t parles pﬂnC}pes erla notamm etabhs*,

il est facile de voir que la: fonction prime def(x S P e Y{),;A

prise relativement 4z, sera’— x ! (¥ —xg,x —~y:{)_-—y-f, {x—uxz,
¥ — y%); donc, désignant par P/ la fonction: prime de P prise aussi

relativement 4 7, on aura » pour la determman@n de P, Iecluanon duw
premier ordre: - : R :

Pl=xfi(s — )y —y) % yf (r—xfy — g
Considérons , en second liew , les. trais piémiers fetmfe's"'dil-'d—évélﬁépea
ment de f(x, y), et‘faisons R :

JGay) = fe — x7,y — y:f) x%f’(v—X%»y~y1)+
y1fi(x —xg, y~y%) + Q»

Q sera une.f'unc.non cm 7, qui devra par Ta nature méme de cette:
cquation, devedir nulle lorsque s == o, ‘A “cause de hndﬁtermmaﬂclon&
de 7, on pourra prendre Péquation prime relativement 4 { st désignant
par Q'la fonction prime de Q. on trouvera , Apres avoir effacé les termes:

qui se détruisent dans |'¢ équation prime,, cette equanon du premier ordre—
pour la détermination de Q. o ' : '

Q = PG —a i y— ) axy
:y{ﬁ/(x-x’/—y{)a ' -

et ainsi de suite, B - R

(¥ — 2,y — 3¢

Pour déduire de ces équations s valeurs de P7,” @, &c..il fandraie
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1at1vement

mitives des. quanntes P, QN &;. sT€
.C—ﬁe“her i foncnonsliil qu’ clles solent nulles lorsque 7 == 0. Mais, -

in-des expressxons cenérales de ces quantités ,
, que méme il ‘suffir

a7,et les prendre te
€omme nous n’avons pas besoi
‘mais. seulement de Tleurs valeurs relatives & g == 1 ey merhOde
davoir des 11m1tes de ces valeurs, on peurra falrci usagen :S 2 mérhod
du n.* 49 , pour parvenir & des concluslons semblables 2 cle les o mco;nu
| Amsl , en declgnant par A un nombx‘:1 133;321[;;‘ ctr;ult e dm;
oet’E, et quide -
la ‘méme (;'mnpcrtllsorexnjr fnals qui 9pougra étre différent dans les différentes:

’ f(mcuons , on. trouvera les expressmns suivantes.:

ot

et amst des autres,

» 3emens
Donc enﬁn substxtuantces valeurs deP Q &e. dans Tes develop pemens
d f( : *y')" et faxsant{ = 1, On aura css formules générales q
€ : 'a

:eenferm “duthéorénve: du-at? 52 L )
f(xy)—f'—l-xf’(?\x hy)-}—yf(?\x Ay),
S f b yheb S S Oy
+xyf’(hx ky)—i——-—f,} (Xx, Ay),

< \—f e f A yfk S ey S s

(M Ay)+—-‘y-f”(>~x Xy )i

+ . (;\x,
&c,

‘ deve opper suxvam
Donc st l’on a la foncuon f(x +i,y F o ) “1 v
. il n’y aura qua mettre [ et. 0.2 la pl

s et les quantités f [ fyy &ee
)., &ec. , ol les foncnons

la. foncnom

e (X, Ay )5

fes puissances:de i et de o,
% et 'y dans; les. formules précédente

~deviendront f( %, ¥.)> f’(x,y) f(x, ) msque
dérivées peuvent ttre prises relativement a. & €t Y, P
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f(x+i,y4o0) est telle que ses derlvees relatwement axet y Sont

les mémes que les dérivées relativement 3 { et 0. Ainsi: on aura

flx+i,y+0)=f(a, y)+zf’(x+>»z,y+>\o)

Fofi (x + xi,y + ro);
——f(x Y) Fiff (%, 9) + of (x, )

—= £ (5 + Ay + 20y
=/ 94 i e D Fefilnyy
() doff (0 y) 4 == f (s, ¥

(x 4+ 2y + xo) + L2 f”(x—{-m y+>\.o)

-+ ———ﬁ,’(:'c—l—m y+>»0)+ ﬂ,(x—{-m y-}—}\o)r,
= &c.

La quantité A i répond, comme Pon voit, 3 |
désignée par ; dans les formules employees aw

commencement de cette
scconde partie. Nous avons préféré Pexpression x

coefficient A se trouve dans la quantité a0, De ces formules qu’il serait
maintenant ais¢ d’étendre aux fonctions de trois ou dun plus grand
nombre de variables, on peut déduire la conclus;

sion suivante: -
Lorsque dans le développement d’une fonction suivant les puissances
et les produits de cerraines quantités ,

ordre donné, cesr—4-— dire ,

dimensions d’un degré égal a
le reste du déy

on veut sarréter aux termes d’un

dans lesquels ces quantités forment des
¢xposant de cet ordre , on peut supposer
eloppement égal aux seuls termes de lordre suivant , mais
€0y conservant ces mémes quantités sous les fonctions , et les muh‘]phant
routes par un coefficient X dont la valeur sera entre les limites o et .,

et quisera la méme dans la méme fOnCtlon mais qui pourra étre différente.
dans les différentes f cactions, .-

(x—}—}w,y-l—ko)-—}—zof’(x—j—?\z y—}—)\o)

a quantité que nous avons *

» parce que le méme

DES FONCTIONS ANALYTIQUES’ 7y
14’ ;»Nous pouvons mamtenant donner aux. resultat? de ‘l analyse du-
14‘;' toute" la ‘rigueur quon- peut désirer ;- pour-cela, it wy:a ql;s

zevelopper la fonctxon f(x+i,y+e);en sarretaet aux termes

premler ordre on aura (ne precederzt )

¥ H0) = [l y) Fif (5 Y+ of (xiy)
va‘f‘f’;(x;—l— ?\L y+Ao)+zof’(x+Az,y+Ao)

'f”(x -t-m,jf + AO) +l°f’(x T+ ALy + o)

+ ‘—"'_-f:(’" = 7“7 Y +7‘O")':

&
t le mé me pomt cammun avec l’autre plan et la surface, c;:et
ayan: & i
Zt Y que. ;appellerax A, contlendrau outre les termes précédens,
istance ,

encore cemx-ci du premler ordre

l[f’w_,y?—B]%—OEf(x y}—v]

d ol 11 est facile-de conclure quon pourra toujours pre;m;lre I; re}tc olla:::
ie: cette; dxstance A surpasse la distance ) 1

Pents;sf’l;‘::r q(\lle ce dernier plan puisse passer entre la surface et lelp a;i
;r;];ti:sente par l’equat:on r=a 4 bp+ cq; par cor;ieriule:tnce IU;S

gent de la surface donnée , en faisant, comme X

i — Yy, b=1c=1z Dol Ton voit que la position

Zu pla{r; tanxg{ent dé:);a{elnd des deux . fonctions pmnersif Cta{ii_ st cqa

ool D oas Bt deltrouver dd a;?!:]s lr:;l:‘l:stezte par cette equanon

si on nomme « lmclinatson du e Suadion

33;1e plan des coordonnées p et g, et 3 1mclmalso:;ndealllz:ahbne ' e

section de ces deux plans 3 Paxe des abscisses p, o A v (5" o
tangA Ly c == cos. B tang ‘o, dolt Toa tire tang, « = _

= ‘)v. < X ng
D ui squs ‘AES axes des COOI’dOﬂDe@S x y, 7 sont
et tang. B =] o 5 P q
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les mémes que ceux des coordonnées.p,.q, ry Ies angles w et Bﬁ, relatlve-'
ment au plan tangent, seront parelllement déterminés’ par ces formules -

/n— ) _

- mﬂ(,_ Jp— v ({Iz + {/ ) et tang B _r_; . / fop el

Z/

149. En général, ¢ —f(x y) érant l’equatlon e Ta suirface pro-"v

~

posée, et r= F(p, g) celle d'pne surface: donnée , si.on yeut que ces

d

g=y,r==71,ce qui donnera g = F(x, y) Ensulte st on consu:lere
les points des deux surfaces qui répondent aux memes coordonnees X 4
ety -+ o, et qu'on nomme D la distance entre Pun et l’autre 5 € cst 4 chre,

Ia partie de Pordonnée perpendiculaire qui se trouvera comprxsc entre les‘
deux surfaces, il est visible qu’ on aura

DA:.f(x_—j—vi, -}—o)——F(x—i—; y+0)

Développons ces deux fonctions par les formulea du 0° 147, efi*nous
arretant d’abord aux termes du premier ordre, nous aurons, en mettant

5’{9:{/ "Uéla Place dcf x}’) f(x;)’):f(x }’)1 - ,
D=il{ — F(x,y)]+ o Lt —F (x, y)]

| s
‘77‘

(x + 2i,y +_Ao)—,,F”(x +m,y + Ao)]

Tl (5 ALy +a0) — Fi(x 4+ Al y 4 no) ]

- %

(8t ALy + x0) — F(x 4 ad,y + a0) 1.

Supposons que les termes multipliés
qui a lien en supposant 7' =— [
de D ne contiendra plus que de
facile de prouv
que cette val

Par i et par o dlsparalssent

(#,y) et 1=F(x,y), Ie‘(pressmn
§ termes d’un ordre superxeur et il est
er qu’on pourra toujours prendre i et o assez petits pour

e eur de D devienne moindre que la valeur dune parelﬂé
antité pour une autre surface donnée , dang laquelle

,“, | Ies termes multi-
PHES Par 7 ¢t par o ne se détruiraient pas. Donc si ¢

équation r = F(p,g)
b de

eux surfaces aient un point commun qui réponde aux’ coordonmees X, ¥ ;{,"
il faudra que Péquation r = F(p, q) ait, lien aussi en. falsant pE=ux, -
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de: la surface donnee.‘ contient trois constantes arbitraires 4, b, ¢, , et qu on

les determme de ‘maniére 4 sat falr"aux trois. equanons L RO

e que les trois equauons précedentes ne sont “autre chose
que l’equatlon\'meme’ de la surface donnée , en y changeant les coordonnees
' t les deux equatlons primes de celle~ci prises suivant
x et sulvant e D’ou Pon peut conclure, en general que st F(p g,ry=o
est. Ié équation. dela surface donnée , les trois equanons dont il s'agit seront

‘renfermees dans. celles—u F(x,y {) = .0, F (x, ¥s7) = oet

Ey (x Y {) =0 €n regardant z comme fonction de x et y,; de sorte
que si.on deslgne Slmplement _par F' (%), F (y) F' (g) les fonctions
' ises relativement } a X3Y5 1S seuls , les deux der-

_ eyien nt»’(:n"“gz)
(X> + {’ F’ (;) o, F. (y) + z,F’({) == o,

%30, Reprenons l’expresswn generale dela dlstance D, et développons
des deux fonctions qu ‘elle; corment , en poussant Te developpement jusqu’aux
secondes dimensions.de et o ; st on suppose que les trois-équations Cl=
dessus aient de]a llE.Ll on aura sunplement

7
’ : 4
4—‘1”J +- —l:_ .A/II + 3 Ay
en faxsant _pour abreger ,

Alﬂ___ m (x + ;\z, ¥y - Ao) —_— F/// (x -+ AL,}/-{"AO)
—{”” (x + ai, y 4+ r0) — Fi (x + aisy +20)

&e.
Donc, si P equation r=F{(p,q)de la surface donnée est t;”e qu o)n
— Fll —_ X,
puisse encore satisfairealix trois équations g’ == F'(x,v):7, 1(x59)s
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7n="F,(#,y), les termes du second ordre disparaitront aussi dané
VPexpression de D, et on prouvera aisément quil sera toujours poss1ble~
de prendre les quantités i et o assez petites pour que- la distance D soit
plus petlte que la distance A pour toute autre surface donnée qui ne
satisferait pas aux mémes conditions; dott il suit quil sera impossible

que cette surface passe entre la surface donnée dont Véquation est-

r=F(p,q), etla proposée dont 1’equat1on est'g ——~f( Xy y) # et ainsi
de suite. v : :

Si on représente ‘en général par F(p 7, F) =0 I’equaf}on de Tas
surface donnée , il est visible que les trois dernidres eqaanons seront:
renfermées dans celles—ci : F¥ (, Ysg)=o0, F/ (x,¥.7) =0 ef
Fy(x,y,)==o0,en regardant g comme foncuon de x et y ; et ainsi
des autres, : :

On pourra donc étendre aux surfacesla théoriedes contacts de dlﬁ'erens
ordres que nous avons exposée relativement aux hgnes courbes, et en

déduire des résultats semblables. Ainsi, pour le contact du premier ordre ,.
on aura Iéquation F' (x, y, 1) == @ avec ses deux équations primes:
sulvant x et y ; pour le contact du second ordre, on aura, outre les trois:
¢quations précédentes , les trois équartions se;ondes de F(x,y SI)=o
suivant X, suivant y , et suivant x'et y ; et ainsi de suire.

15 1. Prenons, pour la surface donnée , Ia sphére dont équation la pluss
générale est :

(p—a) + (g —=0by +(r —c) =g,

4 B :
P> g, r ¢mrant lestrois coordonnées d’un point quelconque de sa surface-,,

a, b, ¢ lestrois coordonnées qui déterminent 1a position du centre , et &
Ic demi-diameértre , ou le rayon. -

En changeant dans cette équation p, g, renx, y 75

et prenant
ensuite les deux équations primes sulvant x et ¥, on aura.ces trois
€quations : '

(¥ — a)y + (y — by + (7 — ¢y — & = o,
x———a+{'({—~c)=o,y-——,b —{--{,({—.:):Q,,=

DES FONCTPONSiANAiYTIQUEs g
par lesquelles on pourra détermmer d’abhord les. troxs constantes 4, b, c;
on trouvera ainst. L

L L d? -
F=x+ VT a0
i e T dy
L#y*'vu+z+v) \
L tE T TR T

et le rayon d sera encore arb1tra1re

La sphére determmée par ces elemens sera donc tangente de la surface,
et par consequem son rayon sera perpendiculaire 2 la méme surface.

Ainsi ;-en regardant la valeur de ce rayon comme indéterminée , les trois

quanntes a,b, ¢ seront les coordonnees de la perpendiculaire 4 la surface,
A érant van,ablg, e{t‘x, v, g_constantesv _

159.. Pour que; la sphere dev1enne osculatrice de la surface, on aura
encore trois autres équations, qui séront les trois équations secondes de la
premicre equatlon ci-dessus ; mais, comme il ne reste plus qu'une arbitraire
d, il est clair quwon ne pourra pas satisfaire 4 toutes ces equatxonsl, d(iu
il suit quil est 1mpossﬂ:~le de trouver en général une sphere osculatrice
J'une surface, comme on trouve le cercle osculateur d’une courbe.

Si, au lien d’une sphére , ‘on voulait employer la surface formée par
ia rotation d’un arc de cercle autour de sa corde; comme on aulran:
dans P’équation de cette surface six constantes arbitraires , on pourrait a or15
déterminer ces élémens de manidre que le contact du second ordre elit
heu en général avec une surface quelconque. Il en serait de ‘méme pour
toute autre surface dont Péquation renfermerait au moins siX constantes
arbitraires.

153. Mais si parnn toutes les sphéres touchantes il nfe peut yec:z
avoir aucune qui devienne proprement osculatrice de la surface, 1on p
néanmoias déterminer celle qui sera osculatrice d’'une courbe quelconque
tracée sur la méme- surface. Pour cela , il n’y aura qu'a supposer y fouctlftn
de x, comme dans les courbes & double courbure , et prendre, dans cette

Z



hypothese, les equatxons primes et secondes de lequat:on de Ia spherev
(x —a) +(y—20y +({—C) ——d-__o,,

L’équation prime. sera.

¥ —a+y (y —20) +({ +y{,) ({-—-C)—O
en regardant toujours 7 comme fonction de x et y ; dont les deux fonctionss
fnmbs sont 7' et'z, , et ensuite y comme forction de” x, dont y" est la:

fonc

tion prlme. On trouvera ; de la meme maniére ,.cette equa.tlon seconde,

PR Y=+ "‘3’{) T+ ”y’z +y «{ﬁ;.-+-y-=.'{{,:),;:

(7 —¢)=o0.

L’¢quation prime est ‘déja remplie par- lTes: deux equatlms prlm&s* dus
*151, x~a+{‘(;—c)_.o-y——f7 {,(7——c)"ie’

Ainsi, il ne reste qu'a satisfaire A 'équation precedente laquelie a cause:
cy—0b+z4(1—c)=o0, se réduit a celle~ci:

TG Y+ G ey + F o) (z—c)——o..

51 donc on substitue dans.cette équation la valenr de ¢ trouvée ci-dessuss
{(n.°¢ié), on en pourra tirer la. valeur de d, et 'on aura.

d—= LT+ + Gy Ty (42 F )y -
S S U D ST T

Connaissant- ainsi le rayon 4 de-

s formules du méme numéro-, les

centre,

la sphére osculaire, on aura., pazr
veleurs des coerdonndes a,b,cdun

1%

154. La quantitd y/ qui entre-dans les ex

de la courbe qui est Ia projection de cel
surface. Cette courbe &t

rayon de courbure 4

pressions précédentes,, depend’
le qu'on: suppose - tracée sur. la:
ant arbitraire, on peut chercher celle dans. laquelle:
SErd un maximum ou un minimum ; et pour cela,.
11 0y aura qua égaler i zéro la fonction prime de Pexpression de 4,
regnrdée comme fonction de ¥y (n° 233). Mais, pour simplifier- le-
d=({—c) V(141 1),
» relativement 3 7, répondra-au maximum:
n'y aura qu'a- prendre Péquation prime- de:

2o

CU] nous obs:rvemns que PUISGL:\,

le maximum ou minimum de d
ou minimum de ¢ 5 alnsi, il

' DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 18
f"équation ci-dessus ‘entre ¢ ety ,..en supl.,osam nulle la fonction prlme
de ¢, Cest-i-dire , en ne regardant que. ¥/ co*nme variable. On aura™de

gette mamexe l’equanon

y +{/,({ +y{,)+({ +:Hu) (z—~c)—§>,

qm 5 étant. combmee avec la meme equatlon servira & déterminer - y'etc

Sion rmﬂtlphe cette équation: par y" et quon la retranche de Péquation
donf il s'agit, on aufa celle-ct plus simple: .-
L E 4- %’”’+ y'{‘%"-l— ({” + ¥4y ({— c) o,
qu,an commner avec: 1  pré ,edente,

‘ ' / .
minati uation en de cette forme =
~ Par Pélimination de 7, — c on.aura une éq y
v TC ~— o, en faisant , pour abréger ,. -

l

—‘ I + {/ ) {r — {/::{I{II' ‘
’ B ::-( I—i—{‘ )Y — (1 gt 2y g
C=(r 4+ )i — {15
er la ré’sofuﬂbn dé:éetmezéquatién donnera:
g o=y (B £ 44C)
) i yl = 2.4 &

2

isque 7 étant, par la nature
équation du prem1er ordre en x, y et y'', puisque g et‘axlnt :4132 apanre
de Ia surface , une fonction donnee de x'et v, les quantites ,

*équation primitiveen x ety
" aussi des foncnons données' de x et .. Donc I'éq P

courbes:
- renfermera une constante arbitraire , et représentera une mﬁmt: de e
re courbure:

qui seront: les pro;ectlons des lignes de plus grande et de'motn A

de la surface proposée:. ' o .
e , . e
Si on combine les deux équations ci-dessus de maniére & faire disparal

fes termes ol 7§/ et g — ¢ se trouvent ensemble, on en tirera
/
A , (A7) 5 — int— Ay
o= 10— 1 %

, F ) G2 AI N
Donc , substituant la.valeur de y', et faisant de plus

O T T S DR U R S A
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E==y (B 444C)
- ( Z/' 7 Z//' )

doe— LE=yY (B +a4C)]y (147 +3)
: — 2 ( Z”Zu - {//2 ) )
d’olt 'on voit que les deux valeurs du radical donnent , P'une le maximum ;
et Vautre le minimum du rayon d. '

on aura § —— ¢ == > 6t de,—k‘i’ '

Il'y a donc, a chaque point de la surface , deux branches qui se coupent -

et qui répondent , Tune 4 une ligne de plus grande, et Pautre 3 une ligne

de moindre courbure ; et I'angle sous lequel elles se coupent , dépend de
la double valeur de la quantité ¢/, qui est égale 2 la tangente de Pangle -

formé par la tangente de la courbe de projection sur le plan des x ety
avec l'axe fixe des ». Or, comme la position de ce plan est arbitraire;,

on peut la prendre de maniére qu’il coincide avec le plan tangent-de la

surface , alors la projection de la courbe se «confondra avec la courbe

meme , et-les deux valeurs de y/ deviendront les tangentes des angles que
les tangentes des deux branches de plus grande’ et de moindre courbure
c : ' z e old

feront avec une méme ligne; par conséquent la différence de ces angles sera
) ~ L y
Pangle cherché sous lequel ces branches se coupent ; donc nommant o et 3

1. .
ies deux valeurs de y', Ia tangente de cet angle sera, par les formules

e, =8 __ Y(B h4dC) ., .. : -
connues, T = O - Mais il est facile de voir,

&

par les formules du p.° 148, que, pour que le plan tangent d’une surface
coincide avec le plan des x et ¥, 1l faut que les valeurs de 7' etz soient
nulles. Faisant donc dans les expressions de 4, B,

C,{’:o,{,zo,
onaura 4 =y, B

JE— / 1 i

Ainsi | — 7" C==¢/, ce quidonne 4 — C=o,

Ainst la tang ’ il g'agi infini con nt

finet a tangente de I‘angle dont il s'agit sera infinie , et par conséquent

i o -~ M ' H . 3 1 e .
angle sera droit, D ol lon doit cénclure, en général , que les lignes de

plus grande et de moindre courbure d’une sur

: \ : face quelconque se coupent
toujours a angles droits, | .

155. La propri¢té du mavimum et du mini
caracterise ces lignes | el]

developpées, En effer

Ie ¢

mum West pas la seule qui
1/es sont encore distinguées par rapport a leurs
¢ » 81 on cherche les conditions nécessaires pour .que
2y on de courbure soir par-tout tangent a la courbe des cenires, on
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trouyera ’Pﬁr. des considérations semb_'l.g}%lch' a celles duns 4% gppliquées
‘aux. expressions des coordonnées @, b, ¢-de cette courbe (2252,

- que ces conditions: se réduisent & ce que les valeurs des fonctions primes

a, b, ¢ soient les mémes-, soit que la quantité & soit \se‘\;ﬂe‘ v?rial?le »
ou _qué.:les-'VcLuanti;tiés._,x»,. ¥, 7 v'aﬁem en m_éme temps que d. Ams_\l_,k st o@
prend les équations primes des trois équations (& — a f* 4= (y — b
+g o=t (f—e)=0,y=b41{f—c)=0,
duns 151, delrdépendent les valeursa, b, ¢ , il faudra que.l.a partie
due 3 la”seule variation de #, Y1 soit nulle. Or , il est visible que

='la seconde et la troisiéme équationsrendent nulle cette partie dans 'équation

prime de’la premiére équatien ; donc il suffira’ de prendre les équations

" primes des équations ¥ — a 47/ (~—¢)=o0,¥y — b+ (;—c)=o,

en regardant b rit ¢ comme ‘constantes. Ces équatigns seront dong , en
' r,eéa;da:nf , comme ci-dessus (70253 ), y comme fonction de w, et z
comme fonction de x ety, B
. '+1(.%’IV+Y'{//)({J—C)==_05

y : . . - M e N M 2
. N . . . o . } f
et si on les compare aux deux équations du n.° 154 , qui dérerminen

I

] le-minimum de it quelles identr nent les
Ye maximum et le‘minimum de d 5 on voit qu elles sont identiquen

mémes, D’ol il suic que les lignes suivant lesquelles le rayon de courbure
sera tangent de la courbe dcs centres , sont les mémes que celles de la
plus grande ou de la moindre courbure. .
Mais les expressions de @ , 5, ¢ du n.° 15t donnent , en ne faisant
g | _ d’ z,
Yir+7 +3)7

‘ y y " ‘ 2 . — =
; dou lon tire a” + b° o+ ¢ = d°, et

_— ., _
varier que: d, a = o _{i ; 7 b =
o A
V{45 +z") o o
par conséquent &' == y ( a® 4 b* -4 ¢* ) ; dolt Pon ‘COI’]CIUI‘a&
( n.° 144) que la quantité d sera égale a Parc de 1a‘ courb‘e, dont as b, ¢
sont les coordonnées. Ainsi cette courbe sera la véritable deve1'9ppee des
lignes de é!u.s grande et de moindre courbure’, et réc‘iproquem?nt iln’y z/wraz
sur une surface quelcongue que ces: lignes qui puissent ayolr une déve~
loppée formée par Jés rayons de courbure. ’ '

- .
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Ces propriétés dessurfacessont trés-curieuses, etmen,tent toute ]’a’rtenhonf
des géometres ; elles donnent lieu sur-tout 4 des apphcanons importantes
pour les arts. Vovez les Mémoires présentés a PAcadémiie des Sciénces,
et [ Application de Panalyse ala genération des su:faces courﬁes par Monge,, :

156. On peut proposer sur les diﬁ‘éﬂrensvcontacrs' dé»s su'rfac,es de'sf

problemes analogues a ceux qui nous-ont occupés , relativement aux -
Lignes courbes (n.° 122 er suivaits ) , et les résoudre par des prmapesf
semblables. Nous nous contenterons 1c1 de Lonmderer les contacfs du :

premier ordre. : S
Suivant les formules du n.° I50 , s1 l’equanon F(p 7 r) =0,
de la surface donnée , contient trois- constantes arbitraires, a, b, ¢, pouf
que cette surface ait un contact du premier ordre a*vec une surface
quelconque rapportée aux coordonnées x ¥y 7,0l faut déterminer

B

a,b,c,enx,y,z, par les trois_équations F'( x;y, 7)=="0,"

Fi(x,y, g) == 0, F(x,y,7)== o, dont les deux derniéres se
réduisent a la forme F’ (#)+{F ({)=o0,et F/(y) + P (1) =0
onc, si la question est de trouver la surface pour laquelle les- trois
émens du contact a, b, ¢, auront entr’eux une relation déterminée, il*

e tjrzh

f5p

dea,b, c, et sl cette equatxon est entre leg quantlres a,b,c €t x > Y s {,“

on aura une ¢quation du premier ordre en x Y17 ety,
tratter par la méthode générale du n.e 104,

Blais si Péquation dont il
a,b,c,

qu on pourra

sagit n’était quentre les trois quanntes
: la solution du prob leme serait beaucoup plus simple. En effet,

1l est cl,a1r qu'on peut alors supposer que les quantités a , b, ¢ smenf
constantes ; et dans ce cas équation F (¥,5,7)=o0 sera 'l’equanon
primitive de Péquation du premier ordre donnée -par les conditions du

probleme, en y substitnant pour une des trois constantes a, b, ¢,

3
valeur rirée de I'équation donnée : 3

on aura ainsi une équation primitive
qui ne sera que particuliére ; mais comme elle renfernie deux constantes

arbitraires , on pourra par la méthode du n.°

ra 95 , trouver Péquation
pnimitive générale qui

i donnera la solution complene du' probleme,
On fera donc , sujvan: cette méthode , b — © a,;siacth sont les:

deux

u”ﬂ sithstituer , dzms lecruanon qui exprime cette relation-, les- valeurs -

() — o et 'de sdn &q txon prime, prlse relatwe & tfa lw
N = I _—O

seule quannte a, équation represer tée par F (a) + ga a= FI(b) ’
: f(ZJ) les fonctlons prlmes de F (x y {) s
oir comment -le systeme de- ces deux equanons sansfan:
on obse vera’ d’abord que. ‘Pé quanon F(x, ¥ 1) =0,
ée avec Taquelle la proposée doit aveir un contact
cette quaﬂonr résoit {e probleme ; quelles que
a2 et b Mais comme le contact demandé
. xlge seulementique Ies valeurs de 7 et de ses deux
‘501ent Ies memes pour - les deux courbes , il § en-"

S } aeth, variables , pourvu que
smt qul aura egalement heu e supposant ,

vles memes. Or, cest preclsement ce

e par le n.>95. ., -
ob rvelzons ensuite quefla'zsurface representee par le S?]Stf:;i
dé 'ces;equanons , N sera autre: chose que la surfacelfox mée par ::1 -
on. contl uelle”des surfaces’ rcpresentees par la méme eq on
: — o, eny faisaiit variet le parametre 2 de mznfx;r; I?t °
cetre: surf: ce touchera ou enveloppera 4 la fois toutes Cesem;: onies
surfaces partlcﬁheres. En eﬁ'et si on représente , ce qui est p

? F X 5. 3 ) O dans
pac 1equat10n ( J et{qu on cherche &

surface envelopnante 5

laqueil a son: line quainnte vamable quelconque , o e oo
déterminer ce te quantité , de maniére que la’ meme su B Fmarion

cesswement outes le ‘surfaces' donnees 5 il faudra satis dmr : Pequater

F’ (a} + (p a % Fl (b) == o pour que les valeurs eojd ! 33 o

ies memes que’ celles des surfaces enveloppees. Celcl0 1:P  bes.

a trouvé plus haut (n Z °6 ) , relativement aux lignes '

uatlon F ( b
doivent étle determmees par la combmalson de z

e
% equatxons pnmes pr;ses relativement ax RE

Aa

— ferme les trois ‘arbi~
X, ¥s {) o ren

traires 2, b, lel
ﬁquaton aveC s¢sd



en .regardant 4, b, ¢ comme constantes (n.° 2746 ); si on reaarcfe
. e, G Ty e R T : oft
maintenant ces quantités comme des fonctions de & ot y, il est clair q'\i’-ijd
. ’ ’ ) i v TfuiigE 1 o ;
aulra‘ausm séparément les deux équations primes de la méme équation’
7 ) . ., . . . L 75 z - .
;amement a ces quantités. Ainsi, en désignant par F’(a)F’(Z;)
. . . ‘ ‘ BT S s e
(c) les fonctions primes de la fonction F (%, 7, 7) prises relati “'e':;"
ment ‘s STy DA A St LT
aux :seule_s quantités a, b, ¢ considérées séparément, on aura encore
ces deux équations primes C TR e
TN e AR
& F(a) + 8 P (3) + & F (o)
| a F' (a) + b, F' (b) + - B! (e) =
Soit ¢ = f( *équatior el i
= f (a, b) Péquation qui i relation donnde entr
= exprime la re donnée entre
les quantités a, 4, ¢, at de mét O
on aura

/

-

d=df (ay + ¥ p(by,
g FCaY 4 b F By
S la) et fr (b éa Sl by,
) € ‘ ) eta'nt les deux fonctions primes. de f(a 6) ﬁ’;&,é
AAtivement a a et b isolées, Substituant ces valeurs de ¢/ et’c dafsles

: R - f

Y

|

leux éapae |
deux equations précédentes, on aura

& [F(a) + fi(e) < FI(c)] + ¥ [F g
2 TFi(a / 7 (¢ T i J(b)-.[f_f?([,)xpl N =—o0
LD 1 () < P (o)) +lv[F’(b)+f’<b>xp(€c§i?=:i

5 \ bl
d’'ou Pon tire cette équation o' b

5t donc i ‘ 7
on substitue da 4 ; S i
. ns cette équari A A RS N
valeurs de a, b en 4 ¥ cquanion a' b b = o les
: Y )

, , . ,
et on” ro s g Wi
ordre, dont Péquation Primifi\’fe{d fr» On aura une équation du-secund
. . u r . £l N y
fonction désignée par f étant arbi P!'emler ordre sera ¢ =f(a, by,la
entre ' arotraire ; et Péquation primitive dé celle-ci
X5 ¥ g osera le systéme de Péquati F( ederelea
, _ ystem ation % Nl o ai AL
son : Lo e = 95
€quation prime prise . éy’{) =0, ?i_‘ ae
fa, b) pour ¢, et 2 a pour b, | . > 2pres y avoir substitué
arbitraire, Ainsi op pour 9, 1a fonction pa ctant la seconde fenctibﬁ
P pourra,, de cette manidre . i il
primitive de toute équation du re, trouver Iéquation
@b g e CL2ON du second ordre réductible 3 Ta forme
1 == 0, les quantités 4 & Gianp AX3 i i
quelconque F ( duantites @, b éeant deduites dune €qua

- gy wl S A U0E 6
> a4, b, ¢c) =0 "entre lag quantités

relativement 4 4

By Y T

les progrés- de 1"ahlélysc;

en prenant d¢ meme les deux équations primes;

tion
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a,b, o, et de ces équations primes prises dans [hypothise
de 2, b, c constantes ce qui fournit une -méthode importante pour

inverse. des fonctions de deux Yarivablés;: ‘

'

liéorie précédente aux-plans tangens. Nous avoss
es élémens ‘a, b, ¢ du contact d"lin‘pltaﬁirepré_
e a +bp e cé ‘sont. exprimés 2108t :
yr.b=¢ , ¢ =g Donc si P'on a une équation’
trois quantités , laquelle donne , par exemple ,
primitive ‘de cette équation du premier ordre
ster Ydﬁéféé'ys‘ﬂeux équations, :
z=—oa-txpa-+yf(a,pa),

i xgat yf(a)=o,

otatit 'péf-:‘jga""zz'?et' f S(a) es - fonctions . primes” de @-a et de
2 )relatives 2 7a. La quaniité a devra &tre éliminée pour avoir
“une’ q’uanorgg en %'y , ‘75 et la fonction @ a sera la. fonction arbitraires
Cette r"é,&iﬁﬁﬁbﬂl sera - donc celle de la sarface formée par lin-
rsec continuelle " de’ tous 'les plans représentés par Péquation
en faisant varier successivement le
face dévelop-

) te‘fsevct'i’oﬁ  con
g=a +xpatyfla,pa),
“paramétre’ 2 (1.0 257) 5 €€ sera par conséquent une sur
pable ; puisqw'on ‘peut’ concevoir que le-méme plan tangedt , suppos:é
flexible et inextensible, sapplique et se plie sur la surface , sans dupli-
cature ni- solution’ de’ continuité, et réciproquement que la surface

- s'applique et ‘s développe sut le'méme plan sans se briser ou se replier.
_ Puisque a== 7 =—x7' — ¥, ¢t b==71", onaura a’.—_— —xgl—y 70
o= X — Y, = L b=170 donc V'équation ab—ab=o
(ne préc.) deviendra (#7" + ¥ 7 — (=g + ¥in) 7 = 03

© savoir , -{’,’ i gy, =o. Ce sera équation gén.é_ral_e des surfaces déve~
loppables ; dont par ‘ conséquent Péquation primitive sera le systéme de
A yfa,et1 + ag a-+ yfla==o,

ces deux-ci, {,#*d +xpa
Voyez les ouvrages

¢ a et*'fa 'dénotapt deux fo_nctioﬂs arbitraires de a.
© déja cités (12 55) —— . .
» dres ordonnées 7

560, Si on demande les plus grandes ou les moin
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Cop . : . ey . .
dune surface donnée , il est aisé de concevoir quelles ‘ne: penvent

+ . B . ) 1 ; L LIRS % < ;.
répondre quaux points ou le plan tangent devient paralléle -au plan des |
x et y ; donc on aura dans ces points, tang. « == o, et par €0n’5éqvue.n‘t.‘

17+ 1/ = o (n’ 148); ce qui ne peut,ayoir hen qu'en faisant
a la fois { = o et 7 == o. Ce sont-la les conditions nécesse y
que lordonnée 7 devienne un maximum ou ‘an minizi
‘Puisque 7 peut représenter une fonction quelconque de x et y, on ¢
conclura en général , que pour qu'une fonction de deux variables devicns
un maximum ow minimum , il faut que ses. délixfofiét'ioﬁ:sl é"rime‘
o chacune de ces variables, soient nulles. - e
I.\'Eais on peut parvenir directement i cette conclusion Considé-
ration des fonctions dune seule variable,-suivant la théorie du n.‘,"ilﬁyr.'
et trouver en méme temps les conditions nécessaires. pour que le maxzn:z)un;
ou minimum ait lien. En effet, 7 érant fonction de x et ¥5-0N peut ;suppose‘tr
d'abord x donné , et chercher le maximum ou MIALILm ‘ﬂe {- ;elailvement
a Y3 on aura pour cela Péquation 7, = o, et ensuite:{,,.'é, g pour e
maximum ¢t > o pour le minimum. Si donc on substitue dans {lasaleur
de v tirée de équation == o, cette quantité 7 deviendra une smnple

écessai

fonction de x , etsera déja un maximum ou minimum relativement & v. It
n>1 aura denc qu'a la rendre encore un maximum ou rainimun iélati?éﬁ{é;r)t
a la quantité x qui avait été supposée constante : or . ant mainsenant
¢tre regardé comme une foncltjiin de x donnée ,par’l’zqi;:?;l; e
e/st cIaiF que la fonction prime de 7 relativement 3 xne sera pas. simplement:
;{H, mais {: 7— ¥'7,» et sa fonction seconde relative aussi & x . sera,
; + 2y Ut ¥ 2% + ¥4, en désignant toujours par y’:e:t v’y les
onctions primes et secondes de ¥ relativement & x. On ;‘éuré_»:ilcﬁc

{/ : Or,:i}.,

4 ’
{ + Y = O et comm 5 . i ’
e réduirz N ’ b ¢ on a’de)a {,== 0, cette seconde équation

= 0, X .
! € sorte quon aura pour la dérermination de s

et les deux condit g
1{@,:- feux ¢ nditions 7' = o, 7, = o, comme plus haut..
Mamtenant 1l faudra de plus que l’on-airg” deay g g o
pour le maximum et 11 Ty Wty o
€t > o pour le minimum ; mais comme y doit étre

determiné par Iéquati =

e e I qua 4 $ i

p naton g7 = o, y' le sera par son cquation prime:
o Dy e : ' . o
{ T ¥'7 = ¢, laquelle donne ¥ = — —%__ Ainsion aura pour le

i
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L5032

DRAY B
52’* >0 ,0u bier,.

<o}, et'pour le minimuym 3" —
D e b S , i

tre-ausst. < o dans le premier cas, et > o dans le second,
n git j-tant pour le maximum que pour le minimum ,
D’oti: Pon peut conclure que les-valeurs de x ety tirées

-des équ < oetgy==0j donneront un maximum ou un minimumn ,
- suivant que-Fon-aura z,<.ou> o, pourva que l'on ait en méme temps

5.0 ;:ce qui-emporte , comme Uon voit , la condition que

“solent de. méme. signe. -

+Donc,, st 74 —=ou.<.0, il W'y.aura ni maximum ni minimum,

ié-;moins"}"—que:;lés-.ffohcf@lonvs‘ tierces ne. disparaissent aussi, auquel cas le
riugéﬁignt dépendra -des fonctions quartes , et ainsi de suite.

ait 7/ < o et

: te

It ne suffit donc pas pour Pexistence dumaximum ou minimum , que I'on
oety, <'oou 7> oety, > o, comme on pourrait le conclure

cﬁa’p_‘ ”déj’l._éx 's‘é‘cc)ndef-éggtic-du;CalcuL diﬁé:gntiel d'Euler,

- 161, 11 est ,vfl'As_L‘ciIe-,.d’aﬁpIi.clﬁ’ef la r:;:ét.hdde précédente aux fonctions

de trois V_»ai;igbvles? Supposops que u soit fonction des va'rrables X,¥,73
ga’l‘d’é.rxt“ﬂ"ziﬁofa‘i:c['ef y comme coustantes , €t { seul comme variable,

- on-aura, suivant la notation. déja adoptée ( n.° 203 ), u == o pour la

condition du maximum ou minimum , et ensuite ,u < o pour le maximuns
et u > o pour: le minimum. E’équation u = o donnera la valeur de 7
‘en. x et y , quon. substituera ou quon supposera substituée dans la
fonction 1, moyennant quoi cette fonction ne contenant plus que les deux
variables x et'vy‘ , retombera dans le cas que nous venons de résoudre.
Pour construire des fomi‘ulés générales , on remarquera que sl u
n’était qwune fonction de x et ¥ » OfF aurait pour le maximum et minimuir
les conditions u/ = o et 1, = o ; ensuite pour le maximum w, < o et
bpéur‘lé(_}nzﬁi_rmz'm u,,> o, et enfin o u, — u'? > o pour les deu:K cas.
Mais, puisque u contient de plus g qui est elle-méme une fonction de
x ety , les valeurs des fo,gctions désignées par ', u;, v, &c., ne seront
pés simplement exprimées par ces quantités , mais il y faudra ajouter }es
termes qui doivent provenir de la quantité z regardée comme fonction
de x et y. Ainsi , en prenant 1¢ss_ foncti_oﬁs’ Primes'e; secondes deu, on



u, 4 1z > que la quantlte u! dev1ent u’ + 2 u’{ ot
que la quantité u, devient u, -+ 2 4 g + {// :+‘~f;‘},u5{ﬁ; et:
quantité o' devient o = 7' A=l g ,zz{, + g g !

Donc on aura d’abord pour le maximium - ow mzzzzmum;- :

Jr == O , op aura ces trois equauons u’.._._ 0, 1 == oet
c'est-a-dire , les trois fonctions primes de u re;ames a x 3 '
égale a zéro, GRS S

Ensuite , & cause de u == o, en’ aura + 2 7+
pour le maximum et > o pour e minimum | €t pour Pun- et l’autr

(' 4 2 u’{ + E )("’H + 7"”’{' + ~’,’u;{”,)‘
>(Ur+/”/{ +/“{/‘f‘ll”{{l)

Mais comme la valeur de 7z enx.et'y dépend de lequanen U

on pxeqdra ses deux ¢ équations pnmes suivant x et y pour. avon‘ 1es Valeurs '

de 7/ et dez, ; on aura donc ' - Wy =o et = ,zz =03
’ © L
o " . G f

d'oli T'on tire g/ = — »’—u- ) €t 7/ == — T-,Oﬂ subsntuera donq

17 1/

ces valeufs , et tomme 'on a de]a trouvé s <o pour: e maxzmum er=o
pour le minimum , en mulripliant la premiére’ condition par ;i , on-aura

une quantité qui devra toujours &tre > o. Donc les constmns pour
le maximum ou minimum se réduiront & ces trois—ci

< o pour le maximum et > o pour Ie’minimum, :

Wiy — gt > 0, et ST
(g — ) Uy — gyt ) > ( ity — Iuilul )2

On voit par la marche de cette méthode , comment elle peat Sétendre
2 un plus grand nombre de variables, et on en peut d’abord conclure en
géndral | que Pon aura les équatlons du maximum ou minsmim d’une
fonction quelconque de plusieurs variables , en égalant & zéro les foncnons :
primes de cette fonction , prises re]amement 4 chacune de.ces vanables H
ce qui donnera autant d equanons que de var:ablea. A legard des autres -

conditions nécessaires pour Pexistence du ma;\.fmunz ou minimum , onles

& exposer.

biE'fS?"' FONCTIONS ANALYTIQUES. ot

ttouvera suceéssivement pal 'les"prmcxpes et les fnrmules quie nous venons

‘_,+BZ+D Y i —bB—dD.

. Donc, 1. on aura pour Iq determmanon des deux i mconnues xety,

les equanons 9
¥y b (a-—-A-]—-bx——By) 4+ d(c— C+ a’x——Dy =
x—y —i—B(a_ L,A -—I-IJx—B_y) 4+ D (¢ —C +c1’x——~D_—y)_o.

2> Puisque'la valeur de {” est nécessairement positive , il ne pourra
C y avoir que le. minimum , mais il faudra de plus que Pon ait la condition
7 — {, > 0;.5aVOIr
(1 +b’+d) (1 +B*+D”)~——(I —i—bB—{—a’D) > o,
Or, Cest ce qui a heu quelles que soient les valeursde b; d, B, D;
car la condition précedente peut se mettre sous cette forme
(b-—~B)*~|- (d-——D) +(bD—dB) > o.

Comme les’ ecluanons en ¥ et y sont linéaires, la determmatxon de ces
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16 3 On'peut encore , dans la "'rechefc}ié "cie:s "r‘nakiﬁia"et’

fois, ce qui est plus direct etplus Iumlneux. Soit , en effet f( x y,
Ia foncmon proposee , sion . suppose que les quantltes X,y

quen substituant x +p y + g { 4+ r,
X,¥s 7, u, &, dans la fonction dont il ¢ aglt -
toujours plus petite dans le cas du ; maxzmzzm et tau;ours plus grand'
dans le cas du minimum , quelles que soient has valeurs dep Sgsrys s '
et quelque petites quelles soient ; cest ce qui rcsulte de la natu,re ’m =
du maximum ou minimum (n. 232), , : L
Développons la fonctxonf(x +p, y -}—g { + r Eu —j— s
;mx :{a:nt lc:sI pux;sanies et les produits des quantltes P> g, 7: s, &c. ,. par'
€s formules du théorém e
premiers termes de ce d:s’if;;;:;fn’; MR arrewns nous au“

aerf(/m désigne 51mplement (ainsi que nous -Pavons pranqué jusqum ) '
Eonctl()( ) f1(y), f (:() fiu), &ec.,les fonctlons primes de la
o D f(x,y,7, u...), prises relativement 3 A x,y,7, u, &c
}/(/msx erésséparément, et qu’on désigne de plus par S (x f” (x,y) f’ (y) ‘
(x,7), f" (¥>7), f” (1), &c. les fonctlons secondes de’ Ia fonctxon

flae =+ ap, YT A, 1+ Ar,u —I—-As....), (N el -

prises relative
ment axseul, 4 x ety,

3 y seul : i ety s e
ainsi de suite , on aura y J & x ét {’ ay et’{:’ et

/ _vr,zz +s...)_f(x }’a{,u""

FP0) + 4 () o +5f () e

-+ ])f/( )+P9f”(x y) +,q " o :
> 3 ( rfCx,

TS0 + ke, f 2 +Pf (f{‘{?‘f

Le coefficie ' c SN
“aicient A désig
¢signe un nombre mdetermme compns entre o6t 1,

ct

DES FONCTIONS ANALYTIQUES. ;;23

ot qui sera le méme dans la memc foucnon mals _pourra’ etre dxﬂ'erent

dans les. dlﬁ'erentes fonctlons. it T

Donc 5 il faudra que La quannte

) + qf’ )+ G A+ Sf’ (1) + &e.
(,x ¥)+ qf”(y) + &e.

que Ics termes muluphes par les premleres puxssances de'p, q , 15 &y
ne sment nuls chacun ‘en. parncuher “ce qui donnera les équations

—— T — 7
f’( )—0 f’(y) ° f(%) o, f/(u) =0, &
qm sont communes ‘au znaxzmum et an minimum , et qm étant en meme
e’kf_les mdetermmees PsgsTsS, &c. , serviront a déterminer

leurs valeurs,

- 164. 'Mais‘" po'ur que ces valeurs donnent en effet un maximum ou un
mznzmum il faudra encore que la quantité restante

PP R paf (hy) F e f (y) prft (e ) +
arfilys ) S <z) + &e.
soit tou)ours posmve pour le minimum et négative pour le maximum ;
quelles que soient les valeurs dé p, g, r,&c., et quelque petites qu ‘elles
pmssent etre.

Comme les fonctlons f“ (x) f' (%, y), &c., qui multiplient les
carrés et les prodmts des quanmes p, g, r, &c., renferment elles-
mémes ces quantités, il pourrait étre difficile , et peut-&tre impaossible
de déterminer les caractéres nécessaires pour- que la condition dont il

s'agit ait heu rigoureusement ; mais j'observe que s on Suppose A =0,
s de.p, g, 15 &y et ont des

ces fonctions deviennent mdependame
valeirs déterminées ; et l'on trouve alors, comme on le vefra dans un

moment , des condmons entre ces mémes fonctions, qui ne consxstent
Bb
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que dans des merrahtés entre des quantités composées de ces fo nctions,
Ges inégalités érant supposées avoir licu pour des valeurs ‘déteriing cg
de x, y, 7, &c., auront lien encore pour les valenrs peu différentes

+Ap,y+rg,y+ A ry &c. , tant que les quannreskp, AgsAry &e.,

ne passeront pas certaines limites qui pourroat &tre. aussi peu éten dﬂes
qu'on voudra. Donc, puisque la condition exigée pour le maximum oy
minimum , n'a besom d’étre remphe que pour des valeurs quelconques de
Prgsrs &e. , aussi petites qu’on voudra , il Fensuit qu’il suffira de sansfanc
a cette condition dans le cas de A = o par conseqhent on -pourra
supposer tout de suite A == o, ce qui réduira les £ fonctions f¥ (x),
S y), fY(y), &, qui entrent dang la- quantité ct~dessus
P f(x) 4 pgfi(x, ¥) -+ &c., 4 n'étre que les fonctions secondes

de la foncrion donnée f(,\ >Y> s %...) prises relativement 3 x.seul,
axet vy, &e. T

=N

165 Tout se réduit done % trouver les conditions pour qu’une quantizé
de la forme :

Ap + BM TCF + Dpr+ Egr + Fr* 4 &,

dans laquelle 4, B, C, &e. sont des quantités données, etp, g,r, &c
1

dénotent des quantms indérerminées, soit. toujours nécessairement pos*twe
ou negative , quelles que soient les valeurs de p, q. r, &c,
Supgosons qu’elle doive étre tonjours positive, il est évident que , pour
cascontraire 1]sufﬁradeprendrene@atr‘yememlescoefﬁcxﬂnsﬂ :B,C, &c:
Puisq

; ue certe quannté ne peut jamais devenir négative , il sensuir quelle
doit avoir un minimum positif ; et rec1proquement, st elle n’a que des
minima positifs | elle pe pourra jamais devenir négative. I »’y a donc

,
qu’a chercher les conditions nécessaires pour que la quantité dont il Sacie
ait des minima tous positifs. i

e

Suivant esprit de la mé¢h

ode exposée ci-dessus (n 162, on prendra
les fonctions primes et sec

ondes de la Quantité proposée relativement &
‘une, seule variable, - comme p, et on supposera la fonctiog | prime égalé
a z¢ro, et la fonction seconde positive, On aura aingi Péquation zA'p +
Bg—!—Dr & = o, esacondmonﬁ>o, o
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On substituera la valeur de p, tirée de l’equatlon précedente dans la - »

-quantlté proposée,. laquellc deviendra ainsi de la forme

A Lg —!—-Mgr—l—.Nr +PC]S+&C-1,V
ouL_._CA— ;4 M= E— N=F— -2, & -

On prendra de la méme mamere les fonctlons primes et secondes de
cetfe transformee re}atwement 4 une seule variable g, et faisant la fonction

prime €gale % zéro et la fonction seconde positive , on aura de nouvean

Viequatmn ng + ,Mr —1—- Ps + &c. ==o,etl condmon L > o.

7

de g, nrec cle cet”' equatmn s on aura la nouvelle transformée T r* 1=
Vs + Xs + &e., dans- Iaquelle les coéfficiens T, I, X, &c. seront
donnes en 'L, M N, &c. , comme ceux=ci le sont en 4, B, C, &e. ;

et contmuant 1e meme procede on aura P'équation 2 Tr + Vs + &c.=—o,

et la condition T = 0 ; et ainsi de suite.
' Mamtenant‘ il est aisé-de voir que la derniére de ces transformees
‘celle g qui ne contiendra plus qu'une seule des indéterminées p, ¢, 7, &c.,
et qui sera par conséquent de la forme Z's*, sera clle-méme le minimum
dela quantlte proposée ; d’otr il s'ensuit que les conditions pour que cette
quannte At un minimum posxtlf seront A= o0, L>0,T>0...Z>0;
et comme les equanons qui déterminent les Valeurs de p,g, r, &c.,
sont toutes linéaires , on en" conclura que ce minimum sera le seul qui
l)uxsse ‘avoir liew. ‘Ainsi, le problemc est résolu rigoureusement.

Au reste, il est facile de voir que par ces différentes transformations,
Ja quanme proposée deviendra de-la forme

r &c. -  MrPs 4 & s
A (p 4 HiEDobEe oy gy HeE P )

+ T Iy 4

ﬂaquel}e sera &videmment tou}ours pOsxme ou négative , smv.ant ‘queA 16%
cotfficiens 4, L, T, &c. le seront tous 2 la fois; et l'on voit en meme
temps par cette forme, que les qa?nmes A, L, T, &c. pourront ére
aulles , pourvu qu eUes ne le soient pas toutes 2 la fois.

Bba
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Les condmons que nous venons de trouver devxendront donc “celles
du maxiium ou minimum de la fonction f{ x,y, 7, u....), en faisact
pour le minimum A =f"(x), B=f"(x,y), C=f"(y) &c.,
et paur le maximum A = -—-—f’(x) B__———f”(x y)’,
C — —f“ ( y ) &c. Il est facile de voir Paccord de ces resu‘l"tat;
avec ceux du n° 161 ; mais la méthode précédente a l’avantage de
fournir un moyen simple d’étendre ces résultats & un nombre- qJexLonqus
de variables. T

166. Les principes exposés jusquici sur la théorie Ee“m’a:‘r'z'mi} "e/:
Coe e W A 3 A
minimis , conduisent a cette conclusion générale : Si dans une f'onctxon.
Lle conqu
q Lb, IIe des variables ¥,y , 7 &c. , on subantue b la place de ces
varia
o es les quantités x + p, y+qg,74+r &e. ; et quien devemppe
(o] t
nction suivant les puissances et les produits des quanntesp g.r&ec.,
ter .
es terme s1 ol ces quantités ne se trouveront qu'a la premiére dlmensu)n,
an :
t ¢€galés chacun séparément 4 zéro , donnerent les equanons néces-
Sd.'l' S
es pour que la fonction proposée devxenne Un maximum ou minimum g
ensuit .
¢ ¢ on considérera la quantité composée de tous les termes oup, g,r&c
ormeront Clell\ :
e dimensions, etil faudra pour le minimum que cette quanute
u
jours positive , et pour le maximum toujours négative , qu&ks que
puissent &tre les ‘.aleurs de p, g, r, &c
Si tous ces t . ' |
ermes s’évan
. ouissaient i la fois, il fau&raxt alors pour
existence du maximum
: ou minimum , que tous les termes ot p, g, r,&c
ormeralenr U.O]S dlmeDSlODS dlS PArn , y
compor o parussent aussi 4 la fois, et que la quantité
er
P mes 0;1}7, g, r, &c. formeraient quatre” dimensions
ve pou
pour le minimum et toujoursnégative pour le maximum,

v, r, &c. a
P g,d ayant. des valeurs quelconques ; et ainsi de suite. Ce qui
pond, comme l'on voir , au théoréme du n.° r3z.
Nous avons donné .
conditions q

ut rendent ucriedeisus un moyen simple pour trouver les
coujours positive ou néean quantité de la forme Ap -+ Bpg + &ec.
celles qui rendraient tfu o‘e on pourrait , de la méme maniére, Chef‘?herb
forme Ap + B P g +)&L;rs positives ou, négatives des quantités dela

4 ce cas serait sy jette h d $ mais lapphcamon de Ia méthode générale
es difficultés de calcul qui pourraient la rendre
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’ xmpratlc&ble setd est T un probleme dalﬂ‘emte dont il seratt a dewxrcr

qu'on: piit. avoir une solutwn complete. e

167.. Nous avons: supposé-jusqu’ici: que. les. varlab]es qui entrent dans
Ia foncnon sont 1ndependantes les unes. des autres ;- mais sl y avoit entre
elles. une_ou’ plusxeurs equanons -1l faudrait commencer par éliminer, au

~ moyen. de ‘ces équations “autant de variables dans la fonction proposée ,

on chercheralt ensuite les conditions. du maximum ou-minimum par rapport
ariables: qui: seraiént restées dansla fonction. Cest la- méthode qui
se presente naturel»émen mais on pent la simplifier beaucoup , en conser-
{ variables , et reduisant Pélimination aux seules quantités

upposons qu’on ait. eatre Ies varxables X, ¥, { , &ec. Péquation
- 0.5 comme.cette <quation doit avoir lieu quelles que

so1ent les Valeurs de x,y, {, & ; elle dura donc lien aussi en metrant

x +p y + 757 4+ r, &c. 4 la place de x, y, 7, &c. ; par conséquent
arun developpement sembiablea celui du n° 163 , Péquation

.= o,

] Valeur de p en série, qu ’on substituera dans le
tion qui doit &tre un maximum o4 un minimun 3

=d’ o ;
' developpement de la fonc
ou bien on #joutera s1n1plement 4 ce développement la quantité qui forme

le premier membre de i’equaslon precedente , multipliée par une quantité
'queiconque mdetemnmee qm pourra méme etre de la forme

a+bp+cg+ ;r+&c.—{-lp —[—mpq—{-&c.
‘les cotfficiens.a , b, ¢, &c.étant indéterminés; et on egalela a zéro tous

les: termes qui connendront l'a. quantxte p, ce quiservira a déterminer les

“ineconnues a, b, ¢, &c.-

- Comme les equanons du maximum ou minimum résultent de I'évanouis-
sement des fermes ol les quantités p, ¢, r, &c. ne sont qu '3 'la premiere
dimension , il suffira d’égaler & zéro chacun de ces termes, ce qui donnera

- sur-le-champ lesequ_anonsﬂ(x) + a<p I(x)==o0,f (y) +ag (y)==o,

FLry Foaf! (3)= &c. ’ qu'on. réduira ensuite & une d= moins
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par I'élimination de inconnue a. A Pégard des termes-ol les quantités
P>q,r, &ec. formeront deux dimensions, on déterminera > par les méthodes
exposées ci-dessus, les conditions qui doivent avoir lieu entre les coafﬁmens
¢ ces termes , et on cherchera & satisfaire 4 ces conditions dela maniere
la plus générale, au moyen des quantités. arbitraires b, ¢, d, &c.:
Nous ne faisons ici qu ‘indiquer ces procédés , dont 11 sera facile. dc
faire 'application ; mais on peut. les réduire 4 ce prmcxpe gen‘.ral

Lorsqu'une fonction de plusleurs vatiables doit &tre W maximum: ou

minimum 5 et quil y a entre ces variables une on plumeurs equanons Y
il suffira d’ajouter 2'la fonction proposée. les fonctionsrqui ‘doiventétre
nulles, multipliées chacune par une quancité indéterminée, et de chercher
ensuite le maximum ot ‘minimum , comme s les variables étaient mdppen-

dantes; les équations qu’on trouvera combindes: avecles ¢ equanons donnees,
serviront determmer toutes les i mconnues.

[ .

168. On peut résoudre , par les mémes prmcxpes Ies questxons ol
il s'agit de trouver des courbes qui Jowsse'lt dans chacun de L.urs points
de quelque propriété donnée de maximum ou minimum, -

Supposons , par exemple, qu’on ‘demande Ia coittbe dansTa aquelle la
quantité que nous avons nommée K , dans le probléme. du n.° 122 ;s0it
un maximum ou minimum } chaque point de la courbe, Cette quantité est

exprimée par la fonction [y +(m— x)y'] [y-{-(n——x)y ],
et la question consiste & trouver la valeur de y en x, qui rendra certe
fonction un maximum ou minimum, 8i les deux quagtités y et y’ éraient
indépendantes I'une de Pautre » On pourraif derermmer Ie, maximuin ou

minimum relativement 3 chacune de “ces variables (n°
comme ces quantités dérivent |’

inconnue tant que Pune d’el

160 )’ ; mais
une de lautre, €t que leur relation demeure
les n'est pas une fonction déterminée de «,
on ne peut chercher le maximum oy minimum que par rapport a une de
ces quantités ; et il est nature] de prendre pour variable la quantité ¥/ qui
détermine la position de Ia tangente , en regardant les coordonnees x ety
comme données pour chaque point db la courbe, : :
Cn prendra donc les fonctions primes et cecondes de Ia . fonctiqn
proposee , relativement 3 Iy quantité y/ regardée comme seule variable ;

' pour e
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et égalant 3 zéroTa fonction prime;, on ‘aura sur—le-champ Yéquation

[y + (n—x)y'] (m—w) +[y+ (mwx)y](n—x)—o,

]aque]le donne > comme dans le'n.° 122

" (Zx——m—n) e
J"—?- 2_ (m—x) (n—~:r) R \
qUauon‘de la courbe jcherc'*iee. o y
Ensune on aura la fonctxon seconde 2 (m —x)(n-—x ¥, faqueH

fa1t V01r qile, Te quzmzzm aura heu dans toute lq partie de Ia courbe
pour’ laqu'eﬂe Jes denx. 'qqanntes m,“‘* X et n — xseront des signes
dlﬁ'érens et que le’ mmimum aira lieu pour la partde ol m — x e
n— x seront de. meme' 31gne (ne 2 60) de sorte que le maximum
dura heu pour toﬁtes Ies valeu;s de x comprises entre les limites m et

n 3 et le mzmmum‘pour Ies Va}eurs de x qui tomberont hors de ces

uanonr trouvée ,pour Ia courbe etanr du prenner ordxe , elle est
susc:epnble dune equatxon prlmmve avec une coastante arbitraire ; et

2y I I .
si on la met sous la- forme j" e -+ , on en

n—im X — I
dedmra sur—le-champ cette équation | prggmme 2 log. y =log. (x — m)

- log (x=—n)4-log. h, et pascant des lodanthmes aax nombres.,

V= (x— —~m) (x+—n), ol k est une constante arbitraire. Cette
équation est de la méme forme que celle que nous avons trouvée c’ians
Pendroit “cité (> 222), ce qui doit étre, puisqu’elles viennent I'une
et Pautre de 1a méme’ equahun du prumler ordre. En effet , I'équation
trouvée ci-dessus pour le maximum ou minimum , étant muldipliée par v a
pour équation primitive [y -+ (m — x) '] [y -+ (n —x)y =K,
K érant une constante arbitraire ; et celle-ci combinée avec la méme
équation pour en cummer y s donnera le résultat trouvé dans le méme
endroit, : : : )
- Donc, rapprochant cette solution de celle dun.® 122, onen conclura,
en général , que les sections’ coniques ont non-seulement la propriéts
déja trouvée’, que chaque tangente Coupe sur les perpendiculaires élevées
aux deux extrémités de'P'axe, des'parties dont lé prodmt est constant ;
mais encoxe celleci ,’ que la position de la rangente & chague point dr:
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la courbe , regardé comme donné, est telle que ce méme prcdmt est
un maximum pour lellipse, et un minimum ou plutdt un maximurm

négatif pour Phy perbole. :

169. En géqéral , st on demande la courbe dans faquelle une foﬁk:ftion
donnéedex, vy, vy, y", &c.seraun-maximim ouun runimum, o‘n"pOﬁrra
chercher L; maximum ou minimum relativement A chacune des quantités
¥, 3, y" &c., ce qui donnera autant de solutions: différentes ;. et l’on

aura tOUjOJra, généralement parlant , pour la cour e‘cherche” ]
¢quation du méme ordre que la fonction proposée.

§i cetie fonction érait une simple fonction des elemens a, b cl &L
du contact (n.° 227), enc herchant le maximum ou minimum reiatwement
ala dermue des quanutes Yy y” &e. , on trouverait necessalrement
la méme équation que Pon aurait pour le problerne dans lequel on
supposerait cette méme fonction égale & une constante ; c’est de quoi
il est facile de se convaincre par ik analyse des n.*'125 et 127. En eﬁ‘et,
en égalant 4 zéro la fonction prime de f(a, b, ¢...), prise relativement
2 la plus haute des fonctions dérivées 7/, ¥ &ci, on aura la. méme
€quation que si on prenait, en général , la foncnon prime de Péquation
fla,b,e...) == const, relativement & x , ¥+ y'» &e. D'otlon voit que
ces deux genres de problemes , quoique fort différens dans le fond , con=
duisent néanmoinsaux mémes résultats, et sont par conséquent susceptzbles
des mémes solutions. Ainsi, on pourra appliquer ici tout ce qui a été
dit dans les endreits cités. L’exemple du numéro precedent est, comme
Pon voit, un cas particulier de ces mémes problémes,

170. Mais si on dem’lnd’nt la courbe dans laquelle le maximum on

minimum ne serait pas la fonction donnée dex, 5,9, 5", &c., mais

la fonction primitive de celle-ci regardée comme une fonction prime ,

alors 1l ne serait plus permis de traiter les quantités ¥ ¥'sy"s &y comme
ind¢pendantes et isolées, parce que la fonction primitive d’une foncnon de

res quantités dapend elle-méme de la relation qu elles peuvent avoir entre

clies. Les P‘D’y mes de ce genre sont .ceux qui'se rapportent au caleul

geunu sous le nom de Caleul des yana“ons, 115 ne demaudent pas.une
' analyse
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analyse nouvelle , :mdis une. application- speaale de Vanalyse ‘deg fonc— _
tions, ‘que nous croyons devoir exposer 1c1, 4 cause de l’meortancc de
la matiére. n : :

Soit donnée la. fonctlon f (x ¥y, v, 3" i) dans laquelle y est
supposé .ung.fonction de x , il est évident quon ne peut, généralement
'arlanf‘,”‘aii(ji‘f “la fonction primitive de cette fonction donnée , sans
connaltre Ia valeur’ de’ y e x. Mais on peut chercher quelle devrait étre
cette’ valeur pour que a fonctlon prmnnve de f (.9, 95 9"..0), fit
un nzanmu}n ouun minimum 5 en supposant que cette fonction soit nulle
lorsque x aura une valeur donnee a, et quelle devienne un maximum
o' un minimum Iorsque « aura une-autre valeur donnée b. 1l est évident
qu'en prenant ¥ pour la valeur- cherchée, il faudra, par la nature
du maximum oW minimum, que 1 fonction prlmmve de la fonction

f(x y + o, y T+ o)’“'y” 4w, ) .) qui résulte de la fonction
donnée, en mettant ¥t oa la place de y, soit toujours, entre les mémes
I1m1tes de x, momdre dans le cas du maximum , et plus grande dans le
cas du minimum, que 1a fonction pr1m1t1ve de f(x, v,y ) quelle
que soit la valeir' de' @, quon pourra regarder comme une fonction
quelconque de x, et quelque petite que cette valeur puisse etre.
La fenctxon f(x ytoy oy + o ..) érant developpec
suivant - ]es puissances et les prodults de w, o, o', &c., dune maniere

semblable a celle du n.° 16 3 deviendra

f‘('x, y,-y", o)) -l— wf’(y) -+ @’fl(yl) 4 w”f’(y”) + &c.
£ w:fz/a(y),_}_ ;éw’f” (y, yl) + S w/sz (y/) + &C.,

ou les quantxtes f’(y) 1y ) f1{y") &c. dénotent les fonctions primes
de f(x, y; v, y"...) prises: suivant y, y's y” &c. , et les quantités
) fCysy ) f"(y"), &c. dénotent les fonctions secondes de la

fonctlcmf(x y 4+ no, ¥ A 2ol i e L prises relativement
de suite ; le nombre A est indéter-

feérent dans les différentes fonctions,
doit toujours &tre

ay seul ayet y ay! seal,’ et ainsi
miné, ow plutot inconnu; et pent &tre-di
mais il doit &tre le méme dans la méme fonction, et il
renfermé entre les limires.o et 1.~

ce

“yy
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Done il faudra que 1a fonction primitive de la qiantisé S
@f/<y)+wlf/<yl) +wf/f/l(y//) +&C. ]
LD G+ L ke
ait toujours une valeur négative pour le maximum., (_ét une valeur pqsifiﬁej
pour le minimum , quelque valeur qu'on donne 4 la fonction u, et ausss

petite que cette valeur puisse €tte, en premant certe fonction primitive .

de maniére qu'elle soit nulle lorsque x =2, et y faisant ensuite x'== 5,

Or, sans connaitre la quantité w, on peut prouver quiil cst,»toujp{uyrg
possible de la prendre assez petite pour que la fonction pfir’niti_vc- de la
partie qui ne content que Iesvp,remiér_es_ dimensions de &, o, &, &c .
air une valeur plus grande, positive ou négative » que la fonction. p:rirmi‘tivreg
de lautre partie. Car en substituant te.a la place de o,
variable quelconque, et ; un coefficient constant ,
trouvera toute 'multipliée par Z, et la seconde e
fonctions primitives seront aussi multiplides par et
gu’on pourra toujours donner é‘i une valeur asse

« €tant une quantité
la. premiére partie s
sera par 2, et leurs
pars®; et il est visible

5 du moins tant qu’elle ne
sera pas nulle, Dol Pon conclur_a quon pourra toujours-préndre- la
quantité o assez petite pour que la valeur totale de Ja fonction primitive
dont il sagit soit nécessairement positive ou négative , suivapt que celle
de la premicre partie de cette fonction le sera, Mais 3 est visible que-~
celle—ci. deit changer de signe, en changeant le signe de la-quantité 4.
Donc, il sera impossible que a fonction entiere soit constamment positive
ou négative , indépendammen de la valeur de @, & moins que la fonction
primitive de la parrie qui ne contient

7 " .
w, o, w, & ne soit nulle , quelle qu

' 6 soit la valeur de o, Donc, Ie
maximum on nLnimumnm ne :

m - pourra avoir lieu, § mojng que la fonction

primitive de la fonctigp o f (y) 4 o f! (y') + " f (') + &e
ne soit nulle, quelle que soit la valeur de w. ‘

Cette fonction érapr i . C .

‘ o0 ctant nulle, 1] fandra alors que la fonction primitive

de lautre partie : , b

R A O S R

o o
que les premiéres dimensions de
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1t ositive pdur«l-e minimum , et .nvéga,tivevipour‘, le maximum, en agnﬂanﬁ
zéa» 1:mc valeur quelconque aussi- petite qu'on voudra.

: - "
isfaire 4 la/ ié ces conditions de la maniére la
171. Pour satisfaire 4 la premicre de \

isaue | ntité » dait demeurer
 plus générale, nousremarquerons que , puisque la quantit€ w ¢ :
pin S

) . Y Fagavs
indéterminée., la fonction primitive de'la fonction » f'(y) 4 “/’f <+y )//_{; \
Indetermines.; s que de’ ' B+oy+w

, i . ela forme « 4 w —
e 2 &ce. ne peut ctre que " &
W f(ﬁ}’ ) T & tions dérivées o , o', &c. sera dun
AR s haute des fonctions dérivé )’ @ . )
1a PlUS hadte ] ] .. f- I
+ &c., ol : : te 5 C’est de quoi il est facile
TR la fonction proposée ; ¢ '
oindre que dans . rep fons
ordre mou 'n’r'z avec un peu de réflexion sur la forme des fonc:lon
¢ convaindre . . n AE1ED regardant
de se cont nant donc la fonction prime. de cette quantité , en regarac
dérivéce. Peoosrt 2128 des fonctions de x y étant supposé aussi fonction
i i fonctions ’ ' h
&c. comme des 10nc ?J.
&4 ﬁ’ 'Y’ S
dex, omaura: : Ny &
Y R P L . 2 " 1. c,
i aB ke (B ) e (8 e,
i iy e e N ooh ura -
et comparant avec la fonction proposée , on aurs
et comparant avee 14 T -

__.__:_f’(y), é +'yl =fY (yl)’ v -+ S' :f( (3’”), &e.

5 opt
i/
— 0 B . .
" b ‘ ; les autres
‘ : 1 toal 2 stante arbitraire; les a
La premiére équation donne ¢ €gal 2 une con ote arbitrales 1 aies
équations serviront & déterminer 3, v, 5, &’c., : me.m i est facle de
’ ) B .
' ntitds est nécessaire
i bre ‘'de ces quantites ¢ 1 d
e e o 1 : n de condition,
vour 4 elui des équations , il en résultera une cquatio i
o dovra tar 7 3 minimum  al .
1 1q; a &tre satisfaite pour que le maximum ou
qui devrz

our ceia in y a qu mettre ces qua ong sou fOI‘l‘Ile 5
LP l 5 ] a

TS o S =L (0T e,
L Iy =[]V +
B :f (}’), p{ + v _ I seéonde , les fonctions secondes de Ia

es fonctions primes de - . )
en prenant les fonctions pr nchant ensuite alternativement l'une

troisiéme , et ainsi de suite ; retra
de Vauntre, on aura.

[ /‘ V 3 ANt | 4 RNt I Q’C )
T ! ) [ f (.y ) .1 [ L
’ ! f { f ( :y ) J
f ) trait fa ]) : T e\ ] dei < f()nCtLOnS }.Jrlmes I
otent S
i k i {ok q-enLll S€S .
ou les 1S P 1lques aux Pc l
SSCOII.CLS 9 S‘CC- dES qu&ﬁtitﬁs renrermees entre .C\,S‘ Pa[ Cutheue. Su.
C" t ' JL‘ uation se a dol ¢ comm e a AL ‘1 I3 . v 3 ’
'l eite ¢ - 2 il 1 mun 0 -maxu “TIU-‘J - et au “2.“13 LITIUIT e‘t
gscrvira A] L erm i £ I d.e B 7 -en ‘LQ.‘\CL:OQ de X 2 EHE Sera
i =3 ~deI’ﬂx__-ln€L,’ 13 aleu . ' &
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comme i est aisé de le voir,, d'un ordre double de celui &e fa fc fohm‘o.l,

172, Les mémes équations 3 - % ——f1 (y ) -), + & __f/ (y/z) &e.

donneront , par un procédé semblable ; ,
B=F()— I (T + [ (") = ey
v =S —f (] + &,
= f(y") — &ec., °

&C. » DR EEaN ) _ L »

Soit, pour abréger ¥

O = uf +w’y —f-ax"§-{-&a
fa fonction primitive de la quantité @ f (y) + o' f (§7) + &c’,

sera o 4 £); et comme cette fonction doit &tre nulle lorsque x.‘_ &,
si on dénote par 4 la valeur de Q. qui répondra i X == &, on aura,
puisque « est uneconstante arbitraire »e =+ A4 4o, et par comséquent
o = — . = ' .
— < pour la fonction primitive , qui doit étre nuHe‘
en vertu du maximum ou minimum , lorsque x = b. Si donc on denota
encore par B la valeur de (), qui répondra & x = b,
Péquation B— A0, laquelle il

des constantes arbitraires qui

On aura donc D)

on aura
faudra satisfaire par le moyen:

t dans Pexpression de y qu OrE
€n ayant égard d&iHﬁLrs aux.

entreron

déduira de I'équation trouvée ci- dessus ,

conditions spéciales dn probleme.
Ainsi, par exemple ,

st la valeur de ¥ est donnée pom les valeurs
a, b de x, alors la vale

ur de » sera nulle dang les deux
et B st, de plus, la valeur de
valeurs de x, les val

ainst de suite,

¢ quantités 4
y' était aussi donnée pour les mémes
eurs de o' seraient aussi nulles dans A er B;

Les quantités o, o, c. éta
pOsclble » tant dans Pexpression de
a zéro le cot

ot réduites au plus petit nom}ne
A que dans cel
fiicient de chacune de cel
Péquation B — 4

le de B, on égalera
les qui resteront pour satisfaire &
= o, indéperdamment de ces quantités.

" DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 209

i or
173 Ayant ainsi satisfait & Ja prennere condmon , 1 ne restera p]us
qua: remphrlautre condition, qui consiste en ce que la fonction primi-

(tlvc dc la quantité

: Is 11
wf”(y)—[—a)wf”(y y)_}?zwf(y)"]_&C-;\
doit etrelentrei. lcs memes hrmtes a et bde x toujours positive ¥our ée
‘minimum , et négative pour le maxzmum en supposdnt que la valeur de
w° soit quelconque et aussi pettte qu’on voudra,

- Je remarquerai- ‘dabord ici que, quoique les fonctions f” (y) )

&e,
f”(y y) &e. ‘renferment essenncllement les quantités w, o

!
(n 170), on peut prouver par un raisonnement semblable & celui du
° 164, qu il suffira_pour le maximum ou minimum , que la condition

g zéro , ce
dont il sagtt soit remphe en supposant le co¢fficient X égal a ,

1 sorte
qm falt dlsparaure ces quantités des fonctions dont il Sagit, er ]
e s de la

que’ ces forctions ne. seront plus alors que les fonctions seconde;

fonction f(x ¥y y y o) prises relativement a y seul, a yety,
i y seul &c. ““etauroiit Pa.L' consécruent des valeurs déterminées en x,
W, gl &e

Cela posé ,'si on rappPlle ici ce que mous av onsdchsmo(r;;xnt flagir,{i
Pxemlere partie.(n.° 48), on en conclura quela Conlltlllo(n L
serait-satisfaite si laquantité proposée ; w f” (y)te wf };uzf )5
était telle quelle fit constamment positive ou necratz1 e ?dammpnt b
valeurs de x, dcpms x = a jusqua x = b, in 1e'pe1 ot 165)
quanntes w, o, 0" &c.; et comme nous avons donné p lcs] 1 pein 105)
Tes conditions les plus generales pour qu’une qua}mtxte ,Z 1 forme dont
il agit soit nécessairement positive ou négative , 11 n’y aus1 2 v examiner
si ces conditions ont lien dans la quantité dont il s agud I
pas lieu, ou si elles n’avaient lieu que dans une partie de ce  quants 1;
il faudralt alors chercher la fonction primitive de l'autre p2 atu“,e -
rendre nulle , ou au moins positive pour le mznu/num ;r neg
le maximum , 11dependamment des quantités w, o', & XC.

P I F[ I I . i . -
i P q 4 1
dabO!d GU\, [a ua { e 1())(.‘369 ' ne ref fe 1€ CU{: l S CL]LLILS er 165
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produits des deux quantités » , »' ; on ’verfa'aisénfe’n't:‘,quc h':mé{ng
méthode s’étend aux cas plus compliqués ; et nous représenterons - par
cette formule o M 4+ 0o/ N 4 " P, la partie de la méme quantité
pour laquelle les conditions dont nous venons de parler -ont ]ieu.“Il‘

N

sagira donc de chercher la fonction primitive de la quanité

 Lef! (1) = M) + 00 [f(y,5) = N]+ o [ fi(y) — P],

et il est facile de s’assurer d’avance , que pour que la quantité » demeure
indéterminée , cette fonction ne pourra &tre que de la forfe Bty ;

prenant donc sa fonction prime et comparant terme 3 terme avec la-

précédente , on aura . S =
W=, =1 1) — M2 =f1(y,3')— Nyet om=1f/( y)—P.

La premiére de ces équations donne 1 égale ¥ une constante arbitraire,

et les trois autres serviront 3 déterminer les valeurs de M, N, P,

qui seront :
M= f () =V N f (3, 5) — ns, P oy,
et il faudra que ces valeurs satisfassent aux conditions qui résultent des

formules du n.° 165, Or , en prenant les quantités o et w A la place
des quantités p et ¢, et par conséquent P, N, M3 Ja placede 4,B,C,

2

et faisant 7" —= MM — 7P Onaura pour le munimum les deux come

diions P > o, et T> o, et pour le maximum les conditions opposées
P <oetT <e;oubien Pune des deux quantitds P, T égale & zé‘rs'-,
tant pour le minimum que pour le maximum , et ces conditions devront
avoir lieu pour toutes les valeurs de %, depuis x = 5 jusqua x = b,
pour que la quantité »® P 4 44 N + o® M soit constamment
positive dans le premier cas » €t négative dans le second , entre ces
mémes limites. Comme la quantité P est donnée , elle indiquera tout de
suite e maximum o minipim 5 Mals on n’en sera assuré€ que par l'autre
condition 7'> ou <o, ou bien — o pour les deux cas.

Deplus, et cest ici une condition bien essentielle » 1l faudra que les
quantités M, N, P ne deviennent point in

finies entre les mémes limites,
lfOUI' (J{U’OD PUISSE étre aSSUI'é que 1
, .

a fonction primitive de la quantité
donr il s'agit , sera nécessairement positive ou négative , d’apres Ie

’
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%Tféiii?é‘ﬁi?é Bt 60 cid 4.8 o f-’,"cz-_r:*’r;'e'—_t!iébrém_?"é’tam: fonc?é surle d éve}:c)l;.__ :
pement des: fonctions en séiie ; est ‘nécessairement ‘s,tj]et aux excep't'lcfns
attachées i la- forme de ce''développement , que mous avons examinées
dans Iesn"’zp. et 1206 § il pourra donc étr’e en d.’éfaut‘, si'les f;\O'F}.CtIOn‘S
dérivées de la fonction primitive, deviennent mﬁmes , parce qu aio;s\i le
.dév;elg'P-Pemggp‘:niaqyz};; plus la- méme .ffn'me 3 Clest ce Jui arrlliver.a
nécessairement » lorsque la fonction primitive passera du posxﬁf au négatif
parl’mﬁm ;.comme les tangentes des angles-; alors pour Ia. Val'euxj de »
lgépér;lagmi‘a; e passage., le développement de la fonction de x + / aura

emier terme de la forme- A i”, m étant un nombre impais
~son premier terme de la forme A4 i, m érant :

négatif , et 12 fonction prime , ainsi que toutes les suivantes , seront infinies

( 72""4‘?21):}Daﬁ‘s Ce cas , Ia foAction primitive pourra changer de signe ,
: v = . - . . L. A . ) )

quaiqiie sa fongction: prime- conserve- toujours le méme signe. Pour en

i - L Y . x
: S TN TR L. BUELE BP0 R conaddre .
voir un‘exemple bien simple , il 0’y a qu’a considérer la fonction >
qmest 1 lorsque %=1, et=—=— 2 lorsq._ue‘ % == 2 ; cependant

R R AL st toujours positive tant que x g une

sa’ fonction® prime T~ est toujours | q

- P g ‘ o e s r ey .

valeur: réelle. Ici la fonction primitive et toutes ses dérivées deviennent

ihﬁr;i“s‘lorsque x. == 1. Clest une modification 4 apporter 2 la théorie
es lorsque x = : L

exposée dans le n.° 48.:

175. Ayant satisfait & ces conditions , on aura a fonction primitive
B fals > - . . s , .
4 o'y, dans laquelle & est une constante arbitraire quon déterminera ,
2 o ! i : =

en sorte que la fonction primitive soit nulle lorsque x —'a. Suppesons
o'y = (Q), et soit (A) la valeur de (Q) lorsque x == a4, on aura
_ & > = S i . .
: — (A ), ainsi la fonction primitive dont il s'agit, sera
= 7 .

(Q)— (4), laquelle devra &tre nulle, ou positive pour le minimum et
négative. pour lé maximum , en faisant x == b ; soit donc (B) la valeur
: » . S y . . N
de (L)) lorsque x. == b, il faudra que 'on ait (B) — (4) >ou'<o
pour le minimum ou le maximum , ou== o pour les deml{ cas ,};r.lde.penT
1 doit rer indéterminée. Ainsi , si
damment de la valeur de » qu doit demeuxer;:;d& 1 \.‘ ,.S
‘ onné s vale x, la valeur corres-
la valeur de y.est donnée pour les valeurs a et b de x, : e -
pondante de w étant alors nulle , on awra (4) ==0,(B) == o,e¢

i



v

’. *. . ’ LN . ‘ '- l-w B = N
la condition précédente sera remplie , tant pour le maximum que pour

le minimum. Si les valeurs de y ne sont pas données , alors il faudra
que Pon ait pour le minimum y == ou > o lorsque x == b , ety = ou
<o lorsque x == a ; et pour le maximumy =0 ou < o dansr-tle.Prémkie’f'
cas, et y = o ou > o dans le second, e

" ) 4 . e s . i Th
176. A I'égard de la valeur de la quantité v , elle dépend simplement
de_la condition M ' inimu < o b

1 Tou M P > °© pour le minimum. et < o pour
1 . = . J B - ¥ " gs : 2 v‘
JET m;;z:n;m Cette condition sera donc, en substituant les valeurs de

e 7 valeurs de

A, , ) ’ I L E

1 (y) — o — Ay, y)—2r]

—— > :
L) ou <o,

et on pourr, o : . -
i pourra prendre pour v une fonction quelconque de x qui y satisfasse; -
Ce quil v aurair d - s i
™ (lna ya e Plus smap.ie , Ce s.crau dg_ supposer cette quantité
“274), ce qui donnerait I'équation 4 M P — N*==o ; savoir,
£ L , | | oL
—_— . U : ' i
ar | y]][f (y) 24 ] Ly, y) — 29y =0,
a Y .. ;
par laquelle on pourrait déterminer la valeur de v ; et le maximum ou
minim : it si i , "
um dépendrait simplement du signe de la quantité P ou i " ( v/
On aurait de cette’ & bme 1& AL
o .d e manicre le méme résultat que donne la méthode
See - ’ - . . .
Sistipm 1aus les Mémoires de PAcadémie des Sciences de 1786 , pour
uer les maxi 11 iati
g Ima i
Taprin ce oue des minima dans le Calcul des variations. Mais
nous avons dit ci- i i itude
e ve rimpjine Rous ave ,dxt ci-dessus , il faudrait , pour exactitude
on pit ; viendra poi
fnfivie sour un, q, 1 put s'assurer que la valeur de v ne deviendra point
T Ie xla eur de x comprise entre les valeurs données a et by
Pegmtion o © plus souvent impossible , par Pimpossibilité de trouver
quat ‘IMITIVe en y & itl 1
e I v et x. Sans cette condition , quoique la quantité
i oo N 4 o P devi ‘
evienne alors de la forme P (o <4 wN )2,

2

)

et qu'elle soit . . )
que 12 valegr d Pﬂll; Iconsequent toujours positive ou négative , suivant
die e. & serg o . .. . .
, i “id , 00 ne sera jamais cert v s L
SUNCT : tain de Péeat ¢
ou neganf de sa fonction primitive, état positif
177, P - i - . L
77 Four en donner un : o S RN
RPN . . ' chmD]e ui our, o1 A T
capplication de I3 méthode #- 0% Poura servir en meme temps
-HHbMe que nous venons d’exposer supbdsons‘
que’

un’ maximum: U un minimi;
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'd'on:te_lé, fzéhc.fiqn",priim"x;'Lye»_;doit\-_ie*:'t,rew
-soit-y* -2 myly - n y, en prenant.

Ta 'fs‘nf;riénj Flmsy,y

]es'.‘anCtions*%p' imes et ‘secondes , ‘on aura f' (y)==2(my 4+ ny ),

Sy =20y my ) () =2u f (y Y= am,

; iti_.}éﬁtjvcés- valeurs dans 'équation générale du n.* 171,
réduith fl(y) — [f(y) ] = o, onaura
(y! 4 myl)=o ; saveir., y' — ny == o,.
um on minimum. Cette équation est susceptible
et donne sur-le—champ

stantes atbitraires ; si n était une quantité négative
,uraﬁ't , en:prenant d’autres constantes arbitraires ,
-k Supposois ; pour -plus de simplicité , que.
lonnées ou::ie’s deux valeurs-extrémes a et b de x,
ont nulles &"él‘;g:';s}mémes , et Péquation B == 4
s on déterminera donc les constantes a et b
_valeurs domnées lorsque x == aet = 0.

nous aurons, par les formules dun° 174,

doll Pon ‘voit que , puisque P est > o, il ny a que le minimum qui
puisse avoir lisn. Mais cette condition ne suffit pas pour assurer Pexistence

il faudra de plus que Pon ait M — L 7 0 savoir,

i (m' ="y 'y > o, en prenant pour y une quantité qui ne

oAl y -
r de n est -

devienne point infinie entre les limites a’et b de . Sila valen
it cette condition , en faisant

positive , il est clair qu’on. peut satisfaire a
) ‘ de Vexistence du minimum ,’

y = m. Aissi, on sera assurﬁéﬂ.’,fazii{;'ﬁc cas v

puisque les deux quantités ( AY-et (B sont dailleurs nulles par I'hy-

Pof};éég que les Vaa,etirs de y sont données pour x =2 et=>0(n"274 ),

mais si 7 est négative et == —- K*, on aura alors la condition

s e (moeg ), et weést pas aisé de trouver une valeur

satisfaisante dé'y , ni méme de s'assurer gu'on.pourra la trouver:
g Dd
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Si, suivant fa méthode dont nous avons parlé dans le'dernier nu-ff;'é},@’-_ﬁ

on faisait — ' = k* 4~ (m — y )*» en supposant My =

4 . .- “14‘-,'(\‘4
O AU R =1 o 5 Sav0ir , S == ', e presant les

fonctions primitives des. deux membres:, angle tang, p ==
savoir , p = tang, ~Z— +d ),, d érant une constante: arbitraire

valeur devient infinie Iorsque-—z-—g +d= %{’I’ang}e.”&%gij? » o'k trofs:

angles droits , ou &c. Donc , of ne sera pas assuré de lexistence du:

minimum , st la différence b — 4 est plus. grande que la valeur de £
multipliée par deux angles droits. R e R

En.effer, pour que le minimum ait liewsen geénéral,il faur (.o 27:3) que la:
fonction primitive de la quantité ne* T 2mee’ + o soit positive;, quel
que puisse étre lavaleur de w. Supposons w==isin, x, cette ;}uanvtitiéraéfvi

#(nsin 2 2 mosin 2 cos. x4 cos. s

Yy —

-~ €0S. 2 &% ~= m osin. 2 x ), dontf B facton: PHmItIvE. est:
‘2 +n l—n . m - k : : 7 s 1
2 — x 4 S 2% & — ——C0s. 2.x ) 4 ¢, ¢ fant

la constante arBitraire quon détarminera. de maniéte gque fonction:
primitive soir nulle lorsque x = 4, ensuite on fera- x = B Donc s
Oh sUppose g == o. ¢t b égal a deux angles droits ,. afin que]avaleu}-‘:"
de o soit nulle lorsque x == s et =} sujvagt Phypothése ,.la valeur:
compléte de la fonction primitive dont: il sagit', sera-* ( 1 n)D,,
D représentant Pangle droit ; et i est visible que cette V.izej.l_i'-' pqﬁ;;ﬁ:;,
devenir négative lorsque n =— — k. en.prenant k.> &, S

St SO1 i ) R e B . . i srEy

‘ 178. Supposons maintenant que la quantité qui renferme les:secondess

1 I ) . - ‘ ATl

dimensions de o, 4 &ec. contienne: aussi - en sorte qulelle soir de la:
forme(n.“z73) - iy

1

+ w/w// i (y/~, :y)/) + % w/,’z f//, (yll) s
nous prendroms o M

+ oo N ~+ > P -+ wqu+ ol o EE

K, |
: ces deux quantités
S gt ; v
damment de la quantité o,

: o f“ (}’) + wo f'” (_')’, y')-,‘ 4 1 @k f‘/r ('J’/) + ww! f,” (y,y”*}* /

DES F ON CTIONS ANALY TI QUES. TX

o S “---pour la partie-de cette quantité qui doit &tre agswette aux
;c-(;ﬁcii't“i-o'ns‘."d‘eila formule du n° 165, et il fandra que la différence de

s:oit ;féusc;éptible d’une fogctiqn prlmmvi indépen—
' Cette fonction ne pourra- donc €tre que de
Gwel T 4 o p» €t on trouvera par la com-
es équations p' ="0, ¥ =1f" (y) — M,
e T . . ) . . Y .
y/) e Ny o 4 Pl = ff (y)’ P,
L s - R ___if//( ”)—-—S'“

- ( y'-, y ) "*- 9 O == 3 y Iy

e constante arbitraire , ensuite

N=f”(:)’)yl)"— 2y — 7,

O % | - ’ y -
b ~ BN S-— 7 f” (:\/ ) 5

. I ; - . . .
s, p demeurent indéterminées ; mais if faudra
s qu'elles satisfassent aux conditions auxquelles d'ou ent
s quaniités M, N, P &c. , et qi’on peut déduire des
ité N ‘

- b . . ., ) - \ i

en prenant les quantités o, &', » i la place des

= e b b L
tités p, g, 7. Ainsi; sion fait

RS it | ke Ry O
T=P— ——“fs V=N, X=M— 5
DU - < ‘V‘ N

. conditions nour le minimum s¢ vet V> o, et
1015 | : i 2 seront § > o, 1T >

' nditions pour le minimum sex t
ey xii S 0. T<o,Y «oj et cesconditions devront
e eoten 6o & de depuis x = a jusqua x = b

voir lien pouy toutes les valeurs de x , depuisx == @ :
Lo valeur de § : 3 ‘nimum 3 mais on n'en pourra
La valeur de § indiquera. le maximum ou minimum ; o ]
' que pa ticns.. De plus,
ssuré : des deux autres condi Jus ,
&tre assuré que par lt? (,:oncours 5 T oot s
 faudra que les quantités M, N,.P, Q, s B e e bt
e ;
infinies eatre les mémes limites, par les raisons exposce

0.° 174. o
Enfin, il faudra qu’en supposan =
et prenant (A) et (B) pour les vai/e;irs c.le (Fj:f;?@ e mininam, et
= ' 1 (BY e [ SOt POSLHYE [ ) . A
et x = b, la quantitg (B) (A) 2 i 2

£ (Q) =o'y + wo'm + e,

\
iré —_— &
) qui répondent 2 x
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négative pour le maximum , indépendamment des Valeurs de ® et de wl

S (ne 175)

179. Silesvaleurs de y, y', &c. n'étaient pas do‘mees pourl
aethde x, mais quil y efit seulement,, par la nature. du probléme , un.
relation entre cesquantités, représentée par l’equatlon @ (x,y bz ..,)50,,
alors , suivant les. prmmpes du 8.° 167, il ny aurair qu& ajolter.
fonction qui doit étre positive pour le minimum, et neﬂa ;
maximum , la quantitd . : T g
o _’;,’ (J) 4 ,,‘/ (_')’I) o @l#(}’” ) + & -{—é,ts

+ wow 9”(37 },/)_,_ o 20 (") + &e..

e Par un coefficient mdetammﬂ I, et traiter encune P‘s CjLaDe

mulrinliE:

avoir lcu pour la valeur de x —— @, on ajeutera aux deux: quannt&s
\A)(r‘“ 172,175)les quantités T' [ w9/ ( y) + of @’(y) + &e.
T2 y) F oo ’”(3 ) + &1, rapportées 4 la méme. va;eurde ;
1 eette condition devait avoir lieu pour la valeur x =— 5, on ajol_teralt
aux valeurs de B et de (B) les mémes quantirés rapportées & x =—,.

Ca suivrait le méme procedé pour chacune des COI}dltIQDS données.,,
sil v oen avale plusienrs,

v l‘—1

,n

180. La fonction proposée , dont la. fonction primitive doit étre un;
MK QU minimum » pourraitencore contenir ,outreles variable s -éwg
une troisieme "anable{ » Indépendante des deux autres:; alors. onr‘;p.i
reiativement i cette fariable
en désignant le fonction pro

e, tomme on a fait relatiy emegt. 4 y. Awm 5

oposee par f( x, ¥ 3h V“""Trl’{ S

03y suheiin 1519 ala fms les: quantités Yy eetz + é la place de

yety, er il faudra , apres s Lv*loppement que la fonction prvmmve

de iapart;le quinecontiendra queles premiéres dimensions de 4 ol o) &el,,

! & ,1 &e., scitnalle, et que la fonction primitive de la partie qui
ra les se

2
contiend ¢3 secondes.d mmenax@ns de ces "DEII')“

§ quantités , soit positive:
pour le m ,;nm,,m

St négative pour le maximum , Indé épendamment des

QUaniitis o et (zz.”” 170V
. VARV

J\"

o

s w, o comme indépendantes. Ainsi, si la- condition.dont il sag' “doit:

_ DES FON ;@;1351 ONS ANALYTIQUES.,  arg
emblable i cenedu,n 171 , et en congeivant
rimes relam e @ { {; 7, &c. une. notation

i es :{ et é, sammxre a dPs condmo“,

5

SR
: ouvees par rapport P y et w; cest un dérail
lom et que le: lﬁcteur peat suppl ery

- &ans la foncﬂon f(x ¥y, y..7.7 ) la quan-

uantités xety d’un\. maniere quel"onquu donnée

, ) » muldpuee par un coelhucnt mdvtu mifg, cr
variable et ), et on
vauable A ;8 la fonct:on proposée f flo, g,y coizog o), e '

ehercheraxt par les nh,thodes exposées, le maximum ou minimum de la
foncuon pummve de cette, f@ncm@n com;dosee en regm dant Ies quanticés

¥ , . 4 Ao ()
L [A@ (_')’ )]/ 4+ [Ag (¥ _]“ - j&c. = 0; |
fl ({) ___[f; ( )}/ + [fl ({//)'l// __ &c, - A@’ ({)
S — [.A¢"~({')]’ + [AP({H) = &e = o5

f (y)

i W [ % vec
d”oh éliminant la quantité A on a}.ra une équation qui, combu ée av
rerminer
1 d (%5y S {...)_.o,seIwmaduum
Péquation donnée @ 3

fes valeurs de y et 7 €n xoncuona de: x.
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davait étre un maximum ou un minimum qu'autant que la fonction prin

. 4 S i A
d'une autre fonction ¢ (x, y, y'...) serait donnée entre Jes mémes

vuleursactbdex, ii o’y aurait qu’a cl*ﬂrcher & maximuin o minimum dely

scmme des deux fonctions Pi‘l’l"i?lves , aprés. avoir mulnpke Ta seconde
par un coefficient hl..l\,fdfml né ind peudant de x, Cest-a: dlre de Ia'

{founction primitive de f(x Y5 ¥ ¥..) + A o (%, ¥ y,' o )’
11\,1.1 1t A comme upe quanm,_e coﬂstanrc. De certe manitre’ Oﬂ;

uboru , pour le maximum et minimum , lecluatlon

J())““[f(}’)]' [f/(}’)]”*—&f:%—ﬁg&’(
[(p\«.)}/ +A.[95(y“)]”—r.&C.,_.~o,:.
t on dérérminera la Const‘mre A de maniére que la fGnC’tlon pr;mmvel

de o (x,y,y...), prise depuxs
2t ainst du reste,

182. Les problemes de la brachystochrone et des isoperimétres proposes, :

et résclus d’abord par les deux fréres Bernoull, ont ouvert la route’ pour'
traiter ce nouveau genre de questions de maximis et minimis. On a trouvé
ensuite successivement des méthodes plus genérales et plus smples et on
est parvenu enfin au calcul des variations , qui parait ne rien laisser a
désirer sur ce sujet. Comme les equatlms trouvées plus haut (72.% 1712,
180 ) sont les mémes, 4 la notation pres, que celles qui résultent de ce
calcul, nous pourrions nous dispenser de les appliquer 3 des exemples ; mais
il ne sera pas inutile de montrer encore par un e‘{empxe connu, Pusage des
regles pour distinguer les maxima des minima, et §'assurer de leur existence,
 Nous rcprendrons pour cela le probléme de la braehystochrone ou- llgne
db la plus vite descente , & cause de'sa célébrité ; il consiste, comme Pon
sait, a trouver la courbe Je long de laquelle un corps pesant descendralt
dans le moindre temps d'un point donné & un autre point donné, et placé

dazns une verticale différente, Comme, par les prmcxpes de Ia mecan‘que 5
“la fonction prime du temps est ég le a la fonction prlme 'de Pespace
divisée par la vir

¢sse, ¢t que dans les corps qui tombent par la pesantev

la vitesse est tous jours Froportionnelle 4 la racine carrée de la haute

en

st { 1a combﬂ decme par le corps, et qu on prenne
rticales, on. aura \/ (b4 x) pour P'expression générale
+ ¢ pour la fonction prime de Parc

NG S z ")
‘ o ¥ (At a)
ont f}a Eonctlon primitive &ev‘ra étre un minimum. Ow
852 oy A )
)= e
on aLra f’(y) = o, f’ (y) =

;‘;'-1).__0 f({)—— v(/z—i—r)yu'i‘_y +3 )’J

- sera la fonction

5 donc ,.

'@ftﬁ,"i?dn’.auraf 7 L8 o) les deux équanon&

- re=eserly vwmmwy“ Fori=°»

/

FUEO ARG R
a et 7 :etant "deux conatamcs arbxtralres. B
En dmsant ces deux equatlons Pune | par autre , on aura —’;— = ':: 3
Savoir » == ' ,eL prenant Péquation: prlmmve ; = —”;2— + 1,

Fétant une nouvelle constante: E{I‘bifmll.'E‘ Eette équation étant & un p]e;lli
vertical ,. puisque: ]’absasse verticale x he's y trouve: pas , fait voir que la

"a dans-
~ eourbe cherchée est’ toute dans ce: plam ;. ainst, en prenant Iaxe des y

ee-méme plan',: 6n- pourra SUpposer g == 0. €N faisant 2 ==0; et lon_'
aura: poug la courbe cette équation unmue entre les: coorJonﬁées ;c et y
b } my(hte
. % > IO
V(h-i-x)y'\/(x =, douleﬂmey T R TI T
3
dquation ¥ la cyclmdc Tes abscisses x étant prises sur le dlalz;ed‘e du
eire,
cercle générateur,-et les- ordonnées. y perpyndxcula.remenr ace mnm;S
Pmsqu on suppose.que- les deux: pomts extrémes de la courbe so;t (:1011 ‘ N
ajcurs
Tes- quantltes - et C répondant . ces pomts seront nulles, et les saleuw
des.quantités et B sexont nulles, aussi en-prenant 4 ef b pour les
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X

1 répondent a ces points ; ainst la condition B—— A s& “rempli
q P p P

de
Sy

qeestions ont éré déja diseutées ¢t ,réso ues ‘par les pridcipes.da calcul'
variations. Mais il faut veir de plus ¢e que donnent. les. termes ou :
quantités o et i monteront a la seconde dlnhns;on , et dont la f
primitive doit etre positive pour quele .minimum ait e{recmemeut {ied,

Puisque la fonction proposée f£lx; v, ¥ . .-

dans e cas PLESF’Bt les \'Wt‘abhs ¥ et 7s ma;s seulement Ieurs J.OECU.OHS
primes y' et 7/, il est facile de* Vou que les termcs dont il séglt eront
simplement de la forme - .

’ z w'? f// (},/ + wl é/f/l (y/ {/) + é]" fll (:{ )’

=zt l'on trouve, en pren
L e, prenant 165 foncnons prlmes des quantités. f’ (y );

at f1(¢)r leenﬂemay et 7/, f“(y)——— ‘ 1+’i‘ ,
‘w/(ﬁ*rx)( +/’+Z”)

£l oy — : J 7 S S i
= = e ———

Y(hta) (14 1)F

de sorte que la quantité dont il s avlt deviendra

2 () 2 Ly (IT:)’“) :
VU Ra) (fyg)E  T
quelle peut se mettre sous cette forme ’ ' 7
o + 0 hfy)
| C Wby Gy g E .
ol Pon voit que cbtm quantité a dellezméme la propriéeé d’étre tou;ours‘
necessairement positive , quelles ‘que soient les valeurs de w et ¢, Et
comme dailleurs elle ne saurait janrais devenir mﬁme tdnt que ¥ et { néf

seront pas infinies , il sensuir qle L mi r%ymmz aura necessalrement heu
darns la cyc’o"'r’ R :
s A . :
I~xous n'entreren s d ‘autres qé i
N ous n’entrerons pas dans d'autres dérails sur ce probléme qui off'rez
s e r e an P Y .
crens cas a examiner, suivant les conditions

i

elativern

elativement au premier et au dernier point de |
1

i

Y (htz) (145" -}-z)%

Kl
|85
fd

qu'on ‘peut demander’
a courbe, et par rapport’
won peut supposer devoir étre tracée sur une surface

A

courbe méme q

Eond b—n
0

donnée,

Si on faisait d'autres hypotheses relativement a ces points, on rouveralf’
d'autres résultats ; nous ne nous y arréterons pas, parce que ces dl’iferentesi

: g _
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donnée. La. solution de tous ces cas peut se tirer aisément des principes
etabhs ci-dessus.|

18: 3. L’ analyse que nous avons employée pour trouver les maxima et
minima des-fonctions primitives , donne lieu & une observation importante.
Nous avons trouvé ( 7.° 271 ) ‘que , pour que la quannte of (y)
’f’ ( y') 4 &" f1 (") 4 &c. ait une fonction primitive , quelle

un soit .la valeur de  ; il faut satisfaire & Iéquation

fI(Z)’) —_ [f'(_’)/)]’ -+ [f’ (;y”) V' — &e. = o.

Donc si cette quantxte etalt delle-méme a fonction prime d’une fonction
de x, ¥y, y's &y @, o, &, Péquation précédente aurait aussi lieu
delle-méme et serait par consequent xdepuque.

Or , on voit par len.® 170, que la quantité dont il s’agit n’est autre
chose que la pérfiﬁ du développement de la fonction f( X,y + o,y
+ o y” +. o'...) , qui ne contient que les premicres dimensions
deow, o, o' &c., et je vais prouver que cette quantité sera nécessairement
une fonction prlmc . i la fonction f (% ,y5 ¥, y'..) estelle-méme
ame fonction prime d’une foncrion de x, ¥, y'. ..

En effet, si cette fonction est une fonction prime , quelle que soit la

" valeur de y en'x, elle ke sera encore en mettant y 4 » au lien de y,

quelle que soit la quantité » ; donc la fonction f(z,y+o,y +o...)
sera aussi nécessairement une fonction prime, en prenant pour o une
fonction quelconque de x. Supposons que cette fonction soit développée
suivant les puissances- et les produits de v, &', o', &c. , et dénotons
respectivement par P, Q R, &, les parties de ce développement qui
contiendront les premleres dimensions , les secondes dimensions , les
troisiémes &cc. des mémes quantités,onaura f( x,y +a,y + o, y'+ o)
'-—f(«»,_}’ ¥yl )Y+ P+ Q + R 4 &c. Ainsi , il faudra que
la quaniit¢ P 4 Q + R + &C. soit la fonction prime d’une fonction
dex,y,y, &cetde w,n' s, & ;et il est facile de voir que chacune
“des quamités P,Q, R, &c. deyra étre en particulier L‘me f‘oncrxo:n
prime pulsque ces qua’xmc,s renfermant des chmsmims différentes de

1 e
Pindéterminée w et de ses fonctions dérivées of, o”, &c., 1l est xmpossm .

Ee
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par la nature des fonctions dérvées, que les fomnono pmm.rmsr e

P, @, R, &c. dépendent les unes des autres. Or , on a:P -—Qf/(y)-

+ o f! (y) + " f" (y") + &c. (n® r70) ; donc cetre - quantité
sera d’elle-méme une fonction prime, Donc., enﬁn, si: La fone,non,
“f(x,y, ¥, y" ... ) est une fonction prime;, quuanon '

PO =GN+ L T — I @)1+ 8

sera IleC'eSSZIU'GH‘lF‘Dt 1dent1que,

Réciproquement, on peut démontrer que si cefteequatmn estide
la fonction f(x, v, 4/, y ..) sera necessairementune fOE]CLOD
car nous avons vu que s cette ecluanon est. vraie-, la. quannt - estr
une fonction prime , quelles que soient les valeurs de yetde w5 do 1c elle:

cra encore une- fonction prime, si & la place de ¥y oen met y o s
Supposons que par cette subsnmncn et par le développement. ivant:
les dimensions de o, o, a , &c.,la quant‘teP devienne P + p F&ec.
la quantité p contenam les premiers. termes du dex»elopnement dans:
lesquelsw, o', &, &c., ne. formeront que deux. dxmensxons Ol en ¢con-—
clura, comme plus haut » que la quantité p sera en particulier, la foncnom
prime d’une fonction de X, ¥,y &, v, o, & ; mais par la. thiéorie:
giénérale du déve lopyement des fonctions de plus1curs variables (n.° 8% ),
il est facile de voir quon 2 géucralement p =2 Q; donc, la quantité:
@ sera une foncrion pnrne ¥ €t @ érant quelconques ;, donc elle: sera:
encore une fonction prime en y substituant y <+ »- pour y. Et si Pon:
SUppose que par cette substitution. , et par le développement suivant les:
puissances et les produits. de o
Y+ 9 + &, la quannte q rgnfermant les. premxers termes- du:
duvloppcmem ou les @, o', o, &c, ne formeront que:trois.dimensions ,,
onen conclura aussi, comme ci_ dessus »que la quantité g sera elle-méme:
une fonction prime ; mais par la théorie du développement ,. on- trouve:
aisément 9 = 3 R; donc la quantité R sera elle-méme. aussi une:
fonction prime , et ajng de suite.. En effer, sir, .s,.&e. , sont: lespremiers:
termes du deselopoemenr des quantités R, S, &c ;.apres. lasubstitution.
de}’ + w alaplace dew, cette théorie donnera r=48,s=57, &c.;

d
ou P'on conclura , en suivang ls méme raisonnement , que les quantités

rime ;;

g

o', &c. ,. cette fonction. devienne: -

i

g aa f~~s FDNI’JTIONS ANALYTIQUES | M;
S kT &c. 5 seront aussl chacune en particuher, des- fonctions pumcs
 Donc, toute la série P -I— Q. ,+ R+ &c. sera nécessairement la
‘foncnon prime ¢ June fonction de X, Y95 &c., 0,0, &c., quelles que-
soient les valeurs deyetm en x. Donc, la quauutef(x yFo,y+o..0)
._f (% ¥ ¥ .0.) 5 qui st égale A cette série, sera une fonction prime
en “donnant 2 w'uqe valeur quelconque et par conséquent aussi en faisant
jf,or, dans ce cas,lafoncnonf(x y—}—w,y-—}—w o)
3 lusfqu une sn'nplc fonction de x sans y ni w, qui pourra
Efonctlon prime d’une foncuon de x. Donc, la- fonction
) sera, elle merne necessaurement la fonction prime

”) est ‘ou non ‘une fonction prime.
eme mamere que les deux equanons

) ,___ [fl(y)]l + [J['I (y////)][/ll _— &c, f:’
f ({)M[f’({)]’+[f’ (7)) — &e.=o,

§ ction
,zenfelment le carﬂctere par lequel on pourra reconnaltre ;1 la fon
ime, ‘les quantivés
est cu non une fonction prime,
f(x Yo F reenqs :{..‘)

7

. et 7 érant mdepmdantes. , N
’ Maﬁs sila quantité {dependaitdel’equauonga(x,y sy a7 ) =0,
on aumu comme dans le n.° 181 ,
S ~ i — &c + Ag (y)
PTG PN T — st
PGy — Lf (O + [ () — ket
T T g T rast)y — e =
_ ninée A, contiendra

veeqs q...)est

7
et Véquation: ‘résultante de ¢ limination de 'indéter
et ¢ !
le caractére qui fera reconnare si la fmctxonf( s Y

nru. ;

delle-méme , ou non, une fonct{o"ﬁ prin e P (5 S
i a fonctt : vaniité o

Puisque la fonction primitive de la qua + e s !
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(7") + &c. est representee par o 4oy 4+ "5-1- &C-,

cette fonction primitive est elle-méme une fonction prime , sera renfermee,
dans équation B — -/ 4 §7 =0 Ia,quehv > €I substltuant pour
By, 3, &e leurs valeurs ( n.o 2272), d\,went SR s

fO) =21 (T +3 LGN — &e —o

Ainsi, le systéme de cette équation et de P I equauon trouvée c1~dﬂssus,,

renfermera le caractére par lequel on- pourra juger. sila foncuomf_

S Cxoy, v v Yest dc§1e~mmme ou nen, la foncmm seconde
d’une fonction de x ¥ ¥ ¥, &c s et ainsi de suite, \ -

Ces différentes équations répondent 3 celles que, dans le calcuf chﬁre_r‘ﬁ

rentiel , on nomme condition amtegm.;zlzze , et doat on § "est beaucoupx
occupé dans ces derniers temps. Nous ncus contenterons. ici d’avoir érabli,,
d’une maniére directe et rigoureuse , le ‘principe de la correspondance d&

es équations avec celles du maximum et minimum des foncrions primitives ;;

€t nous renverrons, pour ce qui concerne l’usage de ces equanons d@

condizion , aux différens ouvrages qui'en traitent, = -

184. Quoique les relations employées dans Te n, “précédent, entre less
premiers rermes p, g, 7, &e. du deve’oppement des quantités P, Q R, &c..
et ces mémes quantirés., soient aisées i déduire de la. formule générale du:

eloppemem des fonctions ; cependant , comme L. pourrait- étre urile ,.
dans plusieurs occasions, de connaitre la Joj générale qui.doit régner entre:
les termes dy développement primitif et cenx des deve]oppemem»
secondaires, nous allons la donner ; ict d'une maniére directe » POUT servirs
de supplément 4 ]a théorie dy développement des fonctions ,,.exposéedansi
la premiére partis, ‘

Considérons | en gnneral une fonction £ ( x

variables 1ndcp°ndames *2¥s g5 &c. , et supposons' que ,. par 13 substi~-_

tution de % 4w,y +R, 7+, &, alaplacedex Ys7,&e., et
développement suivan; |

fonction devienne

f<xay>-f'--a>+“

parle:
€s puissances et;]es produits dew, 3, Vs &c cette:

f(z) + £(3) + &

( n 1y 7 £ 9
€n omettant , ce qui est permis, la constante arbitraire « ; on trouvera ,de
la méme maniére , que le caractére- par lequel on pourra reconnaitre sh C

2 T {) de plusieurs:

iIE

i’j‘ws I“ONCTI@NS AN g_&LYTIQUEs

B AN &c. > Ies rangs successifs des
[ ) de maniére que punsque les: quantités’
dlmenswn dansf( 1), elles formeront
1 ) ‘trois. dlmensxons dans f'( 1, 2) et
tte notation ; on voit qu'en général-la quantité
'dééigﬁéé*par fCm ) renfermera”tous les termes: du développement de:
JF(m),'ol les quanntes sy, & formerom m+n dxmenslor:gsc.
Cela posé, supposons-qu’on substitue: dabord x 4+ « »Y + R+ v &es

dans la fenctwn f (G A SO BN elle deylendraﬁ
f(x, }""5' :{ )? -+'f( r) F LY+ f(3) + &

Co
et s1 on substltue ensmte dans cette quamxte x-ma, yv—l— m B { +my,&
ila p ace de 2y y spadl est claxr qu’ ‘elle devxendra

X, ) O T )+ f( z )"+ f( 3 ) 4 &y
ﬂ (5 )+m§< AR IR R
+mf(1,1)+mf(1,z)+ 3f(r,3.)'+&c.,,
-—}-mf(z,l)-l—mf(z z)+m3f(z,3)‘f&c.«9
=+mf(3,1)—l-mf(3,2)+m5f(3,3)+&c.,

- +&cf

HStituti cessives
9 Y autze ccte 9 il est vzsxbie que ces deux subsntunops sqcces v



cQuwalent % une substitution Uﬂlque qu o ffraxt d 7
f(x;y {...),enmetmnt :

’2,2;“ .

»9) f(i}) 8’C 5 CLst~a~d1:e
_sero,n,t, _d;:sq,fggcnion_s., Erxmes. 5 ,cl,onc_ 5 &G

J(1>+mf( )—(I+m)f( ), S
f( )+mf(z>+mf(1 :)_(z+m)f(z)

2 par z, et comme. ]a posmon d’un pomr

et ainsl de suite. 4
rols coordonnees rectangulalres %, y {, ces

Et comparant encore les ter.rnss afrectes des nemes ;mxssa,nce ‘
on tirera ces valeurs, :

fli, 1) =2f(2), v
fli,2) =3f(3), f(a,1)=73f I
f<1,3)—~4f(<+> f(a,2)=6f zf<3,r)=%f<4‘)gs

& 7T 4 o '.Be,spacer parcour

'Lana yse geomét 'que_, ‘ ; , _ B
Consxdemns dabord: le: mouvement’ rectrhgne et supposons que x soit
ndant:le temps ¢, on:aura x :ft, et la fonction f¢

o ; - : . ~devra etre tell vlle‘ devienne nullé: lorsque' ¥ == o. La forme la plus
Dans le cas du n.° 183 , en prenant les quanntes y y y” &cl pour s;mple de ft est. ev1demment at; ce qui donne x ==at, a étant une
autant de variables md‘fPendaﬂtES, et w, o, o, &c. pour les quantités -constante v - ainsis; dan’s le: ‘mouvement représenté par cette équation , les
dont on les fait croltre res spectivement , il est clair que les quantités _espaces. parcourus sont: tou]ours propomonne]s aux temps écoulés depuis.
P, Q, R, &c. répondent aux quantités £(1), f(2), f(3), &c., et le commencement du mouvement ;, ce- qui est la propriété du mouvement
les quantités p, 7,7, &e. aux quantités f(1, 1), fl2, 1), f(3,1), & qu’on appelle"uﬁifbrme. La.constante a, qui exprime le rapport de I'espace:
Ainsi les formules Pr%%domes donnent sur:le- champ les rela“ODDP_‘ZQ au temps:, est la. mesure de ce’ qu on nomme la vitesse ; c’est le seul
g == 3 R, &c., dont nous avons fait usage, - : : | élément: q,ul entre’ dans cette: espéce de mouvement, €t par lequel un
Nous remarquerons encore que, daprﬂs les relations. préeédentes, on - mouvement um_formevdlﬁ:ere d’un autre mouvement uniforme.,.
pourrait simplifier la démonstration du méme numéro, Car , puisque Ia s 'L’ObserVaAtion“et" Pexpérience -nous fdnt' voir qu'un corps mis en mou-

" . . . 4 1.:. nd 4 1 !,
quantité P ou f( 1) est une fonction prime, ¥ et o étant gue]co'xqu:s, - yement d’une maniére quelconque, si on-écarte toures les causes d'alrération
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qui peuvent agir sur lui, continue & se mouvoir de Iul méme. &’: A
mouvement rectiligne et uniforme ; d'od il suit que la vitesse une fois
imprimée , se conserve touJours la méme, et suivant la méme dxrectl n:
c’est en quol consiste la premiére loi du mouvement. : i

Si on représepte le temps par Pabscisse, et Pespace | parcouru ParA Por.
donnée d'une ligne, il est clair que cette hgne sera pour le mouv:ment
uniforme une droite passant par lorigine des abscisses, et que la tangente
de Pangle quelle faxt avec 'axe sera. la mesure de la Vlresse du

186. La fonction de ¢, 1a plus smuple apres at, est B £y en'prenant
cette expression pour f%, on aura une autre espéce de- mouvement
recnhane représenté par Péquation % = 5 2, dass laquelle les espaces
parcourus depuis 'origine dn monyement sont Proport}opnels Aux carrés .
de temps. s : k

L’observation et Pexpérience nous présentent aussi ;ourneﬁement Ce

mouvement dans les corps qui tombent par leur pesanteur, en falsant:

abstracnm de la résistance de Tair, et de toiife” ‘autfe Cause” étrangdre

daltération. La constante 3, qui est le seul élément qui entre dans Ia
constitution de ce mouvement, est la méme pour fous les corps dans le
méme lien de la terre, et depend de la force de la gravité qui le produit
t qui agit sans cesse de la méme manitre sur le mobile. Alnsi, ce mous=
vemeat ne se continue quen vertu de la force qu'on peut regarder comme

une cause extérieure agissant continuellement sur le corps , et dont Ie
cocfficient b est la mesure, -

Comme dans ce mouvement 1és espaces augmentent en plus’ grande
raison que les temps , on le nomme mouvement accéléré | et en partlcuher,

on appelle celui dont il s'agit , uniformément accéléré par la raison que
nous verrons dans un moment.

Si
o1 on représente ici le temps par l’abscxsse » et Pespace parcourn par

Pordonnée d’une courbe, on voit que cette courbe sera une parabole

] I
dont le para — s
parametre sera 7~ - ¢t dont la;{e principal sera Paxe des

nrdennées ¥

Le
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- Le moavement le plus sunple apres ce1u1 que nous venons ‘de’ consi~
dérer ; serait celul ol Pon aurait x > 1% ;- mais la nature ne nous offre. _.
aucun mouvement sunple de cette espece , et.nous ignorons ce que le
coe‘ﬁment c pourralt krepresenter enle considérant d’une 1 mamere absolue
et: mdependanle de: vitesses et.des forces. R e
- Ce sont 14 les mouvemens. snnples dont toutes les autres especes de.
mouvern nt peuvent étre regardees comme composées ; et Iart de la méca-
nique consiste dans.cette composition et decomposmon d’on résultent les
rapports entre les temps, les espaces . Ies vitesses et les forces.

n aura Ie mouvement represente par l’equatlon x=at—+bs,

' qm sera par consequent compose d’un mouvement umforme et'd'un mouve-

: ant"contmuellement sur e mobde.
nous offre aussfla'cémposmon dé ces deux mouvemens dans
Tes corps pesansvlances vertxcalement de haut en bas, ou de bas en haut,
en fa1sant abstractxon de la résistance de Pair , et de toute autre cause
etranfrere. ‘Dansles ¢ corps lances verticalement de haut en bas, 1a force §
dgit dans la direction- ‘méme du mouverment , comme nous le supposons ;
mais dans les corps lances verticalement de bas en haut, la force 6 agit
én sens contraire , et deviest. par conséquent négative ; elle tend ainsi &
retarder le mouvement du corps , et s'appelle alors force retardatrice. Le
mouvement lui-mémé s appelle dans ce cas, umﬁ)rnemelzt retard?,
L’observation nous’ fait voir que, dans ‘la Composltlon de ces deux
mouventens , chacun d’eux se conserve comme s'il était seul dans le
mobile , de maniére que Pespace parcouru au bout d’un temps quelconque,
est exactement la somme ou la différence des espaces que le mobile aurait
parcourus séparément en. vertu des deux causes qui produisent les deux
mouvemens ; de sorte que 1e vesultat c’est-a-dire , Uespace parcouru, est
le méme que si les deux mouvemens avaient lieu séparément et successi=
vement,

. Ff
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188. Considérons maintenant un mouvemer}"e"recti’[i'Ofﬁé ,qu'efc"o:ﬁciu'ez
représent¢ par Péquation x == fz. Au bout du temps ¢, le mobile aura
parcouru I'espace £ et au bout du temps ¢ - 0., il avra parcouru Pespace
f(t =4 0): par conséquent, la différence f(¢'48) — fr sera Pespace
parcouru peadant le temps §, qui a commencé 2 linstant ob le temps
t'a fini. La fonction f(¢ 4 ) étant développée suivant les puissances

. §? , . Lo , : £
de 6, devient f¢ 4 8¢ 4 —?_—“f“ t + &c., comme on I'a vu dans [a

premiére partie ; donc l'espace parcourn durant le temps § »sera représenté:

~

} o 1 i .
par la formule § /¢ 4- — S :—3~f’”z + &c. dans laguelle le:

temps ¢ €coulé avant le temps @ est maintenant regardé comme une:
constante. Alnsi, le mouvement par lequel cet espace est parcourn; sera:
composé de différens mouvemens partiels, dont les espaces répondant aus
. .
2.3
de ces mouvemens partiels sera uniforme avec une vitesse mesurée ,par
Se(nf285), et que le second sera uniformément accéléré er dit § une:
force accélératrice proportionnelle a i f7¢ (n° 286). A Pégard des autres o

comme ils ne se rapportent a aucun mouvement simple “connu, il ne:

N P , . e
temps § seront 6 7+, —f'z, f"t, &c¥ et Pon voit que le premier

sera pas necessaire de les considérer en particulier , et nous allons faire voir-
gwon peut en faire abstraction dans |
commencement du temps 0,

=

[r - 7 - . . -~ .- ’ -
£.o efiet, st on développe la fonction f(t 4 8), suivant la formule:

a détermination du mouvemenr an

tndeale dune 1. " o ¢ I
générale dun, 1_1.7,onau1afz—}_—Gf’tr—}———z—f”t—}—2—_—_’”’(:-%-*-%3),7

A crant un cocfficient inconnu , dont |

\ , . .
i 2 valeur est necessairement comprise:
entce oet 15 d

¢ sorte que 'espace parcouru dans le temps 6., sera exprimé:
: 1. £ 6 . 4’ X

exactement par la formule §f¢ - — f"t + Z_-S_fW (e +A0)
termes représentent , comme l'on voit, le mouvement:
forme et duniformément accéléré ; |
la toralité des au
empéchent le v

Les deuz premiers
composé d'uni isi

posé d'un e troisiéme représente:
tres mouvemens, qui se combinent avec celui-la ; et que
~ . . A . 3
ra: mouvement d’2tre ug simple résultat de ces deux, Maiss

b}
ohserve qu'c St prendra O : - -
jobserve quien peut prandre § assez pent pour que le mouvement composé
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des deux termes § ¢ + - i —f"t approche plus du véritable mouvement

qie ne pourrait faire tout autre mouvement compesé d'un mouve-
ment uniforme et. d’un “mouvement uniformément accéléré. Car, la
différence des espaces parcourus pendant le temps 6 , par le mouvement
composé »d;b'rl,t: il sagit , et par le véritable mouvement , sera exprimée

3

B fv/f(‘ t 4= A0 Y ; mais I'espace parcouru par tout autre mouvement

par

. _ . ‘ Ry , sz , , ,
composé d’un uniforme et dun uniformément accéléré , étant représenté

i b I;”O“. ,(i"n.‘_‘zk8j7w),'; 1;; différt?ncg' entre cet espace et le véritable

espace parcourisera 8 (f11 —a)+ 8 (3 f1e—b) + 1 1 (£ 4+ 28);
et il est lrai.sé:’a:el“‘pfbﬁifér' par un raisonnement semblable & celui dun.” 511,
que tant que 2 et b different de f'¢ Etf;"f” t, on pourra toujours .I‘Jregdre
9 assez petit pour que "cette“dérqrié're différence surpasse la premiére’, e#
que dés que; cette condition aura liéu pour une valeur de 9 , elle aura
lieu , & plus forte raison’, pour toutes le's Vaie.urs plus petites. Donc le
rme 0z exprime tout ce qu'il peut y avoir d’uniforme dans le mouvement
e e g e

A S R . i A T . LN X 92 "
Sy ST : ;
proposé , considéré au commencement du temps 6, et le terme — f7

.exprime de mémetout -c\:e qu’il peut y avoir dans ce mouvement , d’uni-
;formémen‘tv,ag(;éléré.w  - o o

~ On peut conclure de-la que tout mouvement rectiligne , représenté par
Péquation x == ft , peut, dans un instant quelconq.ue au b(iut‘ du ter?%as t:
ttre regardé comme compose d’un mouvement uniforme di al?ne vitesse
imprimée au mobile , mesurée par f't, et. d’un mouyement unl ormément
accéléré dit A une force accélératrice agissant sur lc, mobile et propor-
tionnelle & 5 f'¢, ou simplement 4 f7'z ; que par consequent., st le\s causes
qui empéchent le mouvement propo;é d’_étre \umfor.me . vena}ent a celiszz
tout-a-coup , le mouvement se continuerait , des cet instant, d’'une maz
uniforme avec une vitesse mesurée par f'¢ ; et que si l’éﬁ'et de ;es causes
au lieu de'devenir nul , devenait constant , le mouvement devxendr’alt
;Col;flposé du mouvement uniforme dont nous yenons de Apau'lér , et du[ri
mouvement uniformément accéléré , commengant au meme instant, ¢

. \ ”
T : RV . nelle & f7¢.
vertu d'une force accélératrice constante et proportion e f {

—
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Plusieurs phénoménes de la nature, et sur-tout les résultats des diffe:
rentes expériences qu'on a imaginées sur la chute des corps , confirment
pleinement la conclusion que nous venons de trouver , €t qui'doit' étre
regardée comme le principe fondamental de toute la théorie dumouvement,

189. Donc, en général, dans tout mouvement rectiligne dans quue]:
Pespace parcouru est une fonction donnée du temps -€coulé , fa fonction
prime de cette fonction représentera la vitesse , et la fonction seconde-
représentera la force accélératrice dans un instant quelconque; car, cémv‘me,r
es temps, les espaces, les vitesses et les forces sont des chosés}"hétémgé;nes;-
quwon ne peut comparer ensemble quaprés les avoir réduites en nombres:
en les rapportant chacune 3 une unité déterminée dans son espéce,;/n‘ous:
pouvons , pour plus de simplicité, exprimer immédiatement la vitesse et
la force par les fonctions primes et secondes , comme nous. ;exp:r(‘imo'r‘ls_

P'espace par la fonction primitive. D’oli Pon voie que les fonctions primes:

et secondes se présentent naturellement dans la mécanique , o elles ont
une valeur et une signification détermindes « c’est ce qui a‘phrt'é’Nvat(j‘ri '
a érablir le caleu] des fluxions sur la considération du mouvement, Ains , )
‘espace, la vitesse et la force érant regardés comme des fonctions dur-
femps, sont représentés respectivement par la fonction primitive , par
sa fonction prime et par sa-fonction seconde ; de manidre que cennais-
sant ['expression de Pespace par le temps , on aura tout de suite celles:
de la vitesse et de la force par lanalyse directe des fonctions ; mats si
on ne connait que la vitesse ou la force par le temps , # faudra alors
remonter aux équations primirives par les régles de Panalyse inverse. .

dsior : "esna '
Désignant dgac par x Uespace parcours durant [e temps ¢, et regardant
x comme fonction de ¢,

—

on aura , suivant la notation employée jusquici ,
x' pour la viresse au bout de ce temps , et x¥ pour fa force accélératrice
dans le méme instant ; d'ol Pon voir que si la loi du mouvement est -
donnée par une relation entre le temps Vespace , la vitesse et Ia force
on aur,a, uneAéquat?orT .du second ordre entre ¢, x | x', x, ol il faudra
tirer lquanon PHIMINVE en ¢ en x par les regles de analyse inverse.
des fonctions | et on déterminera | antes

’

es deux constantes arbitraires quE
entreront dans cette équation par les valeurs données de x e de &' dang
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. ey \ . . I P e AL 2. Yo .‘v ;
‘un instant donné , c'est-a-dire; par llespac-vvf;x la vitesse , qu'on suppose

connus dans- cet._instant_._. = e

Dans le "mouvement uniforme représenté pat Péquation x = a¢, on
aura donc ¥’ :da 'x,,'; o ; ainsi, le coéfficient a , r‘appc,)rf de _1’espace
p;{r‘couru ‘au,'tjefmps 5 ke‘x'primEra. la vitesse , et la- fqrcé acc‘elleram‘ce\ sera
nulle. Dansle mouvement uniformément accéléré et repré_seme parx= be,
01; aura ¥ »T;‘i:b.t"ét:x”'.%_,—‘z b. Ainsi, la vitesse da.ns ua instant quelconque
est proportionnélle an temps écoulé depuis Porigine du mouvement. Le
rapport entre la vitesse et le temps exprime Ig_for,ce acceleratrl,ce , et esF
double du rapport éﬁt’r‘éi}l_’eépacel parcouru et le carré da temps. Plaugmen-
tation continuelle et” uniforme’ de la vitesse dans cette espéce de Mot
veiﬁént" ,lu; a-fait ‘donmer. le nem de mouvement uniformément accelsre.»

Ce qu’ﬂ y a de plus ‘simpzrle et de plus naturel pour Ican.,parer ‘Ics
forces accélératrices , C'est de prendre la force de la gravité dans un lieu

S

donné pour Pinité. Ainsi,on aura pour le corps pesant 2 b=—1,eth

¢ == ¥ 23 desorte quon peut déterminer la

vitesse par la racine carrée du double de la hauteur d'otli un corps pesant
1oi bet. -pour. ri vi r conséquent , si on veut
doit tomber -pour acquérir cette V}ng_se,' Par CA q | ,f o e
prendre une vitesse donnée pour lunité des vitesses , il faudra a ors
»prendre-podr-l’ﬁﬁi.té'des. espaces le double de la hauteur nécegsaire pour

la produirg.

190; Nods’ve’nohs\d%xamfner’ [a nature e,t Ie_s proprié]tés du nf.ozxzelrfe;i
rectilighe ; le mouvement curvilign.e se réduit namre}‘s@ent ?1 u-bvii
trois mouvemens rectilignes , suivant que la courbe decrxtehpaf e mo ; z
est a simple ou & double courbure. En .e.ff'et , €N rappo'rtanf c?t.te cau: ;a
& deux ou trois coordonnées rectangulaires x , Yot il est ¢ a..l‘r: que _‘
détermination du point de la courbe ol le nmbfle se tr(iuver.a iacjltaqzz
instant , dépendra de la valeur de ces cq‘ordonlnees(au glemz:r;u tem,PS
sorte que chacune de ces coordfonn'étes sera une fonction Om]biu ! Semi;
et pourra représenter l'espace rectiligne parcouru par un m(;S gg;] 1 sera
la projection du vrai mobile sur chacun des trois ax V,

coordonnées.
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Ainsi, st le mouvement se fait dansun plan , il pourra &tre représenté

sar les deux dquations x == f¢, y = Fr, d'ot éliminant.z ; on-aura en

~ et y Péquation de la ligne parcousue par le mohile. §i le mquvemiént

52 fair dans des plans mferens , il sera représenté alors par les trois

¢quationsx = fr,y=Ft, 1= 9t, d’olr éliminant ¢, on dura deux

¢yuations en X, ¥, 7, qui détermineront la hgne a double courbure
décrite par le corps. '

191 Supposons d’abord que les trois mouvemens relauﬁs aux ax es
dss y, 7 soient uniformes, onaura x==a4at, y = b1, q==cty
a

R b, ¢ €rant les vitesses de ces mouvemens, Ehmmant 2, on aura

cx
— , deux equaﬂons qui appartiennent a une. hgne

[RY

droite passant par Porigine des coordonnées , et dont les pro]ecnons sur
les plans des x, y et desx, 7 font, avec Vaxe des x, des _anglesﬂ ~dont
b

et —— sont les tangentes. La partie de cette droite qui répond aux

coordonnées x,y, 7, seradoch(x 4+ -—}-{ )-—tV(a' + b+ s )
ce sera Pespace décrit pendant le temps ¢, en vertu des trois mouvet HEN
miformes. Ce mouvement composé sera donc aussi rectiligne et iniforme
avec une vitesse égale a v (a* 4 0* 4 ¢*). A Pégard de sa direction ,
il est plus simple de la rapporter aux trois axes des coordonnées x, y, 7,
et il estvisible que, puisque az, bz, ¢t sont les projections de la ligne

ty (a4 b* 4+ ¢*) sur les trois axes, les rapports

; TEE

O TR —}—Cb‘ T seront les cosinus des :anfgleslque ,

cette direction fait avec les mémes axes. La somme des carrés de ces
costnus est, comme l'on voit, égale & Punité, ce qui est la propriéeé -

connue dcs angles qu'une méme droite fair avec trois autres droites
perpendiculaires entr’elles.

.

192, Nommons 4 la vitesse du mouvement composé, eta, B yles
angles que la direction de ce mouvement fait avec les trois axes > on
anaA \/(zz -}-Z)::c)et~‘

. b
== €08, a, —— == cos, B, ?;T == C0S, ¥ ;5

ms FONG 10‘\:, ANaEYTlQUf“S o

L3
d’ou I’on e Tl T e o

A cos'oL b_ A‘cos. B‘, < 'A’"'cos. - .

avec une directlon qui fera@t ,' avec les mémes axes,
o o‘vz',. de'maniére que Pon aurait; ' :

'A”cos B + B €Os.
A cos; + B cos.

w,z co: .E, A cos. y Sotit les projections

, S‘ur Ie.s trms axes. de h lwne A prlse sur la direction de la vitesse A,

et ainsi des autfés quantltes semblables, il est facile de conclure deséquations
precedentes ;- quer, st on place les deux lignes A et B.lune au bout
de Pautre , suivant leurs propres: directions, la ligne C joindra ces lignes .
de sorte que A4, B, C seront I trois cbtés d'un triangle s et si, sur les
deux hgnes Aer B»partant dun méme point , on- construit un parallé~
Iogramme , lxgne' Cen sérd la diagonale. De cette maniére,- la com—~
position: et decorr‘posmon des wtesses se réduit & une considération
geometrique tres—sxmple ; mais pour le calcul, il est plus simple encore de
tout rapporter. i trois axes perpendwulalres entre eux par les formules:
‘précédentes, quon:peut etendre S autant de vitessesqu’on aura a COmMPOSEr

Nous: remarquerons encore que sion nomme A Pangle des deux lignes
A et B partant d’un mi€me point , le carré de la ligne qui les joindra , sera

> - =, Do autre
errIme, comme Von sait, par A% — 2 AB cos: & + B, D'en autre
il est aisé de voir que

6té ,. en conmde;ant les \ro]ectxons de ces lignes,
o — B cos X )

ce méme carré sera exprimé par (A cos.
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par la comparaison, cos, A = co0s. « cos. A - cos. 3 cos. - €os. vy cos. v,
vation qui donne la relation entre l'angle A de deux lignes et les angles

2, B,y et A, , v que ces lignes font avec trois axes perpendiculaires

eatre eug. Cf’rre relarion est connue dans la trigonométrie spherxque'
mais comme nous aurons occasion d’enfaire usage dans la suite, noug
avons €t¢ biea aises de la démontrer par la méthode des prOJecnons.,

193. La considération des mouvemens uniformes nous. a donné Ia

composition et la décomposition des vitesses; celle des mouvemens unie. -

formément accélérés nous donnera de méme la composition et la décom-
position des forces. IR

En effer , supposons que les trois mouvemens rectilignes suivant les
axes des coordonnées x, y, 7, solent uniformément accélérés et produits

par des forces accéleratrices g, &, k, on aura (ne189)
__'sz,y_‘gﬁt“,{-—agkt". o
L’élimination de t donne ¥ == LE 7= k“; > €e qui fait voir _

que la ligne décrite en vertu de ces mouvemens, est aussi une dro1te

passant par Porigine des coordonnees La partie de cette droite qui repondv
aux cooldonnees X, > 7 sera donc aussi y ( x° + 5y + 7))

Y (g + /12 + k), cg sera lespace parcouru par le
mouy em»ntcomposé » pendant le temps ¢; d’on I
sera aussi uniformément accélé

Mju

on voit que ce mouvement
éré , et di 3 une force acceleratnce égale
a Y (g + B+ k). Et comme les lignes g2, 1A,

s ko sont
les projections de la lxene sV (g + R —i— /c )

sur les trois axes,
les rapports —— % h k
PPOTES 7T

T T ET V@ EE +F Vi T EFEY

scront les cosinus d

> des angles que la direction du mouvement composé
fera avec les mémes axes,

Onvoit par-la que la composition desmouvemens uniformément accélérés
suit les mémes regles

! s quc ceile des mouvemens uniformes ,- €t que par_
conséquent la composiiion et déce mposition des forces se Git de la méme

maniére

l .
(Acos. p — Beos.w )* + (Acos.y — Beos., v )= :’4’4—; B
» A B (cos.acos. A + cos. 5cos. pu ~+ cos.y cos. ), doli Pon tire,
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. 33
mmere que celle des vitésses ; ; de sorte que les formules trouvées dans le

numéro précédent ;s apphqueront egalement aux forces accélératrices , en
substituagt : fmple' ent ‘les: forces aux vitesses.

' ‘mobile st sollicité la fois par deux forces G et H, suivant
donf les. angles avec trois axes perpendxculaxres

» s o les angles que sa
, on aura 1es equanoqs

"——,G cos. @ =+ H cos. A,
G cos. ,B + H- cos. /LL R
G cos. y 4 H cos. 7.

‘d umformement acce]erea » de maniére que Pon efit

y, —:_—-;ZHS + /zt' {= ct + /uf‘, alors Ia ligne

une* autre dn'ecnon donnée. ' :

La nifure nous presenre aussi la combinaison de ces mouvemens dans
les: pro;e\.txles lancés onhquement 3 I'horizon ; en faisant abstraction de la
résistance de Tair; Le mouvement uniforme , effet de la vitesse lmprlmee.,

se coatmue en ligne:droite , comme ¢'il était seul ; et le mouvement uni-
formément accelere eﬁ‘m dp la gxavxte du corps , se continue aussi verti

calement de haut én’ bas’, comme sl €rait unique’ dans le- mobile , de
o @r";&’

maniére qu’ au bout d’tn tcmps quelconque , Te COYFS se trouvera aumet .

point ol 11 sergit i ces deux mouvemens s'effectuaient successivemen

Gg

3
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S
et indépendamment 'un de Pautre ; et & chaque instant Te corps.g-z iz fois

la vitesse du mouvement uniforme et lavitesse du mouvementuniformément

accé! éLé , et de ces deux vitesses suivant des directions dxﬁ‘erentes 5 se
compose la viresse du projectile. R e
So1r H la hauteur dou il faudrait quun corps tombht pour’ accmenr

la vltesse avec laque}la le projectile est lancé obliquement 2 lhomzen 3

cette vitesse séra exprimée par Y2 H, en prenant la force accelerarnce
de la gravieé pour l'unité ( n? 289 ), De-13 , en prenant les abscisses x

Imnzomﬂ-les et dans le plan de la ligne de projection , et les ordonneesy'

(.D

icales et dirigées de haut en bas, et nommant « l’mclm'xsen dela
igne de projection avec Ihorizontale et verticales donc, les ¢ expres-
sions de x et de\1'=11drontx_erHcos cz,ety—tVQ.Hsm a5,
parce que la direction de la gravité étant contraire 3 celle des ordonneea Y
le terme (odia lacce;eranon de la gravité , doit étre pris negatxvenent,

e

:

En éliminant ¢ de ces équations, on aura y = x'tang. o —

cqua on 3 une parabole, d’olt Uon pourra déduire les prepnetes cennues{

de la trajectoire des projectiles dans le vide ; mais ce nlest pas icile
Lieu d'entrer dans ce dérail. A

195. Consxderons maintenant un mouvement quelconque , et supposons
que les coordonnées x » ¥ » 7 de la courbe décrite par le mobile, sojent
des fonctions données du temps ¢, comme dans le n.° 190. Dans um
instant quelconque , au bout du temps ¢, le corps aura , suwant la
direction de I'axe des x, lavitesse x' et la f force accd\,ratrrce x/(noq 6’9 ),p
il aura pareillement | suivant la direction de I'axe des » vela utessey et
la force accélératrice "5 et suivant la direction de Paxe des % la vitesse {
et la force accélératrice ,/ 7" Dom. les trols vitesses x’ ¥ 7* donperont

T ¥* + 1), que nous appellerons # ,
€s trois axes, des angles dont les cosinus

la vitesse composée v ( x"
dont la direction fera , avec |

I/ ),/ o L ‘
er _— = A, Sl
SErONt ==~ == ; de sorte que, nommant « , 3 , 3 ces angles
on aura ' '

X =

UCos, a, v = y cos, B,z = ucos y;

dec@s a7
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cesf ce. qu1 resulte de la theorle du 0.’ 188 combinée avec celle dur

T R A &

Nous, remarquerons d’abard ict que Pexpression de la vitesse i du mobilé
est la mf?me que celle’de 12 fonctlon prlme de Parc de la courbe parcou~

rue ( n.? e de orte que nommant ei general, s lespace curwhgne

tangente de la courbe pro)etee sur le plan des x et y et sur celui des
xety, fait avec Paxe des x; mais comme, dans ces for:nules y etz sont
supposees fonctions de X, pour les apphquer au cas ol 'on suppose x, ¥, 7
foncnons dune troisitme varxable o1 | faudra, suivant la remarque du

/ /
63 s substltuer =L et - , ala Place de 3 et 7 de sorte que les

/

’

y A
t“ngentes des angles dont i saglt seront exprimiées par —— et — o

ces angles seront clonc Ies mémes que ceux des projections sur les mcm?s
pxans “de la Ilane qm sérait ‘décrite par la vitesse Com,PG..Sbe- 1de trois
vitesses x/, y/, {J (ni97); par conséquent, cette ligne cofncidera :;'U,'ec
la tangente de la courbe. De-la, il suit que si les causes qui empéchent
le mouvement d’étre rectiligne et uniforme , venaxent 4 cesser subitement
daps un instant. quelconque le mobile continuerait son mouvement par
la -tangente,, avec. une vitesse égale 2 la fonctun prime de l'arc décrit.
196. Les troié‘ forcés "abcelelatrxces x, yty g doanerontmde méme
{n”1 88 et 193 ) une force unique exprimée par ¥ (x” +y -{' d)
que nous appéllerons P, et doat la direction fera, avec les trois axes des

" // "

: - . AN S
coordonnées X, 9,7, des angles«,dont les cosinus seront s TP s

K 5
de sorte que 3 nOmrﬁaﬂt 7\,, ML ¥ ces &DglES‘, on aura )

. v = P cos. n
¥l P cos, n, y" = P cos. p, ' ==+

Cest-h-dire, les valeurs

. . . T 1, 135
Ainsi, connaissant la lei du mouvement du corps,
! Gy 2
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dex,y,7ent,On POUrra frouver, par ces ecuamono, la & rorc._ zzcceY r:lmc'ee
et sa direction 4 chague instant ; et réciproquement, connaissant la f"‘ ce P
avec lcs angles A, /x, v, on aura trois équations du second or&re' qui
serviront a dérerminer x, y etz en t. Les problemes de la premlere especc
ne dépendent que de l'analyse directe des fonctions, et sont, par conséquent,
toujours résolubles; ceux de la seconde espéce dependent de, lanaiyse
inverse des fonctions, et sont sujets a toutes les difficultés de cette: analyse, ‘
Si le mobile érair solhute a 14 fois par deux forces acceleratnces Pet Q
saivant des directions faisant, avec les axes des X, 9, (, d“s angles '"

pour la force P, et 7, p, o pour la force Q, on aurair, par le formulvs;
des numéros cités ,

e P-cos. )’\;7—}— Q cosc 7y -
y' = P cos. u + Q cos. py,
v . : .
= Pcos. v + Q cos. ¢; -
et ansi de suite, pour tel nombre de forces qu’on Voudita; i

197. Supposons que Jes directions des forces r, Q fass‘eﬁt dvec Laz

angeate de la courbe, les angles A, I', puisque, daos les. formules diz
£.” 195, les angles a, B, v sont les mémes que ceux.de la tangentp’
evec les trois axes, onaura, par la fommie trouvée a la fin du n.? 19?.,~

Cos. A = co0s. & cos. A =+ cos. B cos, i 4 Cos. 7y cas. v,
et de méme ; 7
Cos. I' = co0s. & cos. = 4 cos. £ cos. p = cos. v cos. o5

Donc, muldpliant les trois derniéres équations du numéro precedent pau
€0s. «, cos. }3, cos. 7y, et les a}outant ensemn}e, on aura

Al 1 ‘
x'cos.a 7 cos. B " cos. = P cos, A + (‘)cos.l
Substituant pour cos, o, COS. B, cos. vy leurs valeurs X =

B} ‘ u 7w Ty

7

. V= + "+ g
rime / e 2 2 ' a

P ,de‘\,(x +.y + 7% ), Cest- a-dire , de ¢, que}gazr
consequent cette quantité est égale & 8/, on aura Iéquation.

= Pcos. & + Qcos. T

R ’ / ’ /"
(n°195), et remarguant que —= % T+
)

ne nullement. alt

est la fonction: -
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qu est, eomme l’on VO’[’, sernblable awc equanons du mouverfiept

Cetre equak n‘,'_ert 3 determmer dxrectement la vltesse reelle du corps
et Pon. voit. que lesforces perpendiculaires 3 la
rxﬁn s la-vitesse ; puxsque les angles A, T \.tant

forces dans l’expressxon de s” D’ou 1on peut conclure s €n gcneral
: Iorsqu un. ¢ ,,_ps est contraint de se mouvoir daas un canal d'une

ﬁgur donnée , comme lacnon des. parels du canal sur le corps ne peus
’ - perpe ndlulazrement an- canal meme., la vitesse du corps
rée par. cetté action. Au contraire, les forces qui
angente ‘produisent sur la vitesse leur plein et entier

comme si & mouvement du corps était rectlhgne puxsque ieg

visé et foutes es. FOIGﬁa d’attracn@n connues agissent égale~

_fment sur\,toutes les parties matérielles des corps., et y produisent le méme

mouvement ; abstmcrmn faite de’ I'indgalité des forces, 4 raison des
distances ; de sorte que Veffer de Paction deces forces est indépendant
dela masse &hi corpsmu , et est le méme parrapport ala vitesse imprimée,
que st la masse érait réduite & un poiat. Dans les attractions. xeupr(\q”cs
des\corps 5 la. force d’alractlon est propornonnelle a la masse du corps
attirant , - parce. que chacune de- ses partxcules attire etralement ; par
conséquent 5 - le'mouvement absolu imprimé au cor ps attiré , est simple~
ment propornonnel 3 la-masse du corps. attirant.

i} n'en est pas de meéme-des forces.qui ne pénétrent point dans Iintérienr
des corps., et qm n'agissent qua Pextérieur , comme Paction des ressorts
celle de la. résistance des fluides , les forces produites par la pression
par_la tension des fils, &c. 1l est clair que ces forces me peuvent
produire le méme effet sur, différens corps, 2 moins quelles ne soient
propomonnelles 4 ledrs masses ; car, si une force double , par exemple ,
agit: sur un corps de masse double , c'est la méme chese que st deux
forces simples agissent séparément sur deux masses simples ; il est clais
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auissi que Peffet produit sur une méme masse ou des ma; es ecales X
par différentes forces, c’est-a-dire, le mouvement ou la virésse 1mpr1n
doit érre propomomelle aux forces ; ainsi, st une force F agissant siur une

masse M, y imprime lavitesse }7, une force m F angS&DfSUI-'Ia’nl&SSG‘mMj
! - . . - . e A
y imprimera encore la vitesse 77, mais la force m F agissant sur la méie

- . ' A B R "
masse 44, lut imprimera la vitesse m J7: donc la méme force mFlmprm 3

a la masse m M la viresse 7, et- a la masse M la Vitesss m 7 d’ou it

suit que- les vitesses mprm*ees par une méme force a- des_ 185568

différentes, sont en raison inverse das masses. Donc , en genera} I Fef, A

d'une force donnée sur une masse - domee, ‘est en raison directe de la
force et en raison inverse de la masse , oil comme 1a force dwlsee ps
la masse. R

Ce mmup“ ect confirmé par lexperxence ; car un ressort p]ace entre
deux corps, et ﬂgxssant également sur I'un et sur lantre ; leur i Impri
des vitesses en raison inverse de leurs masses. Lorsque deux corps durs:

mus sur la meme ligne en sens opposés, vieanent ¥ se choquer ave"

des vitesses en raison inverse de leurs masses ; ils' s’ arrétehtapres le choc
par la destruction réciproque de leur mouvement j et s'ils sont- parfal-
tement €lastiques , ils sont réfléchis en arriére ,~ chacun avec la méme
vitesse qu'il avait avant le choc,

Dans les corps pesans , comme la maVIte aglt ega]ement sur touteS[
Jes parties de la masse du corps, son action absolue est proportionnelle"

ala masse ; donc, divisant cette action par la masse , Peffet de la. pesanteur’
pour imprimer du mouvement aux corps , devient mdependant— de leur

masse , et est le méme pour tous les corps: Mais , st deux corps pesans™

se tieonent par un fil passant sur une poulie, comme les forces qui’
rasulrem de leur pesanteur et qui sont propertiennelles aux masses , tirent -
¢ fil en sens contraire , il vy a que la différence de ces forces qui puisse:
ieur tmprimer dumouvement ; et comme Jes deux corps doivent se mouvoir
s:onjoimcn nent et parcourir le méme espace vertical dans le méme remps-,
la masse tctale a mouvoir est Ig somme des masses ; ainsi , Paction de la
gravité pour meuveir ces Corps, se trouve diminuée en raison de la diffée

rence dta masses a 1PL1‘ scitme par CODSEqUDHI‘ les ESP‘&CCS parcourus'

A beur d'un wemps quzleonque, seront a ceux d'un corps-pesant qui rombe
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z

o

A
3

Tibe emﬂnt dans la meme raison.- C est ce que P'expérience confirme {7

1€ 4ans

la machme connue pour demontrex ies lois de tacceleranon des graves,

199 1l resgitc du prmape que nous venons dexposer que les forces
accéléra ‘d'un_corps doivent ‘& etre’ estimees par les valeurs absolues
de: forces qui “agisseat suf _le corps-, divisées’ par la masse méme du corps,
A1n51 le Q; &e.y expﬂment les Va!eurs abgolues des forces qui agissert
sur un corps dont la:masse est M, s
‘ s.des coordo nées x, y rg,'

ivant des directions qui fassent , avec
angles X, w5 v pour laforce P, les
‘orca Q ,e ainsi des autres ; il faudes , dans les

P ‘
{ 6 metfre Pﬂf—tOﬂt M ,,.,—.]g‘é, &C,’ a la p}ane de

ce qm revlendra au méme , multiplier par M les quan-
. D€ cette maniére, on aura donc pour les équations dis
~xer‘ s VL, soHi ité par les forces ou putssances quelconques

P Ir'_—L- Qcos.p'+ &e.
',.P cos._v + Q cos. o + &c.

les’ partles de la masse atnree, 11 s'ensuit que Ia valeur absolu\,

de la force d’attractlon entre deux corps doit étre proportionnelle aw

prodmt de Ieurl masse s

350, Dansc’cst éq’u’&ti‘oﬁs‘»%?fes' coordonnées x, ¥ sont regardées comme
des fonctions du temps. ¢, Pour avair les ¢quations mémes de la courbe
décrite par le corps , il faudrait liminer le temps et réduire les coordonnées
y ety a de simples fonctions de x. Voici leapr;it;et le fondement de cette
réductions” - ‘

En regardant les quantités x, v, 7 comme fonctions d¢ ¢, lorsque ¢

CE - - : N 3 )
devient ¢ + 0 , ces quantités deviennent x ~ 6 x’ +—9—; x -2-97 X, &e.

1

{/,’/, &c. 7’

:}+éy'+-’€—y"’+%y”’,&c.,{+9{’+"—
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par les principes établis dans la premiére partie sur le développement des
fonctions. En regardant, d’un autre c6té, y et 7 comme fonctions de x,
lorsque x devient x -~ I, ces mémes quanfités deviennéntyf{-_’i‘(}y”)’jf
(") + &,
Je renferme ici les quantités y/, y", &c., 757", &c., entre des pagént‘hé‘s;s&
pour les distinguer des mémes quaptités relatives i la premiére hypothése,

. .o T TR By ’},y"" A Jan
Donc, ston fait ; =— fx' & —;—x” +Tg—§~ XM+ &e., 1l fandra que

b

G T 0 &L+ +

2.3

H

7
2.3

Pon zit, quel que 'soit 8, '-l’ékiuatibn z(y’) + ——;—— (y”) +

; : AP ST . .
(y"y + &e., = 8y +—T]-/’ i€Z 2—53— ™ +,7&—c‘., et de-méme

1

) = (D) 5 () ke, =
o8
R

2 "y

—

termes affectés de Ja méme puissance de §, la premiére é‘quéti@iﬁ‘d.offnéfé\'"
il 1 i = e Jan g S O R e (A ,,-
¥ = (Y)Y =T () o, e (3 43 (37 57 = (s

et ainst de suite, Dol lon tire

: : '
(=L (y) = L0 vy
! v X x .
(yn) =2 =00 =30y T
x

el / , des formules
e ] . . Lot RERE
semblables pour (7'), (7), &c., en changeant seulement lalettreyenz.”

- b
Ces formules s’accordent avec celles que-nous av

et ainst de suite, Et Pon aura, par la seconde équation

ons trouvées’, d’une

" ) . )
Autre maniere, dans la premiére partie (n.° 63 )R

’

car on yoit que (y’)—_—_y '

1y = (Y
(y"y =\"4 5 et amsi de suite,
L’analyse précé dir "
'yse precédente est plus directe , et résul

. te..des preniiers
principes de la chose ; mais cell s o

e du numéro cité a lavantage de faire”

Y0l 1de] S : g

voir laloi de la progression, car elle donne mmédiatement(y') = L — ,
N > b 2 x’ it N

() =

7" <+ &c. Substituant la-valeur de i, et comparant les-
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N e . oo ro - -

:(y”) — -————-——-[ (};;,) ] -, (y”’) = —u—’y;,—)]—-;- et amst de sutte , en

désignant , par un trait appliqué aux parenthéses, la fonction prime de la
quantité renfermée entre les parenthéses. ‘

Par le moyen de ces formules, on pourra transformer les équations qui

contiennent les fonctions dérivées x', x, &c., ¥, y", &c., 7/, 1", &ec.,

relativement 2 ¢, en d’autres équations ol il n’y ait que les fonctions

dérivées (y'), ("), &y (1), (1), &e., relativement a x,

201: Pout en donner un exemple, supposons qu'on demande la résistance
du milieu, en vertu de laquelle un corps pesant lancé dans ce milicu
“décrirait une courbe donnée. On regardera la résistance comme une force
‘retardatrice qui agit dans la direction méme du corps, c’est-a-dire, dans

~celle de la tangente de la courbe : ainsi, en nommant r la résistance,

Cest-a-dire , Paction du milien résistant sur la surface du corps, divisée
par la masse méme du corps , on aura — 7 €os, &, —— 7 €0s. 3, — rcos. y

pour les forces accélératrices qui en résultent suivant les directions des

axesdesx,, 7,lesangles o, B, 7y étant ceux de la tangente avec ces axes.

De plus, si on nomme g la force accélératrice de la gravité, et qu'on prenne

les coordonnées y verticales et dirigées de bas en haut, on aura — g pour Ia

force accélératrice provenant de la gravité suivant les coordonnées y.
“Donc, les équations du mouvement .seront

7

i . I —— n -
x”:—rcos.og,'y”::——g—rccs.ﬁ,7( = — 1 COS. Y ;

\ 4 ’ '

. o x y 7

substituant pour cos. a, C0S. 3, €Os. Y, leurs valeurs — T T
2 2 L. i

(n.°195), ol u, vitesse du corps, est = s' = (¥* 4+ y* + "),

on aura celle-ci

X — syl =g —

renant les fonctions primitives, 7 = M X
P

constantes arbitraires. Cette équation, €tant ce.e ¢ ub
voir que la_courbe est nlczzsawrement (U
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prenant P'axe des x dans ce méme plan on aura { —0 31‘{’ = O, et

es équations de la courbe se réduiront aux deux premiéres,

) . . r l— ) ) : ;7 B
Supposons, pour abréger, — ==g¢, on qura x’ = —g x/, y" =

— gy'; substituant ces valeurs dans Pexpression de (") du n° 200 .:

o .z
on aura (y") == =" s ainsi la valeur de ¢ depend de (y”’) Or
on a, par le méme numéro, Y }"/” Y " SA(}“)-

par (_Y ) PE P e

mais ayant les valeurs de x” et y”, il n’y aura qu prendle leurs foncuons '

prlmES pcur avoir celles de 'x" et y"; et Pon troavera en des1g-1ant

par ¢' la fonction prime de ¢, & = — gx/ — g/ x' — (g% =+ ¢')«,
Al e Y/ B
Y= —qy 9y =9qg+ (@ +4g)y. Adnst lesdeuxprermers
termes de la valeur de (y") donneront —LE- | et le terme —— 3 (5o
z’ . CoE
Yo 398 ') v 4 ] 2 o B
donnera — De sorte qu’on aura Cy"y = — = qu,ig <10,
g érant == TR fera cetfe substituiion . , et on chassera
ensite x’ et ¥/ au moyen des équations ( v/ ) == 2 1Y o
y q (y) = et (y) = —

a
=}

=2 —, lesquelles donneront x“ V(x4 g =y [1 + ()] ==

x

v+ ()]

‘ . o
5 de sorte quaprés toutes les substitutions’, on aura

O 17'()‘/)1 C . . Lo
VA VL LT Comme les fonctions dérivées ("),

A ///

(1 et se rapport ) ar L, n

(s r) i \e” ) pportent maintenant 4 la variable x, nous pouvens
cpresenter simplement par ¥, y"s ¥y"; ainsi on ausa

A A A G I s A
g 2y "
Or, 1a cou :
roe etant donnée, on a v en f
onction d - 7
s o . " ¥ e x: de-lx, on tirerm
vées y', ", 1 ; et la formule précédente donnera ,. pous

chaque point de ] o = : :
que point a courbe, le rapport de la résistance 4 la gravité,

ba vitesse wocera = Y (6F gt ) =y [ (57) ] =

DES FONCTIONS ANALYTiQUES 243

>

Ve Yt ()] , C'est-a-dire, en changeant ,(QY ) en y’) T

v—_('}//) F .
Vg-\\/(l +00) o
: V;—y-“r

Si on suppose la résistance proportionnelle au .carré de la vitesse et &
la densité du milieu, alors, nommant A cette densité dans un lien
quelconque, on aura r= m u* A, m éant un coéfficient constant ; ; donc,

R Y : T &
subsﬂtuant’ la Valeur‘ d‘etu, F=— -8 (__j;},' la ; et mettant cette valeur
dans l’e uatlon c1-dessus k elle deviénd‘ra ma = _ , par
Rk bt P RN

min Vra la densué du mlheu nécessaire pour faire decr;rn la
courbe donneb. Ryaproquement, cette équation servira a déterminer la
courbe lorsque Ia densue du mlheu sera donnée.

Pour les pro]ectlles lancés dans Pair, on peut supposer la densité du
L [
mllleu consta te; amSI fa1saut pour plus de simplicité, 2 m A = =

¥ ~ =Ky (71 +y’")——f’s‘, s étant

1equauon de la- courbe’: sera

Iarc de la courbe, d'oli Pon tire, en prenaat les fonctions prmnrwea,

— A&, A étant une constante arbitraire : c'est la forme la plus
sunple sous laquelle puisse &tre mise Péquation de cette courbe. On peut
firer de ces équations les différentes approximations qui ont €té doanées
jusqu'ici pour la détermination de la courbe décrite par les boulets et les
bombes ; mais les bornes de cet écrit nous empéchent d'entrer dans aucun

dérail sur ce sujet, -

. . . , : . .
202, Au reste , nous remarquercns encore quon aurait pu tirer tout

i . i 0o
de suite ¢ quauon de la courbe, des équations du mouyement x7 ==

/
LY, par I'élimination du temps &. Eneffet, x ety

S = —g— L,

7‘17

5
étant fonctions de ¢, on peut récinroquement regarder y €t £ comme

fonctions de x ; et par les principes du n. °§3, sicn regarde,

X, 3/, ¢t comme fonctions d'une autre var iable m_xofdule &
Hh 2

en vénéral ,
il faudia

t



x
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substituer —5— et —7— ala place de &/, y', et (-

I

_x' / _L ’
);(‘ % f)éla

It

4 Sz
place de x”, v ; mais en prenant x i la place de 7, Pon aura x==1 : donc
. v - I T
faisant x' = 1 dans ces fornules , on aura & substituer —— et -
. £
s /7 L
\ 4 ¥ s .
alaplacedex'ety’, et — —— et i — 2L 3la place de x"et y.
I3 (4 -
Les deux équations deviendront-done , 4 cause de s/ = ¢/ (x4 y’” )
x// r }/I B / ‘7
h‘:?“:-‘%?‘et}:—z—), —_———
: Yit4y7) £ £ v (L +y

d'ou il faudra éliminer la fonction ¢, Substituant , dans cette seconde

‘4

Souati . ¢ . . oy
¢quation, la valeur de - 7 s tirée de la premiere , elle dewendra: J
£

= — g ; divisant par y”, et prenant de part et Pautee les. fonctions:

HE

- 2 ¢
Primes , on aura — —r— = iy)’_ ; valeur qui, &rant substituée dans:
la premiire éauar; 1 r AR ACE: )
A premicre €quanon , donnera, comme plus haut, - = B S
. : ' 25" :
A Péoard de la B 2
Alegard de la v®esse v = ¢ = ¢ ( " + y® ), elle devxendra,
L o )
/5 €t comme on vient de trouver # — Yo— L I
T
cesce deviandrs Y2V 14y .
vTiesze deviendra V’,__)'l,‘ —~ , comme ci-dessus
12 cette maniere , on pourra taujours éliminer le temps dans les:
el

quations du mouvement , pour avoir tout de suite celles de la. cotrbe.
cerite 5 et nous aurions pu en user dabord ainsi : mais Vanalyse que:
rous avons donnée , nous sera utile pour découy Tir , comme nous )’ avonss

1

annonce au commencement de cet écrit, la véritable source de la méprise:

au Neweon est tombé dans la premidre ¢dition des Priacipes., en résolvant
1y
brobizme dont nous venons de nous occuper, et qui est le troisidme:

1
au sccond livre de cer ouvrage..

3

223, Voici Gere solut .
223. Voicl Ia premitre solution de Neweon réduite en analyse

] i tom. I, pag. 487 ). Le mobile étant parvenu
(},Lm. point quelconque de h courbe , sans la résistance et la gravité ik
Ady

GeCHTAt dans un temzs dopnd tres-petit , une partie trés-

'/7"
( @uvres de Jean Bernoulli

petite de las

-calement de Pespace. 'y, en vertd de la gravité, Par consécuent v s
e
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fa“;oepte que nous désxg‘xeronv par a; soity e petit esnace que la cravitd
Feralr décrire dans le- meme temps perpendlcularement a “101‘120n et p
le pent espace dont ‘la résistance diminue Pespace o parceuru sur la
tangente , il est clair’ que ‘le rapport de p & ysera celui de la résistance
4 la gravité. Ansi, le corps , dans le temps qu’il aurait parcouru sur la
taﬁg'é‘nte' Vespace o — p » sera descendu veriicalement de la quaatit V5
par conséq-uent. y sera la fleche de Varc o — ;. I‘ﬂﬂintenant , S oon
considére le' corps comme partant du méme point et rebroussant chemin
pour décrire en sens contraire le méme arc de courbe qu'il a parcouru,
il faudra regarder Ia résistance comme négative, et par conséquent comme
une force qm accélére le mouvement aulien de le retardgr Atnsi, le corps
décrira ;. dans le méme temps tres-petit , Pespace a - psur la méme

éangeute dans tine diréction contraire , et descendra en ; \é e temps vero-
T -
Y iil

\»11

1217"fl'\i_‘é:.“}i;éw dé lsa‘fc o == p , pris de Pautrec6té du point de la courbe ¢

ont
i dagit. Or s les ueches étant pour les arcs infiniment petits, comme les
earres des aLcs ou dc" taggen es, la ﬁu.ae de Parc “ s l‘*w dumime

— feche
ebté que larc o -k P sera 7y ( _T—) ; donc, la différence des fléch

pour Tes arcs egau‘i @ — p, pris de part et d’auere du point doneé de

: S S (e—0)* 4are ; o
- ) R —_— : = D NoMmons cetie
la courbe , sgray[,l o ] (ot
R N G SRR | A
P " R doye s PR ST 7;} )_ —_—
Y - au T == , &l — == o N
dxﬁerence‘ .13, on aurg Py t= P PR

4 cause que la perite ligne p, parcomu'c d’tin mouvement un
accéléré , est infiniment plus petite que laligne « parcourve dars'e meme

semps d’un mouvement uniforme; Tel est le rajsonnement

présenté de la maniére la plus claire ; et le résultar que neus ;

a Sme cird , of il est
srouver , saccorde avec celui du corollaire II du p coblime cird, ol ost
et F (3 soat €2 quz nous avous nomme o 2ty .

av

visible que les lignes C F
et que la différence F'G — K[ est ce que nou

Iaintenant , en prenant les abscisses x horiz o-thJs et Iﬂs cxd
verticales et dirigées de bas en haut , Vewton suppose qm pour |

1%
')
&
o]
&)
3

bt

3

o
=

Rep—50 10

A PYARN PR Y g
x 4 o, Vordonnée, *{px.:n” -gn sérig, eaty - Jo
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et il remarque que la partie de la tangente qut repond ila partle 0 df: Ia},e‘
- artie de ]ordonn e
-Lo\/(I—‘—Q),ctquelaﬂeche c'est-a-dire’, la p &

comprise entre ld courbe et la tangente, est Ro* 4 §0° + &c. En
fusant o négatif , on aura la fléche qui répond 2 la méme partie de la

tangente prise del'autre c6té du pomtdecontact, et qui sera, par conssquent

Lot — 8 0° 4 &c.; et la différence des deux fléches sera 2 $0° — &1

or , il est visible que les quantités o ¢/~( 1 -+ ), Ro* +503"‘ &,

er 2 8 o> — &e. , répondent a celles qu\. nous avons nommees &5y etéS ;

Sui‘»‘ant notre notation, lorsque x devient x + 0, ¥ de fient y y

’ , .

2 y// I 1//” + &ec. ; donc , ) comparant avec la série de
.3 y// .Jr// . 4 i

Newton, ona Q =7, R = — S = — Rt subsntuqng
ces valeurs dans la formule précédente, le rapport de la résistance 4 la
., L1y . .
gravité deviendra — [3( v,,,bl )] » au lieu que nous Pavons trouvé
1 ’ : B e

. 1/ T 2 . . .
ci-dessus (n° 207 ) — L0 L( gbanR . Dotr il suit que la solution

2'./
de Newton est fautive. : :

Il est remarquable que si on substitue simplement y/, v/, ¥/ pour Q.

— R, — &, on a un résultat exact : cest ce qui a fait croire aux
Bernoulli qui ont découvert les premiers Perreur de Newzon , et 4 tous
ceux quien ont parlé depuis, que cette erreur venait de ce que Newton
evait pris les termes de la série Co— Ro*— §0° — &e., pour les.
différences premiéres, secondes et nomemﬂs del’ ordonnee tandis que ces
ICrmes ne sont égaux qu'a ces différences divisées par1,2, 6, &c Mais,
d'apres lanaly'e que nous venons de donser de la solutlon de Newton ,

DbEs FONCTIONS ANALYTlgUES tay

A ést facﬂe de ‘voir’ que. sa. ‘méprise ne wvient point de-la ca,.mjtmnﬂ

des dlﬁ'erences dont il n ‘est point ques;ion dans sa solution

et que la
subsntutxon des termes R o* et §o° de la série dont i

s amt , ala place

, @ d
s 'y et —-—daqs la formu;e? » est légitime : ainsi ; Perreny

. doxt ctre dans ette formule menk N qu donne le rapport de Ia rééisrar\lce;{

Newfon peut &tre rendue plus simple et plus
ivante. En nommant u la vitesse dans un point
: ‘u@ est l’espace que le corps parcourrait sur la
, en faisant abstraction de la gravité et de la
]a force absolue de la gravité, et rcelle de Ia

Sty Stnvantq’ordonnee y 5 la ligne ¥~ | dans une

dxrectxon confran‘e 5 celle suivant laquelle cette cocrdonnee croft. Soit A
langie de- la Lanvente avec laxe des x, . 11 en résultera , suivant la direc-

&on de l’axe des x, lespace (uf— 12 ) cos. A, et, suivant la direc-

gﬂ- _
tion de I axe des y, T espace (o . Or, y érant
foncnon de %, supposoas, avec Ncw , que x deveaanr x + o,y

dewenney —i— Qa ~— Ro*— §0° — &c. 5 il faudra donc qu'en faisant

o= (ubf — “)'c-os?. A enait Qo — Ro*— 50%, &c. == (v§ —
) sin.. A—~f-— quelle que soit la valeur de 6, qu’on suppose

fres—petite‘. :
Substxtuons, dans Ta seconde éc uatlon , la valeur de o donnée par fa
premi ﬂre . et omonnant les termes par rapportaux pulssfiﬂws'd’c‘ 8, on aura

9 Qu cos. A — ( Qz cos. A —{— Ru? cos. A) 6" — (Rur cos. A
l V ; ) . rsin. A : .
c 4 S8 cos. &) &e, = Busin, A —( S’; + i ) &
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Co mparantterme’aterme ona Qu cos. A==usin. 4, Qur cos. 4}

2 Rutcos. A == rsin. A 4+ g, Rurcos. 4 + Sifcos. AA=o0, &,

La premidre équation donne tang. A= Q; subrsntuant cette valeur

o 2 EACLURANEE § 2 M 2 B :
dansla ;econde, ona 2 Ru? cos. 4* =g, dou Ion»preu = m
§u’ cos. A

)
Sl Lo . .. :
— _L‘_{_I__Q__l. < i3 tf{_)lsjén‘le donne r =— s SdbStltUﬁDt

2 R : : R )
; S (1 :
pour 1* ef pour cos. A leurs valeurs, on aura r = £ "/2‘( R+Q) 5 et
. ;o SY i+ 0 :

{ ia
2-ia = 7
g T R

-, rapport de la résistance & la gravm.,

comme Newton Pavait trouvé. En effet, il est fac:ile de voir q&e ‘ette

]}se n’est, au fond , que celle de Newson débarrassée de la considé-
rasion des deux mouvemens en sens contraire, et réduite A la forme la
plus simple ; maisellea, de plus, avantage de fzn re connaltre facdement
]a source de Uerreur, et de donner le moyen &’y remédier.

Car, pour peu gu'on examine le calcul que nous venons de f&re on
doit voir que, puisque les valeurs de o et de Qo — RoPe§ 85— e&. .

5

sont exprimées en séries qui procédent suivant les puissances de 0, et
iue ces séries ne vont pas au-delh de la seconde puissance. de § , il n’est
y;s permis de pousser approximation au~deld de cette méme puissance
duns lcquauon résultant de Délimination de o : dott il suit qu’erle
terme Um comiient §° dans cette equat!o*} s doit necessqnemenr etre

incomplet; et puisque c’est de ce méme terme que dépend-le rapport

cherché de , on en doit conclure que la valeur trouvée de ce

rapport est inexacte,

205, Pour pouveir obtenir , de cette maniére | un résultat exact , il
L

1 ’
tundrait done tenir compre, dans les deux séries dont il s'agit, d:~s termes
c metiam dentams Taa Lot
cul centienuralent les tross C mes PUIDS nC d e : ces termes ne sont

boint donnds, commie les nremie , parle 7)3 conditions du probléme ; mais
Tos on didniea man 1, ‘0
les en dlduire par la iol de la dérivation de ces termes. Car,

1Pt

s ety comme fonctionsdez; ces coordonnées;
cznnent, par les consid

£ations méc 1qhes

DES FONCTIONS ANALY'TEQUES 249

developpees dans le numéro precedent x + Gu cos. A4 — —&—- rcos. A

ety + 61: sm /1 -———(rsm.

I g ) ces séries érant comparées

. .63

avec Ia forme generale x —l— Gx' + —:- 1 &N 3

e &, et

— + &c., on aura x' = u cos. A,

rcos.A ety-—usmA y”:—rsm A—g,don
Ton tn'e d bord K =~ 2 AY, y" == — (r sin. A Y, en
denotant par un ’tlalt apphque aux: parenthesns » la fonction prime de la
U f ; Ies parentheses. Ainsi , Ies troisicmes termes des

( r cos, A )’ et — ( rsin. AY.

;yn” donnent, = 1. sin, A — g = (u sin, A Y
== u’ sm _A-—i— u A’ cos. A d’ou Pon tire , en éliminant «', — g cos. A4

— -g—c—o—s—‘i- Substituant cette Valeur de A&
U . e .

=u ﬂ’ ; sanr B A’

dans les formules c1-dessus, on aura

u

T ‘ . A . A .
{r go‘sg .A)’._ r cos. A - grsin < £os , (rsin, 4 Y =
| V . LAY
7 sm."A g—-———r cos :

"On ajoutera donc ces nouveaux termes aux valeurs des quantitcs o et

Qo — Ro* — §0° — & du numéro précédent, et Pon aura
o=0ucos 4 — L rcos A— —o— (/' cos A+
grom Acos Ay ot Qp—Ro — So = busin 4~
: u . : o
A rsin A4 g) — (a4 — S,
' 11
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Eliminant o et poussant la précision jusqu'aux o¥, on aura If%tiua’tfbna
8Qu cos. A— 0 (s Qrcos.A+Ru COS‘A2>—9[T§‘

A A :
(7 cos. A grqmucos )—-Rur cos. A 4o

S cos, A’]—— bu sin. A4 — ———f(rsm. -}—g) i

grees. 4 |
ET— )

d'el Pon tire , par la comparaﬁon des termes , ies équations:

Qucos.d=usin. 4, Qrcos. 4 + 2 R cos, A ._rsm'kﬁ-i—by

@ (7 cos. A+ grsm'dcos"d )-——6Rurcos.

g7 E0S. A’
u

Les deux premiéres étant les mémes qua dens.le numero zo:}‘ s el’esr

donneront également tang. 4 == Qe B e LA IW[“Q -

troisieme, en y substituant Q cos. A & fa place de sin, A ensuite divisank
par cos. 4, et multpliant par u , deviendra Q*gr — 6Ru*r b

6 5w cos. 4 = — g r;substituant la valeur precedcme de i, on aura
. 65¢ (1 0 ) cos. '
—_—ap e 2N\ L 8 i~ cos. A 3 i
gr(r+ ) -+ §R :o,.
d'ou Pon tire, 2 cause de cos, f oz —— T 38y (1 40"
’ V(tFQ) " g — 4R

b
Cest la valeur que Newson donne dans la su,ccmde et dang la’ trulsxeme

g D
edirion des Principes ( livee II, probleme I ); et on voit qwen substituant’

1 717
_ \ Y
’ P 'zy‘; -2 la piac}e: de
Q,R, S (n203), elle devient — SV yt)
Y )

dans cette valeur les quantités ¥

telle qu'elle
doit &tre ( nf202 ),

o Noipr :

Comme Newton nlest parvenu a ce dernier résultat qu en suivant ume

marche analogu le di cn ..
ogue a celle du czlenl différenticl] | nous avens ¢ quh
-3

' ;:‘;fqé;is‘ “I&i

r;:ﬁ‘qa

'DES FONCTIONS ANAL&TIQUES‘ w5t

m’étalt pas inutile de faIre yoir comment la méthode des séries pouvaxt
"% conduire, et qu'on neus ‘saurait gré Péclaircir, en méme temips , un
jpoint danalyse sur” quuel les plus grands géométres gétoient trompés,
et qux peut. mtéresser l’hrstoxre de la naxssance des nouveaux. calcuis.

206 -.Reprcnons Ies formules générales du numéro 199, €t supposons
quc Ia force P ‘S(}lt dmgee vcrs un pomt détermmé par les coordonnces

;nant on suppose P egal 4 une constante d, on aura I’equavon
dé la sitface -“sphere dont d ou p sera le rayon, et dont le centre
sera dete:mme par Ies coordonnees a, b, c; et ladirection de la force P
sera perpendlculaxre 3 1 surface de cette’ sphere puisquelle tend & son

Donc, si une: ‘a\Jtre‘surface quelconque représentée par Péquation
— o est tangente 3 1a sphére, la direction de la force P

centr ,

fx 5,90 :
sera’ aussi perpendlculaxre & cette surface, et Pon aura, par le n? 1571,

B /
r—2a y—Fk
en substltuant pad, —— =

P wrﬂ T IR
_ f Sl . . on 4
, V(I'z"+z, R ) v+ 1)
et z,sont les fonctions primes relatives 2 x et y de la quantité 7 regardée
comme une fonction de x ety donnée par I'équation de-la surface.
Or, en prenant les deux équations primes de flx,y,7) =0, rela-

zzvement Axety,ona (n92)f (%) + {f (1) =rc,

Ii2

B,
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() + of (1) == o, oh f1 (%), f! (y) £ (g desxgnent Te

fonctions primes de-la fonction f (x, ¥ g) pnses relanvement ¥ g
Donc , 7/ = — f(({x)) y o == ——j—g—g— p ar ¢ nSégﬁget,*?}?fagw
z— ¢ fol=) '
. ALS (:r)+f (J)+f (z
y—25 £ (x) e
p _'V[f (x)—i'f U)-l-f(%)]""
S £ ‘

VI GrEr ) +'f7<;z;_*'

dgns les yaleuls des quantités Efx”, My”,.—ﬂl{”, Ies termes r;ssp_c‘,.txg

P (z) DT e
VIF v 7 ) FF u) Tn
) . Py ) : A
YIr () 4+ (x) +f( )’],
Pf(z) :

YI7 (2 +/ VY ¥ £ 0L

207. Si on suppose que le corps soit forcé de se mouvoir: surtune:
surface courbe représentée par 'équation f (x, v, 7)==o0, il est clair qter
l'action de la surface sur le corps ne peut. &tre que perpendzcuiahe a ia
surface, Nommant donc P la force qm r\.su]te de cette action, et falsarrt

—_— P : PN T v
TN Gr ROy @ sura TEf? (), TLF (3

T f' (1) pour les termes dis & cette force dans les équa"cki'oﬁs dit m2'199..
Qr » la force P n'érant donnée que dans sa direction ,.sa valeur demeurera:
mconsue : par Conséqumtla quantité IT entreradans ceséquati’ons comme:
uneinconnue , mals comme on a 1’eouar1onf(x Y5 {) = o, ylaguelle

les wicurs dex, v, 7 doivent s‘ansfaxre, quel que soit le temps ¢, en

¢liminant 13 \
ant Vinconnue T, on aura encore autant d’équations quil seras

necessaire pour la colution du probleme; : -

k@ondmon d pronleme expumee par lequatlen f( , y g) = o,
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Tfr'[amtenant il est- fa‘cﬂe de concevmr que le meéme résultat aura lieu, si,
en fa1sant abstraction. de- la surface » O consxdere seulement 1equat10;}

f(x Yag) =0 comme une equat'on de condition donnée par fa
nature de la question. mécanique proposée . d’oli 'on conclura que toute

A1n31 on aurait , eir vertu de ces
_ mes'Hf’( ) + ‘I’ P (x), Ofi (y)+ ¥e (y),
T “@' (1) & ajouter aux valeurs de M x/, My, M,
: 0 demeurent mdetermmees et dowmt etre éliminées ;

. 208; Jusqu ici, nous navons considéré que le mouvement d’un corps
T50lé ;. mais les formuies que-nous.venons de trouver s ‘appliquent également
au moyvement: des. .corps qui-agissent les uns sur Jes autres d'une manicre
quelconque soit én- se tirant par des fils on par des leviers-, soit < se

poussant 1mmechatement ou.par {'entr emise de verges ou de ressorts, &¢.
Lorsque plus1eurs corps sont jomts ensemble et dépendent les uns des
aLtYBS:, de maniére q_ue Pun: ne puisse tve’ mu sans que les autres ne
participent. plus Ol moins 4 sen- mouvement, on peut toujours exprimer les.

conditions. de. ce systemc par des équations entre les: coordonnées des
différens corps qui le composent ; car, il est visible que ces conditions ne
peuvent consister que dans des- relations. donnces. entre les' lieux des
corps.dans Pespace. On aura:donc . dansce:cas, différentes équations de la
forme f(x,y,4,&.7, C &c. )= o0, ennommant x, y,{ 7 les ccordonnées

* de I'un des corps du systéme dont. M sera la masse, &,n, ¢ les coordonnces
‘d'un autre de,ces corps, qui aura la masse IV, &c. ; et chacune des fone~
Hons f(x Yoo ) donnera ,, relativement au corps M, dans les valeurs:
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f

que st les quantités &, », & &c. , étaient constantes : car il ‘est FaClIE de
concevoir que la direction des forces P, Q, &¢. , doit étre la méme dans
uninstant quel”onoue , soit que les corps se meuvent ot non ,pulsqu elle
dépend umquemem de la dlspcsmon mutuelle des corps dans cet instant,
Far la méme raison , la méme fonction donnera, relanvement au

crps IV dans les valeurs de N”” N o, N¢&" les termes s (E) s
j (,7) Ff/(C),en denotant par f (] ) f (%), f’(é) les
one

tions primes de f( Xy Y2285, &eee) prises relativement

]
A *U

\—» ;-j

i 1ction rgsuhant des différentes equatlons donneﬁs par les condmcms

. Quand des corps s'attirent ou se repoussent par ﬂes forces
ques, ou par 'acrion de ressorts auxquelsils sont attaches eomme
la force s'exerce suivant la ligne qui joint les deuxcorps qui agissent Pun
ur Tautre , sa direction sera , pour chacun des corps, perpendiculaire
la surface spucnq ue qul Passera't par ce Corps , et aurait son centre
daus Pantre corps. Ainsi , nommant 4 la distance des deux corps Met N,
n aura , pour les deux surfaces 'équation o/ { (x—E)* 4-( y— )
~({— ] ==4d, enprenant x, y, 7 pour les coordonnees de celle
juipasse par M, et &, 5, 4 pour les coordonnées de la surface qui pasge
ar V. Ainsi, suivant la théorie du n.° 207 , on fera f(x,y,7,&, 7, &)
== V[( = EY A (y—n) +({-——§ 1 —d; et conime
ette Ilrdonnef‘ ,\)—l—f’(y)—l—f’({) I, on aura

2

0Yom

,\"7“"‘

[}

Yoy

= 1L Donc, puisque la quantité d doit étre regardée comme constante,
cn precant les fonctions primes , on fera simplement

Sy o 6 O=VIG—EF +(y—n ¥ +(G—E) T

et prenant IT pour la force absolue , qui agit sur les deux corps on.aura

ics memes formules que ci-dessus poar Peffer de cette force dans le

mouvement des corps M et IV, ol il faut remarquer que la force IT

ra Lrre prise pesitivement Iorsqu elle tend & augmenter la distance entre
°S COrps ; £r nézativement lorsqu'elle tend A la diminver.

", My", Mz, les mémes termes TT f1(x ), Hf’ (}') Hf ({)s'

0, (:’ et ainsi de suite pour chaque corps du systéme, et pour chaque

DES FONCTIO‘JS NALYTKQUES

ia, 11 est evxdent ‘que Ta quantité IT doit btre la ‘méme pour
fes termes qui résultent de la méme fonction f(x,5 .) dans leg
équanons rclatwes aux -corps Met N. On pourrait douter si cela doir
avoir liew: en generai s comme nous Pavons supposé , de quelque maniére
que les corps agissent entre eux ; mais on peut le prouver par le moy
du prmcxpe connu des- vnesses virtuelles.

25’5

en

“ato. En effet, dece qul a.€té démontré plus haut (n.? 207) , il résult

i'-;scul\.ment queles forces duesa 'équationde condition f (x,y,7, &, 5 NS

egt_» spar Hf’ ), ILf (y) , I1f (7) pour le corps A,
v f (‘n) ¥ fr (C) pour le corps NV, et ainsi de suite,

-&C. s etam nécessairement les mémés pour le méme

dont nous venons de parier 5 par conquuent le systeme de"lalt domeuzer
€n ethbre. Donc les corps M, N, &c. sollicités, suivant les direc-
fions de leurs coordonnées; par les forces — 1 (x),—Tf (y),

—ILf (7). pour»le corps M, par les forces — ¥ f1 (£), — “ff (n)

— f’ ((';) pox.r Ie corns s IV , et ainsi des autres, déyront se faire équilibre.

Or » par le prmc1pc des vitesses virtuelles , la somme des forces multie
phees chacune par la vitesse que le point oli elle est appliquée aurait ,
suivant la direction dela force , st on donnait au systéme un mouvement
quelconque’, doit &tre nulle dans le cas de Péquilibre. Donc, prenant dans
notre cas les vitesses réelles wlyyly 'y E Q’ , &e., descorps M, N, &e. ,
suivant les directions de leurs coordonnées , pour leurs vitesses virtuelles
suivant ces directions, on aura pour Péquilibre des forces dont il s'agit ,
Péquation.

—TLf'(x)x' — I f (3) 5/ —TLf () { =¥ () & —Ef (i)
— ¥ (Y — &= o,
et cette équation devra avoir lien en général er vertu de Péquation de

condition f(x,y s 1 &, 7, o )=0, d’oli dépendent les forces

=
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T ( TTf* (y), &c. Or, si on prend Péquation:prime de cette
é\.ltleiuu‘l , relativement au temps ¢, dont les variables x, y L E &c.,
salnt censces Gire fonctions , on a (. 31)

b )+“”f (y)-Hf’( >+£’f’(§)—‘-v’f’( )+
EF (L) + &= o;

(%]

5

et il est visible que cette équation ne peut subsister avecla précéden’te .
indépendamment des valeurs des Mtesses x, y', &ec., a moins qu'on n’ait
i

-

1 *I’:&.L.

de

des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations. Les foncnons

d mee:;, 500t tOUjOurs propomonnexles aux forces qui agissent suivant

ces coordonnées, et qul dependent de la condition relative & cette”‘
fo nction, J'étais déja parvenu 3 un résultat semblable dans la Mécanique

L:

aalv: l\i‘\_ i la démonsiration précédente est plus directe, et donne,
pour ainst dire, la méraphysique de la chose.

211, Sunposons que les conditions du systéme solent mdépen&antei

ae Vorigine des abscisses, ¢ ‘est-a-dire , d=la posttion du plan des y et s
¢t que, par conséquent, les foncuons désignées par les caractéristiques
r, ? , €., soient telles que sion augmente 4 la fois les abscisses x , &, &e.
des différens corps, d’une méme quantité quelconcuez cette quantxter
”;«93:3 isse d'elle-méme des fonctions; ce qui aura lieu, lorsque ces

sailement leurs différences x — &, &

nosubsticuant x - z, ( + 7, &c, a la place de x, , &, & dans
: IV . i\

nfilx, 3 7y &ovn), elle deviendra, par le dév eloppement
¢35 puissances de { ,

El

, 55..-> AT
_',{) e S(C-_! + &e.

(5) + &1 +

Donc,

On doit conclure de la, en général , que les forces qui peuvent résulter -
Vaction mutuelle des corps d'un systéme donné , se déduisent. dlrecte-"
ment des ¢quations de condition qui doivent avoir lieu entre les coor-
donndes des différens corps du systéme, en prenant les fonctions prlmes'

rimes de la méme fonction, prises par rapport aux différentes cooL-,

fonctions ne cont iendront pas les qUﬁﬁf‘l’CS lSO]E@S, X, é, &ec. B mais

1‘Lne relatlen enh les diffé-

Il est facde de Von' que Ie cas dont il sagit, aura liew dans tout
systerne entxerement libre Je se mouvou- dans-la dnecuon de Vaxe des
sblt l’acthn que Tes coxps peuvent exercer les uns

\ ﬂ
rs, " Pelativement & cet axe ; les conditions du systéme

sur les autre ; C,
ne pourront degendre que. de la posmon respectwe des corps ,-et nulle-
ment de leur pos 160 par rapport §Vorigine des abscisses ; par consequent
les equaﬂens qui ekprimeront ces conditions ; ne pourront contenir que

&) &

§différences ' -

uns -sur les autres des gttractions ou des repuls,xo 1$ nutue]lcs , comme les

Kk

‘des abscisses.  Et si les corps exercent les.



ple"nenr par ls_s dlS tances V [(x —_ E) -+- (x — ?A) + ({—— c‘) &c,,,

(n° 209 ), ces fonctions auront aussi la- méme propriéé,.

Donc, lorsque le mouvement du svsfem\. sera: tout-a-ﬁm libre suivang: -

Ia direction de Paxe-des x, de quélgue maniere que, les. corps’ agzss
les uns sur les autres, soit par des forces. qJelccnqLes de-igsist
par des forces d’artmcrxon ou de répulsion mutuelie Ifqd&‘mn pt‘ecedente-
entre les abscisses x, %, & des différens e corps aura. tomour& i‘eu

Silon 11e*1d dans le: systeme un point qm I‘PPQ.J}.E, :
que lon ait { L

,X._._‘MXTNE :
_‘a lﬂvad,&’cf—‘

on aura X/ —

< .
espace X soit nul au commencement du. temps Amss
de cz point sutvant la dxrecuen de Iaxe des
vitesse constante a. .

s le méme systéme, on siippose que Tes cerps I, N &y

s animZs_par des:forCes gue Icgmluesl) Q. &c, dirigées:
sulvant 'axe des x et tendant 4 augmenter les % g &e. , 1L f: faudra dans:
€2 cas ajouter respectivement les quanmes P, Q. &c., aux valeurs. d&

My, N, &e.; ce qui donnera les” eqﬁanons e el
;;[.’V :P Hfl< ) {P¢ (x)T&C.,
7\1(//___Q Hf'(‘é)-—i— ‘Pég)‘i"‘ <. 5

&e..

dont la somme sera: N R RE

M b NE - ois P 0 G

et si Pon substitue pour’ Mx + N
& —]— &c. la quanme JVI

N + &c.) X, on aura , ( T’

(M 4 N + &) XV =P 4 Q g

€quation qui représente le mouvement. 1ect1hgne suivant 'ax e deslx Ci»dﬂ;

corps dont la masse serait M 4 N 4- &e., et qm serait. animeé: pag

1

uneflcbc gale a P - Q + &c.

",-YTIQUE& oy
‘systeme’ ‘qui reyond Q
5 le meme mouve

axes ; et 31 le systeme est. aosolument hbre
»memes resultats aurent lien: par ragport aux

' '..:Mx~+ NE b

M 4 N-—’—&c
My No &,
MG+ N+ & ? J
MZ+N5+ &e.
’-J)ﬂ:{—N’—‘—‘&c ?

@
\

<e pomt Torsque le ure, s

mouvea umf"rme"nent en Iwne droite ; et que gt Ies différens corps du

systerﬁe sont animes. par des fo;:c\_s quelconques , leméme point se mouvra
comme.si. tous les corps y éraient concentrés , et que routes les forces y
fussent apphcpées chacu'le suivant sa directien ‘propre.

Le '01 it dont il sagxt est connu , en mécanique , sous le nem de centre
de gravitd, et la PrOpOSlthn que nous venons-de démontrer s'énonce

2

ordmalrement alnst L’ tat de mouvement ou de repos du centre de
‘ne change pont par Paction mutuelle des
libre ; Cest ce qui

grwhe de plusieurs orps )
cOrps entre eux C, pOUEVY que {e systéme soit enticrement
1pe ‘ou 1a 101 de la copser vation du mouvement du centre

constitue le p,g'

skl esty bon de r\.marqupr ;que ce prmcxpe alieu aussi, lorsque , parla
xencontrf:uet Pagtion mutuelle. des. eanpsy, ili survient des  changemens

e
: brusques dans leuis. mouvemens 5.6an 100 Pﬂut regarder ces- changem ns
Josés entre les corps: qui s&

Kk 2
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choquent , et dent fa durée est presque momentanée. *Clest ainsi qi'on

peut envisager les changemens qui arrivent dans le choc des corpé durss,
et c’est par cette raison que le mouvement du centre de gravue n'est

point altéré dans ces changemens.

214. On rapporte communément e centre de gravxte de plusraurs‘

corps 4 trois axes fixes , par le moyen des coordonnées X, ¥, Z, donsées:

ci-dessus; si on voulait le rapporter & des points éetermines, alors:

nommant a, b, ¢ les trois coordonnées d'un de ces. pamts, et d la

distance du centre dL gravité & ce point, on aurait .

f=(X—a) + (¥ —1bYy —'—(Z—c)——X-—[-Y—L-Z-
22X — 1[1Y—1CZ+4‘+[J‘—{_-C,

Or, si on fait le carré de la quantité M x + NE& 4+ &c., 11 est"

facile de voir qu'on peut le mettre: sous la forme (M - N 4 &e.

(Mx 4 N& + &e.) — MN (x — & )”‘ — & ; donc ,.QE&»
aura (n.° pmudcm)
s Mt e NE L g MN br — £) 3+ & -
PR TS (M + N + & )
et de la Xo — 24X 4+ & =
M(r~—a) + N(¢—a) 4 & __ MN (x—¢t) + &
M4 W+ & (M N+ &.)7 7
On trouvera de meme ¥* — 25 ¥ 4+ # :
fu’(‘\'ﬁb;{"_f\iw(n—é) &e. _MN(y — ) —{—-&,c .
M+ N F & T (x m—‘”’
et pareillement Z* — 2.2 + ¢ =
M (11— )+ N (l— ) + & M‘Vu—“?)—,—&c

M+ N F & T (M F AV F &y
o~ 1y . ‘
Si Pon fait ces substitutions dans I’ expression précédente de 4*, et qu’on:

(93
désigne , pour abreger par A la somme des masses M, N, &c.,mults
pli¢es chacune par le carré de sa distance au romr donné,
1

(.T.'dnt dt, llUS d 1s€e Par ]3 e} (i S Imass t. (n (lés.‘—'l € .aussy
IT ln!e € g eS e q 2 S 1
l‘ﬂf B 13. somme uCS d S PTrises uxe “- 5 |
PI G Ulfs dGS‘ masses p IS d é d cux et. hﬂ.—xlﬁp;‘ées
1

par le carr de leurs distances. respectives , cette somme ragit divise ¢ par

cette somme
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?e carre de:la somme des masses ," on Laira d* = A -— B, et;par
conséquent d = (A — B).

Alnsi’; comme ‘Ia-quannte B ne dépend que de la position respective
des corps, ‘si_en determme les valeurs de A4 par rappon A trois points
_dlﬁ'erens ‘pris’; dans le: systeme ou hors du systeme , 2 volonté, on aura
les chstances du- centre de gravité a ces points, et par conséquent sy posmon
absolue. Si. les corps étatent tous dans le méme plan, il suffirait de con-
‘sidérer deux points ; et il nen faudrait qu'un seul si tous les corps étaient
dans une méme ligne droite. En prenant les trois points donnés dans
les corps ménies du 'systdme , [ position du centrede gravité sera donnée
si-rnplem‘en‘t pér les masses et par leurs distances respectives. Comme cette

.maniére de trouver le centre-de gravité est peu connue, jai cru pou‘«oxr

la danner ici-a cause. de r utlhte dont elle peut &tre dans plusieurs occasions.

[

215, Supposons maintenant que fes conditions du systéme soient
indépendantes. de la direction des axes des x et y sur le plan de ces
eoordonnées , en sorte qu'en faisant tourner, ces axes autour de 'axe des ¢
d'un angle quelcoane i, ce qui changera les abscisses x , & &c. en
x €os. L — ysinii, & cos.i — #sin.i &c., et les ordonnees y , # &e.
eny cos.i -4 x sin. &y ycos. i 4 Esin i &c. ; les fonctions représentées
par les caractéristiques f, @ &ec. ne varient point par ces changemens,
quel que soit 'angle i. 1l est facile de voir que cette propriété aura lieu .

en général , dans toute fonction des quantités »* —+ y*, i
®f Fym, o —y&, & ’

Si Pon fait @ == x (cos.i— 1) —ysin. i, b=17 ( cos.i —1)
+ xsin. §, & = & (cos. i — 1) —7 Slﬂ.l,{%:}{(COS.L——[)

-+ E sin: 1 &ec.j il faudra qu’en substituant & la fois dans ees fonctions
x4a,y+b,E4 a, »+ B & i laplace dex,y, E,q,(.\C,
et developpant suivant les puissances de I, la somme des termes affeciés
dune méme puissance soit nulle. Or, par ces substitutions , et par le
développement suivant les puissances de a, b, o, B, &c:, la fonction

f(x,y,‘{,E:...)‘c’fevientf(x,y,{,g..,)—{-aﬁ(x)—{«bfl(y)_lt;
“_f’ (é) ‘f‘/\%f’ﬁﬂ) -+ &, i fr(x) + &




262 THEORT E
ll V3

donc les termes affectés de ¢ dans la formule précedente seron

i 3 () + 1 f (§) = o f (E) + Ef ) —8

par conséquent on aura pour la fonction f{x,y . ..)° P equahon‘de condi
5y — 1f (3) F Ef () = nf (5 + e

Cn rrouvera de la méme mﬂmere pour | la fonctxon go (

—{—ozc.,cos L'—‘I-—-

Malsona sin. i == —

us_mon

cue ce im qui peavent résulter de leur haISOD mutue]le
mouvement relatives aux coordonuees X, _‘y f;’, 7 &c seront d\,
ne (n.° 207 )5 RS i
’ Myl == 11f () + ¥¢/ (£)F &fc:_;*
My' =T (y) + ¥¢ (y) + &c;
NE =11 (&) + *sz; (&) + &ecj
Nol == ILf () + ¥ ¢ (v) + &es

&e,

Donc , sl on ajoute la seconde de ces équations multipliée par x; la
quatrieme multipliée par £ et ainsi de suire , et qulon en refranchc'lé
iw micte multipliée par y, la troisiéme multiplide par 7, &c. , on aura, e

ertu des {quations de condition trouvées ci-dessus, Péquation’

M (x }’ ""‘_’}’\/) N(cﬁ _4(//) + &C. _'O,

Guloest aussi, comme lon veir mrlepen ante des conditions- du cysreme.
50N éq ve, on aurg -

I prenant s n pr o
BI7 o oadl ¥
-.7\,(} — oy x) 4] N(E 7——,;<’)+8c._C
C ciant une constante arbitrsire, Alnsi cn a tout de suite une équation

=}

rdonnée

cemicr ordre entre lea cmmr . &
¢u premier ordre entre les ceordo X5 9 &5 &e. des différens corps.

)y — 2ya; mais xy) - oy est

-~ w

{
-
1
-
bS
s

“
»

£ 2 mng!e'
se et y. Ia hdltf:ur et—',yx’ est, la foucuon prime
or p_'sa eutfe lﬂrsmsse xet. 101dcnnee ¥ 5 donc

‘Uespace comprﬂ entre 13 con.rbe do*** x ety sont les
d née de lonome de ces. coordc*mees al

1,te par 1e rayon vecteur mené i Ia courbe dom
508 aura paxeﬂlemem,; W —y g’ =2d; et

.C;

, Oﬂ aura cette equaflo“l Pilmlthe

et comme les ‘ch‘mns primes se

§

[e)

. sera proportions eih~

] a‘t ‘Ta forme de Ia cour bedont’ x et ¥ sout les
que-Patre déerite’ par Te rayon vecteur soit’au contraire la
difrﬁérencé de-] cdé o courbe et de celle du. triangle, auquel cas on.
aura X y'— yxl' == — % A’ ; mais-il est facile de se. convaincre que,
dans ce cas., l'aire sera décrite. dans un sens. opposé. Dong
la. sommer des produits des' mgsses par les aires sera propurtlonnehe au
temps’,. en’ prenant” positivement: les- aires. tracées dans le- méme sens , et
négativement. celles: qui seraient tracées’ dans un sens opposé Clest une
remarque -essentielle, et sans. laquelle le théoréme dont 11 s’agit ne serait
pas vral en général. 3 -

Cette loi des aires aura donc 11eu dans le mouvement de tout systenu
de- corpsiiagissant . les ung sur les. autres d’une maniére quelconque ,

goordonnées,

n génér al,
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pourvu que le systéme soit enti¢rement libre de tourner”autofir
des 7 perpendxculane au plan des x et y; car, il est wsxble,q. s
conditions provenant de la liaison mutuelle des corps , seront’ alors les

mémes , quelque direction quon donne aux axes desx et y.
Et siles corps agissent les uns sur les autres par des forces d’attractmn
ou de répulsion, les fonctions dues a ces forces etant- ‘représentées sim=
plement par les distances v/ [ ( x — E) F(y—n )+ (g— Zrl &c.'
(12209 ), ces fonctions auront aussi la proprlete que nous avons
posce , et par ‘conséquent la méme loi des aires aura: emcore Tie .
Eutin, st les corps M, N &c. étalent de plus ammes par —desforces

}oi é da plan des x ety des quantités m, n, &e. , il est fam
conclure des formules du numéro 206 que lon aurait. i a]oute

VieTr+ (=1 & yre +m—Q‘—<¢—n> 7ot
ainst de suite. Donc , les valeurs des quantités M( Xy — g x! ),
B(ES — #&") &c. seront indépendantes de ces forces , et la loides
aires subsistera ¢également dans ce cas ; donc elle subsistera aussi si les
corps ne sont animés que par des forces dirigées parallélement an méme
Axe, €t par consequent perpendiculaire au plan des x et y.

. \ :
L', si le systéme est libre de tourner autour
seit Paction que les corps petvent exercer

quelques forces qu’ils soient animés, pourvir
quclles tendent a cet axe ou quelles y soient paralléles,
preduits de la masse de ch

1.,5 uns str I’CS dUtres et dJ
la somme des
laque corps par l'aire que sa prO]ecnon sur un

méme axe déerit autour de cet axe , €st rOUdeI'S
proportionnelle au temps, : :

pian perpendic 1 re au

S der e la ima + N
Siodorc le sysiéme érait libre de tourner , d'une maniére cme]cotrqu&,

autour
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‘ t fixe, et. quotre. Taction' mutuelle: des corps chacun
‘olh f1té par une force’ quelconque tendant & ce poifit,

és aurait lien rdanvement tous les “axes qui
1e ‘point Ams1, dans ce cas, en premnt ce pomt

que qu "on prendralt pour l’orxgme des
s qu'en ferait-passer par ce pomt.

d: ns ce cas si le point dont il sagit,
n mouvem«=m quelccnqve recn}wr

: espaces &t ﬁ Ly vt smvant 13 dlrecnon des axes dea X, Y57, tes vitesses

s By étant. cénstaﬁtes et solent p, ¢, r les coordonnées du corps M,

¢ leur
T3 X p cell s_du corps N &c.’, rapEoftees & ce méme point. piis pour

origme, 11 est. clalr quon aura’ p == X — ot g = y —_— [:%z r=7
— L, etdememe—;—r_._é-—g, X:

et ainsi des autres. - Donc on aura pg' —qp L) (y_———{%)
""(}’”““BI)(«»—‘“%) xu‘y ———yx——u(zy———y)J-[\%(tx—x)
eti: parexllemmt a oy — iyl =y — n& — a (tn — ,721_{-
Bl —= £ ; et ainsi‘des autres fuxmules sbmblaa les. On aur.;‘ on?

fﬂ(pg———qp)-—i—N(?z‘x—X I) &e.
ff(xy——yy’)~{—7\7( 0 o— & )+&C-
‘—-m(My + Ny +é~c)+a(My+Nv+&C)
+/3z(rv1y+1\7sf+&c)——f%(MxJ-NE+&C-)

Or, dans ce cas(m* 221 et 273)5 MxA4 NE + &C.L 1 at+b,
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donc faisant ces sub;titutxons, 1] wehdra .
M(pg —QP)LN(TX~2:#’)+&C
= M (xy — ya') + N (Et— 7)o
+ad — Bb = C odd——,[?;{J

Alusi la quantité B (pg' — gp' )y 4+~ N ( T ;

" encore constante ; par consequent la somme des dires decmes~_. autou d\,; .

Paxe des r passant par le point mobile , rluluyhees ducun‘
respective , sera aussi proport nelle au tenps. _
On trouvera , de la m&me manidre , que’ les’ deux autres qua

(i — 1) N (mpl— pt) &, M (g

+ .Zf ( xp — px') 4 &ec., seront constantes; ‘et qu au‘\‘v", mme:

de(_mﬁs autour des ‘axes de ¢/ erp passant pat Te mem@pm

mobile , muldiplides chacune parla mas;e 1esoect;ve sera encau, Srop
zionnelie au t m[;s. : ’ ek

jam
b
(%]
0
.
s
o
)

e

ue Ja lol “des aires anra heu aussi- par rapoort"ali centte’ ée*
gravité et pour tous les axes quen fera passerpar ce céntr

tvous remarquerons encore que la loi des aires dont nous panons: :
fieu aussi comme celle du mouvement du centre de gravitd | et parla:

méme raison ( n.° 223, lorsqml survient des chan”emrns brusquesa
dans les mouvemens du systeme, par Paction. mutuelle des corps‘qui:le:
composent, Ainsi, la méme |

corps durs et & celui des corps e]astxques‘

219. Quelles que sment les conditions du systéme ,

condition f( x, vy, 7,800 )=o0, @ (x,
donneront toujours , en prenant |

> dont les variables » > ¥

Tes équations d&
Y356 )=o0, &
es fonctlons primes: relativement ay temps:
» &c. sont deg fonctions ,

"ﬂ/ DV +1 0+ 2P + 71 () + (&) + &e.=o,.
79 ) ry’f)@)ﬂ’@ ©+ 57 © -rnsa<n>+§'@'<<;>+&c.—oa
et 2insi de suite,

Or, ai le sys

< Al 3 : - , o
ysteme n'éprouve que Paction des forfes’ qui résultent de

. .g€ourbe

of peut s'appliquer egaiement aw choc de&

o
o

+ &C;~ B

) 4 &, A
4+ &c.
’~-.{i-‘&c.

1EL
tons rcspectwement Pal x’ y 7:& é,uc
aura ceHe-m s

J-quelie que pu&sse btre. la dlS'OO%.;OIE

ile compoaent.

t Lx
1/ ( % & -I—- {’2 ) expnme Ia v1tesse du cerps qui décrl 1
e e mme u la
| dont - ’y 7 sont;.les coordonnées ; “donc , si on 'nom :
tres , On aur
mtessc du- corps M, v celle du corps N, et ainsi des autres,

A 2 f2 P—"V,&C'J
xlz,;!__:yl“.l_.{-——*ﬂ 2* +4 +é— se o H.

P
Da 18 la. fa. ll“e u e 1“1 ()Il { r¢ces
orce VZ 1% (ll“[ T V Iasse C] au (allf:

de sa - 91?6:56. A;H] H'l e Qz H (eﬂe (le[u? l atio -on V()lt [:)a[
i t i’l
‘
S 2 CD C 1S s
o . cuye I‘ qu ]a SOﬁl’nC dEs fOICES VHES &e tOUD
1 3

eIlEI al de tOhLGS
d ICUI 118.1301’1 et . Eﬂ g

uatiofis entre les
les conditions qui-peuvent ttre exprimées par des €4 e e damn
s & .
différentes coordonnées du corps , sins que le temp dzs fercsb g
cette loi que consiste le principe’ de la conservation

Ll 2

on a appelé

Péquation qu’on vient det
les corps d’unsysteéme , ‘est const
actions. que celles qu1 résultent
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z20. Si les corps agissant de plus les uns sur les ‘antres’ par.- des:

I termes de la méme forme ITf7 (), TT f'(y ) , &e. dans
les valeurs des quantités [d x7, Jﬂy &c. > en prenant Pour la fonction:

X,¥,...) ladistance ¢/ [ € x EV HLly—n) + ({—~<)]
entre deu" corps , et pour IT la force absolue que ces cor'as exercent:
ur Pautre (10 209 ) ; mais il est éyident qhe la condition:

omme pour celles qui.résultent des conditicns du systéme.. Ainsi, ces
N :

isteront dans Uéquation mdppendame des cand;nqns du»systeme

22

et Ion aurs par conséquent

f&.’ff ”-}—:y q/”..}_{{//“>;J_N(EIEII+”/”/r_i_élcn)_]_&c

UL 1P O+ +EF O+ PO+ LT+ &eyr

ou l'en voit que la qqantﬁ‘e X (x) Y (y) - &e. est fonet

prime relativement & ¢ de la fonction- fle,y,0.8000), qui est tick

L (x — E~-‘—(y~fr)~-({-§)]

corps Alet N crpur Pla ﬁ.rce absolue d'atiraction ou.de repulsion que

ces corps exereent Pun sur autre | sion désigne de méme-par g la: distance

rectiligne entrz deux autres corps du- systémie, et par Q ta-force absolue
d'attraction op de répulsion entre «ces corps, et ainsi de suite , er premaie
les quantités P, @, &c., positivement lorsqu’eiles tendent & aucrmen:&
les disrances Ps g, &c » €t négativement lorsm. eh°s tendent - diminuer:
ces distances , et qu'on nomme u, v, &, Ies vitessas des corps MT IV, &e. o
Péquation précédente deviendra :

ﬂlzzu’+2\71,w”+e<c = Ppl -[-Qg &C’."

qui est ¢galement indépendante des conditions du s
renferme , comme on velt
répulsion mutuelle,

ysteme, ITIZIS q‘\lll
les forces P, Q, &c. dattraction ou de-

221, ofin, si Jes corp

S €talent en menie temps attirds vers des centres:
fixes ou resous

s¢s de ces centres , la méme €quation aurait. encore liew

e1 preaant , na o
CHpresant; par exemple P pour la distance du corps M a un cenire

forces d'attraction ou de ;(_rulsmn que,;onques , Ces 10rces aonneraleﬂt‘
5

5
(x4 ¥ (y) 4+ &c =0, n’aurait payl s poar‘ ette foncuon, )

L, st on désigne par p la distance” rectiligne entreé les
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ﬂxe et P pourla force qux vxent ‘de €€ centre 3 et ainsi deg autres. Car,
on peut déduire le cas d¢s forces tendantes 3 des centres fixes ;€ ”i:lm
des® ac'xons mutue]ies des corps en sunposat\t que qnelques uns de Ces

L5 ,7"72 e‘tdont fa ds Lanceaﬁ/'sonp xl en rwsultem
sle”valeurs ;&esiquamxteb My, M y” M 75 les termes
m) Pz ——‘n)

‘ y” o g’ Y, ou de Muu les termes

myi_%_P(q—P—n)z '
—m ¥ 4 (g—nyY]l, ona
'»-i— (3’,— m)y + {(z—n)1.

, et pal consequent

; mais _p étant

s donc, les termes dont

éral , que Péquation

- .l'vv’ + &c. = Pp-+ Q4 + &

a liew pour un systen e’ quelconque de corps disposés ou liés entre eux d'une
mari¢re quelconque; et qui s'attirent o se repoussent réciproquement ,
ou sont attirés vérs des! centres ﬁxes » ou repoussés- par des: forces quel~
eonques Py @ & 5 em nommant P g, &ec. les disrances mutuelles des
€orps’ qm $attirent ‘ot se repoussent’, ou- leurs distances aux centres. fizes
d attracnon ot de repulsxon » et prenant les quantités P, O, &c., posie
nvemem ou neganvement . selon que ces forces seront repuls.ﬂrﬁ ou
attractwes, parce ‘que les prem’iéres tendent 4 augmenter les distances
p g, &c., et les secondes a les- diminuer.

222, Sl les forces: P @, &c. sont respectivement des fonctions
quelconques des d!stances P> g &e. . suivant lesquelles elles agissent ,
€€ qu’on peut toujours. supposer lorsque ces forces sont indépendantes Ics
‘unes des autres ,-ou , en général, si‘'les quantités P, Q, &c. sont dis
fonctions. de p, ¢, &, , telles que la quantité Pp/ + Qg + &e.
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=K +2F (p, g)

_Zw’/i'u: ‘{— —[V v? _IL

K étant une constante arbitraire ; et, dans ce cas, les forces P Q &c., -

qui agissent suivant les hgnesp, ¢, &e. , seront represenrees Dar Ies
o
fonctions primes I (p), F'(q), &c. .
Solent a, b, &c. les valeurs deyp, g, &c. dans un mstznt donne et
U, ", &e. les viresses de M, N, &c.dans cet instant, Péquation p}rgf
cédente Lapporree a ce méme instant, donnera ¢ o ‘ ]
MU* &+ NV*® 4 & — K +2F(a, ...),
doh Ton tire K = MU - NV‘ - & — zF(a
done, substituant cette valeur ; on aura l’equanon générale
Ll - Nv? + &e'= MU* 4 MV*? + e 4 2 F(
— L),

" Cette {quation renferme le principp “de 'la-conservation des forces
-1 4

ivis pris dans toute 51 généralité, Elle fait voir qtiela T force: vwe totale
du sy;Atun: ne dépend que des forces actives quianiment les corps, et de
la position des corps relativement aux centres de ces forces; de sorte que
si, dans deux instans, les corps se trouvent 4 mémes distances de ces
centres, la somme de leurs forces vives sera aussi la méme.,

‘ent nds par forces actives, les forces que les corps exercent les uns

lc autres, et dont leffer est de chc.nger leurs distances ou leurs

o]
o)
o .
=
9

, les forces des ressorts placés entre les corps, &c. Au contraire ,
jorws passives les fo;ces de résistance produites par les pressions
orps, les tensions des fils ou des verges, &c., et dont effet est
de maintenir les corps dans une memeposmon respeciive , et d’empécher
que les conditicns du systéme ne soient violées, Ces forces passives ne
contribuent en rien, comme Pon voit, 2 la production de la force vive : ;

ctives seules 'augmentent ou la diminuent , comme elles
feraient , si les corps , ¢tant mus librement , partaiznt des mémes points’
et arrivalent aux mémes points, en décrivant des lignes quelconques.

ns res L)ccm es, comme les forces intrinséques d’attraction -ou de

DES FONCTIONS ANA YTIQUES
9;:;,3 Naus avons ",u que la lot’ du mou"ernenr du’ceniré dé gr
'sont mdepefxdantes de Paction mutnelle des ¢ corps, qunhe’quc‘
soit qu elle vienne des forces PAassives ou actives ; ains; ,
ois ont tne ‘plus grande étendue que la'loi de la
vives , qoi nlest’ mdependante que de lacmn des
Sul e‘-’de la. que cette derniére Toi ne peut pas subsister,
eux” premxeres » dans les-cas ot par Taction mutuelle des
0 p:r la rencontrc ‘df obstacles,, il survient des changemens brusques
dans-leurs miolvemens; parce que ces changemens sont ou peuvent toujours
‘ és' comme P'effet des forces actives de ressorts placés entre les

eux’e Ies obstacles, et qm en se’ coatractant ou se

¢ dans la variation des
jrps qm subxssent ainsi des changemens.
' A Cut’ de cés cﬁqngemens une aucrmmtatloq ou une

force VIVG crue l’actzoq de ces ressorts produiraient

des EBSté"é]éa & é‘manlere qu’ 11 en résulte’ des chan gemens b'uc..gues daL
ledrs’ mouvemens ‘on pourra apphquer a ces corps, pendant leur action,
quelque “courte’ quelle puisse” étre , la formule du numéro précédent ;
de sorte c"lu"éri’ nommant U, V7, &c. leurs vitesses au commencement de
Paction, u, v'les'vitesses a ‘1a fin de] action, désignant de plus para, b, &c.

- Tes valnurs des distances p, q, &ec. au commencement , et para, 3, &c.

leurs valeurs 3 a 12 fin' de ld méme: actiom, on aura

MU:+NV=+ &c — M e Ny &= 1 F(a, b Y—2F(wB..).
€e qui montre que la dlfperence des forces vives, au commencement et
3 la fin de Pa cnon, sera 2 F(a b...) — 2 F(a,B...), ol lon
remarquera ‘que’,. qumque les quantités o, L%, &ec. différent n‘es-peu des
quantités a, b, &c., la différence des fonctions semblables I'(a,b...) et
F(«,f...) peut avoir une valeur finie quelconque,

224. Comme ces ;ovtlor\s sont inconnues, cn ne pourrait pas déter-
miner , de cette maniére , la variation de la force vive ; mais, dans les cas.
particuliers , on pourraxia trouyer d’apres les conditions du probléme..



172 - 'THEORIE

Lorsque des corps se choquent, S0It, 1mmedxatement 591 par
de lex iers ou de ma"hlms quexconques, s1 les corps . sant p___;

la restitution du ressort, 3 la méme pesm()ﬂ respecnve ou ia
a commencé. On aura donc pour ce cas, .dans lequanon pr
o=—a,B==10,&c, et par conséguent F(oc, T
d oh il suit qm la force vive sera la ‘méme ayant

entre eux. Ainsi , Veffer de ces. VltESSES sur: Iactm
corps étant nul, si on leur i mpnmalt ces. memes: vitesses
cile serait la 1 €: me en vertu des ‘vitesses. cempos&as
des vitesses propres des corps. Donc, elle 'serai e la 1

les viresses imprimées étaient efrales et dlrcctement contraires, 3,

dont nous parlons, car Vaction ne, vari¢rait -pas., en sugposam: quén
dérruisit ces vitésses imprimées, par des vitesses opposees :
I1s Lnsmt de la que; dans le choc des COI‘{‘S durs les V}tesses 2,3, &G,
apres le choc, doivent etre telles q que, I On IMprime aux corps. M Z‘\ &ec.
ces memes vitessesen sens contraire , 1’ équation M U* + NTV* +
My — Nv* — &c. = 2 F(a b )——QzF(a B..)dunu )
précédent subsiste également. Or, les termes qui en composen' le secon
membre , ne dépendant que de lacnon mutuelle des corps, de neu;
nécessairement les mémes; donc la Valeur de MU” + N V‘ 4+ &
Mu*— Nv*— &c. s ne changerd pasen com}_,,osanr les v1tesses U, V, &
et les vitesses u, v, &e. avec les vitesses — u, — v, &, Si donc oa'
nomme A la vitesse composée de U et de — u, B la vitesse composee
de Vet de — v, &c., on aura I’ equﬂtscfx .
MU+ NP> &eo—Myr— Ny &c=M A+ NB +&c.,
suisque les vitesses composée

cstes v — u, v — v, &c. sont nuﬂes.
1

faey T 7
Comine U, 77, &e. sor

ERRS

-t

es vitesses avant le choc et u, v les wtesss.s
aprés

-~

v

'DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 273

apres Ie choc , 1l est clalr que 4, B, &c seront les vitesses perdues pare

choc ; par consequent M A —{~ NB2 - &e. sera la force vive qui résul-

terait de cés vitesses ; “dot Pon tire cette conclusion : que, dans le choe
des’ corps durs il se fa1t une perte de forces vives égale a-la force vive
que les. mémes corps auraient s'ils éraient animés chacun de la vitesse
quil perd dans le choc. Ce théoreme remarquable est dit, je crois, a
Camot qul Ta trouvé d’une autre maniere dans son Essai sur fes machines

€n 0eneral Bl est, -utile pour compléter l’equanon des forces vives,

dans Ies cas ol 11 se fa1t une perte de ces forces par le choc.

2% D;n I’L Jat;onrdu n.e 221
cqu

]Viuzl + Nyl + &c. Pp 4+ Q4 +- &C.,

'Ies quanntes 7, q, &c. dev;gnent les distances rectilignes des points o
les forces P, Q &e. sont appliquées, aux centres de ces forces ; ainsi ,

les. quantltes P, g , &, expnment les vitesses de ces points suivant les

directions de'ces memes forces, et comme les quantités p, g, &c.n’entrent

po,nt dans ]’ééua ion , il Sensuit qu'elle a toujours lieu,, ; quelles que soient
les forces P Q, &ec., soit quelles rendent a des points donnés ou non,
pouryu que lon prenne pour p/, g, &c. les vitesses 1€SPGCU\ es des points
ott ces forces sont appliquées suivant les directions mémes des forces.
Siles forcesP, Q, &zc, étaient en équilibre, la quanme I'p 4+ Q4 + &e,
rait nulle parle principe des vitesses virtue lles (n.° 220 ):ainsii’¢quation

;precedente montre ce que cette quanthe devient lorsque les forces pro-

duisent du mox.»\vx.ment ; et I'on voit quelle est alors égale & la fonction
prime de [a nioitié de la force vive de tous les corps du systéme , quelle
que soit d’ailleurs la disposition et la linison mutuelle de ces corps.
Donc si, dans un instant quelconque , les forces qui agissent sur le
systéme viennent a se contre-balancer , la fonction prime de la force vive
sera alors nulle, et par conséquent, la force vive sera un maximum ou
un minimum (n.° z 31 ) En général , de toutes les situations qLele systéme
peut prendre , celie ol il serait en équilibre , est aussi celle ol sa force
vive serait un maximum ou minimum , s1l était en mouvement; €t
il est démontré que I'équilibre sera stable lorsque Ia force vive sera un
maximum ; et quil ne le sera pas , lorsque la force vive sera un ML,

Mm
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Mais [a démonstration de cette propriété singuliere de- qumhbrc e
peut pas étre insérée ici. Foyey la Mecwmque analynque. ‘

226, Pu1sqm les quantiiés p/, ¢, &co nmmrlmem que les: v1tessesf
des points ol sont applq 1ées les forces P, Q &c. , estimées sui_fﬁt_l‘a
direction de ces forces, on peut prendre’ pour p, ¢, &cf les: e‘:paces
simultanés parcourus par ces ]_JOIDIS , suivant ces directions.. Ainsi Pp sera
la fonction prime de laire de la courbe dont Pabscisse serait €gale 3 p- et
Pordonnée rectangle serait P, et de méme Qg sera la fomtlon im
de Taire de la courbe dont 1’&bsc*s~e sera get 'ordonnde ;- et ainsi dea
autres (7.° 2:35 ). Donc, si on désigne respectivement: ¢ a'i_-;fes‘ ar
(P), (Q), &c., et qwlon prﬁ'nnp les fonctions ‘primi nves;des deux

membres de I"éqifation dont il sagit (2% préc. ), on aura., en multipliant
par 2 et nommant U, }7 les vitesses de M, N, &ec. lorsque les aires
(P), @), &c. sont supposées. commencer : :
F 4 Nv» - &e.— MU — NP*&e. s (P) ﬂ(Q) &c.

'

Certe €quation est [améme que celledu n.© zzv_,quenfe"n‘, iwpgumpe -
.
ce la conservation des forces vives; mais elle est présentde ici dune
maniers indépendante des fonctions qui peuvent représenter les forces
P, Q, & | |

ue ces £ no , - a5 COD

‘ Sx on suppose que ces forces agxssent cha«"une'séparément sur das corps
libres dont les masses solent m,

,. &c., on aura, par les équations:
fondamentales dun.® 199 , mp' __P ng' = @, &c. ; donc mulnphanz
respectivement par 2 p, a g &c., et prenant les fonetions primitives ,
on ? ==
aura mp® ='a 4 2 (P), ng" = b + » (Q),et amsadCS»
autres, a et b étant des constantes a brfralres Donc,. st on suppose , pour
lus de simplicité v
P mplicité, que les vitesses p/ -g’, &c. soient nilles, lorsque les
aires (P), (Q), &e. commencent , on aura a — oy b=0, &c.; efPaK
conséquent
Iz
Pr=a (P)agt = 2(Q), &,
ol 'on voit que m p”,

I N )
. n.g”, &c. sont les forces vives produtes separe:nem
et hibrement par|

€s fOrCﬁ’S P, Q, & pendant la génération des aires:

4 P

{ o

)' (Q) &c.; de sorte que ces aires. elles~mémes son t égales i la:
moine des forces vives Lro:lmtesa | -

ﬁ‘ES‘ FOVC IO {8 1"{ ALYTEQU 2 9_/,

Donc lorsque ces: forces agzssent sm des corps liés entre etx d’une:
maniére quelconque -elles produisent , dans tout le systéme , une augmen-
fation de: force vive' egale a"1a- somme des forces vives que chacme force
prodmralt en .pamcuher Si elle agissait seule sur un corps hbre et qu elle

.‘ “on peut les'regarder et traiter-comme des 1Jmsaances
i, dans‘une machine quelcorque en mouvement , 'augmen-
vve totale est toujours égale a la somme des forccs
nt mdmtes mou‘s la somme de celles

On peut reduu‘e avla giavité et aux ressortspresque toutes les forces
dont aous” pouvons disposer. Un poids P, en descendant librement d’une
Kauteur %,. -acquiert une force vive P\'reﬂe 4 2 Ph; car, dans ce cas, la
force P érant: constante Tair' (P) est égale au produit-de Pordonnée P
par Tabscissé 226); Ainsi, lorsqu’on a 4 'sa disposmon une chute
vertlcale ¥ d~,un po &' P ‘en peut dépenser une force vive egale anPh,
laqueller peut etre’ employée dans une' machine’ comnie puissance’ ou
comme remstance Un ressort bandé , produit, en se débandant librement 4
une, force vive qui- depend de la force du'ressort et de- Vespace par lequel
‘le ressort peut se debander etquiest égaleandouble delaire (P) (n.”226).

Donc ,» sion‘a & sa’ disposition un ressort bandé jusqu’d un certain point ,
et qui puisse se débander par un espace donné’, on est le maitre de dépenser
une force vive donnée et de Pemployer dans- une machine quelconque.
Alnsi, on peut dire quune chute d’eau, dont la quantité et la hauteur
sont donnees, ‘1“ une ciuanfxte donnée de charbon , en tant quelle peue
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btre ern)i j(,‘, a xa[\on:er une qaqnnre donnee d éau H CJI hne‘ quqntlte
qu’une ]oumee de travad

donnée de pomre a canon,

donné, &c. ren

On peut don toujours regarder une machme comme destmee a detrmre :

une quantité donnée de force vive en consumant une autre- forcp '. A
donnée. Et il suit du prmripu général , que la force vive des puxssances
motrices doit surpasser celle des résistances , de‘la quantité
vive totale de tous les corps qui se meuvent en- vertu d

des changemens brusques dans leurs mouvemens 1] y faudralt ajout

la somme des forces vives qui résulteraient des vitesses: perdues dansl

chocs (n2 224) C-

est possmle s relatwemeﬂt aux cxrconsLancesr_de _la,, m.ac}une;doaneeh S

228, Je ne m'étends pas davantage sur les, apphcatlons a Ia mecamque -

(B3

et jene '-1’m réterai pas & résoudre des problemes parncuners Commemon .

[N—

dessein n'est pas de donner ua Traité de mecamque je me contente d’avoir
dédrit de lathéorie des fonctions, les principes et les équations fundameaﬁ
tales du mouvement , quon ne démontre ordinairement que par la consi-
dératicn des iafiniment petits. Je m’étais proposé de mountrer , vdans
roisieme partie; la correspondance du caleul différentiel avecla théorie
les fonctions, et d'y faire voir principalement que laméthode des infini ent
1@ its n'est qu'un instrument ingénieux fondé sur cette théoric, i3 E_’&ééti’hr‘:?
a abréger lesopérations quien depcndeqt ; mais comme. ces rapprochp‘mensﬁ
ne sont pas difficiles, pour ne point trop grossir cet Ouvrage , je Tes
laisse 2 faire 2 ceux de mes lecteurs qui possédent le calcul dxnerenuel
er dailleurs, je m’en crois dispensé par le nouveau Traxfe du cakul
différenticl de Lacroix , ou ce calcul est presente sous tous ses ponus de
vue, ei déve loppc avec tout le détail qu’ on peut désirer,
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