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Nella presente memoria ho dato una soluzione del
problema dell’ equilibrio di una sfera elastica isotropa
senza ricorrere a sviluppi in serie, supponendo conosciute
le forze, che agiscono in tutte le parti del corpo e alla
superficie noti: 1.° gli spostamenti 2.° le forze esterne.

In seguito ho fatto una semplice applicazione del
metodo delle immagini pel caso di un corpo limitato da
due superficie sferiche concentriche.

Mi sono giovato in gran parte del metodo di integra-
zione di cui si parla nel mio lavoro: Sopra 1’ equilibrio
di un corpo elastico isotropo (Nuovo Cimento 1883,
Fasc. Marzo-Aprile e seguenti),

(") 11 presente lavoro era gia terminato quando il sig. Prof. Cer-
ruti comunicd alla R. Accademia dei Lincei (Giugno 1886 ) il suo
interessante lavoro: Sulla deforinazione di una sfera omogenea isotropa.
Tuttavia alcuni dei risultati, a cui sono arrivato, forse non saranno
affatto inutili per lo studio del problema proposto.
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Dalla teoria dei parametri differenziali si ha la se-
-guente formula :

(1) A@UV)=UAV VA U4 240V

in cui U,V sono funzioni qualsiasi, e A, indica il primo
parametro differenziale, A, il secondo. Quando si fa uso
di coordinate polari p, 6, ¢ & noto che si ha

1 (2 /W 1) v 1 ¥V
A’V.':;’ i b—p(P b?) seng 20 <sen9 55) e 6 29 i

aUaX 1 YUV 1 23UV

A‘UV=5{T39 FDTDT-*—p’senQBﬁS; :

Poniamo ora nella (1) U=p? U=W, ammetiendo
inoltre che si abbia A, W==0; avremo poiché A, p==0,

W
) AW = O Wi
Si ha inoltre, avendo riguardo alla equazione A;W=0,

Ab_‘lf,_lé° AWN B W ;
30 55("’ M) 09*(9 °P)

ossia

LS | NS
D Y P$>

D' altra parte essendo A,p::-f—, si ha

W 23 (W
15y =;a—9(937) +p4; WV

quindi, a cagione della formula precedente,

_ W
(3) A’ [ aT = 0 ’

ed osservando la (2) si ha anche

A (Agf(p) W)=0.

B ficile vedere che la funzione [(p)=cpt+ ¢,
ove ¢, ¢’ sono costanti & I’ unica la quale soddisfi alla
equazione

4) B (A fp) W) =0

quando A, W =0.

Indichiamo ora con u,», w le tre funzioni che rap-
presentano le componenti secondo un sistema di coordi-
nate cartesiane ( coll’ origine nel polo delle coordinate
p,0,9) dello spostamento di un puato (z,y , z) di
un corpo elastico isotropo; e poniamo
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W YW W
_= 2 = 2 = 2 S—
®) U=pl— Fa v Pby+‘3 "’Paz—H'
ove W, a, 8,7 sono funzioni che, oltre alle solite con-
dizioni di monodromia e continuitd, nello spazio S sod-
disfano alla equazioue Aq==0 e sono sempre finite. Se

s oo : : S w dv | w
amia i P R Rt .
chiamiamo © la dilatazione cubica v + 7 +az , ab

biamo
W da R, V7
6 =2 PST +£+@+3;»
A cagione delle (3) (+) poi si vede subito che

A 0=0 e Aj(Au)=0 A;A)=0 A4y Au)==0

e sono cosi soddisfatte quelle equazioni che sono caratte-
" ristiche per le funzioni, che debbono rappresentare la
dilatazione cubica e gli spostamenti delle particelle di un
corpo elastico isotropo, quando le forze interne sono
nulle .

Vediamo ora come, supposte note le a«, 3,7, & pos-
sibile determinare la W in modo che vengano soldisfatte
le equazioni indefinite dell’equilibrio, le quali, supponendo
nulle le forze che agziscono nell’ interno X , Y , Z, sono

hIO) ) 20
O"‘—(‘i‘ +A;u=0 05—3'/ +A‘D=0 Ug—z— +A210%0
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224-u

y.
due note costanti del potenziale delle forze elastiche.

Ponendo nelle equazioni precedenti per u ,v ,w le

ove per brevitd si & posto

=5, essendo 2., g le

oni date dalle (3) si ba (posto 0. =% 4317
espressioni date dalle (9) si ha <pos 0 —ﬁ+by+b}

W

d W Y W

6) o oW Wora, W
®) a’by<ﬂ+2{)ap ) + 65 ey =0

d W W ) W
o5 (Q+295F> + 655 e o5, =0
Ora & facile vedere che qualunque sia la funzione W
si ha la furmula

YW 2 W 1W | x 3W
M S Tw Teie T

ed altre due analoghe che si deducono da questa mu-
tando 2 iu y ed in z. Sostitueudo i valori che cosi si
Y AW 3 AW 2 IW
Spiw ? 3pdy piT
¥
e

ottengono per nelle equazioni

z . ;
rispettivamente €

(6), moltiplicando queste per:— y i P—

sommando, si ottiene

b W W »W
o5 (abeely ) HO 5y + e =0
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Da questa equazione integrando si ha e inoltre

® oQ+2VV+2(a+2)p§;E=c, (a) Az(.o F)-=-P AF+FAp  —27p

; : ; Ora si ha
ove ¢ & costante rispetto a p. Supponiamo che esista un

valore p, di p tale che, per p=p,, Q assuma un valore s —
Q, indipendente da 6 e ¢ e prendiamo ¢=3Q,. La Ayp =—t(—41) — =(Q—Q)p
equazione precedente potrd scriversi

.
b

e poiché Ay/Q—Qg)=0, abbiamo

1 d -1 (&) MOQ—0Q —1
AF = o3 b—;[(a-ﬂo)p + ]—f = (P* “’)P dp %
P

% %
0

1 1
o(@-90,)4+2(a42)p v+2§-P (Pa+2 w)= 0,

da cui integrando
1 1 = - Ma .imef;.r‘ando due volte per parti, ammesso che per
+2 | (Q—Qy)po+2 dp. p==p, si abbia
Po

g
®  W="ere
T 1)
L @—0yp =0 ¢ —(@—0)=0,
L’espressione del secondo membro soddisfa alla equazio- : ¢
ne A,=0; difatti se poniamo

otteniamo
o=t Fe [ P(Q—-SL) " Lap PA/ AOQ—Q)\ =—1 AQ—0Q,) .
sTe vfo L;@(P———ip— )p dp=(z+-1) D‘P——*‘(T—l)gp (Q—Qg)—F
abbiamo "

g

nW——gea(TE) MF =526 @0~ G—D)F{;
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sostituendo queste espressioni nella (a) si ottiene

Ap  F)=0, e quindi A,W—0.

Dalla equazione (R), se deriviamo rispefto ad z,y,3,
avendo riguardo alla (7), riotteniamo le equazioni (6);
epperd le espressioni (5), in cui W ha il valore trova-
to (9), soddisfano eff-ttivamente alle equazioni indefinite
dell’ equilibrio, quando le forze che agiscono nell’interno
sono nulle.

Faremo ora sulle funzioni della forma della W qual-
che considerazione che ci gioverd in seguito. Intaunto
possiamo enunciare il seguente teorema:

«Se Q & una funzione delle variabili p, 6, ¢ la
« quale in un certo intervallo, in cui & compreso Ialtro
«da p, a p, & aita alla integrazione rispetto a p, sod=
« disfa alla equazione A Q=0 e ‘per p=p, prende un

« valore ©, indipendente da 6 e ¢, e inoltre t & una co-
« stante tale che per p=g¢,

13
T, 5 (4—20=0,

« la funzione

— [P o
W =p 'f(g—szo)p‘ Lap
*Po

« soddisfa nell’ intervallo considerato alla equazione
« A, W=0, e all’altra

W
(10) pa-{—J— 4+ W =0-Q;
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« inoltre per p=p°

HOW

T
) P W=0 -

1 chiaro ora che se ' & una nuova costante per la
quale si abbiano, quando p=p,, relazioni analoghe a
quelle che si avevano per t, ciog
+

: 0
P (@) =0 p | —(0—Q) =0,

si potrd, a cagione della (11), procedere rispetto a W
come si & fatto colla Q; e otterremo ( poiché per p=p,
W=0) una nuova funzione W' data dalla formula

e 'o P i P | P —
Wi=p f Wt T dp—p f S f -0 dp
Po Po Po

o anche mediante una integrazione per parti

) | 1 == [ P by
Wee——p " | @) deto—p | @) dp
T—" Po

-/'.oo

la quale soddisfa alla equazione &, W'==0 ed all’ altra
equazione di secondo ordine lineare rispetto a p

v W ; W W
(1) P*——“DPQ + (t++ -H)Fj;"i-” W=0—-0,
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Il procedimento come si vede pud essere continuato e
si ottiene cosi il seguente teorema :

«Se Q ¢ una funzone di p, 8,9 la quale in un
« certo intervallo, in cui & compreso 1" alira da p, a o,
« & atta alla integrazione rispetto a p, soddisfa alla eqna-
« zione A; Q-=0 e per p==p, prende un valore Q, indi-
« pendente da 6 e g; inoltre =, ,*,, ... 1, SONO % CO-
« stanti tali che per p - p, si abbia

T 412 |
pia—a) =0 o T (a0 =0

« la funzione

- pr. F p e —
Wn={3 ‘tnfpn n—y ldpfp‘tn_' Tng ld{).. .
Po . Py
P P o
f?'* K 1619[(9—90)9“ Lp
FPo */Po

« soddisfa nello spazio considerato alla equazione 4,\W,=0,
« ¢ ad un’altra eqnazione differenziale lineare di ordine
« n rispetto a p, che pud scriversi

n W -1 W W
S Pnn_’_A‘ Pn—'_)—;ﬁ—:‘—n'-*_. ..+A"_, PB—P"-{-:\”W=Q—QO ’

)
A, [

«in cui le A, , A,, ... A, sono funzioni simmetriche
« delle costanti 7, , 73, ... 7,. La funzione Wy, inoltre
« pud considerarsi come la somma di » funzioni della
« forma di W, , poiché ponendo
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i 10 -
T, —=p "f(g—sz)p" Lap
' Pe

« mediante integrazioni successive per parti si ha (*)

- T‘rq T‘rg
W= (g - 71) (7g—7) (7g—70) (73—7a) (74~ 7) (7y— Tg)+
T
R 1

(ti—7n) (7a— ) --- (tn—1—Ta)

Dimostrerd ora alcune formule che sono assai utili
per formare le derivate rispetto ad z, 2,y delle funzio-
ni W. Dalle (10), derivando rapporto ad @, abbiamo

AW | 2 dW 20w

w™ Fbp Pbmap

e per la (7)

2Q W ) W
ol )5 e

(*) Questa formula si verifica facilmente per n=2,7=3; poi &l
vede che se & vera per m & vera anche per n+1, avendo riguardo
alla identitd

m=n

1

(ry—7m)(zg—Tm) ... (Tn—"m— ) (Fms —Tm ) (Fy—Tm)

=0

m=n
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e integrando fra p, e p rispetto a p dopo aver moltipli-

T
cato per p

W c17f
f_P 4. =me ]

Po

+1 2W
Ora poiché per p==p, si ha p ) Ty =0, qualunque
siano i valori di 6 e p, si vede che si dovra avere an-
+1 W
che pr T - 0 per p==p,.

Abbiamo cosi le formule

W =] TOW: 5
=p —p dp

Yo P dx
P
(12) W —t—lf LI
Sy F 3
W —e—1 [P ¢
55 =P v il
Po

ciod: per derivare rapporto ad @,y , z una funzione W
basta derivare la funzione sotto il segno d’ integrazione
e mutare t in =41 .
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IL

Per le componenti u, v, w dello spostamento di una
particella (2’ %' z") di un corpo elastico isotropo S, limi-
tato da una superficie s, ho dimostrato (*) delle formule,
le quali, nel caso particolare che il corpo sia una sfera
col centro nella origine delle coordinate, si riducono alle
seguenti :

(@) f CRags f x4 4 f L —

_ xbl _ Y5 ) mb_,:_zbl {
(13) H{z /.)p % +w(—pbz pbx) ds

in cui ¢ indica la densita ,
r=\(@—2" ) + (y—y )? + (z=—2 )}, O la dilatazione
cubica nel punto (z,y,2z) , X, Y ,Z le forze che
agiscono nell’ interno, L , M, N le superficiali .

Dalle formole precedenti poi si deduce

(*) Nuovo Cimento Fascic. Marzo-Aprile 1885.
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—-sn(>.+p)@=afp( °’+Y°’+Z§z) 4s
b

+ 27 Mar+ a_%)s

o 5%

)ds,

IR R I L d
2 P e L gy S
+y£( sttt

formula dovuta al prof. Betti.

Cominciamo a considerare il caso, in cui si conoscono
i valori superficiali di w,v,wele forze X,Y ,Z.
Secondo il metodo di integrazione che ci siamo proposti
di seguire, basterd determinare gli spostamenti che avven-
gono nella sfera quando X =Y = Z =0, ed alla su-
perficie

1 =13 v=0 w=0;
20 u=0 o=} 0;
3 u==0 v =10 = 2

A cagione poi della simmetria del corpo rispetto ai
tre assi bastera determinare il primo di questi tre sistemi
di spostamenti (che indicheremo rispettivamente con
Em &y S3mb, , &gy, poichd) glialtri si potranno
dedurre da questo con sostituzioni circolari.

Le formule (5) del n. I. danno subito il modo di
determinare &, », , &, ; difatti & noto che la funzione
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1 a2y’ 72

ove cos y=

Tp PP
|/«+P~2—Pcosr ,

& monodroma, finita e continua colle sue derivate nello
spazio S, soddisfa alla equazione A;==0, ed alla superfi-

PR W
cie prende i valori di - quindi nelle (5) potremo porre
a=0p ﬁ=0 )’-’—‘0.
Possiamo inoltre prendere p,=0, e allora si ha

Q D9 R(xp? —R¥a2") " o
o = @4 2Ry 0 TR

quindi le condizioni

1

s +1 UQ—L)) == 0
p°T2(@—0)=0 °+

e
per p==0 sono soddisfatte, essendo o un numero sempre

positivo .
Percio avremo

e o OB 0 __ % \pot2 dp
Wi=—sGr)" A <b~u R3> ;

Osservando poi che gli spostamenti
s. N.



DW‘ DW‘ le
U= — = W=
de Ay hF4

soddisfano alle equazioni indefinite dell’ equilibrio, quan-
do X,Y,Z =0, poich¢ A, W, = 0, si vede subito
che si avra:

W
= (pP—R) "+
LW,
(]4) Ny _(PQ_R ay

Cl — (P’—Rg)a 3‘

Le espressioni di £ n, &, , & g 43 saranno analoghe
a queste; in esso al posto di W, avremo due funzioni
W, , W. date da

1 2 . 1
e i [

Wim— P = ( ~ 5 w3 ~a

Queste tre funzioni W, , Wy, W, sono le derivate
rispetto ad @ , y , z rispettivamente di una stessa fun-
zione V; difatti se poniamo

1 p 1 ' ' 1 1
G —_—— _rx +yy't22t) ———2
2erer T2, (?’_R RS )9°+2 dp
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a cagione delle (12) si vede subito che

e la V rientra nel tipo di funzioni cui appartengono
W, , Wy, W; e quindi si ha anche A, V =0.
Poniamo per brevitd

1 ax'+4yy' +zz
s,
si vede facilmente che H espressa per p, 8,9 e /6,9’
& funzione del prodotto po' e di cos y. Quindi se nell’in-
tegrale della espressione di V facciamo la sostituzione di
variabili

abbiamo

h 1
Ve o —apet | et
2foh °t? fo Hpt2 “dh

epperd anche V & funzione del prodotto pp’ e di cos y;
ne viene che sara simmetrica rispetto a pep’, e quudi
avremo per essa le due espressioni
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1 e 1
. st o | Hiioia—2
V="%2f °F* L Pt Tay
; 1 [ 1
2 —sm 1l oo —2
V="sarmyr °F ﬂ“f"‘“

Nei secondi membri di queste uguaglianze I’esponen-

te 3= 2 & certamente frazionario poiché s & sempre

o
positiva ¢ >1; quindi nel differenziale da iategrarsi
avremo dei radicali di funzioni, in cui gli esponenti delle
variabili dipendono dal valore numerico di s. Circa que-
sto valore si pud osservare che se indichiamo con B il
modulo di elasticitd e con p’ il coefficiente di Poisson ,
si ha

E
R(144")

E 25:n

s _
S L) (I—2#) T 8

da cui

_2l+p= 1
Freicmy 137

Ora il coefficiente ¢ varia per i diversi corpi (*) ed &

L T :
sempre compreso fra 0 e 35 S vede quindi che ¢ pud variare

(*) V. p. e Vilner-Lehrbuch der Experimental Physik Bd. L. §. 51.
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fra 1 e CO (questi estremi naturalmente esclusi) Pren-

1
dendo per g il valore 1 dato da Poisson ed altri, o 'al-

1
tro 3 dato da Wertheim si trova

g=2 oppure ¢ = 3

In questi due casi I'integrale della V si riduce ad un
integrale iperellittico.

Indichiamo con A, , M, N, le forze superficiali che
produrrebbero nella sfera gli spostamenti (14); la dilata-
zione cubica 6, di guestr &

2 Moe—V) s &
6'=a+2 dw +c+2§"

e avremo

1 @ 2V o

- Y9 ”Y(zﬁ_zy)
;\1'=39’R+~waay -
1 Y2V /xrdp 29

;m=”%R+QRa§;§$—R@)

ed altre espressioni analoghe per le forze A, , My, N, ,
A, My, N,, corrispondenti agli spostamenti &, , v, , &3,
5,7, 85,

Le espressioni finali per le » , v, % risultano com-

.
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poste di due parti: I’una rappresenta gli spostamenti
prodotti nella sfera dagli spostamenti superficiali dati
quando le forze X , Y, Z sono nulle; la seconda gli
spostamenti prodotti dalle forze X , Y , Z quando la su-
perficie della sfera & fissa.
Cominciamo a considerare la prima parte, che indi-

cheremo con %, , v, , w,. Pel teorema del Prof. Betti
si ha:

fgd.s':f(uA.—{—vM,—{—wN,)ds
s” s

ed altre due formule simili per gli integrali Mas ;
s’

N
f—;— ds. Da queste uguaghanze se ne deduce nna guarta
s

che serve a trovare il valore della ® e quindi mediante
le (12) si hanno le espressioni finali delle «, , v, , w, .

Si pud perd arrivare allo stesso risultato piit breve-
mente .

: : — R
Nella espressione di A, comparisce il termine ;—:; e
quindi in quella di #, si avrd quest’altro

1 d /1
— 5[ (e)as

il quale, per la formula di Green, rappresenta una fun-
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zione monodroma, finita e continna colle sue derivate che
nello spazio interno della sfere soddisfa alla equazione

A,=0, e che alla superficie prende i valori di ». Sorge
quindi naturale I’ idea di servirsi delle (5) e di porre

1 Y /1 :

e S

1 d 1
ﬁm_mﬁ”n(r*’)“

-—__..1_ wi _l_ )(ls
V= 4z | bp('r—P e

poi cercare se sono soddisfatte quelle altre condizioni ne-
cessarie perché si possa determinare la funzione W che
risolve completamente il problema.

Derivando la ¢ rapporto al raggio R della sfera,
abbiamo

BP RQ_PEP'Q
WRT T

posto A =VRVF 7 g?—2R¥;p'cosy; e inoltre

1
s p—pcosy dp_ R(pp?—Rpcosy),
B_P=._ o ’ 3{,—'_ A3 4

quindi sulla superficie s



(P

d 1 D_W_
'b_é(r ) TR

e potremo scrivere

1 29
(15) a=—-—[u——ds
4m Jo 0

da cui

DB d \p
bm’+ oy’ bz 4rf bRbJo

Per p’=0 abbiamo

w
8
s
o
=
g

l
|
|
I
I
l

LR S
da

3R

5
5

ed il valore ¥, di ¥ per p=0 sara

d R
L ——?;)ds

TRy TR

3
Wo=m£(xu+yv+xzo)ds

ed ¢ quindi indipendente da 6" e ¢;

inoltre per p'==0
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sono soddisfatte le condizioni

L __1-+1 d
Pt (v—v,)=0 p°tT2 o w—wy—o,

e percid prendendo
uy = (¢ —R’) + &
(16 o= (p*=RY) ?g +8
= {¢ —R’) s + 7

ove «, 3, 7 hanno i valori (15) e

1 ' 1
P =1
2 i » 2 '
2\7—*—2)9 %1 f(llf Yo p x dp',

saranno soddisfatte tutte le condizioni del problema. Le
(16) rappresentano dunque la deformazione che avviene
nella sfera S per effetto di una deformazione superficiale
data, quando X==0 Y==0 Z=0; ai secondi membri poi
si devono aggiungere, come & noto, quelle funzioni lineari
che servono a fissare la posizione del corpo nello spazio.
Dalle (16) per la dilatazione cubica ®, si deduce

W
O =¥ +2 55
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o auche, a cagione della equazione a cui soddisfa W,

2 g
By == = m(w_‘*’) +i2 ¥y

Ora facilmente si vede che, essendo per p'=0

T =0,
si pud scrivere
worabie, P 1
¥=p °T2f DD\:\‘*‘;_:—_') ¥y et dp
e quindi
1 e i oo

Pkiall i
W~WQ—P'°+2 (Pbp +Z‘¥)P aea dP+§\p0

e finalmente

Siem T 3

Consideriamo ora la seconda parte u,,v,,w, degli spo-
stamenti u , v, w; in questo caso, applicando successiva-

— 127 —

mente il teorema del Prof. Betti ai gruppi di sposta-
menti El » Ny s Ci ) Ei y N3 » Cg ) Ea y N3, Cg accoppiati con
Ug , Vg, Wy, Si ottiene

{LdS=—a [Xq;ds_af(pz_m)
S

JS v
2V hERY
3Xawf+Yaxf+Zav2ds

{—dS=—6f pdS—29 (p-—R’
b'z

an
LAY ALY
b Yoy T S T Mgy %ds
N 2 2
[—dS:-—é‘fZgodS -9 [(p —R?)
ws T S S
2V D’V ¥V
}XB“+ éyb:+Z039£dS
da cui

)X dL Nl 5
—_— bt =t N2 )dS=
Josdenitenit)as

D:P A9 bgo)
—2 bt A sk Z—= )dS
JI kR

—6f(p’~1{’)gx +Y._+

u"e'

2118
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ove

2V + 2V hERY
YT dydy’ 1 3z 33

.
’

e quindi per la (13)

L L
rt0— [ | XUED) ¢ yEEe) g X)) g
JS ;

by A2

+3 'é‘(?’—RQ)%Xg“F 371;;+zg_?gfzs
5, &

Possiamo ora scrivere le espressioni delle ug,7g,0y;

poniamo
O='FfX(}—?)dS
P

afY(:-—(P)./s
0

d [Z(%-—?)ds
P

P

I

Q

e indichiamo con A, B, C i secondi integrali dei mem-
bri a destra delle uvguaglianze (17). Sostitucndo nelle
(13) otteniamo '

d ®
47‘9‘”::(27“*'#)5—; S "

dS 40— A
4nyv,—(2).+p.)5%\/8‘7®7d$+[)—13

4ﬂ#zt=,=(21+#)§£?ds+a—c

Osserviamo ora che sulla superficie s si ha 0=0, e
dovendo essere anche u,=0, la funzione

. Y (6
Fm(z).—}—p.)b—g?‘/s; dS— A
si annullerd sulla superficie s; inoltre si ha
200
A,F-=—4n(2l+y)b—-w, ;

e poiché F nello spazio S & monodroma finita e conti-
nua colle sue derivate, rappresentandola colla formula di
Green, abbiamo

)
F—(2046) [ 53 (F—1)d5S.
P

Facendo gli stessi ragionamenti per le espressioni
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analoghe alla I, che compariscono in », , 14 e sostituendo
nelle ultime formule, otteniamo

1 b} 20
w=g: [ G+ ) Gnras

e
ES\{‘

1 g 5 20 ¢
wa=‘ﬂ‘/s‘<;&+“ﬁ)(r"?)ds

Per fare una applicazione semplicissima di queste

Vg

20 ~
i I S
Y+aby>(' ?)(lb‘

formule consideriamo il caso di una sfera soggetta
all’ azione della gravith, mentre la sua superficie & te-
nuta fissa .

Avremo, prendendo I’ asse delle @ diretto positiva-
mente secondo la direzione deila gravita, X=g,Y=0,
Z=0 e dalla (18)

h) 1 pl ]
8 7 (M) O=0 gb_'—ao'j; T—cp)ciS—}-‘é‘g/:(p’ -Rg)ﬁdS
’ )

Ora dalla teoria delle funzioni potenziali si ha

as 2 4
S7==—§1r9’+2nR’ ,‘/S1<pds=3-ﬂ’R’
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poiché la prima espressione & Ja funzione potenziale di
una sfera omogenea di densita 1 nel punto interno
g, 0,9 ; la seconda il valore della funz.oue potenziale

9

i R
stessa nel punto esterno P 8", 9, moliiplicata per T

Inoltre si ha

00
*R)—dS=—2|2®dS;
fS(P )5 Jé

e inoltre

* P ¥ R ¥ g)(*)
Dxbx'+ Wy dy' tnw TR <R

Si vede quindi che ® & simmetrica rispetto a p e p;

percid si pud scrivere

() E facile verificare le seguenti identita

dp o9 39
(Rad O -~ pe i3
P bx+Ribw’_ zR AR

dp dp 2P
¢ E+R’W=——yR N

0 | ped? % .
Pyt R=— 7B

d dp .
da queste, osservando che 2 p b—§+ 2=—R P | si deduce

R
Pl by adeN 9 fe)
R? ﬂ’x+ oy’ vt )~ T W\R/

e quindi
% Yo , ,33'_0'—)
o Ty Tiad 2 50 \R
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='—§(,—:_§)' f ("bR*(l{) Rs)p°+2df’

Invece di considerare 'integrale esteso a tutto S della
funzione @ ®, consideriamo 1’ integrale esteso ad una
sfera S; concentrica e di raggio R, < R che poi faremo
tendere ad R. Avremo

1
. n ' PR»1 -1
w@db.: ——q-?*_—:é P 0+2—/(; 22 BI{QR [:L!pdS z |0+2 dfl'

1

A

osservando che

fde,:O
P

1

Ora si ha dalla teoria delle funzioni potenziali per
¢ >R,

i H8, s R’zscos g
AVPH-P“‘—?PP'COW TR

supposto 1" asse delle 2 coincidente coll’ asse polare;
quindi

; 4 Rp
,/;“’ds”'”‘l_'”RT" cos 6’
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e finalente

1
fm)ds 3G +2) e rx-]-—/ 5R5 mp' co 6 P.o-|—2_1dp‘

Facendo R, = R ed integrando

4 G
(D = — R "
fb:m d S 31rq+3:r

Percid

dg
="zt ™’

sostituendo questa espressione nelle (19) e osservando la
(20) si ha

4(>+2 0120 B

v.=’0
w:'=0

Da queste formule si deduce che per effetto della de-
formazione tutti i punti si abbassano mantenendosi sulla
verticale; quelli che si trovano sopra una sfera concen-
trica a quella della superficie prima della deformazione,
si trovano ancora sopra una sfera di raggio uguale dopo

S. N. s
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la deformazione, ciot i vari strati sferici concentrici si
abbassano come se fossero rigidi. Uno strato piano oriz-
zontale si deforma in una paraboloide di rotazione.

Le tensioni P, Q, R che si esercitano sopra un ele-
mento di una sfera concentrica alla superficiale sono

2;\+H xl, 3 .(/
P=99o0tz 7 T *20+20)
. 2atu ay
Q=295572s ra
2 4p 27
R=2950F20 5

Per la componente normale T, della tensione super-
ficiale si ha di qui

243,
T = T '
e =2 9204w ”

cioé: la tensione normale & positiva al disotto del piano
orizzontle che passa pel centro, negativa al disopra e
proporzionale alla distanza da questo piano.

11L

Se invece di considerare lo spazio interno alla sfera
S come occupato dal corpo, consideriamo lo spazio ester-
no, possiamo dalle formule trovate dedurre facilmente la
soluzione del problema anche per questo caso.
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Lo funzione ¢ conserva anche in questo caso la stessa

espressione

R
i VRi4-p? p*—2R¥ o' cos y

ove ora p' >R e p> R, e per p==0O prende il
valore zero. Quindi si pud prendere

YW
B—(P—R) A+

YW,
— (3—R2) !

20) m = (P 5
W

C-’—“(PQ—R’);—;'

con

1 @ 1

—r ) _—
o2 °? o42 dp,

g
Vi 27 ! P

(57
&
-

b .
poiché per p=00 si ha 5% =0, e sono soddisfatte quelle

altre condizioni che prima erano soddisfatte per p==0.
Analogamente avremo

1 1
—_— 41 ——2
@) V=getme fp pe”T
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Nelle formule (16) poi prenderemo
1 hE
“=In [ HyR4 e

1 29
ﬁ=a£vmds

1 dp
7=;;[w D_Rds

poich® ora la normale & diretta in senso contrario , e
quindi

1 (2% 2w, 2
‘P_E‘[(ub_ﬁbx'—l_vak{by’_'_ubf{bz’ ds
e, poiche¢ ¥=0 per p=CO,
S
3(+2)F

L
W = ; “|"2f ‘PP'¢+2— dp
p

Le formule (17) valgono anche in questo caso, purché
si intenda che V abbia il valore (21), e cosi pure le
(18), (19) colla stessa supposizioue.
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Iv.

Consideriamo ora il caso in cui alla superficie si co-
noscono le forze L, M, N e supponiamo, per ora,
X =0Y=0 Z=0; considereremo gli spostamenti %,v,w
come composti di tre parti dovute ciascuna ad una delle
componenti L, M, N mentre le altre due sono nulle. A
cagione della simmetria, determinata la prima di queste
parti, si avranno le altre con sostituzioni circolari.

Cominciamo a supporre M=0 , N=0 e poniamo

R H
A=—— | LX d¢;
47:“;]6: DR ’

1
i valori snperficiali di A saranno quelli di;R L, all’in-

fuori di una funzione lineare delle coordinate =,y , z;
e in tutta la sfera avremo A, A=0.
Consideriamo ora gli spostamenti

W WV WV,

' [ . ey |
u=wbx+U,v———=xb!/ 5 Weemntl —

ove V, e U sono funzioni che soddisfano 'equazione A=0.
Avremo

, W w3V, 0
@ '—5—.1;+ fy+a—z_ Yo +.)x
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e inolire, indicando con I'(p), G'(p) , H'(¢) le componeunti
della forza che manterrebbe in equilibrio un elemento
superficiale di una sfera di raggio p concentrica alla su-
perficiale, cioé ponendo

@€ AU Qux d v 1 dJw 2z
F=210c+p5 +u(rort+iol+522)
(¢) el Tiaa s Time Tons

si ha
o 3U 3V N\ =
E (P)=‘27-<3‘:E +'D;_—'>F+
2 WV, 3V, DU aV
+!L?29-b—éa—; T { +#< P,

"-‘IQ

G(pm-z)(w X‘)
y
P

D.z
d W hAY U
+F22P—“—'+ '+ a——%

, U )W
H(f’>=2’-(a‘5+r‘)§+
o, 2 3Vi OV,
T 32Papbz Dz+b~

Poniamo ora
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WU | W
23 = ’——‘>=’—-—1\
(23) P()F-I-bp
2V 00
ALCEILOg L

zpbpbm dx

=0

2V, Y,
Pipiy i +

IR
2P3pa7

2p

u__

d
; + b=
da queste ultime tre, con un procedimento gid usato altre
volte, si deduce

2V, W 30
P pani x — =
2t tes, T e 0

e quindi a cagione della (23)

32\7
 Teiielh PRI
(24) 2p N

DZ

Abbiamo cosi per determinare U, V, le due equa-
zieni (23) (24) le quali, per quanto abbiamo visto al
n. I. sono tali che possono essere soddisfatte con fun-
zioni che soddisfano anche alle equazione A,=0. Osser-
vando che per p=0 si ha A=0, e

—1 A
2 A=0 a? =0
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potremo prendere

3) \'% = — 50 A-+-;— 1\__,
) ' & L PP 2Jo e

da cui

e quindi

. 1 {P do 1 [* dp

J0 P

Queste espressioni di U, V sono della forma delle fun-
zioni W, che abbiamo considerato al n. 1.

Le quadrature che compaiono nelle formule prece-
denti si possono eseguire; difatti se si pone

P P
0 20 P

P

si trova
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Rfcoe/lowiﬁ'_pp LOS/+A%—

é\q "‘—+RJ cos 7 log 2 R%

od =

B=— lﬁloggR’—pp'cosy—{—Ag-‘

¢ LT
oy b e

e quindi

Sry.f<01{ bR)IS
o R B, da ;
v—_Sny_/;(D_—P{Jrﬁ paE

Poniamo ora

dy b_z/
" ’bW DV,
W =P Az zbz

supponendo A, W==0, A, V,=0; e facciamo in modo che
gli spostamenti # 4-u” , v 40" , ¥4 soddisfino alle
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equazioni indefinite dell’equilibrio per X =Y =7Z=0.
Avremo
W 0V 0V
TR - A A AN |
Vet TOrg TP
e inoltre
b’V aW ) W »v,
A, (W'+u” — +4p vty +2)x"
d V, W 2W ALY
' WY D il
(e 2éx0y+6by obp dy 23xby
t\V YW %V,
At axbz +2939 dz +25w 32’

quindi col precedimento solito si vede, che, affinché siano
soddisfatte le equazioni dell’ equilibrio , bastera che W
soddisfi, oltre che alla equazione A, W=0, coll’altra

YV 3V YW
\ ! " skl (T B N : g
@ @ +0)+2(3 4520 +2 =0

Per le forze F(p) , G"(p) , H'(¢) abbiamo
F* () =P+ Q%
(¢) =P, + Qg

H" () = P, + Q2

— 3 —

ove
#( . gaaa\Z a’ﬁ_l_ ODVV
e
mz(%Q?ﬂmﬁ-m
e
Q2207+ (212 Hep 2 )

Noi determineremo Vg in modo che si abbia

(28) Q+2>(°U+M)=o,

e avremo allora

F' () + F" () =P, + A
(29) G (p)+ G () =Py

H' () + H" (p) = P4
Dunque per determinare W e V, abbiamo le equazioni
(27) e (28) che si possono scrivere, sostituendo a ©',0”,Q

i loro valori,
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£V, \I, gV, , 23V, ‘W

é + 31 T pdu +2?é—_
V., Vi hA\Y

+(° +°—— +2W +4p5 =0
() AL AP AL AP L
S R e T Pigae TP,
5Vs a_hvi 9 é}y =
TR TPy Ty =0

a cui, sottraendo la seconda dalla prims, si possouo so-
stituire yueste altre

W, v, W
3( 4 j L —0
2. 2 p
v, o YOV, W
b.n+ EREE + s;a:+?m,,2
W, v, W
+2( +m~)+2\v+4m—=-o

5 @ W .
Da queste, eliminando 907, st ricava

v
@) 2W— (o — (+2) 1 +

Y 3 )WV
+ Bo—2 1+ 20p5 5"

bpba‘-

Di qui derivando si ha

e+
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3 D\V h]8) 2V,
27 .‘P\" )F,S_ob.).; +
ALY \V
i 2)F—D_{;D—£+ bo'b.b

Sommando membro a membro guesta ultima equazione
moltiplicata per 2 colla (30), e sistituendo nella prima
delle (31) si ha finalmente per determinare V, la equa-
zione

v ) AV
(32) QGP-DQW +2(3c—l)pbpba;
+(3a—1);w‘—_—.n,

ove si & indicato con IT la espressione nota

)+ -Dp L — 2|

dpdx bpbac

hAY
La (32) rispetto alla funzione incognita a—;’ ¢ della forma

delle equazioni considerate nel n. I; e quindi, poiché II
soddisfa alla equazione A;==0, e per p=0 si ha =0,
potra essere soddisfatta con una funzione, il cui secondo
parametro differenziale sia pure zero . Confrontando la
(32) colla (11) del n. I, determineremo 7, t* ponendo

3s—1 35 —1

t+r—|—l= = TT == %5
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r, 7 sono allora le radici della equazione

_26—1 5 4 37 —1

: I ===
= 23 O
da cui si ha
26 —1 1
‘t==-——2—a_—+é“&l/26’+2a‘—l
25 —1

L)

7
1——-?-—%‘/203—{—26—'1

ove i =V 1. T ora facile vedere che, poiché IT per
g=0 diventa infinitesimo del 1.° ordine, si ha per p==0

T 101
O==0 — =0

P p dp

’ ’ IDH

Ptn—"—"o Pt+s—f;=0’

quindi per i teoremi citati potremo prendere
3V, 1 S R |
3_56—120(1'—-1')P .LHP d.ft

1 — [P v
+2o(r'—r)P ﬁﬂp ¢

Questa espressione comparisce complicata di immaginari,
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ma & assai facile vedere che rappresenta una guantita

reale, poiché t e t sono immaginari coniugati.

. . 1 .
Indicheremo per breviti con 5, T_C " (1) la espressione

del secondo membro dell’ultima equazione, e avremo

dee - 2q T‘c,t’ (B)

Osservando le formule (12) e le espressioni (29) (26)
di U, V, si ha

P o W v, 1 [PaA
e R, o4 | =d
U+Vl ‘L\l\p ’Bx)+ax P.)O 2 e

e inoltre

3 U 1 PAIA A
Pﬁﬁn—fpﬁ ix_dp+bw

) WV, 1 PAA
YT S 2o J0
e quindi

QA 1 PAA 1
— I = (7—2)—-—3 -L (a—{-l)-P 0 @ 4

2 ° DP).
_55((6_2)A+(a+1)u£ At);
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e quindi avrenio 22Vt V'V
‘l Fpvar Tim (T 2V F g )
g ARREAY b} YV
A 1 d e LN ey ‘_)
M___’—: —_ %Tt,t' % 'ﬁ[(a-—l) A ‘+‘ (9+1)v(; A_P‘]E P‘\P D{X‘D"/ t‘-.’l;by (\ + {)ap

2V 3

e per le (12) potremo porre

hl

- . ok .
i e quindi osservando che si ha W=—70 , (uando si

P de d
= — = , —2 i
Vem—5:Tery, w1 | )A+<o—+1>f0 A%t Do
Sosti . . W 7 0V,
ostituendo questa espressione di Vg nelle (11) avremo F = (—2) e 2)Vi4+ (v—2)V, + 24 Py
anche il valore di W. ' P
Riassumendo possiamo quindi dire che gli sposta- .
menti u'4u’ , v'+4v” , w+w" soddisfano alle equa- abblame
zioni dell’ equilibrio quando X =0, Y=0, Z=0 e sono 3 F
prodotti nella sfera dalle forze superficiali P, 4 % A, Po=pein ( —RPrE PXP_+ \’)
Pay Py s (29).; resta quindi a determinarsi il sistema P, = p P% (__ 2F 42 937,1? 4 V,)
" , ", w"” di spostamenti provocati dalle forze super- Y :
o 2 7
ficiali —P, , —P, , —P,. Ps““l‘(’bbb (_QF-{-?P‘LI“‘}‘Vs)
Per questo osserviamo che la formula (7) pud scri ne op
versi
Se ora poniamo
3 )V 3V+ d (PDV\’ 2K MK 2K
e B, oo Koy g 2
Papbm B.’xr Dw \ bp u\||= Rgix. v‘n:R,m w”‘l='Reb -
Q Yy rdz
W

da cui si deduce, mutando V in VL ove A, K==0, avremo, osservando le formule precedenti,

Ss. N. .
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) AYR:K 2uR¥ N/ K
F ({7)=2#D_a(bx’)) G Dx’( 2I+P\P)
R? 22 MK
" bk
H () = 20" DW( 2K + pin )

e quindi in superficie
" * K
¥ (R)=?,}LR3;_5< QK+PBP> ec.

Percid »” , v»” , w"” soddisferanno alle condizioni volute,
se K soddisfa alla equazione

d d
—2K+29.§m_(.-21?+295§+v,)

Questa equazione & della solita forma, ed & soddisfatta
da

1
K-=ZT (A)

—1,7—1
Difatti la equazione precedente si pud scrivere

—4K+29%==4F 2p§-F?J‘—2F—V,,

quindi se poniamo

e BT 2
(33) K —F 4/,
la f dovra soddisfare alla equazione
(34) —4f+2e§—f=—<2F+v,)

Ora osserviamo che si ha 1’ identita

1 3A
(@) %Tt—l,t'—lzquh 2 T

QA
2 (=i + o+ 8} =a,

che vale qualunque sia la funzione A, purché per p==0

si abbia
p‘:A =0 Pt A=0
v4+1)A <4+1)A .
P 0

Inoltre data una funzione della solita forma
1 . .
V= 5, T-:— 1, ¢—1 (®), la sua derivata soddisfa alla

equazione

269’ (93;7)4-2(6-«1)939(9

0
+(°+1)P5‘r; 2 v

)
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per cui si vede che si pud porre

W1 202
) Ps;“@T,_l,a_l(-"ip

Applicando queste due formole (@) (b) si trova cle
la espressione di F si pud scrivere

1 P
F Tt'—l,t—li—"'A'—(G'f'l)ﬁ Ag—P—

T4
P \
+<3a—1>pf A%
0o ¢
e quindi si ha

1

P op P
2 1 A=+ 4 (Bo—1 AL
+ 2 (ot ).,of S+ @ )pﬁ ng

Se ora poniamo

2

.__1 s Y P
T — (o4 £ 4 (85— op
4 45 e—1,7—1) ( D]EAP © I”J;AWS

si vede immediatameunte che la (34) ¢ soddisfatta; quindi
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sostituendo il valore di F da f si ha
~F4f=K=l7 A
+/ Ay ,T—1 (4)

Per la (35) avremo

3 K
W%

quindi gli spostamenti %' +4-w"4-u" =u, , v'4-2"40"=p, ,
w 4w’ 4w ==, si possono scrivere

YK 22 Ve vV
w=R—p)y5 + o5t o +2 7+ U
»K yif AV, v
R | g = oy, |
i U ™ v et e

2K 2/ AV, WV
Zo 2__, 9\ ] 2 P, |
1, = (R*—¢ lb.x:bz+ iz ke de Y3z

ove K, f,V,,V,, U hanno i valori trovati.
Si pud anche osservare che per le formule precedenti

V, 4 Vg o= Loy %—a:\—{-

25 t—~1,7—1

By

P
()
i

Iy ff‘ dp x [?\ )
+2\"+1)J0 ".\E——s‘-.{)""‘l)? b 4 Pﬂs
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e quindi si ha
d
Vi Vo= —2pL 47,

per cui gli spostamenti precedenti si possono anche scri-
vere

—(R’-—p’)ue-!—f) Mfg+x (f 29”) +U

®K » ¥\ AV, v
o (RI—g?) oo+ otk 4y (=2 ) ey =

dy J yb.’c
2K N \'
w|=(Rg g)ax‘-"‘ gb£§z+ "ax( —'2be> x—_— _—'

in cui entrano soltanto le quattro funzioni

B s F 5 W 5 Yy »

Mediante sostituzioni circolari e mutando A nelle ana-
loghe espressioni

R K
4np.stﬁd ’ 41ry.fN

si ottengono gli spostamenti analoghi ai precedenti quan-
do si considera soltanto la forza superficiale M, o sol-
tanto la N; sommando si hanno gli spostamenti prodotti
nella sfera dalle forze L, M, N all’ infuori di funzioni
lineari delle coordinate; ma queste si possono eliminare
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aggiungeudo agli spostamenti trovati dells furzioni li-

neari delle coordinate, e determinandone couvenientemente
le costanti .

Volendo ora considerare anche il caso in cui le forze
X , Y, Z sono diverse da zero, couviene determirare
gli spostamenti ausiliari che servono ad eliminare i va-
lori superficiali delle » , » , w dalle (13), e che, come
¢ noto, bastano a risolvere in generale il problema del-
I equilibrio. Questi spostamenti si possono determinare
con procedimenti analoghi a quelli seguiti fin ora . Per
brevitd mi limiterd a dare le espressioni che risultano
per essi . .

Considerando #« , » , w come funzioni di &', 3’ , 2/,

gli spostamenti %, » , §, che servono a calcolare »
SONO

. W .
f—(R—p") 5" + 5T, ¢ (B U,
- S l l e V ( V
BY =R I g T OBy iy

> W, 1 cV bV
b=®-A T+ 5T, o BOM e — 5!

in cui
R% 1 3H
T IRV e SO s e
Wy=T t—1,t—1(4 bR(Rm)%
L, [ _Mdy , 1 [P de
Hy éPfoRwa’e TE% P’
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inoltre TI: P ha lo stesso significato rispetto alla varia-
k)

bile p", che 'I‘T ¢ rispetto a p, e si & posto, indicando

con A una funzione qualunque,

74'_1 {P'Ao_zp_'_
2 ¢

./0

3 ¢ do’
S e=Y\ & AL,
2( e £ P

infine

 BH ) 2 (R*H)
A=ttt Ere SR
2y AR
= p* DTDJ e Ryr R
M H 2z D(R’H)
= ey TR IR

A

B =

Le forze superficiali che prodarrebbero nella sfera
& , M , & non sono precisamente le

Ly —#5
®dF 1 L,.>
At tri

— TBT =

ma ne differiscono per delle funzioni lineari rispetto alle
coordinate @ , y , 2, 2", y', 2, poichd sono

#_ 2 ; ; ,
L, ~ K,—pf*:(ww +yy' + 22'),

M, + I-‘y R® Y ’

2'r—a'z

Ny p—q

quindi applicando 1l teorema del Prof. Betti agli sposta-
menti & n, 4, , ' v w si ha

(35) {‘(L,u—{-M oW w)ds=—23 f(‘{,,+n, +Zg)ds 4

S

j(LE, + My, -f- N¢,)ds + #f%gds 4=
s S
’ ’ . ' ' [ 12 dS
nftQ(w +tyy'ta)u — (Ya—ay)o— Yy -y wl g
S

e analoghe uguaglianze per gli altri due integrali .
Ora se noi poniamo

d d 1w dv dw
jq;(bz dy Jp\ug dy,

w | du Dw
f?(52+a_z‘)ds=”‘ f )lS:—_b
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QU ds n-c
j—dS [ u-—-=-m—b

e la funzione lineare delle &', y", 2’ che si ha nel se-
condo membro della uguaglianza (35) si pud scrivere,

si ha

all’ infuori di un fattore §‘,

(A4c)a' —3(@Em+ a'n) 4+« 4§ (20— yo),

quando si ponga

a——f R*ds cy==— [ u———a dS
B = va'ds c,=-—f v—— -u!S
P d
7=f10R’dS 03=——fzu)}_§= S—Sli; dS
s s

e+t e=A

Analogamente uvelle altre due uguaglianze della forma
della (35) si avranno le due funzioni lineari
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(Adey)y — L (wn+21) +p+3(2c — za)
(Ates) s — g (yl+am)+ 7+ i (ya—a'd)

Ora in queste funzioni la parte che dipende dalle costanti
«,B,7,a,b,c é&dela forma delle funzioni lineari
arbitrarie, che si debbono sempre intendere aggiunte agli
integrali, e che vengono determinate dalla posizione del
corpo nello spazio; le altre costanti ¢,,¢q,¢;,1,m, n
si possono determinare estendendo al caso, in cui le forze
X, Y, Z sono diverse da zero, alcune formule date dal
Prof. Betti per calcolarle, quando X=Y=Z=0 (*).

Queste formule, che si possono stabilire per un corpo
qualunque soggetto a forze qualunque interne e superfi-
ciali, nel caso della isotropia sono le seguenti:

l-__—él-g {(M:+Ny)ds+6 (Yz+Z3/)dS! ; ec.
s S
2(3)\_1_#» /[(2)+y)L»——-)‘VIy—)Nz]ds+
+6-/Sv[(2).+y)).ix—-—le—7«Zz]dSt ; ec

da cui si deduce

(") Teoria della Elasticita, S. 6
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1 .
C|+C’+cs == [S\O (IS’—_—m tﬁ(Lx-‘-.\iy—{—N:) s +
+8ﬁ(Xm+Yy+Zz)dS§(*).

Dietro queste considerazioni le (35) e le altre due
analoghe bastano a r:solvere completamente il problema
dell’” equilibrio.

Quando si abbia L= 0, M==0 , N==0, si avra danque

) N
4ﬂyum(2>.+y)Q£@§+a£X;_

7 e o' &+ ! '
— oL(x Y m+28) dS 4 wAe) g —gra(@mty'n)

-

Applichiamo orva queste formule al caso di una sfera che
ruota con velocitd uniforme $ aitorno ad un proprio dia-
metro. Prendendo questo per asse delle z, abbiamo

X=3a0 Y=5ty Z=0.

(") Queste formule risolvono in generale un problema che in casi
particolari per la sfera e I'ellisscide fu studiato dal Prof. Betti (1. ¢. § 7)
e dal Prof. Arzela ( Deformazione di un®ellissoide ec. Giornale di Mat.
v. XII ).
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Le quadrature, che compariscono nelle formule sta-
bilite, in questo caso si eseguiscono facilmente avendo
rignardo ad alcune formule della teoria delle funzioni
potenziali .

Se si indicano con V;e V, i valori interni ed esterni

ad una sfera S della funzione potenziale [‘;'ds, si ha
S

2
Viz_srp $+31TR’90
4
Vezn l-51':R.5-T

Quindi abbiamo subito

N ;
S; dS—-—sTfS' P x+§7r.?:‘R"x

Lgdsm—gn 2ty +§" sty

Osservando i valori di &, ,», si vede che nell'espressione

di f( £ X 49 Y)dS avremo I'integrale
S

W, W
] O s il
3£(R p)(m w5 )dS
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la quale pud essere calcolata con un metodo analogo a
quello usato alla fine del n. II, osservando le espressioni

2
della funzione potenzialef :7 d S, per la quale si ha
?

; 3 . P
V,-=---g77—"%p‘ 2 7R "—3z'£)-—mp‘-—‘R‘

47 RS

4R (3
Ve = i 15p"

% |7 39"‘%_*—

come si pud verificare coi soliti metodi; e osservando
inoltre che

20
) = — 15—

—1,7

Si trova cosi per I integrale considerato, e per gli
altri due analoghi che compaiono in » e w.

W, ;
j;(R’_P' +)y )ds 3519 T B — )

W 4 " )
j;(R'_"’ B)( 5% © + 5 @ )ds‘ 35 19 5(5 e

YW YW, 32 s g
L(Rg—"z)(ﬁfs )S" 3519 s B —) @

gli altri termini che si hanno in & ,»,, ... non ag-
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giungono nuove espressioni agli integrali
f( X 4+ Y)dS, ec. Sostituendo questi valori

nelle (35), derivando rapporto ad «', y", 3" e somman-
do si trova

dn(o+)pO@=ap®4ps*+y

dove si ha
87 (3 0—1)
a:——-—-—-———lga_o 63”
4n(o4 1), .o
Pl 19 0—5H ¢
4 4Ap.
s X ¢
p= 5 eRAS ¥ gy

Servendosi delle formule precedenti si trova quindi

P
(36) 4z(a+l)p£ ds—_gp *P %,:(p’*-—3z'9) &

s(7-

'-:"'Gb

) _g"R’M"-i—C

in cui C & una costante .

Le ¢,, ¢, ¢35, A si caleolano facilmente colle formule
stabilite, e si trova
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2z o41 _, . 42 7= o g
("_‘C*:mi-ia—lzﬁ =2 7
8r TR
el 15 p 35—1

Se si formano le derivate rapporto ad ',y , 3’
della (16) e quindi si sostitniscono tutti questi valori nelle
(89) si trova che gli integrali cercali sono

u=apta + bz* 4 1o

@37) v=ap?y + 037y + 1y
w=(a+4h) p?2' + bz*mz

in cui le costanti @, b, h,{,m hanno i valori se-

guenti
: 5a2 4 160—DH d 32 b — 7 053
¢=—BG+l) 9s—0) 2 ~ (19—5)2u
,_ Da—l 83t
‘“19s—b 2
5ol . o—l 3R
l=—gojeR T8

:, 5okl . To=l d9R
Me=—g e R+ 55—

Non & ora difficile verificare che gli spostamenti (37),
in cui le costanti hanno questi valori, soddisfano effetti-
vamente a tutte le condizioni del problema.
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\B

Supponiamo ora di avere un corpo limitalo da due
superficie sferiche s e s’ che non si tagliano, né si toc-
cano ; indichiamo con u,, v,, w, gli spostamenti che
risolverebbero il preblema dell’ equilibrio quando il
corpo fosse limitato soltanto da s. Questi sopra s’ non
soddisferanno in generale alle condizioni volute ; indi-
chiamo allora con u,” , », w," gli spostamenti che so-
pra s prendono valori contrari (o sono prodotti da forze
contrarie ) a quelli di #,, v,, w, e soddisfano alle
equazioni indefinite dell’ equilibrio nel corpo limitato
unicamente da s, e aggiungiamoli ai precedenti. Lo
stesso faremo partendo dagli spostamenti «', , v’y , '
che soddisfano alle condizioni superficiali sopra s e alle
equazioni indefinite nello spazio limitato unicamente da s'.
Otterremo cosi delle serie

\
U=

op a8

(untu'y) v= o.g (vn4-2'p) wz% (wu+10'y)

che, quando siano convergenti, soddisfano a tutte le con-
dizioni del problema.

Supponiamo che s e s" siano concentriche e che si
conoscano i valori superficiali degli spostamenti. Premetto
alcune proprietd utili per questo caso.

Si abbia una funzione di quelle che abbiamo con-
siderato

S. N. 10
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. [ -
W=p tﬁﬂ({"}ﬁt Yag

in cni al solito @ & funzione di p, 8, » che soddisfa
I’ equazione A, =0, e supponiam Q=0 per p=0. Fac-
ciamo la seguente trasformazione

R? R®

i - — —d p,.
(«) g dp ol e
Avremo

fx\
R? R
.W,(p,)=p‘tf Q _>.Di ) ldP:
Pi g

Per valori di p legati dalla («) W ¢ W,, hanno lo stesso
valore, quindi si ha

WR) = W®R),

ciod W e W, sulla sfera R hanno gli stessi valori. Ora
la funzione

0
R R? -
M(P|)=—“Plt [ Q("')Plt ldpl
P Jos P

per la stessa ragione prenderd sulla sfera A gli stessi
valori di W; inoltre, scrivendo p al posto di py, si ha
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R 2
M (P)-aot—l % Q (t—(-)P-po
' o F P

Di qui si vede che nello spazio compreso fra le sfere
p=R, e p=00 la M(p) soddisfa alla equazione A,M==0,
poiché, per una nota proprietd della trasformazione per
raggi vettori reciproci, in questo spazio

S

e inoltre per p=00 sono soddisfatte, rispetto alla fun-

zione M, le stesse condizioni che si avevano per p==0 ri-

spetto alla W, e quindi la M ¢ della forma delle fun-

zioni W piu volte considerate. Abbiamo cost il teorema:
« Data una funzione

T —T e
W=p¢"}f, 2@ dp

« la quale nello spazio interno alla sfera di raggio R &
« monodroma finita e continna colle sue derivate prime
« e soddisfa alla equazione Ay, W==0, la funzione che
« nello spazio esterno alla sfera gode delle stesse pro-
« prietd, si annulla all’infinito, e sulla sfera prende gli
« stessi valori di W &
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(0]
M= Fe(T )T
- o P \p

Supponendo ora di prendere I’ origine nel centro co-
mune alle due sfere poniamo

$ ()=

1
Vet —2ppcosy v

supponendo R’ <<p'<TR , se R e R’ sono i raggi
delle due sfere. Se 9 ¢ la funzione che nello spazio com-
preso fra le due sfere & monodroma finita e continua
colle sue derivate, soddisfa all’ equazione A, ¢ , e sulla
superficie prende i valori di ¥, possiamo porre

=2 () + 29

con

R — R —2 1 2 1
PeS = 71 8‘P("_‘” S) 'Feﬁi(P):—”s+ Y pn L) ))

—(1),  —2s+1)

_P_Y‘ ) Pasey (P) = —m $(p

’

ove 7 ——-—§— . B facile vedere le relazioni che le g, 9'

hanno colle distanze inverse del punto (p, 6, ¢) dalle
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due serie di punti immagini di (', ', ¢') rispetio alle
due sfere .
Prendiamo ora

YW,
(&) (uu”u“’s)=(R’_f")b(oo,y,z)

+[“8(P):ﬁs(?)s7'ﬂ(?)]

con una notazione, il cui significato & chiaro; e suppo-
niamo che s, fs, 7s dentro lo spazio limitato dalla
sfera R e nel punto p=0 soddisfino alle condizioni ne-
cessarie perché si possa determinare W, in modo da
soddisfare alle equazioni dell’equilibrio per Xe=Y =Z=0.
Analogamente prendiamo

W’
(B') (u,s’v"’w,3)=(Rl—P‘)D(wD’y‘;Z)

+ [ o'y (P) s B () 7.8 (P)]

supponendo ora che nello spazio esterno alla sfera R’
e nel punto p=00 , si abbiavo le stesse condizioni per
&y ) ﬁ': ’ 7'3 .

Inoltre poniamo

YW,

(uo’vo:wo)——_'(Re'_P’)m'*'[Ho: 0:0]

W',
D(/r b .l/ 2 z)

(W, 0y, wo)=(R3I—p%) +(H,,0,0]
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ove Hy e H') hanno rispetto a ¢, e 9, lo stesso signi-
ficato che precedentemente aveva H rispetto a 2; e

quindi
—r1 i
AWy - S L) : N
) T2ERD et
! RS
YW’y —a 2 /‘/_) ®H, o+2 do
) 2CT) e

P

Poscia determineremo le rimanenti ug , vs , w,,
us, s, w’s in modo che suddisfino alle seguenti con-
dizioni alla superficie

(450’ (R) , 5 (R) , w5 (R)] + [#'d(R) , v (R) , w(R)] =
[Wen(R)  v'i(R) , e (R) ]+ [w6(R)) + 4(R") , wg(R)] =0

Sostituendo in queste equazioni alle %, z,, ... i loro
valori (£) (#) si ottiene

W'
[oeB) 5 Bon(RY , 76ni(R) ] + (R — R?) 7omts

[«4R), B'(R), 7/ R)] =0
@ p.
[aw(R), FR), 7wl R) 4+ (R2— )a(a: y‘z) +

{ "'s(R') ) ﬁs(R') » 7s(R7) ] =0

+
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in cui al posto delle derivate di W , W’ si devono in-
tendere posti i valori superficiali ( per p=R , p==R’ ri-
spettivamente ) delle espressioni

1 1

ey | e
YW, E o-+-2 P B °+2 ;
a(w,y,z)= 2(s+2) f b(:c,y,z) P

d
v + e + b @
LN
W, __ —a x—_bﬂ's °+2d0
3(-’”,%2) o 2("""2) e b(x,y,z) 2 '

' ba s \B § 37'3
2 + Y

Ora per quanto abbiamo visto, onde soddisfare alle
condizioni (7) ed alle altre che si hanno per le «,f,...
basterd prendere

[2g1(p) 5 Bora(P) */,H(p)]—-—\:?a's(%:) , ?ﬁ-(%{) ’ ;P:y,, (1% ]

a(;{(:_r%;) <,+2 f R, <R9 R (lﬁ) R '< )] 5-}-2 dP
[25e4(p) » Bsri(p) » 7#1(?)‘*[_:“‘ 13?) = (ng P : (R'i>1

__o(R*—R" c+2 {__ n(R") R’ (Rs R’ (R';)—‘ —;2-161?

Ty f ), EIND
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ove abbiamo posto

R

o,y ,2)

90 ,
r(%,y,‘;‘) =[/s(e)» 9's (&) , s (©)

=[/s(6) 395 () » 1s (¢)]

supponendo le funzioni dei primi membri trasformate in
coordinate polari.

Le formule precedenti determinano le oy, f5, .. 7's
e quindi gli spostamenti ausiliari, che risolvono il pro-
blema nel caso considerato.



