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SUPPLEMENTO

AGLI ELEMENTI DI MECCANICA
E D’IDRAULICA.

SEZIONE PRIMA

De’ Principj della Statica.

—

CAP L

Principio delle velocita virtuali.

Is AL punto 4 ( Fig. 1) sia applicata
una forza §, la quale agisca per la retta
A L. Immagino che il punto 4 trascorra in
un altro punto a vicinissimo ad 4. Condot-
ia per a la perpendicolare ab sopra 4B,
sara 40 lo spazietto percorso dal punio 4
secondo la retta 4B, che & la direzione
della forza §. Questo spazietto 40 si dird
la Pelocita virtuale della forza §.
| Adunque per velocitd virtuale d’una for-
za intendiamo lo spazietto che per un dato
moto minimo descrive il punto d’ applica-
zione della forza secondo la direzione della
forza medesima .

i

"



2 SEZIONE

2. Il prodotto §. 40, o sia il prodotto
della forza § per la sua velocitd virtuale .
si divra il Momento della forza S.

Si adottano queste. denominazioni per abh-
breviare il discorso. Del restc convien bene
enardarsi dallo scambiare questo Momento
colle altre diverse quantitd che abbiamo al-
trove (L 49.03) sotto lo stesso pome  di-
segnate .

3. Proposizione I. Concorrendo piu forze
in un panto , il momento della risultante ¢
uguale alla somwma de’ mowenti delle com-
ponenti .

Concorrano nel punto 4 le forze S, 8,
8" ete. agenti secondo le yegre A D
AC=1+", 4D =s" cte. ¢ sia la loro risul-
tante V agente secondo la retta 4 R = .
Riferito questo sistema a tre assi  ortogona-
Iy siano x, 4, z le coordinate del punto
4. Imwmagino che questo punto 4 trascorra
In a , percorrendo secondo le tre coordinate
gli spazietti d v, dy, dz. Considerando Je
rette s, s, s". ... u siccome funzion; di
X, ¥, 2, si vede che oli spazietti 40, Ac,
Add.... Adr percorsi dal punto 4 sec wndo
le rette s, 5 > "o > saranno rispetti-
vamente ds, ds' d, . .du. E i mo-
menti - delle  forze saranno Sds, Sds',
S"ds" . ... Vdu. O io dico che sard

Vdu::Sd.s-c-S’ds’-q-S”d.s”....
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Dim. Siano a, b, ¢ le coordinate del pun-
to IJ. Sara

AB=s = \/ ((x—a)’-l-(y-—b)’-l- (z-—t)’) ; onde

s __x—-a s _y--b. 7 __Z==C
o x S d} $ ,(g—z. - s

Ora si risolva la forza S in tre forze paral-
lele alle tre ccordinate x, ¥, 2. Qneste sa-

r— —_b Z w—C
ram;loS.--—-m——-;S.y r S
S Ky S

S ‘E’_ﬁ ; S (—{—f ) C_Z-f . Facciasi la stes-
(Z.%' d.’}-’ dz

sa risoluzione per le altre forze 8", §'" etc.
ed anche per la forza 7V, la quale simil-

; O Sia

du
mente verra decomposta nelle tre V( )

dx
i (n_.ff), V(‘_{E). Ed avremo (I 30) le
ay (2
ecuazioni

du ds fds' L fds”
()= (2) < (2) - (22)-
P ) WY L) WY Y it

dy dy) dy dy )

du d s fds' Y A
(1) =5 (4) w5 (&) s (;;;)----

le quali moltiplicate rispettivamente per
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dx, dy, d i, e poi sommate, rendono
appnuto
Vdu—=8ds+ Sds" «+8"ds"....

4. Scolio 1. La proposizione & vera, quand’
anche  pumo 4 venendo in a trascorresse
uno spa-is hnito. Imperocche de-crivendo il
punto 4 secondo x, y, z elj «paz] Diniti
AX, 5y, — 2, le mutazioni della retra s
COT! ibpmulemi a questt tre 5pazj saranno
X—a y—20 Ze=C

— . b X Y
) S Y $

A s X—a fAS Yy —b YA Z—C
—_— = | — == -
QX s Qj § Qz g

Dal clie avremo nello stesso modo di prima
V iu=— Qﬂs+S’J-_‘,.S'+S”A&"....

5. Scoiio I1. Anche dalle pitt semplici no-
ziont clementari si poteva trarre la prova
della Proposizione precedente . Siano le due
foyze (Fig.2) AB=8§, AC=8, e la lo-
ro ri=ubiavie 4 R = V', che sara la diagona-
le del ymvatlelograinmo 4 B RC  Dicasi |’ an-
poio LAR==, , Pangolo CAR=3, 1’ angolo
RAu=—. Condotte le normali BM, CN
sopra ia diagonale 4 R, sara per le note pro-
prictd del parallelog ammo, AR=AM - AN,
e B —=CN: o sia

V=S cos. o =+ S cos. 3
§ sin. - = &' sin. Ie
Si moltiplichi la prima equazione per cos. ¢,

. A z; onde




PRIMA 5

1a seconda per sin. ¢; e sommandole avremo

V cos. e == Scos. (x4¢) 4 S (B—0).
Ora condotte dal punto a le normali ab,
ac, ar sara

Ar ( ) Ab % ) Ac
COS,. e ——: COS. {g ~=*f) = — , COS () mmé ) 0 —=
" Aa * Aa’ YTV A

Dunque V. A4r=8.4b+ §.4c.

Cosi sommmando i momenti di due forze,
si ha il momento della loro risultante. E se
le forze sono piu di due, sommaundo il mo-
mento della risultante delle prime due col
momento della terza, si avra similmente il
il momento della risultante delle tre torze ,
il qua'e per conseguenza sara eguale alla
somma dei momenti di esse. E cosi i pro-
cederd rer quante siano le forze.

6. Scolio IIl. Se lo spazio trascorso dal
punto 4 sulla direzione d’alcuna delle {orze
non fosse per lo stesso verso per cui tende
la forza ma in senso contrario, il momento
di quella forza andrebbe preso negativamen-
te. Cosi nel parallelogrammo della Fig. 3
sara V. Ar=8 . 4b—~§ .4c.

7. Proposizione II. Se pitt forze concor-
renti in un punto libero A4 si fanno equili-
brio , sard la somma de’ loro momenti eguna-
le a zero; e viceversa.

Poiché se v’ ¢ equilibrio, sara la risultan-
te ¥V = 0; onde avremo (3) I’ equazione

0=Sds+Sds" +5"ds"....
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E viceversa se questa equazione ha Inogo,
sara (3) Vdu=c. E perch¢ non puo esse—
rYe du = ¢ per un moto qualuncue del pun-
to 4, converra che sia V' = o; onde sarav-
vi equilibrio.

8. Scolio I. Se il punto 4 sospinto  dalle
forze §, &, 8" .... contro una linea o su-
perficie resistente, sta in equilibrio sopra
di essa; dicasi K la pressione che esso eser-
cita contro quella linea o superficie . Questa
pressione acira senza dubbio secondo una
retta A perpendicolare ad essa linea o su-
perficie: poiché se apisse obbliquamente ,
potrebbe risolversi in due, I’ una normale 5
I" altra tangenziale, e con quest’ ultima non
premerebbe , il che & contro "ipotesi . Cid
pcsto s’ intenda rimossa quella resistenza ,
ed in suo luogo sostituita una forza — £
agente secondo la retta k. I palese che Pe-
quilihrio sussisterd ; ed essendo ora punto
A aflatto libero, invece dell’ equazione dell’
articolo precedente avremo quest’ altra
C=8ds+8ds'" +8"ds".... - Kdk.

9. Scolio II. Per altro ancle in questo
caso trovera luogo 1" equazione dell arrt. 7
quando si supponga che il punto A trapas-
sando nel punto prossimo @ movasi sulla
linea o superticie anzidetta. Poiché allora lo
spazietto 4 ¢ sard una retta infinitesima per-
pendicolare alla retta 45 onde il punto 4



non s avanza sulla medesima retta A. Quin-
di dk =0, e torna [’ equazione
¢c=S8Sds+ 8ds +-8"ds"....

10. Propostzione II[. Sia un sistema de’
punti A, £, C ¢c. animati dalle forze S, §', S
etc. Sia questo sistema perfettamente libeio,
ed in equilibro. Dico che la somma de’ nio-
m-nti delle forze sard ecuale a zeio.

Dini. Siano (TIig. 4) i tre punti 4, B, C
animati dalle forze A P =S, BQ=S5",
C R = 8" . Uniti guesti tre punti coile rette
AB , A4C, BC ,sia AB=f, AC=f",BC=(",
Dicasi p 1’azione che il punto B esercita
sul putto A, in virtu della connessione
delle parti del sistema; la quale azione sa-
ra diretta per 4 B, e sarid ecnale e con-
traria a quella che il punto 4 esercita sopra
il punte B: o in altri termini, sia p la
tensione della retta 4 5. E similmente sia
p' la tensione della retta AC, ¢ p” la ten-
sione della retta 5 C.

Egli & chiaro che nel punto 4 aciscono le
tre forze S, p, p' che debhone equilibrarsi
fra luro, indipendentemente dal resto del
sistema: poiché tutto il resto del sistema
non agisce sopra 4, se non appunto per
mezzo delle due forze p, p'. E similmente
nel punto B si equilibrano fra loro le tre
forze 8§, p, p"; e nel punto C le we for-
ze 8", p', p".
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Ora dato al sistema un moto minimo qua-
le il permette la connessione delle parti del
sistema stesso, trascorra il punto 4 secondo
la retta 4 P lo spazietto ds, sccondo 4 B
lo spazietto d f, secondo 4 C lo spazietto
df'. Ed il punto B trascorra secondo le
rette 5Q, B A, BC gli spazietti ds’, d®»
dt". E finalmente il punto C trascorra se-
condo CR, CA4, CB gli spazietti ds",
d¢', d3". Avremo (7) le tre equazioni

c=8ds+pdf+pdf

c=8ds +pdO4pdf"

0=S8"ds" 4-p'dT 4 p'd "
srmmando le quali avremo per 1’ equilibrio
di tutto il sistema I’ equazione

C=S8ds+ Sds' 4+ 8"ds"

+p(df+dCP)+p'(df’-l—df»;’)-f-p”(df”-}-d;D”)
Ma T equilibrio del sistema sussistera pd
pitt né meno, se intendiamo che siano sop-
presse le forze §, &, 8", e che i punti
4, B, C siano tenuti fermi dalle sole ten-
sioni p, p', p" rivolte in senso contrario.
Dunaue T’ equazione precedente deve tutta—
via sussistere, fatto S=8—=8"=0, ®
cangiato il segno delle forze p, p', p".
Varri dunque 1 equazione |
C = (A f4-d D y—p(d f'4-d D) —=p"(df"4=dJ")
che sommata colla precedente lascia

O=38ds+8ds" «+ 8"ds"
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Intendesi agevolmente come questa dimo-
strazione si estenda a qualsivoglia numero
de’ punti componenti il sistema.

11. Scolio 1. La dimostrazione si applica
ezualmente a’ sistemi rigidi, e a quelii di
forma variabile. Ma per i primi si potrebbe
conchiudere anche nel wodo segneate. La
verza rigida A B non puo spostarsi se non
per moto copiposto di moto proaressivo, €
di moto rotatorio. Ora per un moto progres-
sivo qualunque della retta 4.5, ¢ chiavo
che i due rermini 4, B si avanzano egnal-
mente e per lo stesso verso secondo 4 B e
Por un moto rota'orio winimo, ¢ pure chin-
10, che siccome entrawhi I puntt 4, B
descrivono rette inhinitesime perpendicoiari
alla A B, cosi nissuno di essi sj avanza se=
condo la stessa 4 B. Adunque deto al si~-
stema un moto minimo, ¢li spazietti per—
corsi dai dve punti 4, B sulla direzione
della forza p debbono necessariamente esse-
re uguali, e rivolti per lo stesso verso.
Siccome poi quella forza p avisce e’ due
punti 4 , B con direzioni opposte {ra loro,
cosi " uno di questi spazietti sard necessa-
riamente percorso secondo la direzione della
forza p, e 1 altro contro la direzione di
essa forza. Danque sard ne’ sistemi vigi-
di d2=—df. E similmente si trovera
€3 =—df' ,ed3"=—df". Onde |'e-
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quazione dell” articolo precedente si riduce
tosto ad essere
C=S8Sds+8ds+8"ds"....

12. Scolio I1. Se fosse nel sistema aleun
punto hisso, sia H la pressione che questo
sostiene , e sia la sua direzione una retta /.
Sussistera I’ equilibrio, anche rimosso cuel
fulcro, se in sua veee s’ intenda applicata
quivi al sistema una forza — H diretta se-
condo /e. Sara allora come se il sistema fos-
Se¢ libero, ed avra laogo I” equazione

O0=S8Sds4+8ds +8"ds".... ~HdIk

13. Scolio I11. Similmente se fosse nel si-
stema alcun punto appoggiato e sospinto
coutro uvna superficie resistente, sia K la
pressione che ne risente la superficie, diretta
secondo la normale £. E I’ equilibrio non si
turbera , se si rimova quella resistenza, ed
invece si aggiunga al sistema la forza — K
agente secondo A: ccn questo 1’ equazione
diventera _

(=Sds+8ds"+8"ds".... —Kdk

14. Scolto V. Quel moto minimo che sj
suppoue concepire il sistema, e da cui si
misurano le velocitd virtnali e i momenti
delle foirze, fiugiamo che sia non un moto
qualunque, ma quale il permettono gli os-
tacoli che trattengono il sistema. In questd
caso dovremo intendere che i punti fissi re-
stino lermi; onde sard d h=o. E similmen-
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te dovremo intendere che 1 punti sospintd
contro una linea o superficie resistente si
movano su qucila, deserivendo una retra
inhnitesima che sard perpendicelare alla £
onde sarda d L = o. In tale ipotesi adunque
si ottiene di bel nvovo | equazione
0=S8ds4+8ds+8"ds"....

come pei sistemi liberi .

15. Scolio V. Adunque in un sistema equi-
librato, la somma de” mowmenti delle forze
si trovera eguale a zero per ogui moto mi-
nimo conciliabile colla costituzione, e colle
condizioni particolari del sistema. E si tro-
verd ancora egnale a zero per un moto mi-
nimo qualunque , purché tra le forze appli-
cate al sistema si contino anche le reazioni
o resistenze degli ostacoli che lo trattengono.

16. Proposizione 1V. Viceversa se la som-
ma de’ momenti delle forze applicate al si-
stema ¢ uguale a zero, sara quel sistema in
equilibrio .

Dim. Sia il sistema de’ punti 4, B, C etc.
animati dalle torze S, 8§, 8" etc. e sia la
somma de’ lovo momenti eguale a zero. Se
il sistema npon ¢ in equilibrio, prendano
dunque i punti 4, B, C ete. le veloritd
v, v, ¢ ete. per cui nell’ istante d ¢ per-
covrano gli spazietti odt, v'dt, v"d ¢t etc.
Ora se ai punti 4, B, C etc. oid investiti
delle forze &, 8, 8 ete. aggiungiamo le
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forze —o, —¢', —¢” ete. e quali distrug-
gano ne’ suddetti punti quelle velocitd ini-
ziali ¢, o', ¢" ete. egli & evidente che coll’
agziunta di queste nuove forze il sistema
adesso sard in equilibrio . Essendo adunque
1 momenti di queste nuove forze — ndt,
— ¢Pdt, — " d ¢ ete. avremo (10)

O0=38ds+ Sds" 4+ 8"ds"....

— " dl " dt =" dt.. ..

Ma gia per ipotesi &

O=S8ds+ Sds" +S"ds"....
Dunque sard ancora 0 = 0% o= /" =y 17 la
qual equazione non pud verificarsi quando
non sia ¢ =0, ¢*' =0, ¢*"" = o etc. Quan-
do dunque la somma de’ momenti delle for-
2¢ ¢ ugnale a zero, j punti 4, B, C etc.
non ponno concepire moto veruno, ed & jl
sistema in equilibrio .

CAP IIL

Tcoremi Statici dedott; dal principio
delle velocita virtual; .

17. P roPoOsizioNr I. Nella Leva retta
due pesi reciprocamente proporzionali alle
loro distanze dal fulero, si fanno equilibrio.

Questa Proposizione sulla quale si appog-
gia tutta la Teoria delle Macchine, e che
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percid viene annoverata tra i principj della
Statica, si deduce nmwediatamente dal prin-
cipio delle velocitd virtuali. Supposta una
rotazione minima della leva 4 F B (Fig. 5)
attorno al fulero F, per cui ella passiin CFD,
e condotte le orizzontali Ca , Db, é l)dlta(,
che le velocita virtuali 4dua , B b dei due
pesi P, Q sonc proporzionali alle distauze
AF, BF. Oca pel principio delle velocita
virtuali dev essere (10) P. da=Q. Li==c.
Dunque P:Q::Bb:Aa:: BF:4F,

Con eguale facilita nelia Leva inflessa AF°D
(Yig. 6) si wroverebbe da : B = MF: NVF,
e quindi per 1’ equilibrio dover essere P:Q =
NF:MF.

18. Scelie 1. Questa legze dell’ eyuilibrio
nella Leva pud tottavia diviostrarsi imme-—
diatamenre senza derivaria ne dal principio
della velocitd virtuali, né da quello della
composizione delle forze.

Sia la leva X Z ( Fig. 7) divisa per metd
dal fulcro F, e carica di pesi uniformemen-
te distribniti per turta la sua lunghezza. E
evidente che questa sard in equilibrio .

Ora preso nella Leva un punto quatunque
L, tutti i pesi uniformemente distribniti
sulla porzione X' L si riuniscano in un solo
peso P posto in 4, punto di mezzo della
X L. E similmente tutti i pesi uniforme-
mente distribuiti sopra la L Z si raccolgano
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in un solo peso Q posto in B, punto di
mezzo della L Z. E purc chiaro, che 1’ e~
quilibrio sussistera .

Sara dungue P:Qu XL: LZ. Ma abhiamo

LZ =X~ LX=20FX—0A4AX=20A4F
Dunque P:Q:: BF:AF. 1l che etc.

19. Scolio I1. Alcuni oppongono a questa
dimostrazione, che I’ equipollenza di pit pesi
unilormemente compartiti sopra una linea ,
ad un peso solo egual= alla loro somma e
posto nel punto di mezzo della medesima,
non ¢ assunto cosi evidente che non abbia
d’ vopo dj dimostrazione esso pure. Tuttavia
¢ facile il convincersi (a) che il peso Q po-
sto in D equivale per esempio a due pesi
g, q, ciascuno la meta di Q, posti ne’
punti L, Z equidistanti da B, Poiché si
prenda Z [ = 2 I, ed imwaginando che in
J siavi un altro appoggio, epli & evidente
che o sia in B il peso Q, o siano in L, Z
i pesi ¢, g, in amendue i casi quest’ ap-
poceio f porterd la metad del peso Q . Laon-
de rimosso ¢uest’appogzio si richiedera in f
la stessa forza per equilibrare il peso Q, che
per equilibrare i due pesi ¢, ¢. Onde etc.

20. Proposizione I{. Sia un csistema di
pe:i in equilibrio; dato al sistema un moto

{a) Vince Phil. Transact. 1794.
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minimo qualunque , il centro di gravita del
sistema non s alza, n¢ s abbassa.

Dim. Siano i pesi §, 8§, 8" etc. e siano
s, s, s" etc. le verticali condotte dal cen-
tro di gravita di ciascun peso, e termiuate
ad un piano orizzontale qualunque. Sia £
I’ altezza del centro di gravita del sistema
sopra cuesto piano; e sard (I 40)

S8 = 85 b S
Z: -y yp ¥
‘5""4"‘"&5 —i—\b * s a0

Ora s’ imprima al sistema un moto minimo
per cui le verticali s, s', s ete. divenga-
10 s4+ds, s +ds , s"+ds" etc. ¢ 4
diventi Z «+ d Z . Sara

SdsanS'" I  +=8"ds"....

dZ — o
S e = 8§

Ma per ipetesi il sistema & in equilibrio
dinque (10) Sds+S'd s+ S o §7 e o .
dunque d Z = o, ¢ "altezza Z ¢ costante .

21. Coroll. I. E viceversa se un sistema
di pesi sara talmente disposto che per un
moto mipimo qualungue il sno centro di
oravitd non s alzi né s’ abbassi, quel siste~
ma sard in equnilibrio.

Fu questo Teorema proposto da Torricel-
li, che ne dedusse la legge dell’ equilibrio
di due pesi nel piano inclinato; e si puo
egualmente ritrarne la legge dell” equilibrio
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in tutte le altre macchine nelle quali pid
pesi si eauilibran fra loro.

22, Coroll. 11. Essendls & Z = o, sara ge-
neralinente parlando Z un massimo, o un
minimo. Dal chie si deduce ¢he in un sisre-
ma equilibirato di pesi, I” altezza del centro
di gravitd sopra ' orizzonte & la massima o
Ia minima di quelle che avrebbon luogo  se
il sistema perdesse la situazion d’ equilibrio,
da qualunque parte esso piegasse .

Se quell’ altezza € un winimo, il ceontro
di gravita occupa il sito pit basso; e tur-
bato il sistema in qualunque modo, il cen-
tro di gravitd viene ad alzarsi. Cessando la
cagione perturbatrice, questo centro torne-
ri a discendere, e perd il sistema si ricom-
porrd nella sitvazione d equilibrio. Cosi av-
vience o una bilancia, nella quale il cen-
tro di gravita cada al di sotto del centro
del oo . |

Se poi queell’ altezza & un massimo, il cen-
tro di gravita sta nel sito pit alto, e da
(nalungue parte crolli il sistema, esso ern-
tro viene ad abbassarsi. Cessando la cagio-
ne perturbatrice, il centro discenderd tutta-
via, ed il sistema si allontanerd sempre piu
dalta situazione & equilibrio. Cosi trabocca
una bilancia nella aquale il centro di gravi—
ta sia posto al di sopra del centro del
molo.
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23. Proposizione III. Sia un sistema di
punti sollecitati per le rette s, s', s", etc.
dalle forze §, 8, 8" ete. tali che la fun-
zione Sds+ §'ds + S'ds"” ec. sia una
differenziale esatta — d @ . Se il sistemma &
in equilibrio, sard la funzione @ un massi-
INO0 O ull winImo ; € viceversa.

Ancor questo Teorema proposto da Mau-
pertuis & una conseguenza iwmediata del
principio delle velocita virtuali. Pciche se
v’ ha equilibrio, dovri essere (10) dP = o,
onde @ un massimo o un minimo: e vice-
versa .

Che anzi la proposizione inversa & sempre
e generalmente vera: la diretta e scggetta
a qualche eccezione, potendo darsi caso che
sia d P =— o, e tuttavia la funzione @ non

$ia né massima n¢ minima.
24. Scolio. Le forze agenti nella natura

sono sempre tali che la {unzione Sds +
S'ds' + 8"ds" etc. & una differenziale esat-
ta, ed ha luogo il Teorema precedente . Poi-
che¢ queste forze o sono costanti, ed indi-
pendenti dalla sitvazione de’ punti ai quali
si applicano, o sono attrazioni ditetre ad
un centro, ¢ funzioni delle distanze che -e-
parano il punto sul quale agisce la forza da
(questo centro ; cosiccheé prendendo queste
distanze medcsime per le rette &, s', s" etc.
2
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saranno le forze §, &, 8" etc. o costanti,
o funziont di s, s', s" etc. rispettivarmen-
te. Io entrambi i casi & manifesto che la
formola Sds 4+ S'ds + 8"ds" ete. riesce

una differenziale esatta =d 9.

CAP IIL

Dcll’ equilibrio d’ un punto .

%%, PASSIAMD ora a dichiarare dietro Ia
scorta del Ch. Sig. la Grange 1’uso del prin-
c pro delle velocitd virtaali nella risoluzione
de’ Problemi Starici. Nel che prima di scen-
dere a’ casi particolari fia bene segnare ge-
neralmente le tracce da seguirsi. Sia dun-
que un sistema de’ punti 4, B, C ete. sol-
lecitati dalle forze 8, 8, 8" ete. Riferito
questo sistema a tre assi ortogonali, siano
X, ¥5z5 a5 202", 4", 2 ete. le
coordinate de’ punti 4, B, C etc. Ciascuna
forza come § si risolva nelle tre P, Q, R
dirvette secondo le x, v, z: e cosi la forza
S nelle tre P, Q', R etc. Eguagliando a
zern la somma de’ momenti (1) avremo per
I eqqnazion genera! dell’ equilibrio

(4) o= Pdx+Pdx' 4+ P'dy"....

..|..Qdy+Q’dfy’+Q”dy"’....
~Rdz4+ Rdz +R'dz"....
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26. Se tutti i punti 4, B, C etc. del si-
stema fossero liberi, e fra loro sconnessi,
cosi che ogni punto potesse cangiar luogo in-
dipendemente dagli altri, le variazioni del-
le coordinate dx, dy, dz, dx' =c. sareb-
bero tutte arbitrarie ed indipendenti fra
loro, e dovrebbe I’ equazione (4) verificarsi
qualunque valore si attribuisse a codeste
variazioni. Qunindi Dbisognerebbe porre egua-
i a zero i loro coeflicienti, e si avrebbero
le equazioni P=o0, Q=o0, R=¢, P'=o
ec. tre volte tante quanti sono 1 punti com-
ponenti il sistema.

2-. Ma se quei punti sono ritenuti o da
ostacoli esterni, o da spranghe che li con-
sinngano fra loro, o in tutt’ alira guisa,
per modo che determinato ad arbitrio il
moto d alcuni di quei punti, gli aliri siano
obbligati a segnirli scorrendo per date li-
nee: le variazioni dx, dy, dz, da" ec.
non sono pit allora arbitrarie,, ma dipendo-
no dalla costitnzione e dalle condizioni par-
ticolari del sistema. Conviene allora espri-
mere queste condizioni con equazioni atte
ad esprimere i rapporti che debbon passare
tra le variazioni delle coordinate. Per m z-
zo di queste equazioni s eliminerann. dall’
equazione (4) altrertante di cueste vaiiazio-
ni dx, dy ec. Quelle che restano, #asan-
no adesso arbitrarie e indipendenti {ra loro.
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Si pongano eguali a zero i loro coefficienti
e si avranno le equazioni che rappresentano
I” equilibrio del particelare sistema proposto.

28. A queste equazioni si pud pervenire
anche col metodo seguente. L’ equilibrio del
sistema deve sussistere anche se s’ intendavo
tolti via gli ostacoli che fermano i punti
del sistema, le spranghe che li legano etc.
purche a’ quei punti s’ intendano applicate
delle forze eguali e contrarie alle azioni che
il sistemia esercitava contro quegli ostacoli.
S’ intendano adunque ai punti 4, B, C ec.
oltre le forze §, §, 8" ete. applicate le
forze —~p, —q, —r ec. esprimenti le rea-
zioni degli ostacoli che trattengono il siste~
ma, e ucll’ equazione (4) si comprendano
anche i momenti di queste forze. Sara allo-
ra come se tutti i punti del sistema fossero
liberi ; tutte le variazioni dx,dy, dz, ec.
tornano arbitrarie; e posti eguali a zero i
loro coetheienti, forniranno altrettante equa-
zioni. Da queste poi dovranno eliminars; le
quantita Ps>q,rec e le equazioni che
rimangono saranno desse che esprimono |’e-
quilibrio del proposto sistema .

Questo secondo metodo ha un vantaggio
sopra del primo, poiché olire le condizioni
dell” equilibrio ne did a conoscere i valori
di p, g, r ec. o sia delle azioni che il si-
stema esercita contro gli ostacoli; come so-
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no le pressioni de’ fuleri, le tensioni delle
spranghe o delle funi etc.

29. Di questi dne metodi si potrd sceglie-
re ne’ particolari Problemi quello che por-
ga maggiore facilita. E gioverd moito 1" in=~
dustria nello esprimere le condizient del si-
stema colle equazioni pitl acconcie a poters
si combinare coll” equazione (4) ed agevola-
re 1" eliminazione delle indeterminate . 1 che
meglio apparira pegli esempy .

30. Proposizione I. Determinare le condi-
zioni o equilibrio d’un punto libero.

L’ equazione (4) diventa in (uesto <€aso
Pdr+Qdy+ Rdz=oc. Onde avrewo (20)
P=—=o0.Q0=c¢, R=o. 1Tl che etc

31. Proposizione II. Determinare le con-
dizioni 4’ equilibrio d” un punto appoggiato
ad una superficie resistente.

Sia I’ equazione di guesta superficie dx
mdy-+ndz=c. Con essa elimineremo (27)
dall’ equazione P dx+Qdy+Rdz=o0
1" indeterminata d x, onde restera

(Q—mP)dy+(R-—nP) =0
E di qui le due condizioni Q=m P; R=nP.

2, Lemma. Sia la retta k normale alla
superficie determinata dall’equazione d x +-
mdy-+ndz=o. Sara "
dk:frfm.dy-ﬁndz

VAUR RIS N
Dim. Siano @, b, ¢ le coordinate dsll’ e-
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stremita della retta £, mentre x, ¥, Z s0-
no le coordinate dell” altra estremita posta
aulla SDPt‘I‘ﬁL‘ie. Sara

SRV D ——

onde fatto dk=Ldx+ Mdy 4+ Ndz, sard

L=1""¢ ; M"-"'V—b, N=Z2"°¢
k k k

el L* 4 M + N*—= 1. Ora sc le coordina-
te x, ¥, z variano in modo che il punto
da esse determinato rimanga sulla superficie
medesima, & palese che in tal caso sard
dk=—=c. Adunque posto dx+mdy =+ ndz —o,
dovrda essere L dx ~+ Mdy +~ Ndz=o.
Si prenda dunque dx = —m dy —ndz,
e la funzione Ldx a Mdy 4+ Ndz che al-
lora diventa (M —m L)d y 4= (N —nL)dz
dovra e<sere =—o, qualunque siano le varia-
zioni dy, dz. Di qui si deduce M—=mL;
N =n L; alle quali equazioni aggiungendo
I'altra L0 4 M* - N* — , 81 avra

7 I

m

= s M= ’
\/(l +m’ +n") \/U-r-m’-i-n’)
_ n
V (i +=m' 4n')
32. Corollario. Prr mezzo d; questo Lem-

ma potremo sciogliere il Froblema prece-
dente col secondo metodo proposto all’ art.

N

onde etc.
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28 . Sia K la pressione che il punto esercita
sopra la superficie, e £ la sua direzioue ,
normale alla superficie stessa. Avremo (25)
1’ equazione

Pdx+Qdy+ Rdz— Kdk=o0
o sia (31)

Pdxv+Qdy+Rdz—K . dawmdy+ndz

\/(l 4= 4 1L)
ed uguagliando a zero i coeflicienti delle in-
determinate otterremo le tre equazioni

P\/(l-i-n'ﬁq-n‘):ff
Q\/(l-e-m’-i-an‘)—::mlf

4 R\/(I—-}-Inz-l—n")mnff
Eliminando K, risulta come sopra Q=m P,
R =nP; e di piu trovasi

K=\(P*+ Q + R).

CAP 1IV.

Dell’ equilibrio de' sistemi rigidi .

33. P.ROPOSIZIONE I. Determinare le cons
diztoni d’equilibrio d’un sistema rigido .

Ubp tale sistema non pud spostarsi se non
per moto progressivo, O per moto rotatorio
attorno alcuno de’ tre assi ortogonali, o
per moto composto d'alcun di questi: giace
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ché impediti questi movimeoti, il sistermna
(L. 99) & assolutamente immobile. Oy st1p-
POsto un moto progressivo qualunque , avre-
mo dx=dx'=dx" etc. dy=dy ' =dy"
etc. dz=dz' =dz2" ete. Postj questi va-
lori pell’ equazione (4) e servendoci del sim-
bolo S per denotare compendiosamente la
somma delle quautita omologhe attencnti a’
diversj punti del sistema, onde sja per e~
sempio S. P =P . P pn ec. quell’ e-
quazione diventa
0=dxS. PardyS.Q4dzS.R
onde abbiamo queste tre condizioni d’equi-
librio $.P=0;8.Q0=0: S.R—=o
Supposta una rotazione minima d P ate
torno O Z ( Fig. 8 ) asse delle z » avremo in
primo Inogo
z=dz' =dz" ete..... — o
Poscia i triangoli simili O P Q, Qrg danne
0Q: Qq::PQ:qgr::0OP:0Qr: o sia
1:d P y:ida:: x: —d y; onde
dx=ydQ ; dy==2xd®
e similmente
da'=1'd} dy' =—=x'd
dx" = y"d® ; dy"=—2"dd ete.
Con questo I equazione (4) di immediata-
mente ¢ =S. Py —S.Qx; o sia
S.Py=S8.Qua.
In simil guisa supposta nna rotazione jn-
[initesima attorno O Y, si avra Ia (quinta
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eondizione S. Pz =S. Rx; e supposta la
rotazione attorno O X, si avra la sesta
S.¢z=S. Ry.

34. Scolio I. Questa & la via pitt breve per
dedurre dal principio delle velocita virtoali le
condizioni d’ equilibrio d’ un sistema rigido.
Potremmo giungervi anche per alira strada,
tenendo sempre la traccia dell’art. 27, ma
esprimendo in diversa guisa la condizione
dell’ invariabilitd del sistema . Siano f, g, h
ec. le rette A B, AC, BC etc. che uni-
scono i punti 4, B, C etc. del sistema;
e sara

f= V(=7 w5y e = )

g = \//( (A" =Y e (Y = ) = (2 — z)‘)

h — V( (xfr — x.r)s - (J.n_)_r); —-— (Z.,”— Zf)z)

Ora per la forma invariabile del sistema
queste distanze f, g, i etc. debbono rima-
nersi invariate , comwunque il sistema si muo-
va. Quindi le equaziosi df =0, dg =0,
dh = o etc. merce le quali potremo elimi-
nare dall’ equazione (4) altrettante fra le
indeterminate dx, dy, dz, da’ etc. Ed
eguagliando a zero i coeflicienti di quelle
che vi rimangono, ci riculteranno le siesse
$€1 equazioni di prima.
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35. Scolio IT1. E pud vedersi anche senza
compiere il calcolo, che per quanti siano i
punti componeuti il sistema, le equazioni
finali saranno sempre sei, né pit, né me-
no. Gia se (quei punti sono tre, I’ equazio-
ne (4) porterd nove indeterminate, fra le
guali eliiinandone tre colle tre equazioni
df=o0,dg=c, dh=o0 rimarranno sei
indcterminate arbitrarie, ed altrettante e-
quazioni .

Che se i punti sono pit di tre, per ogni
punto che s againnge, s’accrescono nell’ e-
quazione (4) tre nuove indeterminate ; ma
s acerescon anche tre nuove equazioni colle
quali eliminarle. Infatti il sito del nuovo
punto € determinato dalle sue distanze daj
tre primi. Siano (ueste distanze Srag, W
ed avremo le tre nuove equazioni df'=o,
dg'=c, dlN =o. Quindi al termine del-
fe eliminazioni, rimarranno sempre nell” e~
quazione (A4) sei indeterminate arbitrarie ,
come prima.

30. Scolio 1V. Finalmente sj potrehbe an-
che tenere il metodo dell’ art. 28 esprimen-
do con p, g, r ete. le tensioni delle rette
fs g, h ete. ed aeginngendo all’ equazione
(4) i termini —pd f — qgdg—rdh ec. Al-
lora rignardando tutte le indeterminate sice
come arbitrarie, si eguaglierd a zero il coef-
ficiente di ciascuna; ed eliminate le quan-
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titd p, g, r ec. si arrivera alle stesse equa-
zioni ultime, con di pid il vantaggio di poter
determinare le tensioni medesime p , ¢, r ec.

37. Proposizione II. Determinare le con-
d'zioni d’equilibrio d' un sistema rigido sol-
lecitato da forze parallele.

Siano queste forze S, &, §" ec. e la lo-
ro direzione faccia cogli assi delle x, ¥, z
eli angoli I, m, n. Sara P=Scos. l;
Q=S cos.m; R=2_5 cos.n; P = S cos. l ec.
onde le sei equazioni (37) si riducono a que-
ste uattro: S S==1w@ 3

cos. [S.Sy=vcos.mS.8x

cos. IS, Sz=cos.nS. Sx

cos. mS.8z=cos.nS Sy.
La prima esprime che il sistema non puo
aver moto progressivo: le altre esprimono
che il sistema non pad rotare attorno 1’ ori-
gine delle coordinate ; cnsicche se 1" origine
delle coordinate fosse nn punto fisso, ba-
sterebbero per 1’ equilibrio queste tre equa-
zioni vltime .

38. Proposizione III. In un sistema rigido
sollecitato da forze parallele trovare tal
punto, attorno cui non possa rotare il si-
stema , qualunque siasi la direzione di que-
ste forze .

Siano le coordinate del punto cercatd
X, Y, Z. Trasportiamo in questo puno
I’ origine delle coordinate; per il che c¢o-
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vremo nelle equazioni (37) in luogo di x,y , &
porte X=X, y—=Y , z~Z. Ed esse di~-

verranno

cos. [ {S. S)'—YS.S% —=cos.m { S.Sx—X8S.8 }
cos. [ % S. Sz-—-ZS.Sé = CO0S. n { S.Sx—XS. 8 }

cos.n,{ S. Sz—Z8. S} = C0s. n % S5.8y—-Y8. 8 }

Queste tre equazioni esprimono che il siste-
ma non puo rotare attorno al punto deter-
minato dalle coordinate X, ¥, Z. Ora per
la condizion del problema queste equazioni
deggiono verificarsi qualunque siasi la dire-
zione delle forze, ed in conseguenza qua-
lunque sieno gli angoli /, m, n. Dovranno
adunque porsi eguali a zero i coeflicienti dt
cos. L, cos. m, cos. n; il che dai

x=S5:8% 5 _S.8y , 8.8z
S.§

Attorno al punto determinato da queste
cooirdinate non potrd girare il sistema, qua-
Iunque siasi la situazione del sistema stesso
rispetto alla direzione delle forze parallele ;
e perd questo viene ad essere il centro del-
le forze parallele, o vogliam dire il centro
di gravita .

39. Coroll. I. Siano i punti 4, B, C ec,
anmati dalle forze parallele S, § , $” ec
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Fissato un punto o termine qualunque, sia
d 1a distanza di 4 da questo termine, f la
distanza de’ due punt 4, B; e finalmente
D la distanza del centro delle forze dal’
termine fissato. Dico che sara

D __S. Sd’_S. S§ fe
— 8.8 5.8)

Qui per S. Sd* intendo la somma di tut-
ti i prodotti che si ponno formare moltipli-
cando ciascheduna forza pel quadrato della
distanza del suo punto d’ applicazione dal
termine; e per S. 8§ f* intendo la somma
di tutti i prodotti che si ponno formare
moltiplicando le forze a due a due, e mol-
tiplicando il prodotto pel quadrato della di-
stanza de Ioro punti d’ applicazioue .

In fatti sara

(S.Sx)* +=(S. 8yY + (5. 8z)
(5. 8y -
Facendo poi attualmente i quadrati di S. Sx,
S.8y,S. 8z vedremo che essi possono rap-
presentarsi sotto questa forma
(5.8x)=5.8.5.87 -_S.88 (=)
S.8yy =5.8.8.8y —5S. §8 (y' —y)
(S.8zy =5.5.8.82°=5.8¢ () —2)
Ora si sommino questi tre quadrati, € si
sostituisca (uesta somma nel valore del 1)
ed avvertendo essere
e S G R g R e =T

D=X+Y'+2Z'=
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troveremo appunto la proposta espressione
di D*.

Mediante questo Teorema che devesi al
Sig. La Grange, si conosce la distanza del
centro di gravita da un termine qualunque,
quando si sappiano le distanze di tutt i
punti del «isteina da quel termine , e le loro
distanze scambievoli .

4o0. Coroll. II. Pitt facilmente ancora si
ricava quest’altro bel Teorema proposto da
Leibnizio . Siano in equilibrio attorno al
punto 4 (lig. 1) quavte forze si vuole,
espresse in quantita e in direzione dalle
rette AB, AC, AD ec. Sara 4 il centro
di gravita de’ punti B, C, D ec. conside-
rando questi punti siccome ageravati da pesi
eguali .

Siano X, Y, Z le coordinate del punto A;
a, ¥,z quelle del punto B . La forza 4 B
essendo per ipotesi espressa dalla retta 4 B,

sari — \/( (x—X)’-h(Jf-—Y)’-c—(z—-Z):) €

risolvendola in tre parallele a tre assi, que-
ste tre componenti saranno x—=X, y—7,
r — Z . Egualmente la forza A4 C si risolver)
nelle tre a2’ — X, ¥ =Y, 2'~ 7. e la forza
AD pelle tre 2" =X, y' =Y, 2" — Z ec.
Sia n il numero di queste forze equilibrate
AB, AC, 4D ec. Avremo per motivo dell’
equilibrio (3v)
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x4+x 4+ . =nX=0
Y43 4+ ..—nY =0
24z =z’ =nli=0

Sono adunque le coordinate del punto 4

queste tre
S.x S v
X=""1 ¥V —; L=

n n i

S =z

che sono per 1" appunto le coordinate del
centro di gravitd de’ panti B, C, D ec.

Convertendo il discorso appariid recipro-
camente che se il punto 4 sara centro di
gravita de’ punti B, C, D ec. sollecitato
quel punto dalle forze AB, AC, 4D ec.
si rimarva in equilibrio.

41. Coroll. £I1. Di (ui ancora il Teorema
di Roberval. Se vn punto € posto nel cen-
tro di gravita d’ una piramide triangolare ,
e sollecitato da quattro forze espresse dalle
rette terminate ai uattro vertici della pi-
ramide , resterd in equilibrio .

Poiche & facile dimostrare che il cenvro
di gravita della piramide & anche centro i
oravitd di quattro pesi eguali collocati nei
quattro vertici .
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CAP V.

Dell’ equilibrio d’ un sistema di forma
variabile .

Art. I. Del Poligono funicolare.

42. P}:oposzzzowz. Determinare le con-
dizioni di equilibrio del Poligono funicolare,
supponendo che a tutti i termini dei lati
siano applicate delle forze qualunque.

Decowmposte queste forze parallelamente aj
tre assi, avremo {25) 1'equazione (4). Qui
le indeterminate dx, dy, dz, dx' ece
saranno tre volte tante quanti sono i ter-

mini de’ lati del policono. Onde se il na-
mero de’ termini & m, sard il numero delle
indeterminate 3m.

Ora siano i lati del poligono f, g, & ec.
Poich® questi lati non possono allungarsi,
avremo le equazioni di condizione d f=o,
dg =0, dh =0 ec. tante, quanti sono i
lati del poligono, vale a dire m — 1. Per
via di queste elimineremo nell’ equazione
(4) altrettante indeterminate ; ve ne rimar-
ranuo 2 m -+ 1 arbitrarie. Epuaglieremo a ze-
ro i loro coefhcienti; e saranno queste le e-
quazioni o condizioni d’equilibrio del pro-
posto peligono .
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43. Coroll. I. Oppure chiamando p, ¢, r
ec. le teusioni delle funi £, g, h ec. si for-
wera 1" equazione

(4) =pdf—qdg—rdh.....=
e procedendo col wetodo indicato all art. 36
si arriverd alle stesse equazioni .

44. Coroll. II. E qui giova avvertire che
potremo sewmpre determinare la situazione di
tutti i termini dei lati, ed in conseguenza
di tutto il policono; poiché se alle equazio-
ni che esprimono le condizioni .dell” equili-
brio in numero di 2m 4+ 1 aggiungiamo le
equazioni di condizione d f = o0 ec. in nu-
mero di m — 1, abbiamo fra le coordinate
dei vertici del poligono 3 m equazioni; tan-
te appunto quante bastano per determinar
tutte le coordinate.

45. Coroll. III. Se il poligono & chiuso,
il numero de’ termini sard uguale al nume-
ro dei lati; onde le variazioni arbitrarie, e
per conseguenza le equazionl dell’ equilibrio
saranno solamente 2 m.

46. Coroll. IV. Se i termini estremi del
peligono sono fissi, Vi saranno nell” equazio-
ne (4) sei indeterminate di meono, perche
mwancheranno le sei variazioni appartenenti
ai due termini fissi; onde le equazioni dell
equilibrio resteranno solamente 2m — 5.

Che se i capi del poligono non fossero
fissi, ma solamente obbligati a scorrere so-

3
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pra date superficie , le equazioni di queste
superticie serviranno ad eliminare nell” equa-
zione (A4) due indeterminate ; cosicché il
numero delle equazioni finali si ristringera
a2xm—1.

47. Coroll. V. Ma ordinariamente tornera
pitt comodo cercar prima le condizioni d”e-
quilibrio del poligono riguardando i capi del
medesime  siccome  fissi; e determinare le
tensions delle tani estreme . Allora se i capi
del poligono non sono fissi, bisognera di
pit che queste tensioni {acciano equilibrio
a quelle forze, o resistenze che sono ad
essi capi applicate.

48. Coroll. V1. Se alcuno de’ nodi ai ¢uali
sono applicate le forze fosse scosrevole ,
quelio per escmpio che unisce i lati f, g;
allora non ¢ pill necessario che f e g siano
costanti, ma basterd che lo sia la loro som-
ma f-+g.Quindi in vece delle due equazioni
df= o0, dg=o0 abbiamo I’ equazione uni-
ca d f+dg=o0. Abbiamo dunque un inde-
terminata di weno da eliminare ; e pero avre-
mo una condizione di pit per 1" equilibrio.

49. Scolio . Nello sciogliere il Problema
precedente , noi abbiamo counsiderato i lati
del nostro poligono, come se fossero verghe
d’ invaviabile lunghezza , congiunte a cernie-
ra in guisa che ¢li angoli loro possano aprir-
si o serrarsi. Che se questi lati fossero fili
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o corde flessibili, cosi che possano incurvar-
si , accostandosi le estremita de’ Jati 1" una
all’aluia, allora & munifesto che per assica-
vare |" equilibrio del poligono si ricerca una
condizione di piu, oltre quelle che si rica-
vano col metodo insegnato: e questa ¢ che
le {orze applicate ai vertici traggano dall in-
dentro all infuori, teudendo a distrarre ed
allontavare scambievolmente i vertici stessi.

E viceversa se i lati del poligono {ossero
tante spranghe inflessibili semplicemente ap-
pogeiate 1" una contro I’ altra senza giuntu-
re negli angoli, converrebbe che le forze
applicate ai vertici traessero dall’ infuori all’
indentro, tendendo ad accostare fra loro i

verticl stessi.
Egli ¢ poi manifesto chie le condizioni che

assicurano 1 equilibrio del poligono di lati
flessibili , assicureranno anche quello del
poligono di lati rigidi semplicemente ados-
sati 1’ nno all’ altro, tanto solo che s’ inten-
da rivolta in contrario la direzione di tutte
le forze.

5¢. Esempio I. Ora per mostrare con ¢ual-
che facile esempio |" applicazione de’ propo-
sti metodi, prendiamo il raso del poligono
tirato da forze parallele , tutio steso in un
piano, e fisso ne’ due capi F, I', quale
il rappresenta la Fig. 17 del Vol 1 se non
chie le direzioni delle forze P, Q, R deg-
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giono figurarsi parallele . Presa 1" origine del-
le ascisse nel punto L, e fate le x per-
pendicolari, e le ¥ paraitele alla direzion
delle forze, siano x, 3 le coordinate del
punto 4; 2',y" quelle del punto B ec.: onde

EA:f::.\/(xz—l—y’);AB:g:\/ ((x’-—x)’ +(j"-_’y‘)’);

ed in simil guisa si esprimeranno i lati se-
guenti BC=h, CL =1. L’ equazione ge-
nerale dell’ equilibrio & pel nostro poligono
(4) Pdy+Qdy +Rdy'=o
che dovra combinarsi colle quattro equazio-
ni di condizione
df=o0, dg=o, dh=o0, di=o.
Sarda poi  x = f sin. %3 y == f cos. a
Al == g sin g ;¥ —7y = g cos. B
A" —a'=hsin. y; y"'—=y == hcos. y
A== i sin o ¥y ==ic0s.y’
Avvertendo questo, ed avvertendo di pit
che per esser fisso il panto L abbiamo
da" =dy" =c, le quattro equazioni di
condizione diventano
dx+dycot.a =0
dr =—=dx 4+ (dy —dy)cot. =0
da' —dx' =+ (dj{" — dy'] cot. y =0
dx' —dy" cot. y' =0
Eliminiamo prima da queste equazioni' le
indeterminate dx, dx', dx'" ed avvertendo
essere cot. o = —=cot. 8, e cot. 8 ==—cot. ¥
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avremo
0= dy(cot.a = cot.q') 4y’ (cot.B = cot.8')
+ dy'" (cot.y =4 cot.y')
Finalmente se con quest’ ultima equazione
elimineremo nell” equazione (4) una qualun-
que delle tre variazioni dy, dy' , dy",
ed eguaglieremo a zero i coeflicienti delle
dvue che restano, avremo per equazioni dell’
equilibrio queste due

P (cot. £+ cot. B') = Q (cot. a = cot. o)

P (cot. ¥ + cot. »') = R (cot. a 4+ cot. a)
che sono l= stesse (I. 135) gia ricavate con
altro metodo.

Per determinare la situazione de’ punti
mobili 4, B, C o le loro coordinate x,y;
x',3"; a", y", abbiamo appunto sei equa-
zioni . Le due dell’ equilibrio; ove invece
di cot. « ec. dovremo porre i loro valori es-

pressi per le coordinate, essendo cot. a = 3
x

r

y =3
. x —x
equazioni di condizione , o piuttosto le quat-
tro ond’ esse derivano f* = x* < y';

g =@ =x) 4+ (y —y) etc.

51. Esempio II. La fune 4 BC (Fig. 9)
sospesa tra le due Leve rette T4, C.L mo-
bili sui fuleri £, E' ed aggravate de” pesi
F, G porta il peso P attaccato ad essa
fune con un nodo scorrente. Si domandano

cot. B = = cot. a’' = ec. L le quattro
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le condizioni dell” equilibrio, e la positura
del sistema equilibrato.

Fissata in £ " origine delle ascisse orizzon-
tali, e delle ordinate verticali, siano x, % ;
A,y al, y", x", " le coordimate de’
punti 4, B8, C, L' . Decomposto poi il pe-
so F in due forze parallele applicate ne’
punti £ ed 4, e parimenti il peso G in
due applicate in £’ e C, le forze applicate
ne’ fuleri restano elise; onde in luogo de’
pesi F, G bastera che io consideri in 4, C
due forze aventi verticalmente all’ insu colle
direzioni 4 H, C K. [ valori di queste for-

F.ET G.IL'L
7€ SAranno —r——s —E i che per bre-
vita indicheremo colle lettere H, K.

Con questa preparazione il Problema &
ridotto a quello dell’ articolo precedente,
dovendosi ricercare 1" equilibrio del Poligo-
no LADBCE fisso in £, L', e tirato necli
angoli 4, B, C dalle forze — H, P, — K.
Se non che posto EA=f, AB=g, BC=h,
CE' —i, per motivo del nodo scorrente,
invece di quattro equaxioni di condizione
avro (48) solamente (ueste tre

df=o,dg+dh=0, di=o
da combinarsi coll’ equazione dell” equilibrio
—~Hdy+Pdy — Kdy"=o.

Compiuto il calcolo sulle stesse tracce

dell’ articolo precedente, si troveranno que-
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ste tre condizioni dell” equilibrio 1.° sin. 8=
sin. @ onde nel caso nostro si pud infe-

2 H
rite 8=p8. 2. cot. a = (1 — --P—-) cot. 3 -

o X
3° cot- v == 1 — —+ ) cot. B.
Y 7

Con queste ftre equazioni , esprimendovi
cot. o , cot. g cc. per le coordinate, e colle
tre altre che esprimwono per le coordinate le
rette note f, g4I, ed ¢, deterwineremo
le sci coordinate de’ puntimobili 4, B, C.

Avt. 11. Del Poligono Llastico .

52 PROPOSIZIONE. Determinare le con-
dizioni d’ equilibrio nel poligono elastico .

Gli angoli di questo poligono s figurano
ecsere altrettanti elastri dotati d’una forza
che tende ad aprirli. Sia £ la forza del primo
elastro formato dai lati f, g esia ¢ I'ango-
lo esterno formato dal lato g col prolunga-
mento del lato f. La velocitd virtuale della
forza I sara de, e il suo momento Ede.
Parimenti esprimendo con letrere accentate
le quantitd relative agli ancoli susseguenti
del poligono, saranno L'de', L'"de" ec.
i momenti delle forze che agli altri ela-
stri -appartengono . Onde I'equazione gene-
rale dell’ equilibrio sard pel poligono elastico
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o= A+ Lde s L'de’' - E"de. ...
da combinaisi al solito colle equazioni d f=0,
dg:(‘, dh-:.:o eC.

83. Scolio 1. Oppure conforme all art. 43
si formerd I’ equazione

o=(4d)—pdf—qgdg—rdh....
+Ldea L'de' + L'"de" . ...
la quale ci dispensa dall’ avere riguardo al-
le equazioni di condizione d f = o er.

54. Scolio 11. Per potere servirci di que-
ste_equazioni come fu insegnato agli art. 27.
28. fa d’ uopo esprimere le variazioni de,
de'ec.inx,y,z,2,v, 2 ec. Or (questo
non ¢ punto difhicite. Dicasi a 1a corda che
unisce i termini dei lati f, g sara per la
Triconometria @' = /" 2 f g cos. ¢ 4 g
onde essendo f e g costanti, si ricava

ada ) i
dc— — . Parimente chiamando b

fg $in. e

la corda che unisce i termini dei latj g, h,

bdb

avremo de¢' = --g s € Cosiin segui-
in.e

to. Abbiamo ancora
a— \/((x”—-x)*-.,.. (3" —3): -}-(z"—-z)')
Bin. e* =1 — (f’ + & - a’)z —

2/g
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ende avremo sempre il modo di esprimere
per le coordinate le variazioni de, d¢' ec.

55. Scolio I11. La forza cle fa un elastio
per aprirsi ¢ tanto mageiore uanto piu 'ela-
stro ¢ pirgato . Si suppone comunvmente che
sintantoche I'angolo e ¢ acuto, sia la forza
elastica proporzionale a sin. ¢. lu tale ipo-
tesi | equazioue dell‘equilibrio (53) sara pel
poligono omogeneo

. acda  bdb
o=(4)—pdf—qdg...—L e -+ i
- S

essendo £ quantitd costante .

Art. UI. Della Curva funicolare.

56. NE’ sistemi che sino ad ora abbiam
contemplati, erano le forze applicate a pun-
ti separati I’uno dall’ altro. Or velendo sot-
toporre allo stesso metodo un sistema con-
tinuo, converra distinguere quelle variazioni
delle coordinate che nascono quando da un
punto del sistema passiamo ad un altro, da
quelle che nascono quando quel primo pun-
to si muta di luogo merce quel moto mini-
mo del sistema da cui misuriamo le veloci-
td virtuali delle forze e i loro mowenti. Le
prime variazioni denotereme coi soliti segni
dx,dy,dz; le seconde coi segni Sx, 3v,
Sz. Siano x, ¥, % le coordinate d’un pun-
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to M. Quelle del punto prossimo saranno
X4+dx, y+dy, z+dz; quelle poi del-
lo stesso punto M trasportato altrove pel
motoe minimo del sistema saranno x + 5 x,
y4+3dy,z43z. E sc il panto M & solle-
citato dalle forze P, Q, R secondo le coor-
dinate x, y , z, saranuo i momenri di (ue~
ste forze Pdx, Q8y, RSz.

07- Pel principio delle velocitd virtuali
devesi raccogliere ed ugunagliare a zero la
somma de” momenti di tutte le forze che
sollecitano il sistema; e questa sard I’ equa-
zion generale dell” equilibrio. Ora io dico
che se i punti estremi del sistcma sono fissi,
(questa cquazione potra sempre ridursi alla
torma seguente

S (LiSxva+ My 4 Niz)=0
dove il segno S denota Pintegrale o la som-
ma e’ momenti Ldx, M3 Y ec. estesa per
tocta 1" ampiezza del sistema proposto.

Imperocché quand’ anche sotto il segno
S. 8 incontrassero de’ termini della forma
Asdx, ASddx ec. questi si potranno sem-
pre trasformare come segue. In primo luogo
poicheé le variazioni espresse dai segni ¢, 9
sono affatto indipendenti tra loro, si posso-
no questi segni permutare a piacere, onde
in vece di 45dx, Adddx ec. si potrd
scrivere Addx, Add3Sx ec. Poscia inte—
grando per parti abbiawmno
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‘[44(??515:A.’)‘x—fdﬁ.b‘x

e stendendo I iutegrale a tatta |’ ampiezza
del sistema
S.Adsxr=—= A" x" — A V2 =S.dA4.3x
ove A3 1" ¢ il valore che acquista 4 Y x nel
priwie punto del sistema, ed 4”8 2" quello
che acquista nell’ ultimo punto del sistema
stesso . Ma (uesti punti sono fissi per ipo-
tesi; dunque 3 X' =3 x"" = 03 onde

S Ao —S.dd.5 =
E nello stesso modo si troverd

S. Adddr=S.dd 4.5x
Con queste trasformazioni noi potremo sem-
pre coondwrre I’ equazione dell” equilibrio al-
la divisata forma.

58. Cio posto, se gli elementi del sistema
tossero del tutto sciolti e sconnessi, le va=
riazioni dx, 3 v, 3z sarebbono arbitrarie
ed indipendenti fra loro; e I’ eqquazione dell’
equilibrio trarrebbe con se (26) queste tre
L=c¢, M=0¢, N=o0.Ma se v’ ha lega-
me tra le parti del sistema per cui quelle
variazioni dipendano 1" una dall*altra, con-
verrd chiamare iu sussidio (27) 1’ equazioni
che esprimono questa relazione, onde elimi-
nar di queste variazioni quante pil si pud,
indi eguagliare a zero i coeflicienti di quel-
le che restano. Oppure converri (28) con-
tare tra le forze applicate acli elcmenti del
sistema anco le reazioni degli ostacoli che li
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trattengono ; che cosi le variazioni §x, §y .
3 z tornano tutte indipendenti fra loro, e si
procede come uvel primo casa.

59. Che se i punti estremi del sistema non
sono hssi, converrebbe avere riguardo anche
ai termini 4’32 ec. Ma ordinariawente torne-
ra pin comodo ricercare a parte le condi-
zioni d” equilibrio di questi punti, a quel
modo che fu indicato nell’ art. 47.

Go. Proposizione I. Trovare la curva d’e-
guilibrio del filo flessibile 4 M B { Fig. 10)
sollecitato in tutti i suoi elementi da date
forze .

Sia AP=x, PUl=y, AM=s, e pren-
dasi per elemeanto del bilo I'archetto Mm=ds,
che si ricvarderd come costante. Siano Pds,
Q J s le forze che sollecitano 'elemento W m
parallelamente alle v cd alle y; e sia p
la tensione di quell’ elemento o latercolo
M m . Rignardandosi la curva come un po-
lizono funicolare intinitilatero, il latercolo
d s rappresenterd uno qualunque, come f,
de’ lati del poligono; e o' equazion del po-
ligono (43) diventera per la curva |

S.(Pdsdx4+Qdsdy—pids)y=o

Ora per ridurre questa equazione alla for-
ma proposta nell” art. 57 osservo essere

d
3ds:5|/(dx‘+dy"):£3dx+ g—{de

Abbiamo poi (57}



PRIMA A5

x d:
§ PA% s uuo——s5.a.P%% 54

ds d s

d-
S.wédy:—-S.d.p ‘V.(S‘y

ds ds

Con (queste sostituzioni I’ equazione diventa
dx. .
5 P PEI N Y
S.((lT ds+d. T )qu—(st-}-d s ))_})__0

onde (58) avremo le due equazioni
PAX o 3 Qdswd.
d s
Per esse potremo conoscere la tensione p in
ciascun punto della carva; climinando poi
p > avremo ) equazione della curva stessa.

6i. Coroll: I. Si moltiplichi la prima equa-
zione per dx, la seconda per dy, e si
sommino, dopo " avere eseguiti 1 differen-
- ziah indicati; ed avvertendo essere
dx*+dy*=ds*; dxddx +~dyddy = dsdds = o
risultera —dp=Pdx+ Qdy.

Ga. Coroll. I1. L’ equazione della cuarva
A M B eliminando p riuscira (uesta

dy [Pds—dx [Qds=o

63. Coroll. III. NI Problema non sarehbe
guari piu difficile se le forze che tirano gh
elementi del filo agissero in diversi piani.
Sarebbe allora —dp=Pda+Qdy+ Rdz;
e la doppia curvatura del filo sarebbe rap-
presentata con due qualunque fra queste

pdy _

Pds+d. == 10

ds
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equazioni

dnyds—dx‘/‘ng;:@

dzf]’ds-—-dxfﬁds

dz/‘st—dy/'Rds:o

04. Coroll. IV. La curva espressa dall’ e-
quazione dell”art. 62 sara anche (49) la cur-
va d equilibrio d”un arco composto di la-
tercoli rigidi addossati I"uno all’ aliro. Im-
perocche volte in contrario le direzioni di
tutte le forze, quell’ equazione si rimane

QO

1

la stessa.
65. Coreoll. V. Sia un velo o un lenzuolo

flessibile attaccato ad un cerchio del raggio
CB, ed in ogni punto della periferia che
ha per raggio P M = y sollecitato dalle for-
ze P, Q. Si cerchi la ctwuva 4 M B dalla
cui rotazione attorno 4 C si produce la sa-
perficie equilibrata di esso velo. Conside-
rando 1’ equilibrio dell’ unghia tenuissima
B 4b, si potra prendere per elemento di
essa il trapezio Mt: essendo poi Min —=ds
ed M q proporzionale ad y, gnesto trapezio
potra esprimersi con yds. Quindi le forae
animatrici dell’elemento Mt saranno Pyds,
Qyds; e la tensione sard p. M q e potra
esprimersi col prodorto py. Tactte (ueste
mutazioni nell’ equazione dell’ equilibrio ,
troveremo
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—d.py=Pydrx+Qydy
e I"equazione della curva 4 M B riuscird

dfy/Pyds-dfoyds;O

66. Proposizione I11. Trovare la carva d’e-
quilibrio d’ un filo sollecitato da forze pa-
ratlele .

Prendendo le x parallele alla direzione
delle forze, sara Q = o, onde des—_::A.
Pertanto 1" equazion generale di tali curve
che* sogliono dirsi Catenarie , sard questa
d;rde s =Ad x. Se la catenaria ¢ omo-
genea, P e costante, e |’ equazione diven-
ta sdy = 4d~.

67. Coroll. I. L’ equazione della catenaria
puo rappresentarsi sotto un altra forma, in-
troducendovi 1’angolo r M m che fa |’ ele-
mento della curva ds colle x. Sia quest’ an_
oolo =k . Sard dx=ds cos.k; dy—=dssin. k.
i-"osti questi valori, 1" equazione della carva

diventa fP ds-—= 4 cot. k

8. Coroll. II. Differenziando uest’ equa-
Adk

zione avremo Pds — — Sl Ora se di-

casi R il raggio osculator della curva nel
punto M, sard dk=— R Dunque

4 , . .
P = . Onde impariamo questa sin-

R sin. k®
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golare proprietd delle catenarie, che la pe-
tenza & in ragion reciproca composta del
raggio (i curvatura, e del quadrato di sin. k.

69. Proposizione JII. Trovare la curva
d’equilibrio d’un filo sollecitato da forze
normali al filo stesso.

Sia N d s la forza normale alla curva che
spinge |’ elcmienio ds. Risolvendola nelile
due Pds, Qds parallele alle x ed y, a-
viemo (1. 35) Pds=Ndy,Qds=—Ndx.
Sara pertanto (02) I equazione della nostra
curva

d_’_y‘/‘NdJ-’-{-dfodx:O

~0. Corull. I. In queste curve la tensione
& costante. Infatti colle sostituzioni dell” ar-
ticolo precedente nel valore del dp (61)
troveremo d p = 0.

71. Coroll. II. L’equazione (6c) Pds -

d
d.%g:o, poiché p & costante, e Pds=

Ndy, diventa Ndsdy +pddx=o0. In
troducendovi 1’ angolo & (67) quest’ equa-
zione prende la forma semplicissima

Nds — P dk=o0
L’ altra equazione dell’art. 6o condurrebbe
allo stesso risultato.

m2. Coroll. III. Di qui si trae (65) NV =

- P Onde impariasno questa bellissima

7
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proprietd delle nostre curve, che la poten-
za € da per tutto reciprocamente proporzio-
nale al raggio di curvatura.

73. Lsempio I. Discendiamo a qualche ca-
so particolare, ricercando la ficura di alcu-
ne curve piu celebri, e primieramente della
Velaria. Sia £ 4 £' (Fig. 11) il prolilo del-
la Vela fissa ne’ due capi £, L' e gonha
dal vento spirante secondo ¥ 4. Si riferi-
sca la carva all’asse 4 B parallelo ad V' M,
che passa pel punto della maggiore gonficz-
za della vela, ove la rangente € normale ad
A B . Fatto AP:—:.’,U, PM:J/', AJW:_"'—"S,
se il vento spira con velocitd dovuia all” al-
tezza § , sara (II. 317) la forza dell’ urto
normale proporzionale ad Ssin. &:. Quindi
faremo N=——m S sin. k* , adoprando .il se-
ecno — perche (1. 33) la direzione di que-
sta forza fa angolo ottuso colle x positive;

—ndk

e |’ equazione (71) dara d s = : s ed
R (71) m S sin. k*
. pcot. k pdax
s== ; ovvero sdy = ~ .
integrando, =& U

Non serve aggiunger costante, giacché s=o
di cot. k= 0. E quindi manifesto che la
Velaria ¢ la stessa curva che la catenaria
omogenea posta coll’asse parallelo ad ¥ 4.

74. Lsempio II. Vogliasi tener conto an-
che del peso della Vela, che per piu {aci-

&
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1ité‘n supporremo omogenea, € percossa da

vento orizzontale. Allora oltre la forza IV
dovremo considerare anche la forza costan-
te — Q agente in direzione contraria alle 7 _
Sard dp=Qdy, onde p=4+ Qy. Poscia
per I’ equazione della carva non potremo piu
servirci dell' equazione (71) Vds—pdk=o,
aXx

ma converra risalire all'altra Pds+d . %—; -0

che nel nostro caso diventa Ndy+d.(A4+Qy)
cos. k = o onde avremo —m Sd y sin. k* —
Adksin. k+Qdycos. k—Qydksin. k=0,
e quindi
dy dk
Ad+Qy  Qcot.k—m Ssin. k
75. Lsempio II1. Passiamo ora alla curva
Linteare . E sia EA L' ( Fig. 12) il profilo
del lenzoolo attaccato in £ ed in L', e di-
steso dalla pressione d’ un liquido che vi
sovrasti al livello B B . Prendiamo per asse
la verticale 4 P elevata sul punto infimo
della curva, ove la tangente & orizzontale .
Sia 4 B = b. Sard la pressione normale so-
pra il punto M (Il 40 ) proporzionale a
b— x, onde faremo N=—m@(b—2x). E
I’ equazione (71) postovi per ds il suo va-
d x

cos.
mbdx—mxdx+pdkcos. k=0

lore

, diventera
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Integrando cosi che x=o dia sin. k=1, sard
| pdy

p——mbx—{-e—mx‘_-—_—psin.k—_—:

2 ds

Pongasi per brevitd il primo membro = X;
€ sara

ds_-p‘dy ; ovvero d y = kil

X V (p*— &%)
»6. Esempio IV. Per 1a Linteare grave ed
omogenea , oltre la forza IV vi sard la forza
costante — P agzente contro le ascisse. L
satd dp=Pdx, onde p=44+ Px. E
pdy
ds

-

I’ equazione (00) Qds +d. =0 di-

ventera _Nd'r"'d'(A-l-P-’P)g-{::Oc

Sostituendo per IV il suo valore (75) , poscia

integrando cosi che z=0 dia a—y; — sin. A=,
avremo
I d vy
A—mbx+—2- mx' =(4+Px) -

Facciasi il primo membro — X ; e riuscird

d
ds:(A * P,_x) y; ovvero
X
Xd
dy — - i

V ((4+Px) — }")
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Art. IV, Della curva Elastica .

77 P roposizronNc. Trovare la curva d
equilibrio d' una lastra elastica ed omoge-
nea, sollecitata da date forze.

Sia gqnesta curva A M B ( Fig. 10) e con-
servate le stesse denominazioni (6c¢) sia di
pit e I'angolo del contatto, o sia 1’ angolo
Tmn fatto dal latercolo M m prolungato col
latercolo prossimo mn ; e sia R il raggio di

- . ds
curvatura nel punto M. Sari €= Ora

I’elasticita nel punto M, giusta I’ ipotesi dell’
art. 55 e proporzionale a sin.e ovvero ad e,
giaccheé 1" angolo infinitesimo si confonde col
suo seno; (uindi la forza elastica sard reci-
procamente proporzionale ad R, e potra

esprimersi per — essendo £ quantitd co-

stante ; e sara i1l suo momento - Se, o0sia

L _ds
70 7 Posto cid, riguardando la curva

siccome un poligono elastico infinitilatero
avremo (53) I’ equazione

E _ds
-5' P " e— — ——
( dsdx+Qdsdy p&ds-l-RB R) 0
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Conviene ora ridarre quest’ etjuazione alla
forma proposta nell’art. 57 . L’ integrale
S.pdds si riduce come sopra all’ art. 6o.

L ds
Resta 1’altro integrale S. ¥ § — % Metten—

. - dsdy dsdx
do per R il sno valore e OVVETD = didy

troviamo -t-i—f"'ds \/((ddx) +(ddy))

o ds Rddx Rddy
Quindi §. 7= g0 Sdd x 4= ——— == sddy.
Ma per le riduzioni insegnate all’ art. 57
E Rddx Ed'x
S. : — .
R d s Sd“dx_.S. d s ‘%
£ Rddy Ed'y
S . » 5 d d o S * 5
R T ds Y=g T

Facefido queste sostituzioni nell’ equazione
dell’ equilibrio, poscia eguagliando a zero i
coeflicienti delle variazioni 8 x, 37, avremo
in ultimo queste due equazioni

pdx Ed“x__
Pds«+d. P e 7o O

dy FEd'y
dsad. P -
Ll = ds =T d s} ©

Per esse determineremo la tensione p, elimina-
ta la gqnale, ci restera I'equazione della curva.

78. Coroll. I. Facendc attualmente i diffe-
renziali, e sommando le due equazioni molti-



5% SEZIONE

plicate rispettivamente per dx e per dy, trovo

r
—dp= Pdx~+ de+dsi(dxd‘y+dyd“y)

3LdR
osia—dp:de+Qdy+ o onde

p = cost. + ~7 —f(de-n-Qdy)

=g, Coroll. Il Poscm per avere 1’ equazio-
ne della carva, s’ integrino le due equazioni
(77) e si elimini p; verra

E
dy [Pds—dx [Qds = - (dxd’y —dyd'x)
ed integrando di nuovo
r
fdnyd.s -—fdfodsz e (daddy—dyddx)

Ma dxddy-—dyddx—-—(f% . Dunque in

fine sara 1’ equazione cercata

fdnyds-—fdfods-o—%::o

8o. Coroll. 111. Se le forze applicate alla
lastra agissero in diversi piani, prendendo
tre coordinate avremmo queste tre equazioni

Jdy [Pds— [dx [ Qds= 313 (dxddy—dyddx)

fdz[Pds— [dx [Rds= a — (dxddz-—dzddx)

JdzfQds—fdy[Rds=— (dgddz-dzdd) )
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due delle quali sono sufficienti a determi-

nare la doppia curvatura della lastra.
a1. Coroll. IV. Se la lastra non fosse omo-

senea, o se | elasticita non si volesse sup-
porre in ragione inversa del raggio di cur-
vatura , allora invece di esprimere I’ elasti-

o E | .
citd per —=, la denoteremmo semplicemen-

te per £, intendendo per L non piu una
costante , ma una variabile, funzione di z e
di . Ed invece dell’ equazione (79) avrem-
mo la seguente
jjdy/‘Pds—fdfods-r-E:o
ga. Esempio. Sia la lastra 4 M B grave ,
fissa nell’ estremo 4 , e tirata nell’ estremo

B dalla forza B S§.
Risolvasi questa B S in due forze, 1 una

— F orizzontale, 1’ altra G verticale. Avre-
mo Q=o0,¢€ des::—F. Avremo poi
P costante, € de.s — Ps+ G. Quindi
I’ equazione (79) della curva diventera

E
_.E:A_Fx_cy_Pfsdy

essendo 4 una costante.

Per rendere il Problema ancor pil sempli-
ce, trascuriamo la gravitd della lastra, e sia
essa curvata soltanto da un peso G attaccato

\ B
all’ estremitd B. Sard == 4d—=GCy. La
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cosrante A4 si determinerd avvertendo che
Y inflessione dell’ ultimo latercolo ¢ B dev’
esser nulla, poiche il peso € che vi & ap-
plicato immediatamente non ha momento
alcuno per farlo girare attorno al punto ¢,
nc fa forza per piegarlo. Quindi se | alti-
ma ordinata C B dicasi = ¢, bisogna che

L

quando y=—=o, divenga ) == 0; onde A==Gc;

e I’ equazione diventa

!

Quest’equazione consente appunto con quel-
la che si trovd negli Elementi ( I 403 ) per
esprimere 1’ incarvamento delle travi fitte
nel muro.

Che se la lastra fosse piantata vertical-
mente , e si piegasse pel carico d’ un peso G

postovi in cima, avremmo allora des:-_.-o,

L
des:::—G'; onde I’ equazione -I-i;—:Cy.

Non occorrerd aggiunger costante, poiché
L

¥ =o da — =0, come deve essere pel

motivo pocanzi detto. Ancor questa equa-

zione concovda benissimo con quella che si

trové altrove (L 470 ) per esprimere 1 inar-
camweuto de’ fusti delle colonne.
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CAP L

Teoria generalc del moto de’ corpi.

83. INsEGN6 oid il Sig. d’Alembert (1. 261)
per qual via possano dedursi le leggi del
moto d’ un sistema da quelle dell’ equilibrio.
Avendo nni pertanto dal principio delle ve-
locitd virtvali conseguita (25) un equazion
generale (4) atta a rappresentare 1’ equili-
brio d’ un sistema da date forze animato ,
potremo ora similmente ricavarne un altra
atta a determinare il moto che dall’ azione
di quelle forze sard impresso al sistema .

84. Siano i punti 4, B, C ec. tra se
collegati in qualsivoglia modo, e sollecitati
da date forze . Siano P, Q, R le forze ac-
celeratrici che sollecitano il punto 4 secon-
do le sue coordinate x, ¥, z; e scorso il
tempo t movasi quel punto colla velocitd
¥V , la quale si risolva nelle tre velocitd
u, v, wsecondo x, y, z rispettivamente.
Nell’ istante susseguente esso avra le velo-
Citd U du, v4-dv, w+dw. Ma per
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1’ azione libera delle potenze -acceleratrici,
dovrebbe aver concepite (I 184) le velo-
cita u -+ Pdt, v+Qdt, wa+ Rdt. Dan-
que rimangono spente pel contrasto tra le
parti del sistema le velocitd Pdt—du,
Qdt—dv, Rdt — dw. Parimente se di-
stinguiamo con un accento le quantita omo-
loghe appartenenti al punto B, troveremo
che esso perde le velocita P'de—du',
Q'dt—ds', Rdt—dw'; e cosl degli al-
tri. Ora le forze corrispondenti a queste ve-
locita perdute deggiono (1. 261) equilibrar-
si fra loro. Dunque se io supporrd i punti
A, B, C ec. animati soltanto da, queste
forze Pdt — du ec. ed immaginero che il
sistema prenda un moto minimo coneciliabile
colle condizioni particolari di esso sistema |
rel qual moto le coordinate x, y, z del
punto 4 ricevano le variaziopi dx, Sy, §z,
e le coordinate x', y', 2’ del punto B ri-
cevano le variazioni dx', 3, §z' ec. avrod
pel principio deile velocitd virtuali questa
equazione
() c=(Pdt—du)§x+(P'dt—du')sz'....
+ (Qdt—dv)5 y +(Q'dt—~dv')3 y' ....
~+ (Rdt —dw)§ z 4= (R'dt —dw')§ 2" ..o
85. Dividendo per Y elemento del tempo
dt, che riguarderemo come costante, ed

dx dy

avvertendo essere (L. 184) u=—, v= -Z
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dz
dt
sentarsi sotto questa {orma

dda ddx’
= R 3 -P’_ S R ralt.
(B) o (P = ) ax-i—( e )Bx
ddvy dd
+( “"323)5’*(@ )

P Z _'
- ff_@_) N P )5
dt’ e

86. Ora se i punti del sistema {fossero
sciolti d’ ogni vincolo, le variazioni § x, 3y,
3z, 8 ' ec. sarcbbono tutte arbirrarie; si
dovrebbero adunque eguagliare a zero i lo-
ro coeflicienti, ed aviemmo per determina-
re il moto del punto 4 le tre equaziqui
Pdi=du,Qdt=dv, Rat=dw; ov-

dd:r dd v ddz
— “132'—-"_".
= 0= d e d >’

pel moto del punto D le tre equazioui
Pdt=—du, Qdt=d¢' , Rdt—=dw' ec.

Ma stante il vincolo (,he lega i punti del
sistema , converrd servirsi delle equazioni
di condizione onde eliminare dall’ equazio-
ne (B) quante piu si potrd delle indetermi-
nate 3 x, 3 y ec. Oppure converrd contare
tra le forze applicate al sistema anche le
reazioni degli ostacoli. In somma dovra trat-
tarsi 1’ equazione ([B) come insegnammo do-

w = — , I’ equazione (B) pud anche rappre-

vero P =
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versi fare dell’ equazione (4) agli articoli
20. 27. 28.

37. Se il punto 4 fosse il centro di gravita
d’ una massa m , animata in tutti i1 suoi ele—
menti dalle potenze acceleratrici P, Q, R,
le forze agenti sul punto 4 sarebbero m P,
mQ@Q, mUR; e le forze estinte sarebbero
m (Pdt —du) , m (Qdt —dv), in (Rdt—dw).
E se parimente ne’ punti B, C ec. siano le
masse m', m" ec. si vede che per adattare
T equazione (B) a questo sistema di masse
conviene in luogo di dx, 3y, 5z mettere
m3x, mdy, mdz; ed in luogo di §a',38y/,
o z' mettere m'yx’' , m'Sy , m'} 2! ec.

CAP IL

Teoremi Dinamicit dedotti dalla Teoria
preccdcntc .

88. .PROPOSIZIONE 1. I centro di gravi-
ta d’un sistema libero cosi si muove, come
se turta la massa del sistema vi fosse riuni-
ta, e tutte le forze vi fossero immediata-
mente applicate.

Sia formato il sistema dalle masse m,
m' , m" ec. sollecitate dalle forze accelera-
trici P, Q, R; P', Q', R ec. Intendo per
centro di gravitd del sistema il centro di
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gravita delle masse m , m’, m" ec. consi-
derate come se¢ fossero altrettanti pesi; e
dico che se il sistema ¢ libero, vale a dire
senza ritegno di punti {issi o altri ostacoli
esterni, questo centro di gravitd cosi si
muove come farebbe una sola massa S.m
sollecitata dalle forze S.mP, S.mQ, S. m1i.
Dimn. Valendo I’ equazioune (B) per ogni
moto minimo conciliabile colle condizioni
del sistema, varra anche per un moto pro-
oressivo ; giacche se il sistema ¢ libere, pud
scnza dubbio concepire un tal moto . Oi sup-
posto un moto progressivo qualungue, sara
Jx=Jda'=3x" ec. BV._.ny Sy ec. 3z —8z'=3z"
Pounendo nell’ equazione (&) questi va-
lori, indi eguagliando a zero i coefhcienti
delle variazioni residue dx, 3y, ¢z avrewo

mddr mdd_y
S.mR:S._—H—-—mddZ
dt’

Or siano X, Y, Z le coordinate del centro
di gravita; sara
S.mx=XS.m;S.my=YS.m;S.mz= ZS.m
e differenziando due volte, e dividendo a
ciascuna volta per dt¢

mddx ddX mddyv ddY
So T ammew . .', S g I TR i g S . ‘)
dte? dt’ Bl T d t- dt’ m
S.mddz _ ddZS m

adt de
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onde in fine abbiamo queste tre equazioni

S.mP__ddX_ S.mQ _ddY S.mR ddZ
S.m T di"’S.m " dee ’S.m dit

Or queste equazioni sono appunto (86) quelle
che determinano il moto d’un punto solle-

. S.mP S.mQ

citato dalle forze acceleratrici — g o
S.m " S.m

?

3 . ovvero, il che torna lo stesso, d’
.m

nna massa S. m sollecitata dJalle forze S.mP,
S.m(Q,S.mR. Dunque ec.

89. Coroll. 1. Se non vi sono forze acce-
leratrici, ed il sistema si muove solo per
velocitd preconcepite,, o per impulsi mo-
mentanei comuanicati alle diverse masse m ,
m' , m'" ec. il centro di gravitd cammina
equabilmente in linea retta.

go. Coroll. I1. Lo stesso avviene se le for-
ze acceleratrici consistono in attrazioni scam-
bievoli d’ una massa verso dell’ altra, o 4’ un
punto verso dell” altro .

Poiché siccome 1’ attrazione del punto 4
sopra B & uguale e contraria a quella del
punto B sopra 4, ed & cosi di tutti gli
altri punti, & palese che trasportate tutte
queste forze nel centro di gravitd, la risul-
tante sara nulla. Adunque per esse il cen-
tro di gravitd non concepird verun moto ;
nd potrd muoversi se non per le velocita



SECONDA. 063

preconcepite , o per gl’impulsi momentanei
comunicati al sistema; e questo moto ¢ ne-
Eessariamente (89) unilorme e rettilineo.

91. Coroll. II1. Di qui si raccoglie che
" azione scambievole fra le parti d’un si-
stema libero non apporta verun cambiamen-
to al moto del suo centro di cravitd. Nel
che consiste il principio conosciuto in mec-
canica sotto il nome di Conscrvazione dcl
moto del centro di gravica .

92. Movasi un punto per la curva B §-
(Fig. 13) descrivendo nell’ istante ¢ |"ar.
chetto M m . Se da un ccntro O conduco 1
raggi vettori O M, Om , il trianzolo M Om
si dira " drea elementare descritta nell is—
tante d ¢ attorno il centro O. La somma di
tutte le aree elementari costituisce 1" Area
intera descritta nel tempo ¢.

Sia Qg la projezione dell’ archetto M m ,
ed OQ, Oq lc projezioni de’ raggi vettori
O M, Om sopra un piano qualungque X0 Y.
Il triangolo Q Oq sara la projezione dell’
area elementare; e la somma di tutte (ue-
ste projezioni costituisce la projezione deil’
area intera descritta nel tempo ¢ dal punto
MM attorno il centro O.

93. Lemma I. Esprimere analiticamente
le projezioni delle aree descrirte dal punto
M attorno 1’ origine delle coordinate, e vi-
portate sui piani delle coordinate x, ¥ , z.
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Siano OX ,0Y ,0Z i tre assi, ed OP ==,
PQ=y, QM =z le coordinate del punto
A1 . Sia sul piano X O Y il triangolo QO ¢
la projezione dell area elementare M O m
descritta nel tempetio d¢. Condotta da
Q la perpendicolare Q R sopra Ogq, sara

Q0g = _;.. Og.QR. Ma Og=00=)/(x*+y7);

QR=1/(Q¢ — Rq); dove essendo Q¢ =

dx +dy , Rg:d.OQ::fdxf-yd,y,
V(2 +37)

compiuto il calecolo, troveremo QO0qg=

L (ydx—xdy). Adunque se chiamiamo 4 la
2

projezione dell’area sul piano XO0Y,avremo
2odA=ydx—=xdy
E similmente chiamando B, C le projezioni
dell’ area sui piani X0Z , YOZ troveremo
odB=zdx—=xdz
20d C=2zdy—ydz.
94. Lemma II. In ogni sistema libero sol-
lecitato da qualsivoglia forze , hanno luogo
queste tre equazioni

: —xdd
S.mjddxdc: 4 =S.m (Py—Qx)

S.m zr,ldx(;:zxddz —=S.m(Pz—=Rx)

—viddz
s.mz‘ldﬂ’dcf 1z S.m(Qz—Ry)
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Dim. Poiche il sistema & libero, potrd con-
cepire moto rotatorio attorno un asse qua-
lunque . Or supposta una rotazione minima
d @ attorno I’ asse delle z , sara (33)

Sx=ygP ,8y==25@,3z=0

Sx=9'5P , 3y ==2a'3 , 52" =0 €¢.
Posti questi valori nell’ equazione (B), es:a
si trasforma nella prima delle tre equazioni
annunciate . Similwente supposta una rota-
zione minima attorno 1"asse delle 3, si avrd
la seconda equazione; e supposta la rota-
zione attorno I'asse delle a, si avra la terza.

95. Scolio. Quando il sistema & libero,
cueste tre equazioni vagliono senipre € ge-
neralmente , dovunque si ponga I’ origine, e
comuncue si costituiscano gli assi delle coor-
dinate .

Se v’ & nel sistema un punto fisso vaglio-
no tuttavia quelle tre equazioni, purche pe-
ro 1 origine delle coordinate si costituisca
nel punto fisso.

Se vi sono due punti fissi, ovvero un as-
se immobile , allora prendendo quell’ asse
per assc v. g. delle z, avra luogo bensi la
prima equazione, ma non gia le alire due.

06. Proposizione I1. Sia un sistema libero
riferito a tre assi O X, 0Y,0Z, ¢ le for-
ze acceleratrici P, Q , R sieno tali che 1
loro momenti di rotazione attorno ciascuno

5
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di quei tre assi si annullino. L’area des~rit-
ta nel tempo t da ciascuna massa m attorno
P orizine O s’ intenda projettata sul piano
X0 Y. La somma di queste projezioni mol-
tiplicate ciascuna per la massa a cui appar-
tiene , sard proporzionale al tempo ¢. E sa-
rd Jo stesso delle projezioni fatte sopra 1
piani YX0Z, YOZ.

Dit. Giacch® per ipotesi la somma de’
momenti di rotazione delle forze P, @, R
attorno ciascuno dei tre assi ¢ nulla, sard
(I. 1c0) S. m(Py —Qux)=0; S. m(Pz—Rx)=0;
g.m (Qz—Ry)=o. Altronde chiamando co-
me sopra 4, B, C le projezioni delle aree
sui piani X 0 Y, X0Z, YOZ, abbia-
mo (93)

yddx — xddy =d . (ydx — xdy)=2dd 4

wlddx —xddz=d . (zdx = xdz) = 2dd B

zddy — yddz =d . (zdy — ydz) = 2ddC
Con questo le tre equazioui (94) diventane

odd 4 2dd B . 2ddC

S.m——-—0;5.Mm———==0;>.m

dt’ at dt’
Integrando cel fare dt costante, e cosi che
)’ integrale cominci quando t = o, abbiamo
S.omA-—=ct; S.2mB =¢'t; S.2mC=c"¢
essendo ¢, ¢, ¢’ coeflicienti costanti. Dun-
que ec.

In questo Teorema consiste il principio
conosciuto col nome di Conservazione delle

arec.

=0
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g7. Coroll. I. La condizione dell’ annullar-
si i momenti di rotazione delle forze acce-
leratrici rispetto a totti tre gli assi, pud av-
verarsi in piu casi. Primieramente quando
non vi sono forze acceleratrici, ed il siste-
ma si muove per impulsi momentanei, o per
velocita preconcepite. Allora la condizione
¢ adempiuta dovunque si ponga 1 origine
delle coordinate, e qualunque ne siano gli
assi . Pertanto in questo caso se consideria-
mo le aree descritte attorno un punto qua-
lunque , e le projezioni loro sopra un piano
qualunque che passi per quel punto, la
somma di queste projezioni moltiplicate cia-
scuna per la massa corrispondente, dovra
essere proporzionale al tempo.

93. Coroll. Il. In secondo luogo, quando
lc forze acceleratrici counsistono in attrazio-
ni scambievoli tra un punto e 1" altro: poi-
chd queste forze a due a due sono eguali e
contrarie, onde 1 loro momenti di rotazione
sono nulli rispetto di qualunque asse imma-
ginabile . Anche in questo caso come nel
precedente,, il Teorema vale per le aree
descritte attorno un punto qualunque, e
projettate sopra qualunque piano che passi
per quel punto.

99. Coroll. IIT. Tn terzo luogo , quando le
forze acceleratrici sono tutte dirette ad un
sol centro. Allora il momento di rotazione
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di ciascuna forza sari nullo rispetto di ogni
asse condorto per guoel centro. Quindi in
questo caso vale il Teorema soltanto per le
aree descritte attorno al centro delle forze,
e projettate sopra un piano che passi per
il suddetto centro.

100. Coroll. IV. Se un corpo & sollecitato
da una forza acceleratrice diretta ad un cen-
tro, descrivera intorno ad esso delle aree
proporzionali ai tempi; e viceversa.

Sia O il centro della forza, ed X O Y un
piano condotto per O e per la direzione
della velocitd da priocipio impressa al mo-
bile. E facile il vedere che la trajertoria
giacera tutta sul piano X O Y. Quindi |’area
descritta dal corpo si confonde colla sua
projezione 4. Cra abbiamo (99) 2m 4 —=ct¢:
danque ec.

E viceversa se 2m 4 — ct, sari ancora
omdd 4

dt

momento di rotazione della forza rispetto
dell” asse O Z. Dunque la sua direzione ta-
glierd I"asse O Z; ¢ poiché giace nel piano
XOY , passerd necessariamente pel punto O.

101, Proposizione III. Sia il sistema da
tali forze animato, che Pdx + Qdy + Rdz sia
una differenziale esatta = d @, ¢ similmen-
te Pldx’+ Q' dy + Rdz —=dQ ec. Sard

Sem V* = cost. 4= 25 . m @ |

= o. Dunque (96) sard nullo il
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Dim. Valendo I’equazione (B) per ogni mo-
to minimo che possa cadere nel sistema pro-
posto, valera senza dubbio anche per quel
moto minimo che il sistema realmente con-~
cepisce nell’ istante dt. Potremo adunque
nell’ equazione (B) fare dx=dx,3y =dy,
Sz=dz, 5x'=d x' ec. Con queste sosti=
tuzioni essa diventa

S.mudu+vdv+wdw)=S.mdd

ed integrando

I : I .
S. —m (W -0" =) =S, —m V?*=S. m@P+-cost.

onde ec.

102. Coroll. I. Se non vi sono forze acce-
leratrici, la somma delle forze vive (1. 310)
de’ corpi del sistema, o sia la forza viva
totale del sistema, ¢ costante. Nel che con-
siste il principio cost detto della Conserva-
zione delle forze vive.

103. Coroll. II. Ma quando vi sono forze
acceleratrici, la forza viva si muta nel pas-
sare il sisterna da una situazione ad un al-
tra; e cresce o cala, secondo che cresce o
cala S.m Q.

Sia nel principio del moto V=U, e §=0.
Sara dunque allorcht t =0, S.mU" =
cost. + 2S.mP. Ma scorso il tempo t ab-
biamo S.m V* = cost.+25.m Q. Adunque
sara il guadagno della forza viva



20 SEziONx

S.mV' =-S.mU =25 mP~2S.m®¥.
104. Coroll. IIl. 11 valore di @ non di-
pende se non che dalle forze acceleratrici
P, Q, R e dalle coordinate x , y , z de’
punti a cui sono applicate. Dal che si rac-
coglie. 1.° Che se dopo un tempo £ i punti
A, B, C ec. del sistema saranno tornati
dov’ erano da prima, anche la forza viva
del sistema sara torpata qual era prima,
qualunque siano state le curve descritte dai
sudetti punti. 2.° Che se quei punti sono
passati altrove, come in a, b, c ec. la for-
za viva avra bensi sofferto cangiamento; ma
questo cangiamento sard lo stesso, qualun-
que siano state le curve da, Bb, Cc ec.
descritte did var) punti del sistema.

105. Coroll. IV. Applicando queste dottri-
ne al movimento d’un sol corpo isolato, si
vede che se questo non ¢ spinto da forza
acceleratrice , il suo moto sarid uniforme ,
qualunque curva €sso Percorra. Poiché sard
¢ =c, e quindi m ¥° ed anche ¥V saranno
costanti .

106. Coroll. V. Ma se viene stimolato da
forze acceleratrici, e partendo dal punto 4
con una data velocitd U sia pervenuto nel
punto a , la velocita 7 che egli avra in a
sara la medesima, qualnnque sia stata Ja cur-
va 4a per cui v’ & giunto. Poiché (10z) la
mutazione della forza viva m¥V?* —-m U’ , @
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per conseguenza anche la velocitd ¥V, & af-
fatto indipendente dalla curva da.

107. Coroll. VI Sia ua sistema di corpi
gravi che partendo dalla quiete si muova,
cangiando comunque di sito. Ad ogni istan-
te del moto la forza viva del sistema sara
.Ja stessa che sarebbe se ciascuno de’ cor pi
fosse disceso liberamente per un eguale al-
tezza verticale,

Poich® se prendiamo le ordinate z verti-
cali, sard ¢ == gz, chiamando g la gravi-
ta. Adunque se " pel principio del moto era
z2—2 ,ed U=o0, avremo (1¢3) S.m V> =
2gS.mz—2gS.mZ. Ora fingiamo che
ciascuna massa m scenda liberamente per
1’ altezza z— Z ; essa avra acquistata la ve-
locitd |/ 2g{z = Z), onde la sua forza vi-
va sard 2m g (z — Z), e la forza viva del
sistema sard come sopra 2gS.mz—2gS.mZ.
Dunque ec.

108. Coroll. VII. Nella stessa ipotesi, il
centro di gravita del sistema sara disceso di
tanto, di quanto risalirebbe , se ciascun cor-
po risalisse verticalmente colla velocita ac-
quistata nel discendere.

La discesa del centro @i gravita esprunem

S.mz-—S.m2

palesemente per = . Ora se
S.m

tutti i corpi del sistema risalissero vertical-
mente colla velocita 7, ciaschedun d’ essi
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salircbbe (I. 195) per 1’ altezza verticale

iz onde la salita del centro di gravitd

sarebbe -S——?—z—{/--. Ma abbiamo veduto (107)

285
essere S.mV*=2gS. mz—zgS m Z-.
Dunque ec.

Propose Ugenio questo Teorema, e se ne
valse nella ricerca del centro d’ oscillazione;
ed appresso Daniele Bernulli da questo prin-
cipio dedusse le leggi dell’ Idrodinamica .

109. Coroll. VIII. Ritorpnando ad un si-
stemna animato da qualsivoglia forze, sup-
pongo che nel suo movimento esso venga a
passare per quella situazione in cui se da
principio fosse stato collocato, sarebbe ri-
masto in equilibrio. Giunto il sistemma a
questa situazione, quivi la sua forza viva
sard un massimo o un minimo. E viceversa.

Poich® nella situazion d’equilibrio la som-
ma de’ momenti delle forze (23) dev’ essere
eguale a zero, € per conseguenza S.m @
sard un massimo o un minimo. Dunque an-
cora lo sarda S.m V.

Cosi nel pendolo oscillante 1a forza viva
¢ massima, quando il centro di gravita pas-
sa sotto il fulcro; minima gnando passa al
di sopra. Devesi queste Teorema al Signor
Courtivron.
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110. Scolio I. Tutti questi Teoremi s*ui'*
conservarsi o alterarsi la forza viva d’un si-
stema che passa da una situazione ad un
altra, si veriicano nel supposto che durante
questo passaggio non s’ inContri verun osta=
colo atto a cangiare subitamente d'una
quantitd finita le velocita de’ corpi compo=
nenti il sistema . Poiche allora da un istante
all’ altro le differenze delle coordinate x, ¥ .
z non sarcbbono pit infinitesime, ma fini-
te. N& potremmo pill fare come prima (iot)
le variazioni S x , Sy, 9z eguali a queste
differenze: poich¢ il principio delle velocitd
virtuali , generalinente parlando, non ha
luoge se non pei moti miuimi, € per le va-
riazioni infinitesime delie coordinate.

111. Scolio II. Egli & percio che nell’ur-
to de’ corpi duri si fa una perdita di forza
viva: poiché le wvelocitd cangiano subita-
mente nella percossa. Se la veloeita di cia-
scuna massa si decompone in due, I"una
che si conserva dopo 1" urto, I altra che
nell’ urto si estingue ; quella parte di forza
viva che corrisponde a cjuest’ultima velocita
viene a perdersi, conservandosi 1’ altra.

112. Scolio I1I. Ma nella percossa de’ cor-
pi elastici, cangiandosi la velocitd per gradi
minimi duorante la compressione e la succes-
siva restituzione delle parti, la legge delle
forze vive avra luogo. Se 1’ elasticita ¢ per-
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fetta, ogni particella si restituisce al pun-
to donde parti, e perd (104) la forza vi-
va si riproduce qual era prima. Se imper-
fetta, non operandcsi per intero la resti-
tuzione , dev’ esservi perdita di forza viva.

113. Proposizione IV. Sia di nuovao il si-
stema da tali forze animato che ciascun tri-
npomio Pdx 4+ Qdy + Rdz sia difteren-
ziale esatto. Nel tempo ¢ le masse m, m',
m'’ ec. dai punti 4, B, C ec. passino ne’ pun-
ti a,b,cec. perlecarve da , Bb, Cc ec.
Dico che queste curve sono tali, che se
ciascuna massa m si moltiplica per I’ inte-
grale [ V' ds esteso dal punto di partenza
4 sino al punto d’ arrivo @ , la somma. di
questi prodotti ¢ un minimo.

Voglio dire che S. med.s- avra minor
valore che non avrebbe se i corpi descrives-
sero tutt' alire curve comprese fra gli stessi
termini A ed a, B e b ec.

Diwmn. Poiche (101)
S.mV>*=cost.+2S.m (Pdx+Qdy+Rdz)
avremo differenziando secondo 9
S.m V5'V.._~—*_.S.)?Z(P5x+ QrS:V-;-RSz,)
Ponendo questo valore nell’ equazione (B)
dell’ art. 84, ed avvertendo essere Vdt=ds,
verra
S.md.S‘SV::S.m(dqu-i-dpé‘y.;.dwaz)
Altronde poiché ds = |/ (d x* +-d ¥* + d z*)
differenziando secondo ¢, e pei dividende
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per dt, troveremo

Vids=u  dx+3dy+w3dz=udd x+vd3y 4 wdsz
€ percio ancora

S mVsds=S.m (uddx+vddy+wdiz)
Quindi avremo

S.m3S(Vds)y=S.(mdsSV+mV5ds)
S.md (u, X == v Sy e w5 Z) . Ld ‘integrando

S./m,§ (Vds):SS.m/Vds:cost. -+

S.mudx 4+0vdy4-wiz).

Compio ora I"integrale , sicché per ciascun
corpo si estenda dal punto di partenza 4
sino al punto " arrivo a; ed allora € mani-
festo che se chiamerd M’ il valore che ac—
quista S.m(udx+¢3y+w)lz) quando le
coordinate corrispondono ai punti di par-
tenza, ed M' il valore che acquista quando
corrispondono ai punti d’arrivo, sard

5S.m [Vds=M"— M.

Ma per ipotesi i punti di partenza 4, B, C
ec. e i punti d’ arrivo a , b, ¢ ec. sono lissi
ed invariabili, poiché si paragonano tra lo-
ro le curve comprese fra quei termini. Dun-
que le variazioni delle coordinate ) x, 3y,
d z che corrispondono a quei punti, sono
epuali a zero. Dunque M'=M"=o0; e
§S.m Vds=o; e per conseguenza S. meds
¢ un minimo.

114. Scolio. Non possiamo prender equi-
voco nel dire che !’ equazione precedente
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indichi vn minimo anziché wn massimo: poi-
che de.s puo crescere all’ infinito , poten-
dosi allungare all’infinito la strada che dal
punto 4 condace al punto a.

115. Coroll. I. Applicando il Teorema al
movimento d’un sol corpo isolato, avremo
Bdes = o. Onde impariamo questa sin-
golar proprieta della trajettoria descritta da
un punto mobile, che presi in essa due pun-
ti qualunque 4, a, I’ integrale/Vds per
la curva 4da ¢ minore che nob ‘sarebbe per
qualunque altra curva che congiungesse gli
stesst termini 4 , a.

116. Coroll. I1. Se il corpo non & stimo-
lato da forze acceleratrici, sard (105) ¥ co-
stante , e diventerd s = ¢ . Quindi esso si
portera dal punto 4 al punto a per la linea
brevissima. E questa sara evidentemente la
linea retta, se il panto & libero: che se il
punto st move sopra una superficie resi-
stente , sard la linea pit breve che su quel-
la superficie congiunge i punti 4 ed a.

CAP IIL

Del moto d' un punto .

117. Pomﬂﬁ una massa, ogni elemento
della quale sia sollecitato dalle forze P, Q, R
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si” move non altrimenti che un punto o
atbmo materiale sollecitato dalle stesse for—
ze,, quel che diremo in qunesto Capo circa
il moto d’ un punte, servira eziandio pel mo-
to d'un corpo animato in ozni suo elemen-
to da forze uguali.

113. Pronosizione I. Determinare il moto
d’un punto libero. .

L’ equazione (B) somministra queste tie

ddx ddy ddz
P — —r Q g — 3 Vs _ a
dt d ¢t dt
e queste ci determinano tutte le circostanze
del moto .

Poiche 1.° moltiplicandole rispettivamente
perdx, dy, dz, e sommando, avremo
VdV =Pdr+Qdy+ Rd=z
onde sapremo la velocita del mobile in ooni

punto del suo cammino.

2.° Integrando le tre equazioni, avremo
le coordinate x , ¥ , = espresse per ¢; onde
sapremo il luogo del mobile ad ogni istante .

3. “‘Eliminando ¢, rimarranno due equa-
zioni tra X, y , z , che saranno quelle del-
la trajettoria, o della curva descritta dal
mobile .

119. Proposizionc I1. Determinare il moto
d’ un punto obbligato a scorrere sopra una
data superficie.

Sia 1’ equazione di cuesta superficie
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dx+mdy+ndz=c; e sia K la pres—
sione del mobile contro di essa, diretta se-
condo la normale £. Sara (860) come se i}
corpo fosse libero, e sollecitato dalle forze
P, O, R,—K. Quest’ultima forza si ri-
solva in tre dirette secondo x, y, z. Queste

dk Lk dk
saranno (3) _K(d ,L) —K(( )) — K (d z)

ovvero scrivendo per brevita

K
L/ (1 #=m*+n") = M, saranno (31) ~ L’
m K n K o s
— e =g Per il che 'equazione (5)
ne dara qneste (re
K ddvx mK __ ddv nK __ddz

o G T Ay el iy T

Ora 1. moltiplicandole rispettivamente
per dx, dy, dz, ed avvertecndo essere
dx+~mdy+ndz=o, la loro somma da-
ra turravia

VdV=Pdx+Qdy+ Rdz.

2. Moltiplicandole similmente per 1, m,
n, ed avvertendo essere Vdt=d s, la lo-
ro somma dara

PiemQanR V* ddxamddy+nddz

K=- e — =~

3.* Eliminando X, rimangono due equa-
zioni tra le variabili x, y , z, ¢; alle qua-
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li se si aggiunge 1’ equazion data della sn-
perﬁcie, avremo tuttavia tre equazionl onde
conseguire le coordinate x, ¥, z espresse
per t.

- 4" E finalmente eliminando anche ¢, le
due equazioni che restano tra x, 5, z de=
termineranno la trajettoria.

120. Coroll. I. Se il corpo € obbligato a
scorrere per una curva piana, di cai sia
I’ equazione dx—+mdy = o, potremo fare
R —o0. E sard

P+rmQ V' ddx+mddy

K= i ~ P
5 % dx ds , )
E poich¢ m =— 3}; M = @, ed il raggio
lat Fds divent
g e r— s div
osculatore 1 daddy—dydds iventa
Pdy — 1 x | e
K= J Q(lx“"’
ds r

Vale il segno superiore se la curva ¢ conca-
va verso |’ asse; |’ inferiore se & convessa.
Ove K riesca positivo, ivi la direzione di
questa forza fard angolo acuto colle x po-
sitive ; ed ove riesca negativo, lo fard ottu-
so. Dal che potremo ravvisare quando la
pressione scspinga il corpo contro la curva,
e quando lo stacchi dalla medesima, for-
zandolo ad abbandonarne la traccia.
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121. Coroll. II. Per determinare la disce-
sa d’un grave lungo una data curva, prese
le x verticali, farcmo Q=oc, e P==g,
secondo che prenderemo le x rivolte al bas-
so o all’alto. Quindi V/* =C=x2gax; ove
la costante C si determinerd dalla nota ve-
locitd del miohile in qualche determinato

ady |
-~  — . L fi-
ds & r :

nalmente 1" equazione Vdt—==d s conginn-
ta coll” equazione della curva, ci mostrera
oli altri accidenti del moto.

I. viceversa date le coudizioni del.moto,
potremo  trovare la eurva per cni dovra
scorrere il grave, affinché le adempia. Ne
recheremo in esempio zleuni {ra’ pitt noti
problemi sulla caduta dei gravi per le carve.

122. Lsempio I. Cada il grave pel con-
VEREO (11 i arco (‘.irC()]are pﬂStD Vﬁ‘rtical“
mente , partendosi da un punto prossimo
alla somnmitd del diametro verticale.

Prese le a dalla sommita di questo dia-
metro, ¢ detto a il raggio del circolo, sard
y*e=2ax— 2%, ed r = a. Quindi avremo

punto . Poi sara K — ==

3

34
V:—ogx; e K= 2-(a—3x). Sin tanto
a

che 3x<a, K rimane positivo, e la pres-
sione {a forza contro la curva; ma tosto che

Sxv=—ea, vien £ =0, ed oltre quel limi-
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te, diviene negativo. Da che si vede che il
corpo scorrera sul cerchio un arco di saetta
uguale al terzo del raggio. Ivi giunto fug-
gird per la tangente.

Il tempo della discesa si avrd dall’ equa-

. a d x .
zione dt = ... . Sin tanto

V28 |V (2aa = )

che I'arco & assai piccolo, pud trascurarsi

a B
V . log. —, essendo w
21/ & W

o
I' ascissa comunque piccola che corrisponde
al punto dal quale il grave parti.
123. Coroll. I. Se il grave non parte dal-
la cima, ma da un punio pit basso, cui

corrisponda 1’ ascissa 6, scorrerd un arco,

2, e viene t =—

- “ [ Y
la cui saetta sard — 5 (@ —0b). E pitt hre-

Ve ancora sara quest’arco, e pit presto il cor-
po saltera fuori dalla curva, se esso non sard
partito dalla quiete, ma entri a percorrere il
cerchio con una velocita altronde impressa.

124. Coroll. II. Esaminando similmente la

caduta pel convesso d’ un arco semicicloida-
[

Ie, se sia —a il diametro del circolo gene-

ratore, si trovera che il grave partendo dal

1
vertice scendera per un arco di saetta =—a ;

4
6
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e partendo da un punto pil basso cui cor-
risponda 1’ ascissa b, la saetta dell’ arco per-

1
corso sard = — (—a — b) :
2 2

Il tempo della discesa si trova rigorosa-

e da t g ] i
mente espresso — 2I/8. 0g: 7~ »

125. Esempio II. Cada un grave pel con-
cavo ¢’ un arco circolare posto verticalmen-
te, arrivando all’ estremita del diametro ver-
ticale. |

Prese le x dal punto infimo di questo dia-
metro, e chiamando b | ascissa del punto
onde si spicca il grave, avremo F =2 (b=—x);

eK:-—-—Cg;-(a+2b—3x). Quindi K e

sempre negativo; e percid appunto la pres-
sione facendo sempre angolo ottuso colle
x , sospinge sempre il mobile contro la cur-
va. Minima & la pressione nel punto di par-

tenza, ove K —— —j— (a — b); massima nel

. g
punto infimo, ove K = — = (a +2 b) .
Qa
Per avere il tempo della discesa, convie-

ne integrare per serie ' equazione

adx

dt = — , —
1 28b—x)2ax—x")
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Si ottiene una serie convergente, scriven-
do I’ equazione cosi

.
dx(l — i) Z
di—— [/(,i 2d
T g VY br—at)
e svolgendo il numeratore colla serie Neu-
toniana del binomio. Cosi d¢ viene espres—
so da una serie di terwmini, tutti della for-

. — A d x
V br—=)

mire dipende dall’ integrale di

m . L integrale di ciascun ter-

—_dd x

V(ba—x)

il quale preso da x="> sino ad x=0, ¢ = .

T/ a

2/ 8

z 1\¢ b 1.3\2 5" 1.3.5\2 0°
lf —§ — =] > e — e
(z) 24 (2.4) g4a’ (2.4.0) sa

126. Coroll. I. Quest’ Esempio comprende
palesemente il moto de’ pendoli che oscilla-
no per archi circolari. La serie pur ora es-
posta esprime il tempo della mezza oscilla-
zione , che per gli archi piccioli diventa co-

Con questo progresso si trova £ =

X

stante, ed —= ”l/a. E il valore di K mostra
2178
la tensione del filo in ciascun punto dell’
arco.
127. Coroll. Il. Per la discesa d’un gra-

ve lungo il concavo d' un arco cicloidale,
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g a4-2b—4x
V'a V(=27
nel punto infimo il valore di K riesce lo
stesso che nell” arco circolare. Ma il tempo

. . , T/ a
della discesa si trovera rigorosamente = - v
V'8
qualunque siasi I'ampiezza dell’arco descrit-
to: nel che appare il tautocronismo della
cicloide .
128. Lsempio IIl. Trovar quella curva,
per cui cadendo un grave eserciti contro di

troveremo K — ¢ onde

essa una pression costante =—= g 4.
Detta & 1’ altezza dovuta alla velocita ini-
ziale del mobile, sarda V* —a2g(h+x). L’

equazione della cercata curva sara X =g4d,
0 sia
dy 2 (hax)

=7 = — 4

d.S r

dxds
ddy
Sostituito questo valore, e divisa I’ equazio-
ne per 2/ (h+x), essa diventerd integra-
bile , e dara

dyy/ (ha+2x)y=4d4dsy/ (h+x)+Bds
essendo B una costante, che si determinerd
quando si conosca la direzione iniziale del
mobile . Facciasi per brevitd = X il coefh-

ciente del ds, ed avremo fra x ed y 1’ e-
quazion separata

-»

Prendasi d's per costante, e sard r ===
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. Xdx
Ay = - “—"—,
V(=)

129. Coroll., Se h —= ¢, viene necessaria-
mente B—=o0, e la linea d’egual pressio-
ne diventa una retta inclinata alla verticale
coll’ angolo il di cui seno & = 4. Che se
cercassimo la curva che dal grave cadente
per essa non fosse punto prewuta, fatto
A — ¢, ritroveremmo la parabola.

13c. Esempio IV. Parta il grave con ve-
locita dovuta all’ altezza i, e con direzion
verticale all’ingiti. Cerco la curva per la
quale dovrad incamminarsi, afhinche in tempi
egnali discenda per eguali altezze verticali.

Sard V' —=2g(h+ x). E perché il tempo
della discesa per ’arco s dee essere pro-
porzionale all’ ascissa verticale 2, e pero
dt proporzionale a dx, dovra essere ds
proporzionale ad Vd x , e precisamente
dsy/2gh="Vdx, giacche nel principio
del moto, quando ¥V =/ 2gh, abbiamo
ds —=dx. Sostitnendo il valore di ¥, e
quadrando, avremo |’ equazione della cer-
cata curva hdy' =— xd x*, ed intecrando
Ohy*=4a*. Questa & la parabola cubica,
cui per tale proprieta Leibnizio diede il no-
me di curva isocrona.

131. Lsempio V. Partendo il grave con ve-
locitd dovuta all’altezza A2, cerco la curva
per cui dovra discendere, affinché in tempi
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ecuali si scosti per eguali intervalli dal pun-
to di partenza.

Qui il tempo della discesa per Varco s
dovrd esser proporzionale alla sua corda.
Tornerd piu comodo cambiare le coordinate,
determinando ciascun punto della curva per
mezzo della corda, che chiamerd z , e dell’
angolo u che fa questa corda colla verticale.
Col che aved x=zcos.u; ds*=dz*+2'du’;
V2e=2g (h -z cos. u).
~ Ora dovendo per la condizion del proble-
ma essere ¢ proporzionale a z , dovrd auche
essere dt proporzionale a dz, o sia ds
proporzionale ad ¥V d z , e precisamente
dsy 28h=Vdz, giacch® nel principio
del woto, quando ¥V = 2gh, abbiamo
s —=—dz. Sostituendo il valore di ¥V, e
quadrando, viene hzdu = dz® cos. u; o

dz _  du |
|/lzz_|/cos.u,.

Tale & I’ equazion della curva, cui Leibni-
zio impose il nome d’ Isocrona Paracentrica,
e che i fratelli Bernulli insegnarono a co-
struire colla retuificazione della lemniscata,
o ellisse Cassiniana.

132. Esempio VI. Trovare quella curva
per cui un grave partendo dalla quiete per-
corre un arco qualunque nello stesso tempo
nel gquale ne percorrerebbe la corda.

Il tempo della discesa per I’ arco s, @

sja
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d s ds .
:/—F*/‘m. Il tempo della disce-

sa per la corda z, si trovera (L. 234)

2z
T 2gx
ziali di questi tempi, si trova ds=—=2dz~=zdx.
Ridotta quest’ equazione fra le variabili x
ed y , diventa omogenea, ed integrata por-
ge 2z* =a’ xy; essendo a una costante.
Appartiene questa equazione alla poc’ anzi
mentovata Ellisse Cassiniana, o Lemniscata,
posta coll’ asse a inclinato alla verticale con
angolo semiretto , e prese le ascisse sulla tan-
gente, che allora appunto riesce verticale.
133. Esempio VII. Tra due dati punti tro-
vare la curva Brachistocrona; o sia quella
per cui il grave nel pit breve tempo di-
scenda dal punto superiore all’ inferiore .
Dovra dunque il tempo della discesa es-
sere un minimo: € perd dovra esserlo 1 in-

. Eguagliando fra loro i differen-

d
tegrale f __ esteso dal punto di parten=-

V' x
za al punto d’ arrivo . Pongasi pertanto
BS-ﬁi =S.3 —C—Z—S- — ¢; ove facendo va-

riare solamente la y , ed eguagliando a zero

: B T dy _
il coefficiente di § 5 , avremo d. m_.o ’
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X

onde dy =d x o’ equazione d’una

cicloide posta colla hase orizzoutale, e ge-
nerata da un cerchio del diametro a. Se
dunque sopra I orizzontale del punto di par-
tenza si descrive una cicloide pei due punti
dati, sard quella la cercata brachistocrona .

CAP 1V.

Del Moto d’un sistema rigido .

Art. I Degli Assi principali d’ un sistema
rigido .

134. ursT' Articolo servird di supple-
mento a cio che si disse negli Elementi in-
torno al Momento d’ inerzia; ed agevolera
la strada alla determinazione del moto d’ un
sistema rigido . Riferito il sistema ai tre assi
ortogonali (Fiz. 14) OX, O0Y, OZ delle
coordinate x, v, z, chiameremo d M I’ ele-
mento della massa, e faremo per brevitd
S.x'dM=A4:S. v dM=PB:S.22d M=C
S.aaydM=D.5S.xzdM—F- S.yzd M= F
onde il momento d'inerzia del sistema risperto
dell” asse O X sara S. (V*+2)YdM =B+ C,
€ cosi i momenti d’inerzia per ¢li aliri due
assi OY , OZ saranno A+ C, A+ B.

135. Pronosizione I, Dati 1 momenti d’ in-
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erzia pei tre assi O X, O0Y , O0Z, trova-
re il momento d’ inerzia per un asse qua-
lunque O G condotto per |" origine O.

Sia O F la projezione di O G sul piano
XOY, e siano gli angoli XOF =p, FOG=q.
Sia nel punto M 1'elemento d M determinato
dalle coordinate OP=x, PQ=y, QM ==z.
Condotta sul piano X OY la Q R perpendi-
colare ad O F, mutiamo le coordinate, fa-
cendole OR—=x", RQ=\', QM=2z'. K sara
x' = 0Q cos. (POQ —p)=xcos. p=+7y sin. p
3" = 0Q sin. (POQ — p) =y cos. p—xsin. p
z2' =z.

Compiasi il rettangolo RQ M T, si con-
duca la T8 perpendicolare ad OG , e com-
pinto anrora I’ altro rettangolo MTSK,
mutiamo di nuovo le coordinate, facendole
OS=2x",S8SK=vy", KM=2". L sard
x" = 07T cos. (ROT — q) = x' cos. ¢ + z' sin. q

fr — ‘.V'
' =0Tsin. (ROT — g) = 2" cos. ¢ — x' sin. q

Sostituendo quivi i valori precedenti di
a's y', z' e poi ricavandone il valore di
g'"* 4+ z'"* , avremo il momente d inerzia
per I'asse O G ; il quale se dicasi Z, tro-
veremo = —= S. (_'y'”’ -+ 2'") d M =
A(sin.pra=cos.p*sin.q* )4=L(cos p*==sin.p*sin.q*)
~+Ccos.g" — 2D sin. pcos. p cos. ¢*

— 2 L cos. p sin. ¢ cos. q
— 2 F sin. p. sin* q cos. q .
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136, Corollario. Cogli -stessi dati si po-
tranno pur calcolare le somme S.x"y"d M,
S.x" z"d M; e confrontando i valori di queste
somme col valor trovato di 2, si vedrad

I d
essere S.a"y"d M —=— ( );

2cos.g\dr
1 ds-

S.x”z”dﬂI:—— (""'— »
2 \dg

137. Proposizione II. Fra tutti gli assi
condotti per I’ origine O, trovare (uell’ as-
se O G cui competa il momento d’inerzia
massimo , o il minimo.

Sciogliesi questo Problema colle due equa-

o dZ A<
21001 ((2—;)._0 3 (C-l_(; -— O

Differenziando adunque il valore di & (135)
separatamente rispetto alle due variabili p,
q > ed eguagliando a zero entrambi i diffe-
renziali, avremo due equazioni per determi-
nare i due angoli p, g che fissano la posi-
zione dell’ asse ricercato .

Eliminando ¢, rimane per determinare I’
angolo p un equazion cubica assai compli=-
cata, che avrd questa forma (a)

A'tang. p’ - B’'tang. p’+C'tang. p 4+ D' =o0.

i

(a} ¥. Euler Theoria motus cerporum selido=
rum . art, 438,
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138. Coroll. I. Quest’ equazione, siccome
cubica, avra certo una radice reale. Dovra
anzi averne due; poiché essendo il momento
d’inerzia per ogni asse quantita positiva, se
v ha un asse che dia il momento massimo ,
dovra per necessitd esserne un altio che dia
il minimo; e viceversa. Che se due radici
sono reali, non potrd non esserlo anche la
terza. La nostra equazione avra dunque tut-
te tre le radici reali; e pero indichera , ge-
neralmente parlando, tre assi.

139. Coroll. II. Ma non a tutti tre que-
sti assi potra convenire la qualita del mas-
simo , o minimo momento; che anzi se uno
dy assolutamente il momento massimo, €
I’ altro il minimo, il terzo non potra dare
nd Pun né altro. E gia & noto che dall’
essere il differenziale d’una funzione eguale
a zero, non sempre si conchiude il massimo
o il minimo.

140. Coroll. III. Bensi converrd a tutti
tre gli assi la proprieta, che il differenziale
del loro momento d’inerzia ¢ uguale a zero;
vale a dire che un minimo cangiamento
nella sitnazione dell” asse per qualunque ver-
so, non cangia punto il valere del momen-
to d’inerzia.

141. Coroll. IV. Portano questi assi il no-
me di dssi principali del sistema . Asse

principale & dunque quello per cui il diffe~
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renziale del momento d’ inerzia & nullo. E
si vede che per ciascun punto del sistema
ponno condursi tre assi dotati di questa

proprieté .

dX
142. Coroll. V. L’ equazioni ((}7)):0’

d g

assi principali, traggon seco quest’ altre due
(130) S.a"y"dM =0, S.x"z'dM=o0.
Dunque ogni asse principale ha questa pro-
prietd, che se in esso si prendono le ascisse
x,sard S.xydM=o0,S.x2d M =0. E

viceversa .
143. Coroll. VLI Se il sistema ¢ simmetri-

co attorno 1’ asse OG , sara O G un asse

dx ) . :
(—-—-) = 0 per le quali si determinano gli

principale .

Poiche prese le x sull’ asse OG , per ogni
elemento d M determinato dalle coordinate
x, y ve ne sard un altro eguale, determi-
nato dalle coordinate x, — y. Onde si vede
che sarid S. xyd M = o. E nello stesso mo-
do si troverd essere S.xzd M —= o. Dun-
que ec.

144. Scolio. Cercare gli assi principali d’
un sistema per via dell’ equazion cubica
(137) sarebbe fatica improba: ma ne’ siste-
mi simmetrici, il Corollario precedente ne
indichera almeno uno di questi assi. E co-
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noscendone uno, facilmente si scoprono gli
altri due per via della segnente

145. Proposizione I11. Dato un asse prin-
cipale , trovar ¢li altri due.

Sia OX I'asse principale conosciuto . Prese
su quello le a, potremo fare (142) D=L=o.
Ora per trovare un altro asse dotato della
stessa proprieta, nel valore di Z (135) che
esprime il momento d'inerzia d’ un asse gna-
lunque , pongo D=L =, e poi ne ricavo

. d 3 d 2
le due equazioni (3—- =0, {—J=o0,le
P d q

quali per la determinazione degli angoli
P> g, daranno I’ equazioni seguenti

2 F
L ~—C

La prima di p ==90o’. La seconda, se
chiamo 2: 1" angolo che ha per tangente

2 F
bL-C’
sti dne valori g =1, ¢ =1 4+ Q0"

Quindi gli altri due assi principali com-
pagni dell” O X saranno 1.° Oy condorto
sul piano YOZ ad angolo YOy = 1. 2.° Oz,
che sullo stesso piano fa I'angolo YOz=i+yo".

146. Coroll. I. Adunque i tre assi princi~
pali sono fra loro perpendicolari.

147. Coroll. II. Se prendiamo sugli assi
principali le coordinate x, y , 2 avremo

Cos. p=0 tang. 29 =

dad per determinar I’ angolo g que-
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S.xydM=0:S.xzdM=0r:;S.yzdM =0

e se di pit collochiamo | oricine nel centro
di gravita del sistema . avremo ancora
S.xdM=c:S.ydM=c¢;8.2zd M=o
148. Proposizione IV. Dati i momenti ¢
incrzia pei tre assi principali, trovare il
momento d’ inerzia per un asse qualunque
condotto per la loro origine.
Siano i tre assi principali OX, OY, OZ ,
e i loro wmomenti d inerzia 4, B',C.
I’asse O G faccia cocli assi principali gli
angoli GOX=f,C0Y =g, CO0Z="L.
Sard per 1"asse O G il momento d’inerzia
2= A cos. f* 4 B'cos. g> 4+ C'cos. I”.
Dim. Prendendo le coordinate sugli assi
principali, potremo (i147) nel valore di &
(135) porre D=L =TI =o. Ed in luogo
delle altre lettere 4, B, € (134) ponendo
i loro valori dati dall’ equazioni
B4+C—=A4A ; A+ C=DB; A4+ B=C
verra

v = A'cos.p’ €08.¢" +L'sin.p* cos.q” + C'sin. ¢*

Ora & cos.pcos.g=cos. GOX=cos. f
sin. p cos. g=1c0s. G O Y =cos. g

sin. g==c0s. GOZ =cos. .
Dunque ec.
159. Coroll. I. Poiché i tre assi principali
sono ortogonali sara
cCs f* +Cos. g° 4 cos. b* = 1. Onde dei



SECONDA. 95

tre angoli f, g, & bastano due per fissare
la posizione dell’asse O G .

150. Coroll. II. Quindi il valore di Z pud
esprimersi anche in questa guisa
=4 — (A" —DB')cos. g# = (4" = C') cos. h*;
ovvero

2 =C (4= C)cos. f* 4 (4= B') cos. g

Sia 4" > B’ > (': apparisce tosto che sa-
14 4" > X > C'. Onde si conferma che ij
momento d’ inerzia d’ ogni asse ¢ compreso
fra il massimo 4' ed il minimo €' compe-
tenti a due assi principali.

151. Coroll. II1. Pud avvenire che fra i
momenti degli assi principali , ve ne siano
due eguali fra loro. Siano questi i momenti
degli assi OX, OY, onde sia 4'— D'.
Allora diventa

2= A"(1 = cos. I*) + C' cos. I
il qual valore viene = 4', quando h=qc-.
Dunque tutti gli assi condotti nel piano XOY
avranpo eguali momenti d’ inerzia.

152. Coroll. IV. Puod anche avvenire che i
momenti degli assi principali siano tutti tre
eguali fra loro; onde 4'= B’ =C'. Allora
diventa Z=4', e tutti gli assi hanno lo
stesso momento d’ inerzia.

153. Coroll. V. Di qui si vede che gli assi
principali che ponno condursi per vn pun-
to qualunque del sistema, sono sempre o



96 Sezronm

in numero di tre, o in namero infinito.

154. Scolin. TPer le cose sin qui dette
azevolmente si ravvisano gli assi principali
delle figure pitt semnplici. Nel parallepipedo
rettangolo gli assi principali condotti pel
centro di gravitd sono tre verte parallele
ai lati. Nella stera ogni diametro pnd aversi
per un asse principale. Nel cerchio, cosi
per la periferia, come per I’ area, uno de-
oli assi principali & una retta elevata sul
centro normale al piano del cerchio: gli al-
tri dne sono due diametri qualunque, che
si taglino ad angolo retto: poich® ogni dia-
metro essendo similmenre posto rispetto al
cerchio, ha egnal momenta d” inerzia. Si-
milmente nel solidi di rivelnzione , 1" asse
medesimo di rivoluzione & uno de’ princi-
pali, e ¢li altri due sono due rette qualun-
que perpendicolari all” asse, che si taglino
ad ancoolo retto.

155 Proposizione V. Trovare il momen-
to d’inerzia della periferia circolare rispetto
d’un diametro.

Sia il ragrio = a. L’ elemento essendo

adx

¥
essendo — ¥ , sara il momento elementare
—aydx, ed il momento totale

l
.-.—:afydx:?raj :-—QT-Ma’.

ds— , e la sua distanza dal diametro
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156. Coroll. I. Di qui si passa agevolmen-
te a trovare il momento d’inerzia dell’ area
circolare rispetto d” un diametro. Prendasi
per elemento dell’ area la zona compresa tra
le ascisse x, x+~dx, e sard (155) il mo-
mento elementare = » 2*dx. Integrando, e
facendo x = a , avremo il momento totale
= za' -I-- M a*

4 4

Che se volessimo il momento d inerzia ris-
petto d’un asse parallelo al diametra, e di-
stante da esso per I"intervallo £, questo sa-

rebbe (1. 265) :—l-a-a‘-c-n-a'k'.
4

157. Coroll. II. Pil oltre pctremo in ogni
solido di rivoluzione assegnare i momenti
d’inerzia competenti agli assi principaii. Gii
per l'asse di rivoluzione si trovo (L 273 ) il

I ’ » L] L
momento = — xfy‘ dx. Gli altri due assi

hanno momenti eguali, che ora determine-
remo. Si consideri nn asse principale con-
dotto pel vertice del solido normalmente
all” asse di rivoluzione, su cui si prendono le
x. E per elemento del solido prendasi la fal-
da frapposta alle ascisse x, x4 dx. Questa
puo aversi per ua cerchio di raggio y, di-
stante dall’ asse principale per 1" intervallo
. Quindi (156) il momento d’inerzia ele~

-
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mentare sard —2— rytdx+rxty’dx. Edil

I
mormento totale = " wfy* dx+ wf:x’ydx.

Che se vogliamo considerare gli assi prin-
cipali condotti pel centro di gravita del so-
lido, ¢ sia X D' ascissa del centro di gravi-
ta, il momento d’inerzia competente all’ as-
se di rivoluzione rimarrd come prima; na
il momento d inerzia per ciascuno dei due
diametri normali all’asse, diventerd (L. 265)

-i'ﬂ'fy“clx-q-vrfxzy’dx—-MX%

158. Coroll. ITI. Pel cilindro, pel cono,
e per la sfera, trovammo altrove (1. 274)
il momento d’ inerzia riferito all’ asse di ri.
voluzione . Ora aggiungeremo il valore del
momento d’ inerzia degli stessi solidi riferito
a un diametro condotto pel centro di gra-
vitd normalmente all’ asse; ritenendo le stes-
se denominazioni d’ allora.

1.‘_Pe1 cilindro , S:LMCL‘-I--L MY

4 12
3 3
2.* Pel cono, S="Ma+—Mb
20 30
.. 83
3.c Per I'emisfero, $ = — M a’
320

4.’ Per Pellissoide, essendo a il semiasse
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di rivoluzione, b il semiasse conjugato, il
momento d’ inerzia rispetto del primo @

S = -2;- Mb*; e rispetto del secondo

S:-;-—M(a’-;-b').

Art. II. Formole che rappresentano il mote
rotatorio d’ un sistema attorno un punto.

159. POIGHI’: an sistema rigido non pud
avere altri moti fuorche il progressivo ed il
rotatorio, ed il primo di guesti sappiamo gid
rappresentare aualiticamente, resta che veg-
giamo con quali formole possa rappresentarsi
il secondo.

160. Proposizione I. Pongasi che il siste-
ma giri nello stesso tempo attorno i tre assi
ortogonali delle coordinate 0 X', OY, O %
( Fig. 15) colle velocitd angolati p, ¢, r
rispettivamente ; cosi che nell’ istante d ¢
descriva attorno questi assi gli angoli mini-
mi pdt, gqdt, rdt. Si vuol esprimere il
cangiamento di luogo d’un punto M del
sistema nell’ istante d ¢.

Si consideri dapprima la rotazione rd¢
attorno 1’asse O Z da X verso Y. Sia O Q
la projezione della O M sul piano X O Y.
Il punto Q scorrerd nell’ istante d¢ 1’ archet-
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to Qg =00Q.rde; ed il punto M scorrery
un archetto eguale e paralielo a questa (1¢.
Le coordinate del punto M sono O P=x,
PQ=y,QM=2z, ed i triangoli simili
OPQ, gQr danno
0Q:Qy::0P:qr:: PQ:Qr; osia
1:rdtix:dysiy:—=—dx
Onde avremo per questa rotazione
dx—=—=rydt;dy=radt;dz=o.
Appresso si consideri la rotazione pdt at-
torno ’asse OX da Y verso Z. Sia OC la
projezione della O M sul piano YO Z. 11
punto C scerrera 1’arcaetto Cc=O0C . pdr¢;
ed il punto M scorrerd un archetto eguale
e parallelo a Cc. Ed essendo le coordinate
di M, 0BB=y, BC=z, CH=u=x, itri-
angoli simili O BC, ¢ C s daranno
O0C:Cc::0B:cs:: BC:Cs; o sia
1:pdt::y:dziiz:=dYy
Onde per questa rotazione sara
dr=o;dy=—=pzdt;dz=pydt
Per uitimo si consideri la rotazione gd¢t
fatta attorno 1’asse O Y da Z verso X. Sia
ON la projezione della OM sul piano ZOX.
11 punto V descrivera 'archetto Nn=O0N.qdt;
ed il punto M scorrera un archetto epnale
e parallelo ad Vn. Essendo le coordinate
di M, O0L=z, LN=x, NM=y, avre-
mo pei triangoli simili OL IV, n Nt
ON:Nn:2OL:nt:: LN:N¢t; o sia
1:gdtiiz:dx:ix:==d2z



¢ sard per nuesta rotazione
dx=qzdt;dy=o;dz==qgxdt.
E facendosi tutte tre le rotazioni insies
me , sard
dx=dt(qz=ry)
(C) dy=dt(rx—pz)
zz=dt(py =—qx)
161. Coroll. 1. Si conduca per O la retta
O G determinata da questa proporzione
xX:y:z:.p:q:r
Sard per ciascan punto di questa retta
dx=o0,dy=o0, dz=o. Adunque per I’
istante d ¢ la retta O G resterd immota, e
tutto il sistema non fara che rivolgersi in-
torno ad essa. Per questa proprietd dicesi
la O G Adsse istantaneo della rotazione .
162. Coroll. II. Facilmente si determina la
posizione di questo Asse istantaneo. Siano
f, 8, h gli angoli che esso fa cogli assi
OX, OY, OZ; e facciasi per brevitd
l/(p“ -+ ' 4= T) = V. Sard

-—?; : cos.g-_:i;cos.k:-r—

14 V-

163. Coroll. III. E la velocitd angolare di
questa rotazione istantanea attorno O G,
sard =— V.

In fatti condotta la perpendicolare P K
sopra OG , sara P K = O P sin. f = (162)

cos. f=

-;r—,- V (¢" +r*). Ora pel punto £ abbiamo
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y=0, 2==0, € per conseguenza (i60)
dx=o0,dy=rxdt, d2z=—=wgxdt. Dun-
que la velocita del punto P sard

_ Y dx+dy +dz*)
dt
E la velocitda angolare attorno O G sara

— V(g + 1) — ¥
=—pr— =7

164. Caroll. TV. Tre rotazioni pdt, gdt,
rdt che insieme si facciano attorno tre assi
ortogonali, equivalgono ad una rotazione uni-
ca dty/ (p* <+q*+r') attorno un asse che
fard coi tre primi gli angoli de’ coseni

r q . r
V(p+q ) V(P ag ") | (prag+r)

E viceversa una rotazione P dr¢ attorno
un daro asse, equivale a tre rotazioni sitmul-
tanee Fdtcos. f, Vdtecos.g, Vdccos k
attorno tre assi ortogonali, che faccian con
quello gli angoli de’ coseni f, g, h.

165. Coroll. V. Qui di nuovo ci si dimo-
stra quello che in altra goisa (L. 99) si di-
mostro negli Elementi: che impedita la ro-
tazione attorno tre assi ortogonali, & impe-
dita ad ovn sistema rigido la rotazione attor-
no qualsivoglia altro asse, che passi per la

loro origine.
100. Proposizione I1. Pongasi che gli assi

=x)/ (q* +1).
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0X,07Y, OZ siano fissi nel sistema, di
modo che facendosi le tre rotazioni come nel-
la Proposizione antecedente , ciascheduno de-
gli assi come O X giri insieme col sistema
attorno gli altri due. Si vuol esprimere il
cangiamento di luogo dei tre assi nell’ istan-
te d¢.

Comodamente si rappresentano questi can-
giamenti di sito per mezzo della Trigonome-
tria sferica. Intendasi col centro O, e col
raggio = 1 descritta nello spazio una sfera
(Fig. 16) e siano X, ¥, Z i punti della
sua supetficie per dove passano gli assi O X,
OY, OZ. Essendo (uesti assi ortogonali,
gli archi XY, YZ , Z X saranno quadran-
ti di cerchio massimo, e si taglieranno ad
apgoli retti. FPreso ad arbitrio fra i circoli
massimi della sfera un circolo fisso 47 B,
e fissato in esso parimente ad arbitrio un
punto 7', siano gli archi TX=1,TY=m,
TZ =n,ecliangoli BTX=a, BT Y=y,
BTZ=y. Ora facendosi congiuntamente le
tre rotazioni pdt, gdt, rdt attorno gli
assi O X, 0Y, OZ si vuol sapere quale
spazietto descriveranno nell’ istante d¢ i pun-
ti X, Y, Z, e come varieranno gli angoli
lL,m,n, N, p,v.

Si cerchi da prima il movimento del pun-
to X. Per la rotazione pdt che si fa sullo
stesso polo X, esso non si moverad punto ,
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ende sard per cuesta rotazione
dl=c dr=0
Per la rotazione g dt che si fa sul polo ¥,
il punto X descriveri un archetto XQ=¢d¢,
normale ad ¥ X. E conducendo Q R per-
pendicolare a 7 X, sard
XR= XQcos. TXQ

cos. 12

= = X Q cos. TXZ——--thsml
QR= XQsin.TXOQ

cos. m

= JXQcos. TXY = gdt ]

Ma XR=~dl, e I"archetto Q R & la mi-
sura dell’ angolo Q7X in un cerchio che ab-
bia per raggio sin. TX, onde QR=—d »sin.{.
Dunque said per questa seconda rotazione

cos. I COS. M
dl=gqgdt ; dA = =—qgdt
sin. { sin. {*
In egual modo per la rotazione rd¢ che
si fa sul polo Z troveremo

cOS. m COs. 1
s dA = =rdt

sin. . sin. {*

dl=—=rdt

E facendosi tutte tre le rotazioni insieme

avremo per lo spostamento del polo X le
due equazioni

dlsin.l= dt(qcos.n —rcos. m)
disin. ' = —d t(q cos. m + r cos. n)
4lla stessa guisa si esprimeranno le trasla-
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gioni degli altri due poli ¥, 4. Onde si

avranno tra gliangoli L, m, n, A, p, v,
queste sei equazioni

dl sin. | = dt(gcos.n —r cos.m)
(D) (dmsinnm= dt(rcos.! — P COS. It )
dn sin. n = dt(pcos.m—qcos.l)
dA sin. I° == d t(qcos.m «+7CO08 1)

(E) {dpusinnm® ==—dt(rcos.n +pcos.l)
d vsin.n® =— d t{pcos. | 4 g cos. m)

~

167. Scolio I. Dei tre angoli I, m , n ba-
sterd dall’ equazioni (D) ricavarne due ; che
il terzo ci si palesera dall essere

cos. [* == COS. M’ ~+ Ccos. n* = |

E degli altri tre A, u, v bastera dall’ e~
quazioni (&) ricavarne uno solo; che gli al-
tri due ci si paleseranno dall’ essere

cos. (¢ — A) = — cot. [ cot. m
€08, (¥ — u) = = cot. 7t cot. 1

168. Scolio 1I. Per le formole raccolte inm
quest’ articolo, conoscendo noi le tre velo-
citd p, g, r colle quali si rivolge il sistema
attorno tre assi ortogonali, conosceremo la
situazione di ogni suo punto ad ogni istan-
te: sia per mezzo dell’ equazioni (C) se quei
tre assi sono fissi nello spazio, sia per le
equazioni (D) (E) se dessi sono mobili in-
sieme col sistema.
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Art. IlI. Determinazione del moto
d’ un sistema rigido .

169. COME I equilibrio, cosi anche il
moto d’un sisiema rigido si determina ge-
neralmente e compintamente per sei equa-
zioni e non piu. E queste sono per riguar-
do al moto le tre equazioni dell”art. 88. e
Ie tre dell’art. 94. tutte sei derivate dall’e-
quazion fondamentale (8£). Le prime tre ci
mostrano che il centro di gravitd del si-
stema cosi si muove come se tutta la mas-
sa vi losse raccolta, e tatte le forze vi fos-
sero immmediatamente applicate; onde questo
cammino del centro di. gravitd si determi-
na non altrimenti che quello d' un punto
sollecitato da forze date. Determinato il
viaggio del centro di gravita, non pud ri-
manere altro moto al sistema, se non che
una rotazione intorno a quel centro. E que-
sta rotazione si determina per le tre equa-
zioni dell” art. 94. siccome tosto vedremo.

1770. Proposizione I. Date le forze accele-
latrici P, Q, R sollecitanti ciascun elemen-
to d M, determinare la rotazion del sistema
attorno il suo centro di gravita.

Prendasi il centro di gravita per origine,
e i tre assi principali OX,0Y,0Z (TFig. 15)
per esso condotti si prendano per assi delle



SECONDA, 107

#,%;,&. 8 dicano F, G, H le somme d¢c’
mowment: delle forze per aggirare il sistema
attorno gli assi OX,0Y, OZ rispettivamen-
te, pel verso XY Z. Di modo che sara
F=8.dM(Ry —Qz2)
H=S.dM(Qx = Py)
Cio posto, le tre equazioni (94) ponendo-

vi d M invece di m, e moltlplu,andole per
d ¢, daranno

th:S.ydedz—S.zdﬂIw
dt dt

Gdt=S.z ddx — 15 dM.(.i__C_z:
dt dt

. ddy ddx

Ora siano p, q, r le velocita angolari col-
le quali girera il sisterna attorno i tre assi
0X, 0Y, OZ. Nell’equazioni precedenti,
in luogo de¢’ differenziali delle coordinate
X, v, z si mettano i loro valori in p, g, r
tolti dalle equazioni (C). E si avverta che
per aver prese le coordinate sugli assi prin-
cipali , sara (147)
S.xydM=0,S.22dM=0,S.yzd M =0
onde spariranno tutti i termini che sotto il se-
eno S contengano xvyd M o xzdM o yzdM
moltiplicato per qualsivoglia funzione di p,
q s r; giacché p, g, r non sono funzioni se
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non che della variabile ¢, e perd escon
fuori del segno sommatorio S. Di piu si
chiamino 4, B, C i momenti d’ incrzia del
sistema rapporto ai tre assi principali O X,
0Y, OZ, onde sia
S.dM(y* +2")=4; S.d M(x*+z')=8;
S.dM (x» +y)=C.
Con queste avvertenze compiuta la prescrit-
ta sostitazione , dard in ultimo le tre equa-
zioni semplicissime
Fdt=Adp +(C—=DB)grdt
(F) Gdt=Bdg--(4-=C)prdt
Hdt=Cdr+ (B=A4ypgdt
onde conoscere le tre velocitd p, g, r, ¢
per esse (168) la posizion del sistema ad ogni
istante . |

171. Coroll. I. Note le velocita p , g, r sa-
premo ancora per ciascuno istante (102 . 163)
attorno qual asse e con qual velocita ango-
lare si ravvolga il sistema.

172. Coroll. 11. Suppongasi che il sistema
fosse da prima in quiete, cosicché quando
t — o fosse p=¢=r==0. Sard pel prin-
cipio del moto
Fdt—=Adp;Gdt=Bdq; Hdt=Cdr
onde le velocitd angolari infinitesime dp,
d g, dr colle quali il sistema incominciera

Fdt¢

a rivolgersi att orno i tre asei, saranno ]
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Cdt Hdt
B’ C

. > H* )
ponga \/(54-8.4- C'*) = W, I"asse is~

tantaneo della rotazione iniziale fara coi tre

. o, . F G H
assi gli angoli de’ coseni AW B W T
e sard la velocitd angolare incipiente d 7 =
Wdte.

173. Proposizione II. Determinare la ro-
tazione del sistema non sollecitato da veru-
na forza acceleratrice.

Qui sard F—=C = H=10; e se per abe
breviare faremo

. Se dunque per compendio si

le tre equazioni (F) diventeranno
dp=Lgrdt; dg=Mprdt; dr=Npqdt
Yongasi pgrdt =d @, ed avremo
pdmede ; qdq::.ﬂ[d@ H rdr:NdCP
ed integrando
r =L Q 4a*; P=2MP4+0"; r’=2NQ a4
essendo a, b, c i valori iniziali di p, g, r
e quindi

d a9

t_"l/(qu)-g-a’)(:zﬂI(p-i-b') (2N¢+C;§

Integrando quest’ equazioue in goisa che ¢==o
dia @ = 0, conosceremo ad ogni istante il
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valore di ¢, onde quelli delle tre velocitd
P42l

Rimane a determinarsi la posizione degli
assi principali, ricavando dalie equazioni (D)
eli angoli [, m, n, e dall’equazioni (L) gli
angoli A, u, v. Se per compendio si scriva

V' (Ad'a +Bb +~Cc)y=K
si soddisfara all’ equazioni (D) ponendo
Ap Dq Cr
cos. I = —7 ; cos. m = —= ; COS. N =
ed infatti questi valori sostituiti nelle equa-
zioni (D) le rendono identiche colle equa-
zioni (F) .

Finalmente delle equazioni (E) bastera (167)
risolverne la prima, per ricavarne 1’ angolo
A. Or gnesta prima equazione colla sostitu-
zione de’ valori precedenti di /, m , n di-
venta

drn(A'p = K')=Kdt(Dqg + Cr)
Dove se in luogo di p, g, r porremo i loro
valori gid determinati per £, avremo un e-
quazion differenziale separata fra A e ¢, I'in-
tegrazion della quale dard per ciascun istan-
tec 1" angolo *, e quindi gli altri due. |

174. Scolio I. 1 valori degli angoli [, m,n
potranno sembrare incompleti, perche vj
mancano le costanti,arbitrarie che dovreb-
bero poi determinarsi in guisa che posto
- — ¢ dessero i valori iniziali di quegli an-
goli. Ma cid non ¢ necessario nel case ne”
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stro, giacché questi valori iniziali sono arbi-
trar} eglino stessi, potendosi fissare ad ar-
bitrio il punto 7 nella sfera (166) donde si
spiccano gli archi /, m, n. E la proposta
risoluzione sard completa, fissando il suddet-
to punto in guisa che sia nel principio del
moto

c Z_Aa,‘ Bh __Cc
0S. =5 cos.m___—?{—, COS. N = e

175. Coroll. I. Queste formole ci confer-
mano quello che altronde sappiamo per I’
art. 102: che la forza viva del sistema, o
sia la somma de’ prodotti di ciascun elemen-
to pel quadrato della sua velocitd, si man-
tiene costante.

Infatti moltiplicando i valeri di p*, ¢+, 1
per 4, B, C rispettivamente, indi somman-
doli, avremo
Ap* + B q 4+ Crr=A4a’+Bb* + Cc* = cost.
Ma Ap* + Bg* + Cr = (162) V* (4 cos. f*
~+ B cos. g + Ccos. I*) = (148) V* Z. Or
sia u la velocita dell’ elemento d M e &
la sua distanza dall’ asse istantaneo; sard
2=S.kdM,e k¥V=u.Dunque V* Z =
V'S.k*dM=S.u"d M = cost.

176. Coroll. 11. Se il sistema incomincia a
girare attorno un asse principale, secuird ro-

tando perpetuamente ed equabilmente attor-
no il medesimo . |
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Supponghiamo infatti che il sistema comin-
ci a rotare attorno O X, colla velocita a;
sard b= o0, c= 0. Quindi I equazione fra
t e @ integrata in guisa che t=o dia ¢=o,
dard = c; onde sara p=a, g=0, r=0

197. Coroll. II1. Supponghiamo ora che I’
asse attorno cui comincia il giro, non sia
gid 1" asse principale O X, ma pochissimo
se ne discosti. Da cio intenderemo ancora
quelle che accadera, nel caso che girando
il corpo attorno un asse principale, sia la
sua conversioae disturbata da una mimma
scossd .

Siano dunque le velocita iniziali b, c nom
pitt eguali a zero , ma bensi piccinlissime ris-
petto della a. L’ equazione tra t ¢ @ dard
@ quantitd picciolissima, onde sard prossi-
mamente p = a. FPonendo poi p = a nelle
ultime due equazioni () e poi ditferenzian-
dele, la loro combinazione dara

1dr
(.?_..{;i_a_(z_a?- MATQ:O s ‘-E-E:’-—a’.MZVr:O

equazioni liceari, che integrate in goisa che
¢ =0, dis g=bcd r=c, faranno cono-
scere i valori di ¢ e di r espressi per t.
Prima d’ integrarle distingueremo due ca-
si, secondo che M ed IV saranno di segni
coutrarj, o dello stesso segno. Quaest’ ultimo
caso avverrd, quando siano i tre momenti
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principali 4, B, C diseguali fra loro, ed il
momento 4 dell’asse O X non sia (139) na
il massimo, pé il minimo, ma ntermedjo
fra quelli degli altri due. In tutti gli aleri
casi M ed NV avranno segni contrarj.

178. Coroll. IV. Siano M ed IV di segno con-
trario, e facciasi V= — M k. Le equazioui
gﬁ?ﬂ-a’M’k’q:o 5 d-dzr
dt t
integrate daranno

kg=csinnaMkt+bkcos. a Mkr
r—=ccos,aMhkt—~>bk sin.aMkt

Questi valori di ¢ ed r rimangono scmpre
piccolissimi, per quanto cresca ¢, e vanno
continuamente librandosi fra i limiti g=10,
kgq=c; r=c, r=>bk. Pertanto allorché
il sistema viene a rivolgersi attorno un asse
vicinissimo a quell’ asse principale cui com-
pete il momento d’ inerzia massimo, o il mi-
nimo, 1" asse di rotazione va perpetuamente
oscillando attorno 1" asse principale, rira-
nendovi sempre vicinissimo .

179. Coroll. V. Siano M ed N di sezno
eguale, ed NV = M k*. Le equazioni

+a M kKr—=o

{d
‘(_Z_ig_a’ﬂ[’k’q:o; i r—a’ MKkr—e
dt e

integrate daranno
2kq=(bkc) M (1) — ) —allk
2r=(bka-c) e“Mkt—(bk_c) c—all ke
3
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Questi valori al crescere di t crescono ol-
tre ogni limite. Pertanto quando il sistema
viene a rivolgersi attorno quell’ asse prinei-
pale cni non compete né il memento massi-
mo, n¢ il minimo, !’ uniformiti della sua
conversione & istabile, ed una menoma scos-
sa pud fare che ['asse di rotazione si dilun-
ghi indefinitamente dall’ asse principale .

180. Scolio II. Di questa singolar pro-
prietd degli assi principali, che la rotazione
attorno i medesimi si mantiene perpetua cd
wniforme, possiamo assicurarci auche in quel
modo che fu altrove (1. 285 )indicato. E que-
eto & col far vedere che le forze centrifughe
per le quali ciascun elemento d M tende a
scostarsi dall”asse si bilanciano fra loro in
modo che 1" asse ne vicne tirato cgualmente
per ogni parte, ne¢ piu da una banda pro-
pende chie dall’ altra. Quest’ equilibrio delle
{orze centrifughe si dimostra come seguc.

Giri il sistema attorno 1’ asse delle x con
velocitd angolare p. La vclocita dell” elemen-
to d M sard = p /(3 +2'), e la sua for-
za centrifuga (1. 227) =p d M}/ ()" + %),
Risolvendo questa forza in due secondo le
dirczioni delle coordinate y e =z, faranno
queste p’ ydM,p =d M.

Cid posto, fingasi 1" asse fermato in due
pernj posti alle distanze {5 (' dall” origine
delle ascisse, e si cerchino (L 106) le pres-
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sioni sostenute da questi pernj. Troveremo
che il primo sostiene nel senso delle coer-
dinate ¥y , z le pressioni

?’-’?(s.xj dM—¢'S.yd M),

p)
o S (S.xsz—-{’S.sz)
{~¢
ed il secondo sostiene similmente le pressioni

(—E?((S.ydM—S.xydM);

L (¢S zd M ~S.xz2d M)
=<'

Ma poiche 1" asse di rotazione & un asse
principale, sara (i47) S. xyd M=S. xzd M=o ;
e poich® passa pel centro di gravitd, sar}
ancora S.ydM=S.zd M=o0. Quindi do-
vonque sian posti i due pernj, le pressioni
contro de’ medesimi tornano nulle. Dal che
si vede che 1" asse principale non sostiene
dall’ azione delle forze centrifughe veruno
sforzo tendente a piegarlo.

181. Proposizeone [I1. Determinare il mo-
to d’un sistema rigido attorno un fulero im-
mobile .

Qui il moto progressivo non ha luogn; e
1l moto rotatorio attorno al fulcro si deter—
mina come nelle due Propocizioni preceden-
ti, avvertendo di prendere 1’ origine nel ful=
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cro. € le coordinate ne' tre assi principali
pel folcro condotti: il che non apporta ve-
run cangiawmento alle formole determinatrici
del moto.

E si troverd come prima (176) che se non
vi sono forze acceleratrici, la rotazione im-
pressa attorno un asse principale si conserva
equabile e perperuna.

"182. Scolio. Apparisce questo medesimo
dalla ragione prodotta all’ art. 180, sebbe-
ne in questo caso |’ asse principale non pas-
si pel centro di gravitda, e pero non possa
pit farsi S.yd M=o, 8.zd M =o0. Poi-
che se noi collocheremo 1" uno o 1'altro dei
due pernj nel fulero immobile , facendo = o,
oppure {'=o0, troveremo che quel pernio
che non coincide col {fulcro non sostiene pres-
sione alcuna. E questo basta per assicurarci
che 1’ asse di rotazione si reggerda immobile
senza piegare da veruna parte.

183. Proposizione IV. Determinare il moto
d' un sistema rigido attorno un asse inunobile.

Sia questo I’ asse delle x, sia p la velo-
citd angolare della rotazione , e sia ¥ la som-
ma de’ momenti delle Yorze acceleratrici per
aogirare il sistema attorno questo asse. Avres
mo (10¢) dy=o, dy==—pzdt , dz —pydt. Si
sostituiscano questi valori nell’equazione (170)

ddz ddy

Fl xS. T M —=—uad .2 f ——
at ytl.[[ - S d M "



SECONDA . 1§y

e si chiami 4' il momento d’ inerzia del
sistema rispetto dell’ asse di rotazione, on-
de sia S.dM(y 42> )= A'. Risulterd
Fdte=4d"dp. Da questa equazione cono-
sceremo la velocita angolare p , e quindi il
moto del sistema.

184. Coroll. I. Se non vi sono forze ac-
celeratrici, sarda la conversion del sistema
equabile e perpetua.

185. Coroll. Il. Sia il sistema animato dal-
la sola gravita, e sospeso da un asse oriz-
zontale . Sia M la massa, & la perpendico-
lare condotta dal centro di gravita del si-
stema sull’ asse di rotazione, e @ I' angolo
che fa questa retta £ colla verticale. Avre-
dp M gk sin. CP
dt™ A

siccome appunto si conchiuse (I. 298) negli
Elementi . )

mo F=Mgk sin. @ ; onde

CAP V.

Del Moto ne’ sistemi di forma variabile,

b
180. L INFINITA diversita de’ movimenti
che ponno cadere in un sistema non rigido,
non permette di rappresentarli con un limi-
tato numero d’ equazioni generali, siccome si
¢ fatco pe’ sistemi rigidi. Conviene pertanto
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ricorrere jmmediatamente all’ equazione (B),
1a qunale applicata come 8’ insegnd all’art. 86
non mancherd di somminjstrarci tante equa-
zioni quante abbisognano a determinare il
woto di ciascun corpo. Noi ne mostreremo
in questo Capo parecchi esemp); a’ quali si
potranno aggiungere quelli che daremo nejla
Sezione Quinta circa il moto de’ corpi che
scambievolmente s’ attraggono.

187. Proposizione I. Penda dall’ alto un
filo flessibile carico di var) pesi, e sia rimos-
so dal perpendicolo d’ una quantita minima,
rimanendo tuttavia tutto il filo in un piano
verticale. Si voglion determinare le oscilla-
zioni di questo pendolo.

Prendo le ascisse x sulla verticale calata
dal punto di spspensione, e le ordinate y
orizzontali . Siano m , m' , m' ec. le masse
de’ pesi attaccati al filo, e sia r la lunghez-
za del filo tra il punto di sospensione e il
peso m , r' il tratto del filo tra il peso m
ed il peso m' ec. Siano poi le coordinate del
primo peso x, ¥ ; quelle del secondo a’, '
ec. Facendo P=P' ec. =g, e @Q=0Q' ec. =0»
I’ equazione (B) diventa

( ddxy ( dd x' ,
C=]g - )m§x+ — -)m's:x:....

dt’ dt’
ddvy d vy’
---——l mjyy -d J m' 3y e

g - dr
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Or dovremo valerci delle condizioni parti-
colari del nostro sistema onde ridarre al mi_
nor numero possibile le variazioni §x, 5y,
¥ x’ ec. Queste condizioni sono 1.° che le lun-
ghezze de’ tratti r, r', r'' ec. sono costanti,
sipponendosi il filo incapace d’ allungarsi .
2.> che le ordinate y , ¥, 3" ec. sono pic=
ciolissime in confronto di r, ' ec. essendo
palese che le divagazioni del pendolo dalla
verticale rimarranno sempre picciolissime.
Quindi essendo
rFPmx Ayt —x) 4+ (9 — ) ec
avremo merce la picciolezza delle y, y' ec.

* f 2 1, 0)a
Tz=r—2; x'—-x:r'-(z-——{)- % Bl ey --9____'7__)_ e
ar 27 ar!
onde per essere r, r', r'' ec. costanti, sara
S x — - s ¥
r
(¥v' —3)
s =— L5y — r,j 3!
r
(y ’ ¥) 5
r
. o g H o !
)X = - -"’; g o L : N5yl r”-’ )5 ot
r
(,yr_y) (yu_y!) ,
~+~ = Sy -+ = 59"

- - & - * » - » L] - -

E finalmente per la picciolezza delle y, »' ec.
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in confronto delle x , sard ancora
ddx—=dda'=ddx"....=0o0.

Fatte queste sostituzioni, mercé le quali
verranno ad eliminarg; dall’ equazione (B) le
variazioni dx, d x', Y a' ec. ed eguaghau a
zero i coeflicienti delle Sy, 3y, Sy
avremo le seguenti equazioni, a]trettanté‘
quantl sono i corpi

dd f
0""&?{ +(m"‘"m’--..+m( )2y (m “+-m''. .m_*_m(n)}!!(y ’y)
mr o r
o_(?—c-{!- +(m'm".. _,_m(n))sﬂ(:r’ —-.7__) L (n)){.’(y" —7')
o m' '
o_i(i____,_r'm (n) g(y -)f') (m"’ o (n) g y:)
d . \ ' mn rm

ddy\"™) (n) g y(n) (n-r))
de () )

le quali essendo lineari coi coefhcienti co-
gtanti , ponno integrarsi compiutamente coi

C—=

noti metodi .

135. Coroll. 1. Indicherlé prima ceneral-
mente il modo d’integrarle, poi ne mostre=
10 qualche csemplo. Si ponga y' =ay,
y'=by, ¥y = cy er. essendo a, b, c ec.
quantitd costanti da determinarsi. Cosi le
nostre equazioni prenderanno cuesta forma

ddy ddy ddy ‘_
R—z'“‘"'-l-F)’:O, e = Gy=—0; -g?--hﬂy__o ec-
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ove F, G, H cc. saranno funzioni note e
lineari delle indeterminate a, b, ¢ ec. Or
dovianno queste funzioni F, G , H ec. es~
sere uguali tra loro: onde ponendo
kz'.::F:,k;:::G; k* — H ec.

avrd n equazioni, dalle quali eliminando le
indeterminate a , b , ¢ ec. che sono in nu-
mero n — I, rimarrd per determinar K* un
equazione di grado n. Avrd dungque £* va-
lori numero n , ai quali corrisponderanno
altrettanti valori di ciascheduna delle inde-
terminate a , b, ¢ ec.

ddy

at'
dd y = Asin. kt 4 B cos. kt. Quindi se i
diversi valori di A* si distinguano cosi k",
k> , k'"* ec. e similmente .si contrassegnino
i corrispondenti valori delle a, b, ¢ ec.
saranno gl” integrali completi delle nostre

% s .2 s oy .
Or I’ equazione -+ K* y = ¢ integrata

equaziont
y = Asin kt+ Bcos.kt+ A'sink't+ B' cos. k't

y' =adsin kt+aBcos.kt+a' 4 sink't+a' B cos. k'E

y''=bA sinkt+bB eos.kt+b'A' sin. K't+b' B’ cos. k't
189. Coroll. 11, Le costanti arbitrarie 4,

A, B, B ec. in numero 2 n vanno deter-

minate dai valori iniziali di y,% 5, %" ec. e
dy dy dy"”

di a3 030 dF & vale a dire dalla po-
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sizione iniziale del sistema , e dagl’ impulsi
iniziali che per avventura gli fossero im-
pressi .

E cosi se i corpi m , m' ec. senza verun
impulso furono semplicemente lasciati in li-
berta, verrda 4 = A" ec. = o. Per lo contra-
rio se il pendolo da principio era a piombo,
e ne fu rimosso per impulsi minimi, verra
B =0L"ec. =o0.

190. Coroll. III. Se i pesi sono eguali ed e-
quidistanti, 1'equazioni vengon piu semplici

_ddy g ; )
C=T +‘;“(”)’ —(n—1)(¥'=y)

o=t & ((n—-r) (3" =) —=(n—2) (y"--y'))

ddy" g ”_ (_ — ”f_ '
o=t 02 050 )

o\ d){ 4 5 (4 =)

dt 4
e facendo (183) y'=ay, y"=by ec. €

. ) rk*
per brevitd scrivendo —-—g—— — z , avremo le

equazioni

Ze== N = (n —=1) (@ — 1)
az=(Mn—1)@—1)—(n—2)(0b—a)
bz=n—1)(b=—a)—(n— 3)(c~D)

® - > L] L] * » L L ] . + - -



SECONDA, 123

dalle quali eliminate @, b, ¢... rimarrd I’

equazione in z del grado nesimo

n(n—i)* n—2_ 7.7 (et ) {Ne=2)” zn_g

2 Z: 3 '

191. Coroll. I¥. Siano attaccati al pendo-

lo due soli pesi eguali ed equidistanti. Fa-

reio n =2, e |’ equazione 2’ — 42 +2 =0

dard z =2 ==/ 2. Quindi

b= ‘/('%‘ (z*l/*))* b= \/(g?'(z_l/z))

a=1=—|"2; a'==1 4|/ 2
onde (188) i valori di y ed »'.
192. Coroll. V. Siavi un peso solo. Fatto

g

n==1, aviemo z==1, € k::-l7-—r. Quaindi

Il {

i -+ D cos. -I—/-E

|/r l/;
Agevolmente si ravviserd come quest’ equa-
zione rappresenta le vibrazioni isocrone del

pendolo semplice .

193. Coroll. VI. Qualunque poi sia il nu-
mero de’ pesi, la forma stessa de’ valori
(188) di 3, y', " ec. fa conoscere che il
moto di ciaschedun peso ¢ composto di tanti
moti parziali, ognuno analogo alle oscilla-
zioni d'un pendolo semplice.

194. Scolio I. Il Problema non sarebbe

punto piu difficile, se il pendolo deviasse

O ey 211

LR 3]

:y e d4 Sin.
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dal perpendicolo in qualunque modo , e sen-
za la condizione di rimaner tutto in un piano
verticale. Introducendo allora la terga coor-
dinata orizzontale z , che anch’ essa dovreb-
be esser picciolissima al pari della y, si
avrebbe per le ordinate z, z', 2" ec. un
sistema d’ equazioni tutte simili alle gia tro-
vate (187) per le y, 5, ¥'" ec. e i valori
delle z sarebbero compaczni di quelli (133)
delle ¥ , col solo divario delle costanti ar—
bitrarie. Questa osservazione si applichera
anclie a due Problemi seguenti.

195. Scolio Il. Si accennarono nell’art. 85
due modi di accomodare 1" equazione (B5) alle
condizioni particolari del sistema, corrispon-
denti ai due metodi che per I’ equazione (4)
si proposeto (27.2&). Nello sciogliere il nostro
Problema ci siamo artenuti al pritmo metodo .
Egualmente avremmo potuto valerci del se-

condo, denominando p, p’, p" ec. le tensioni
de’ fili r, r', " ec. ed aggiungendo all’ ¢-
quazione (/5) i termini — p3r—p'St' —p"3r’ ec.
dOVG ryr — xblx-l-_ys‘y

i —=(x' —x) Ox'—=5x)+ (3" —¥) (8¥' —3y) ec.
Sono allora tutte le variazioni : x, 3§ y, dx' ec.
arbitrarie, e fra loro indipendenti. Egua-
gliando a zero li coefficienti di §x, d ',
§ 2" ec. si avranno n equazioni; ed altret-
tante dai coefhicienti dit Sy, 3y, 3" ec.
Le prime determineranno facilmente i valoii
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delle tensioni p, p' ec. Poiché avvertendo
che per la picciolezza delle y si ha dd x ==

X g e—x X" ! |
ddx'ec.=0, ed — = B= = €6, =T,
r r

e P
! 2 !

m(”)); p' o

siavra p=g(ma+m'......
g(m' +m!...4+minly, . ...p(")—.::gm(”) .
Sostituiti poi questi valori nelle seconde equa-
zioni, torneranno quelle (187) di prima.

190. Proposizionc II. Sia lo stesso pen-
dolo della Proposizion precedente carico de’
pesi m, m', m" ec. ed all’estremitd infe-
riore sia attaccato un peso £ gravissimo in
copfronte di tutti gli altri m, m’ ec. Ri-
mosso il pendolo dal perpendicolo, cosi pe-
ro che il peso R resti immoto, si vuol de-
terminare il moto oscillatorio.

Per ridurre questo Problema al preceden-
te , null’ altro occorre se non che fare nelle
equazioni (187) il peso m\) — R grandissimo
in paragone degli altri, e porre 3(") e

ddy® — . Cosi le equazioni divengono

ddy g R gR
0= =m0
__dd_y' g R gR s 7
0= o= + = (Y =)= = (¥ =5
dd_y” gR UR o ”
0= e (7 =) = Sy O =)
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e non contando il peso tendente R nel nu-
mero n de' pesi attaccati al hlo, sara 1’ ul-
tima, o sia la nesima equazione

day™ gR  n)_ fn=1) SR )

Q . i
)
J +m(nlr(n+t]

197. Coroll. I. Se i pesi sono eguali ed
equidistanti , I’ equazioni divengon pitt sem-
plici. Per integrarle ponghiamo 3' =ay,
5" = by ec. e seguitando la traccia segnata
all’ art. 188. formiamo le equazioni che do-
vranno determinare gli n valori di £* e di
ciascuna delle costanti a , b, ¢ ec. Scriven-

mrk?

do per compendio —- - ==z, troveremo le
0 R
o
sezuenti equazioni
Z e B e (== O
alz—~2)+1+b=0
b(z—2)+a-+C=0

- »* - - - - - L 2

g (2= 2) 4+ A

|-

O

dalle qnali eliminando @, b, ¢ ec. si avra
un equazione in z del grado n.

19&. Coroll. II. Ma poich¢ i termini o, I,
a, b, c ec. formano una serie ricorrente,
si pud soddisfare a queste equazioni gene-
ralmente . Essendo ¢ un numero qualunque ,

ed i un angolo qualunque, si ha

— 2§10, § £ COS. b= SHL. (e[ ) L4=8iD0 (F = 1) 1= ©
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Dal che si vede che ponendo z —2==~2co0s.1,
e poi
sin. 2 7 sin. 3¢ Sin. n g

a:_—___'"b_— oo;oF=

Sin. I sin. 1 sin. ¢

a tutte 1" equazioni dell’ articolo precedente
sara soddisfatto, tranne [’ultima, la quale
ci servird per determinare I’ angolo i.
 Quest’ ultima dara
— 28iN. N1 COS. L+ siN. (N —1)i==0
7 S

@ sia sin. (n +1)1=0; onde si trae i = ——
NI

essendo s un numero gualunque intero ¢ po-
sitivo. Quindi ponendo successivamente s =1 ,
2, 3....n siavranno n valori diversi per i,
e quindi per z e per k*, e per cadauna delle
costanti @, b, ¢ ec. Chi facesse s maggiore di
n , tornerebbero pure gli stessi valori di z.

199. Coroll. III. Siano due pesetti eguali
solamente , ¢ disposti ad eguali intervalli tra
il punto di sospensione e il punto infime;

& @ 4 27
onde sara z.:-g,z’_—'_—%-;zzl,z'=35
R 3¢ R
o= , kr =25 ; a==1, @' ==-—=1,
m r mr
vindi se non v' & impulso iniziale, sard
P
o R 3o R
¥y = B cos. t 2. 4 B'cos.t &
mr mr
g R 3o R
¥'= DB cos. ¢ ‘—’—-——B'cos.t\/ £
mr mr
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200. Scolio. Del resto ancor questo Pro-
blema potrebbe sciogliersi col secondo me-
todo, come all’ art. 195 . E stante la piccio-
lezza de’ pesi m , m' ec. in confronto del
peso R, la tensione di rutto il filo verreb-
be prossimamente costante, ed = R.

L qui giova avvertire che (uesta secomda
soluzione non suppone gia come la prima
el’ intervalli r , ', +" ec. assolutamente 1n-
variabili, ma solamente le y picciolissime,
e pero le r, r', 1" ec. pochissimo diverse
dalle ascisse x, &' —x ec. E perd si adatta
ecualmente alle vibrazioni &’ un filo elastico
¢ distraibile, fisso in ambedune gli estremi ,
teso con forza R, e carico d’ un dato nu-
mero di pesi, mcnomamente rimossi dalla
verticale .

Moltiplicando all’ infinito il numero de’
pesetti distribuiti pel filo, e sminuendo all’
infinito 1 loro intervalli, si ha il caso d’ una
corda elastica tesa, ¢ distratta in qualunque
modo dalla sitnazion rettilinea. Comprende-
remo uesto caso nel seguente generale Pro-
blema..

ao1. Proposizione ITI. Determinare il mo-
to d’una corda flessibile fissa in uno de’ sunoi
termini, sollecitata in ogni suo punto da
forze date, e rimossa comungue dalla posi-
tora rettilinea in cui sarebbe in equilibrio .

Yrendo Iorigine delle ascisse nel termine
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fisso, le x sulla direzione rettilinea della corda
equilibrata, e faccio le ordinate y perpen-
dicclari alle x. Essendo d's un elemento qua-
lunque della corda incurvata, siano P, Q
le torze che lo sollecitano secondo le coor-
dinate x, y , sia /i la grossezza o sezion
trasversale della corda in (uell’ elemento,
e ¢ la sua densita, onde hgds la sua mas-
sa, e sia finalinente p la sua tensione. Sara
per questo sisterna |’ equazione (B)

o=, (P-—%%E) hds§x-+S. (Q—-(ﬂl)lzdsbj

- S 'y p 5 d S . .
L’ ultimo termine col'e riduzioni alrr ve jne
segnate (»7) e praticaie (00) si converte in

questi due

d A
S.Sxd.p T-I—S.Syd..;_)_._{_‘?_
. s d s

Facendone la sostituzione, € poscia egua-
eliando a zero (58) i coefhicienti di 3:::, Sy
sotto il segno S avremo per la determina-
zione del moto della corda queste due equa-
Zi0Di
ddx i pdx ddy I pd«,
?F:P_Phqud ds ' de _Q+7u_/ufs “ds
202. Scolio. Prima di applicare le equa-
zioni trovate ad alcun caso particolare , gin-
verd avvertire, che le differenze ddx , ddy
ne’ primi membri sono relative soltanto alla

9
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variabilitd del tempo, né altro esprimono
ae non che la variazione delle ccordinate
x, ¥y d uno stesso punto in diversi tempi;
siccome dalla loro genesi (84) & manifesto.
Per lo contrario ne’ secondi membri la dif-
ferenza ds, e le dx, dy da quella derivate
(6¢) suppongono il tempo costante , ed espri-
mono soltanto la variazioune degli elementi
x,y,s pe diversi punti della curva, e
nello stesso tempo. Per il che converra di-
stinzuerle cezli usati simboli delle dillerenze
parziali .

203. Coroll. I. Se ponghiamo che la corda
pochissimo s’ allontani dalla positora rettili-

Ld .
; dﬁ):o, eds—dx.
dt

nea , potrecmo fare (

Qaindi la prima equazione darda p= T —
S.Plhgds, essendo T upa costante. E la
seconda , sostituito questo valore, e difle-
renziando nel secondo membro col prender
costante |’ elemento d s, diventera

ddy\ (T ddy\ gdv\
(_Ei—c_’) (@_@L.Pllqu)(dx )".-.F)((j:l:’)-l'-"Q.._...:T

204. Coroll. II. Sia una catena di peso e
di grossezza uniforme, pendente dall’ alto
liberamente, e di pochissimo smossa dalla
verticale. TFaremo P =g, Q —=o0; e sara
p=T—ghgs. Dicasi I la lunghezza di

tutta la catena; € manifesto che quando
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s = I dovrd essere p == c¢; onde T=ghql,
e p=ghq (I — s). Quindi

ddy ([ = s g - {il =0
(Rz')"g )(d.b‘) g(cix)"

Quest’ equazione rappresenta la legge delle
oscillazioni della catena; ma i nots metodi
non giungono ad integrarla.

2¢c5. Couroll. 171, Sia upa corda elastica di
grossezza e densita uniforme, fissa in ambj
gli estremi, e tesa da un peso =7T. Sia pri-
va di gravitd, o veramente si trascuri il suo
peso siccome minimo a fronte del peso ten-
dente. Qui fatto P=Q =0 avremo p =7,
e |’ equazione

ddvy T [ddyy _
(d'}"" T hy cz;c“”)“(’

della quale si conosce | integrale completo

j._-—_F.(x-l-t\/}-;Z—q)-t-f. (.x-—-t\/%q)

dove i simboli F, f denotano funzioni arhi-
trarie .

206. Coroll. ITV. Queste funzioni si deter-
minano quando si conosca la figura iniziale
della corda, e la velocita iniziale impressa
a ciascun punto della medesima. Posto che
queste cose Ci siano note, conosceremo pey

. : ; : . dy
ogni ascissa x il valore di y e di — (tvr)
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quando ¢ == 0. Ora se per brevita facciamo
\//:T-‘E-I = b, abbiamo generalmente
y=L (cabtya+f(x=0t)

d |
__(jl: ==—bl" (x4bt)+bf (a2 =0bt)

denotando coi simbeli £7, i differenziali di
T, f; onde sia F'(a4-bt) = (da+-hdt) F(x+-bt) .
Dunque se per un ascissa qualungue x sia
1’ ordinata iniziale s, e la velocita iniziale
it , avremo

s=lF v fix s u==0F". x4 0f". 5
¢ moltiplicando 1’ ultima equazione per dx,

poscia integrandola, avremo --fu dx =

bF.x—0f. 2. Sard dunque
I I
F.x:;—s—-;zfudx

T X
f.ox=— s+—~fudx
2 20

dove i secondi membri saranno funzioni no-
te di x.

Ora nella prima equazione in luogo di =
si ponga x + bt , e nella seconda in luogo
di x, si ponga x—"~bt. Avremo cosi espressi
in x et i valori delle due funzioni F(x=+bt),
f(x—=0t) la somma delle quali ne da il
valore di ¥.

207. Coroll. V. Ma qui convien badare che
‘non abbiamo i valori di s, e di z, e quindi
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di F.x, e di f.x se non per le ascisse x
comprese tra i limiti o, ed [, chiama ndo 1
la lunghezza della corda da un capo all’ al-
tro. Per conseguenza il metodo insegnato
non pud darci le fonzioni F(x+bt), f(1—be)
se quando x == bt trovasi compreso tra que -
sti limiti. Ma il tempo ¢ cresce countinua—
mente ; € ogni poco basta a far che x+0t¢
diventi maggiore di [, ed x — bt negativo;
onde pilt non potremmo nella continuazione
del tempo determinare il movimento e la
fipura della corda.

Soccorre a questo difetto un altra condi-
zione data, la qual ¢ che essendo fissi i due
termini della corda, dovra essere y =—o0 gquan-
do r— o0, e quando x=1{, qgualunque sia
t ; onde abbiamo
F.])tq—f‘-—bt:::();F(Z-c—bt)—l—f(l-—bt)-::o
notendo esser ¢ un qualunque numero posi-
tivo .

Dunque in generale

F.o=m=—f.—2; Fla+D)z==f({l—=2)
essendo z un numero positivo qualunque.
Per cui se metteremo successivamente /= z,
2l =+ z, 3] %=z ec. avremo dalla prima e~
quazione

F(lxx)=—f(— lx2)
Felxzz)==f(—2{=x2z2)
FRlIxz)y=—f(—3lF2)
g4l mz):-—f(——q.l...—.z) eC.
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e dalla seconda

Falxny=—=f.xcz
FOlx:)j=—f(— [=z32)
Flxz)=m=—f (=21l z) ec.

ande si traggono le seguenti conchiusioni
F.z=F(2la-z)=F ({4 z) ec.
_..f(_.zl.—.z)_—;--j'(—.fl-—z) €C.
f(--zl-i—z):f(-—q.l-t-z) ec.
—FQle—z)==F (34— z) ec.

Dalla priwa conchiusione si riconosce fa-
cilmente, che quando couosceremo il valore
di F.z per ogni numero z compreso tra o
ed [, potremo conoscerlo ancora per (ua-
lungee nomero positivo, comuangue maggio-
re di /. E similmente dalla seconda conchiu-
sione si vede, come dato il valore di f.z
per ogoi numero z compreso fra o ed £, se
ne deduce il valore di f.z per ogni nume-
ro negativo. E cosi abbiamo «quel che ci
mancava a compiere il calcolo de’ valori di
¥ indicato nell’articolo precedente.

208. Coroll. VI Nell’ equazione

y=F(xalbt)4+ f(x—10t)
81 ponga successivamente bt —=12/l, 47, 67
ec. Il primo termine prenderd di mano in
mano i valori F(2l <4+ x), F{4l 4+ x) cc.
tutti (207) ecuali ad F. x. E il secondo ter-
mine i valori f'—2l4-2x), f(~ 47 + x) ec.
tutti eguali ad 4. x. Dunque rimarra sem-

fsz

Il
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pre y = F.x+ f.x qual era al principio
del moto.

Di qui si vede che la corda vibrante i~
torna periodicamente al sito iniziale, ad e=

i g 2!

guali intervalli di tempo = 7"

20g. Coroll. VII. Nella stessa equazione si
ponga successivarente bt—1, 31, 51 ec.
ma nello stesso tempo si trasporti 1’ origine
delle ascisse nell’ altro capo della corda,
cangianido x in [ — x. Allora il primo ter-
mine F(x -+ bt) divenuto F(l~— x+bt)
prendera successivamente i valori F (2l — x),
F (4! — x) cc. tutti (207) egualia — f. %
F. 1’ altro termine f (x —b¢) divenuto
fl—x—0be) acquisterd i valori f.—%,
f(=x—21) ec. tatti eguali a —~F.x.
Dunque sara sempre y = — F.x—f.x: che
3 ;] valore iniziale, ma con segno contrario.

Di qui si vede che scorso dal principio del

l

moto il tempo = 7> la corda ripiglia an-

cora la stessa curvatura di prima, ma dop-
piamente arrovesciata , vale a dire di sotto
in su, e da destra a sinistra; ed a questa
posi“tura ritorna poi periodicamente ad inter-

valli di tempo = Qb}

210. Coroll. VIII. Oscilla dunque la cor-
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da alla guisa d'un pendolo, compiendo cia-
LWl

scuna oscillazione nel tempo t = _—_ =¥ "1
R b= 1

Sono le sue vibrazioni isocrone, e sincro-
ne a quelle d'un pendolo semplice di lun-

k >
& q_l_ . Ed il numero delle vibrazio-

n
ni fatte in egual tempe & in ragion compo-
sta della sudduplicata della tensione, dell’
inversa della lunghezza , e dell’ inversa sud-
duplicata della orossezza, e della densita .

211, Coroll. IX. S¢ non fu impresso alla
corda al:iun movimento iniziale, sara u=—u;
quindi flx=F.v, ed y=F(x+-bt)+F(a—br).
Se la corda da principio era distesa in linea
retta, sard s =—= o, onde f. xr = — F.x, ed
Yy=F(x+bt)— F(x~bet). In ambedye
1 casi vi ¢ vna sola funzione da determinar-
$1, e il calcolo torna piu semplice .

Del resto chi amasse vedere spiegata con
minuta particolaritd e con mirabile chiarez-
za la costruzion geometrica della corda vi-
braunte, consulti una bellissima Dissertazione
di Eulero nel Tomo Terzo delle Miscellanee
di Torino.

ghezza
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De’ Principj dell’ Idrostatica.

212. Cosi ne’ sistemi fluidi come ne’ so-
lidi il principio delle velocita virtnali spedi-
tamente condace a trovar le condizioni dell’
equilibrio, e le leggi del moto. E ben to-
sto vedremo come dall’ equazione (4) dell’
art. 25. si ricavi |"equazion gencrale dell’ e-
quilibrio de’ fluidi altrove prodotta. Se non
che giovera ditfonderci alquanto piti, onde
chiarire il concetio della pressione che le
particelle fluide esercitano scambievolgente 3
e vedere in qual senso debba intendersi
quella comune opinione che questa pressio-
ne altramente operi ne’ fluidi, altramente
ne’ solidi.

213. Una magsa flnida continua ¢ un ag-
oregato di minimi elementi materiali conti-
eui, sciolti da ogni vincolo di tenacita. At-
tesa 1’ indefinita loro picciolezza e la conti-
nuita della massa, possiamo attribuire all’e-
lemento qual figura pitt ¢i piace; e tornerd
comodo fiourarlo nel parallelepipedo retran-
golo Z L ( Fig. 17) delle dimensioni infini-
tesime dx, dy, dz. Sia ¢ la densita di que-
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sto elemento; e sard la suamassagdxdydz.
Siano P, Q, R le forze accelevatrici che
lo sollecitano secondo le coordinate x, y, z;
e saranno le forze motrici Pgdxdydz,
Qydxdydz, Rgdxdydz.

214. Fingasi linpresso alla massa equilibra-
ta un moto winimo per cui l'elemento Z L
senza cangiar figura percorra secondo x,¥, =
ali spazietti S x, 3}' , 3 z. Saranpo dunque
Pqdxdydz. dx, Qydxdvidz. Sy , Rydxdydz. sz
i momenti (2) delle forze; la somma de’
quali dovendo gell’ equilibrio essere zero,
sarda pel nostro sistema 1" equazione (4)

oc=S.gdadydz (PSa+"Q3y + £ 2z)

215. Ma qui le variazioni 5x, 3y, 3z non
sono gia indipendenti fra, loro. Poich¢ gli
elemegti della wmassa essendo contigui, non
pud I"uno moversi senza spostare 1 vicini,
né puod supporsi indifferentemente un moto
qualunque iu qualunque elemento . Adunque
(27) converra esprimere con acconce equa-
zioni le condizioni particolari del sistema
flnido, e queste combinare coll’ equazione
(4). Oppure (238) si dovranno considerare gli
ostacoli che trattengono ciascuno elemento
da! poter moversi indipendentemente dagli
altri, e sopponendo rimossi questi ostacoli
sostituirvi delle forze eguali e contrarie all’
azione dcll’ elemento contro i medesimi, ag-

ginngendo poscia all’ equazione (4) i mo-
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menti di queste forze. Saranno allora in
quella equazione tutte tre le variazioni ar-
bitrarie ed indipendenti, e si dovvid por-
re eguale a zero il coefliciente di cias-
cuna.

216. Noi ci terremo a questo secondo me-
todo ; e perché I ostacolo ehe impedisce alla
particella fluida di trascorrerve liberamente
e indipendentemente dalle altre non puo
consistere che nella pressione che essa so-
stiene per ogni verso dalle particelle con-
termini, ricercheremo come operi, € come
debba esprimersi questa pressione.

In un sistema cootinuo di elementi mate-
riali che agiscono comunque |’ uno sull” al-
tro, prendasi un punto ad arbitrio determi-
nato dalle ordinate x, y, z. Sia in quel
punto una superficie minima dk. L’ azione
del sistema contro di questa superficie non
pud non esercitarsi () perpendicolarmente
alla medesima , e pero0 si ridarra a due forze
pdk, p'dk che la premano normalmente
spingendola da ambe le parti con direziont
opposte . E poiché le particelle del sistema
non agiscono scambievolmente e non premo-
no se non colle forze che si elidono, e si
cqquilibrano insieme , converra che queste
due forze opposte siano anche eguali fra
loro: onde p' = p. Posta la gravitd =1 >
ciascheduna di queste due forze pud ra
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sentarsi col peso d’ un prisma di densita =1,
di base d &k, e d’altezza p. |

2t7. Il valore di p ¢ lo stesso qualunque
siasi |" inclinazione della Dhase ¢ & ai piani
delle x, ¥, z. Rappresenti 4.8 ( Tig. 18)
in profilo codesta base d k, ed 4 P rappre-
senti 1’ altezza p .S jntenda cendotto per 4
un piano con inclinazion qualunque alla
ADB, e sia questo rappresentato in profilo
dalla retta 4 L contenenie coll’ 4 B vun an-
golo qualunque L AL =1i. Sia 4G la se-
zione del piano 4 L col prisma eretto nor-
malmente sulla 4.8, e sara questa sezione

AD ) i
AC = - . Ora e manifesto che la forza p
C)5e & W

premendo normalmente su tutti i punti 1
area 4 B, preme obbliquamente su torti i
punti | area AG ; e se questa pressione ob-
bliqua si decompone in due PL, AL, |'una
normale, 1" alira parallela ad 4 G, sard la
prima £ L = AP cos. 1. Adunque la pres-
sion normale sull"area 4G sara PL.AG
che torna eguale ad 4 P. A4DB. Di modo
che se sul piano 4 L si prende dal punto
A una base = 4B , la pressione normale su
questa base sara tuttavia rappresentata dalla
stessa altezza AP o sia p.

213. Bensi variera il valore di p ne’ varj
punti del sistema, onue sard p funzione di
x, v, z. L cosi se dalla base 4.0 cui ap-
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partiene la pression p passeremo a conside-
rare un altra base C D vicinissima ad 405,
apparterrd a questa la pressione p4+dp,
riferendosi il diffcrenziale d p alla murazione
delle coordinate dal punto 4 al punto C.
E conie la base 4 B & premuta normalmente
da ambe le parti colla forza p. AL, cost
sard la C D premuta normalmeote d’ ambe
le parti con forza (p+dp). CD.

2i¢g. Ritorniamo ora all” elemento ZL (Vig.
17 ) della nostra massa fluida, e sia p la
pressione appartenente al punto Z; e poi-
ché p ¢ funzione di x, y , z facciasi d p =
Ldax+ Mdy+Ndz; onde L, M, N sie-
no le ditferenze parziali della p relative alla
mutazione delle x, delle y-, delle z. La
faccia Z M = dydz sard premuta da am-
bedue le parti normalmente con {orza pdydz,
L Ia faccia ecuale ed opposta P L lo sard
similmente cen forza (p+ Ldx)dydz=.

Allo stesso modo la faccia Z IV sara pre-
muta con forza pdxdz, e I’ opposta Q L
con forza (p +-Mdy)daxdz.

E la faccia superiore Z K sosterrva la pres-
sione pdxdy, ¢ I"opposta inferiorc R L
In pressione (p+ Ndz)dxdy.

220. Premesse queste cose venghiamo a
considerare gli* ostacoli (215) che frenano
1" elemento dal trascorrere liberamente sc-
condo le coordinate x, ¥, z. L’ elemento
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Z L agisce contro quello che gli ¢ conter-
mine nella faccia Z M colla forza pdydz
diretta contro le x; e contro quello che gli
¢ contermiine nella faccia P L colla forza
(p+ Ldx)ydydz. Ora s’ intendano rimossi
¢li elementi contigui, € sostituite ad essi
delle forze eguali e contrarie alle azioni
dell’ elemento contro i medesimi. E 1’ ele.
mento Z L si trovera spinto contro le x con
forza = Ldadydz. .

Operando similmente per le altre due di-
rezioni, si trovera |’ elemento Z L spinto
dalla reazione degli ostacoli contro le ¥ con
forza = Mdxdydz, e contro le z con
forza = Ndxdydz.

221. Poiché queste forze hanno direzione

contraria alle coordinate, dovremo farle ne-
cative . Agciunta poi all’ equazione dell” art.
214. la somma de’ loro momenti, diventera
1" equazione (4) divisa per dxdyd z

c;—_S.g(Pq—L) 3x+4+-(Qq—M )5y +(Rq—N) Szz

e posti eguali a zero i coeflicienti delle sin-
gole variazioni, ne dara queste tre

dp\ _ fdp _ . dp _
(%) =70+ (&) =20+ (75) ==

222. Moltiplicandole rispettivamente per
dx, dv, dz , e sommandole, si avri

dp=¢ (Pdx+Qdy + Rd2z)
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223, Affine di eliminare p, si differenzierd
la prima equazione per 3 e la seconda per
x; poi la prima per z e la terza per x; fi-
nalmente la seconda per z, la terza per y;
e il paragone delle dilferenze eguali dard
(queste tre equazioni

d.Pqy __yd.Qqy (d.Pgy __(d.Rqg
()= () =)
(") =(7")

E queste sono le condizioni dell’ equilibrio
della massa fluida. Si vede che queste con-
dizioni si riducono al dover essere la for-
mola Pgdx Q(]dj + Rqdz una difle-
renziale esatta .

224. Alla superficie libera del fluido dev’
esscre p = o. Quindi I’ equazione della su-
perficie di livello (1. 13)

Pdx+Qdy + Rdz—

E perd se la massa fluida & d” ogni parte
libera e aperta, dovra I intera sua super-
ficie accomodarsi a questa equazione. Che
se da qualche banda s’ appoggia ad una pa-
rete resistente , basterd che la resistenza del-
la parete sia in ciaschedun punto eguale o
maggiore della forza p.

~ 225. Prima di lasciare questa Teoria dell’e-
quilibrio de’ fluidi, sard bene avvertire per
qual mode essa contenga ed esprima il pro-
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pio e particolar carattere che distingue i fiui-
di da’ solidi; il qual carattere consiste uelt’
essere le particelle de” fludi fra loro scon-
nesse, quelle de’ solidi legate daila tena-
cita .

Sin tauto che si considerano le sole for-
ze attive che sollecitano gli elementi della
iassa , tutto quello che si ¢ detto sinora
erualmente conviene ad ogni massa con-
tinna , fuida o solida che sia. i la pres-
sione in quanto proviene dalle, forze attive
che si elidono, si esprime e si misara allo
stesso modo ne’ solidi, e ne” fluidi. E cosi
neeli uni come vegli aluri clla si ditfonde
ed opera cgualmente per ogui verso.

Se non che une’ solidi interviene la te-
nacita , lorza passiva, che non induce ne
moto n¢ pressionc alcuns, ma solamente
resiste ad ogni moto tendeute alla disgrega-
zione delle parti, € vi resiste con forza piu
o men grande secondo la grandezza della
forza che tende a produrre la separazio-
ne. Di qui avviene che ne’ fluidi I’ ostacolo
al libero movimento di ciascuna particella
procede unicamente dalla pressione contra-
ria ; ne’ solidi procede di pit dalla tenaci-
ta. L’ equilibrio de’ primi richiede che ogni
particella colla propria forza si equilibri col-
Ja pressione delle molecole ambienti. L7 e-
quilibrio de’ solidi si mantiene anche senza
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questa condizione: poiche sebbenc anche in
questi la pressione operi per ogni verso, e
la particella che trovasi stretta da forze di-
sexuali tenda a moversi cedendo alla pres-
sion prevalente, tuttavia questo wmoto pon
ha luogo, nnpedito dalla tenaciid , che ope-
rando anch’ essa per ogni verso, contrasta
alia sopraderta tendenza.

Ora la Teoria sin ni esposta, contando
fra gli ostacoli che traittengono ogui elemens
to del sistema la sola pressione proveniente
dalle forze attive, e non valutando la tena-
cita , esprime appunto ¢ coutiene la proprie=
ta caratteristica Jde’ sistemi flaidi.

220. A compimento di questa Sezione ac-
cennerd la dimostrazioue diretta del Teore-
ma fondamentale dell” equilibrio de” fluidi
coi corpi immersi: Teoremua che indiretta~
mente fu dimostrato altrove (1L.52) con
un brevissimo raziocinio . Sia AQB (Tig. 19)
la sezione del solido jmmmerso. Intendiamo
la capacitd del solido divisa in colonne oriz-
zontali sottilissime , e sia g I'vna di que-
ste , terminata dalle dae parti pelle basi
inclinate Bb, Qq, e discosta dal livello
per I’altezza L B =z . Rappresentano B H,
b4 le projezioni dell’areola Bb sopra due
piani ortogonali, 1’ uno orizzontale condotto
per B, I’altro verticale condotto per b. Ora

la pressione z .8 b che il fluido esercita nor-
10
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malimente contro la base B b si risolva in
dae , I’ una orizzontale secondo B, 1’al-
tra verticale secondo D 4. Riuscirda la pri-
ma —z.bH, la seconda —=z. B H. E
dall’ altra parte la pressione z Qg si risol-
ve similmente nelle due, z.q K orizzonta-
le, z.Q K verticale. Poiché¢ b H=q K, ¢&
palese che le pressioni orizzontali ecercitate
sui termini opposti di ciascuna colonna si
elidono scambievolmente, siccome quelle che
sono eguali e contrarie.

Sia di nuovo la capacita del solido divisa
in tante colonne verticali, come la 4b ter-
minata nelle basi da , B, essendo la base
inferiore sotto il livello per 'altezza LB =z,
e la snperiore per aliezza L A =1z'. La
pression normale z'. 4da della base di sopra
si risolve nelle due, z'.a I orizzontale, z'. 41
verticale all” ingiti . Onde essendo 4/=L H,
¢ palese che la risvltante delle pressioni
verticali esercitate ne’ due termini della co-
lonna 4q ¢ la loro ditferenza (z —2z') B H;
eruale al peso della colonna fluida di cui
tien luogo la 4gq.

Di qui si vede, come le pressioni orizzon-
tali si distruggono fra loro, e le verticali for-
mano una risultante eguale ed opposta al
peso della massa floida spostata dal corpo.

Collo stesso progresso si dimostra anche il
Teorema seguente (1l. 53).



147
SEZIONE QUARTA

De’ .Principj dell’ Idrodinamica .

iy

CAP L

Teoria gencrale del moto de’ fluidi.

297, Sz nella particella fluida elementa-
tarc Z L (Fig. 17) olire le forze proprie
Pgdxdydy, Qqdxdvdz , Rgdxdydz terrem
conroaa’r']che delle forze (222) — Ldaxdydz ,
— Mdxdydz , — Ndxdydz provenienti dalla
reazione degli ostacoli, formeremo immedia-
tamente (34) pel moto dell’ intera massa
1’ equazione (B, la quale dividendo il tutto
per gdxdydz, e per dt, ci rinscird

L du M dv
M— . — T g — . ’)_a——- S e— .
o=3 (P > dt)Sx-t-S (k dt) 3

E saranno le variazioni J x, 3y, 3% affatto
arbitrarie; onde eguagliati a zero i loro coef-

ficienti, avremo le tre equazioni
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P (@):P_‘f_i”
q Idx dt

x /dp de -
(©) ?(J}) -z

_l_(dp)__R_dw

il

qg \rd = dt

228. D’ ordinario non si considerano se non
che quei moti, ne’ quali la massa rimane
continua, mantenendosi sempre a contatto
le particelle. Questa condizione dela con-
tinuitd ne somministra un’ equazione di piu .
Il modo pilt appropriato di esprimerla ¢ il
seguecnte. Pongasi che nell’ istante d ¢ 1’ ele-
mente Z L sia trapassato in z/. Procuriamo
di esprimere analiticamente la variazione che
ha subito in questo passagzio il volume
dxdydz, e la densita ¢. Sc la massa si
mantiene continua, ¢ forza che la mutazio-
ne del volume sia reciproca della mutazione
di densita; cosi che il prodotto del nuovo
volume per la nuova densita rimanga tutta-
via eguale a gd xd v d z. Questa egnaglian-
za ne dara I’ eqnazione della continuitd.

229, Cominciamo dal rintracciare la mn-
taziane del volume. Poiche le velocitd u ,
u, w nel punto Z sono funzioni deile quat-
tro variabili ¢, x, 5, z, esprimo i loro
differenziali cosi



QUARTA . 149

du=Hdt+ Adx+ Bdy+Cdz
dv=HdtaAdx+B'dy +Cdz
dw = H”dr'-f—A”d:t;-i—b'”dy+C”dz
Il punto Z colle velocita ©u, v, w trascor=-
re nell’ istante d ¢ gli spaziewti ude¢, vde,
wdt secondo le tre coordinate. Il puuto P,
il quale non differisce da Z che per la x,
avra le velocita u - Adx, v4-A'dx , w+-4"dx
€ pero scorrerd contemporaneamente gli spa-
zietti (u+Adzx)dt, (ca-A'dx)dr, (w+A"dx)dt.
Cosiccht saranno le coordinate del panto z
XA4+Uudt ;s y4vdt ; z4+=wdt
e quelle del puuto p
X+udtt-dx (v +=A4dt);y+vdt 4+ A'dxde;
z24+wdt+ A"dxdt
Pertanto se riferird la posizione del punto
p al punto z mediante le tre rette ortogo-
nali z f, fg, gp parallele alle coordinate,
sari
zf =dx(1 + Adt); fg=A'dxdt; gp=A"dxdt
Di qui si potrd calcolare zp che é =
V (2 [ 4+ fg* +gp’); e trascurando gl in-
finitesimi di terzo ordine, riuscird zp =
dx (1 4+ Adt). E la deviazione fzp di que-
sto lato z p dalla linea delle x ¢ infinitesi-

: B of ]

ma; poich¢ ha per coseno ——, che negletti
2P

¢l” infinitesimi di terz’ ordine rimane =1.

Nella stessa maniera si potranno indagare le

traslazioni degli altri tre lati QK , RNV, ML
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eguali e paralleli a Z P, e si troverd che
vengon tutti eguali a dx (1 4+~ 4d¢t) e devia-
no turti pochissimo dalla direzione delle x.
Passando poscia al lato Z2Q =d y che si
trasporta in zq, seguitando la stessa trac-
cia di prima, si trovera zq=dy(1+B'd1).
E si trovera lo stesso valore pei lati P K,
RM, NL trapassati in pk, rm, nl. E
tutti questi divergono inhinitamente poco
dalla direzione delle y. |
Similmente il lato Z R, e suoi paralleli
PN, QM , KL passando in zr, pn, qm,
k! rimangono tutti = zr=dz (1 + C"'d1)
e declinano con angolo infinitesimo dalle z.
Cosi nell’ istante d ¢t il pavallepipedo ret-
tangolo Z L si trasforma nel parallelepipedo
obbliquangolo z !/, gli angoli del ¢uale po-
chissimo differiscono da 9c°. La sua base ¢
=—zp.zq.sin.pzqg, e | altezza differisce
infinitamente poco da zr.cos.tzr. E poi-
ché 1'angolo pz g ¢ infinitamente poco di-
verso dal retto, e angolo tzr ¢ infinita-
mente picciolo, sard sin.pzg==cos. fzr=1-
Onde il volume del parallepipedo z/, ne-
eletti gl” infinitesimi d’ ordine superiore, ¢
ugnale al prodotto zp.zq.zr; o sia al
prodotto
dxdydz(xa4+-Adt) (1 = B'dt)(1 4 C"d¢)
che trascurando pure gl infinitesimi si rida-
ce ad essere
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dadydz(t - Adt a4 B dt+ C"di)

23c. E cio riguarda la murazion del volu-
me . Cerchiamo ora la mutazione della den-
sitd . Poiché la densita & funzione delle qguat-
tro variabili ¢, 2, y, z e poiché passando il
punto Z in z crescono queste variabili cogl’
incrementi dt, udct, vdt, wdt , ne sie- |
osue che essendo ¢ la densita dell’ elemento
posto in Z , la densita dello stesso elemento
passato in z sara

l ]
¢ + (;fj) dt +- (;Z) udt -4 (Z;{) vdt -r-(i(i)wdc

231. Moltiplichiamo ora il nuovo volume
(220) per la nonova densita (230), ed egua-
oliamone (22t) il prodotto a gdxdydz. E
dividendo il tutto per dadydz ; e per dt,
troveremo ridursi ’equazione a questa forma

dq d.qu d.aqo d.qw .
o (@)~ () () (&)=

E questa & 1" equazione della continuita,
che nezli Elementi d’ Idraulica (1l. 83) indi-

cammo semphcementc col simbolo kg=~¢’,
poich® allora non ci occorse di farne altro

uso .
232. Se il fluido & incompressibile, la den-

sitd & la stessa in z/ come in Z L. Quindi
pe’ fluidi incompressibili, o liguidi, 1" equa-
zione (H) sciogliesi in queste due
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dg\ {49 d g\ dq\
(_[) 3—; =t JI u +(a—;-y R a-—z W=
d d v dw
(K) (T:[- -t ,::—3; s d z) el § |

233. Queste equazioni comprendono la Teo-
ria generale, e quando potessero compiuta-
mente integrarsi, compiutamente determine-
rebbero il moto.

Nei liquidi cmogenei la densitd € nota e
costante; rimangono a determinare u, ¢, w, p
funzioni incoegnite di ¢, x, y , z; ed abbia-
mo appurto per determinarle le tre equazio-
ni (&) e ) equazione K) .

Nei liquidi etercgenei v’ ¢ di piu 1" inco-
gnita ¢; ma v’ ¢ anche di piu 1" equazione
(/).

Finalmente ne’ fluidi elastici, essendovi
cinque funzioni incognite, non abbiamo che
le e equazionr (G) e | equazione (H). Ma
se fia nota la lrcve secondo eni la densita
dipende o dalla coia pressione, o dalla pres-
sioue ed insieme dal sito che occupa la par-
ticella fuida, onde sia ¢ funzione nota di
D> X,y 2, Veqgnazione che esprime co-
desta legoe supplita al difetto, e compira la
determinazione del moto.

Or tutta la difficolta & riposta nell’ inte~
erare le equazioni fondamentali, e nel de-
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terminar le funzioni arbitrarie che 1'integra-
zione introduca. Ma questa difficolta & gran-
dissima, € se stiamo nella somma generali-
ta, puo dirsi insuperabile. Converra dunque
ristringersi a qualche ipotesi o caso partico-
lare, in cui le proposte equazioni prendano
una forma pit trattabile. Questa ricerca sa-
ra |’ oggetto de’ seguenti Capitoli.

CAP IL

Moto de’ fluidi nello spazig.

234. oL ci ristringeremo ad esaminare
il moto de’ liquidi omogenei, onde non avre-
mo a considerare se non che le tre equazio-
ni (G) e 1’ equazione (K). Cominciando dal-
le prime, faccio la densitdi ¢ = 1, e pongo
in loogo de’ differenziali du, dv , dw le
loro espressioni (229). Ed avvertendo essere
dx dy oz ,
Tl g =Y g =W le tre equazio-

ni (G) diventeranno

(d p

((Zp) Q H Ay —B ¢v—=Cw
dy

(dp) H!!__Af!u__ B”V—C”w

PeH —4u~DBy —~Cw

""*I

-
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rimanendo I’ equazione (K)
A B 4-C" =0

Da queste quatrro equazioni a differenze par-
zialt dovremo ccercare la determinazione del-
le quattro funzioni incognite u, ¢, w, p.

235. Ma won ¢ sperabile di poterle risol-
vere senza invocare qualche ipotesi acconcia
ad agevolarne il calcolo. Torna opportuno
a questo efferto il supporre che i due trino-
w] Pdx -+ Qdy + Rdz, udx 4+ vdy 4+ wdz sia-
no funzioni differenziali esatte delle variabi-
li x, v, z. Ricevute per vere quecste due
ipotesi vedremo come pioceda la risoluzione
delle equazioni. Cercheremo appresso in qua-
1i casi possano queste supposizioni ammet-

tersi con sicurezza.

236. Proposizione I. Ammesse le supposi-
zioni dell’ articolo precedeute, determinare
il moto del fluido.

Poiché udx +vdy+ wdz & differenzia-

. fdu (d o |
le esatto, sard { —)={[-—]} o sia B =4';
(Cf"}‘ dx !
e similmente C = 4", C' = B". Con que-
sto le tre equazioni (G) divengono

(EQ))-_:P—II—ALL—A'P—A”W

dx

p Q—H'—-bu—=D0D9v—Db"w
dy

AP R H'—Cu—Cv—C'w
d z

|
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restando tuttavia I’ equazione fK)
A4+ B 4+ C'" =
Ora per risolvere queste equazioni, pon-
gasi udx +vdy +wdz=d=Ek, esseudok
una funzione indeterminata delle variabili
t, x,y, z. Sara

y dk . od k _ f_{_{c
(@) =(5) “=(@)

E I’ equazione (K) diverrd tosto

ddk ddk ddk
(7?)*(3‘5‘:‘) (u:) ?

Venendo poscia alle equazioni (C) ne mol-
tiplico la prima per dx, la seconda per
dy, la terza per d z, e ne faccio la som-
ma . Nella qual somma se io considero so-
lamente per variabili v, ¥, z, et per co-
stante , potro fare

dp dp J o e
(m.)dx-l-(dy)d_yﬂ—(d )d;..__clp

Adx +DBdy +Cdz=du

Adx+b'dy+Cdz=dv

A'dx +-B'"dy +C'dz=dw
E di piu sara

1 de - fd
de-q-H’dy-a-H”dz—(t u)d'r-i-( ‘)dy—i-( w)d,::
dt dt e

ddk ddk dd A
== { dz=
(dt(lx)dx+(d£(1_f) )( 'y+( td_,) =d. (d t)
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Finalmente portd Pdx+ Qdy+ Rdz=dV.
Con tatte queste sostituzioni, la somma del-
le tre equazioni (G) diventa

Ak

(L) dp=dV —d. d—;)-—-udu—-vd&-—wdw

Ta qual equazione inteorata, considerando
tuttavia ¢ siccome costante, ne da

[dk [

i V--.--—— —_— (U 4= 0" W)
\d t 3
237. Coroll. I. La risoluzione proposta si

riduce in sostanza al trovare vna funrione
k, la quale compiutamente soddisiaccia all’
equazionc a dillerenze parziali

ddk ddk ddk _
(d.’t:‘)_'_(dy‘)q_(d :‘)“0

Potra questa funzione contencre in qualsi-
voglia modo la variabile ¢. Trovato il valo-
re di £, restano determinati i valori del-
le quattro incognite «, v, w, p. Poiché

d k b — f_fi __{dk |
u.__(d-i‘), _((1]' » W d—;), 4 a p

si avra mediante |’ equazione ultima dell” ar-

ticolo precedente.

238. Coroll. Il. Quest’ ultima equazione
poiché si ¢ ricavata supponende t costante
esigercbbe 1" agginonta d’una funzione arbi-
traria di £; ma tien luogo di quest’aggiunta

dh

il termine — (c_i_c) che appunto per quello
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che si ¢ detto pocanzi apparisce essere {un-
zione arbitraria del tempo .

239. Scolio. Indicata la risoluzione del
Problema nel caso che i due trinom)] Pdx +
Qdy«+Rdz , udx +vd x+ wd z siano in-
tegrabili , rimane ora ad investigare qnando
sia che una tal condizione abbia luozo . Quan-
to al primo trinomio , le forze attive operan-
ti nella natura sono sempre tali, che ecsso
risulta integrabile, siccome altrove (24) fu
avvertito; cosicche¢ in que’ movimenti de’
fluidi ne’ quali si prescinda dalle resistenze,
puo la prima condizione riceversi con si-
curezza . D’ ordinario si considera il fluido
incitato dalla sola gravita g; allora chiaman-
do I, m, n gli angoli che fa la verticale
cogli assi delle x, ¥y, z viene

V—=gxcos.l+gycos.m+gzcosn.

Quanto al trinomio udx +vdy 4+~ wd z,
la seguente Proposizione ¢’ indicherda molti
casi, ne’ quali esso ¢ sicuramente differen~
ziale esatto.

240. Proposizione Il. Se a qualche istan-
te del moto il trinomio vdx+vdy+wdz
sara differenziale csatto, tale sari per tutto
il tempo del moto.

Supponghiamo clie avendo ¢ un determina-
to valore, si trovi udy +vdy+wdz dif-
terenziale esatto.Sussisterd per qnel tal valo-
re di ¢ I'equazicne (L) ; dalla quale abbiamo
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(g—{:) dx+(g—%) dy+(%) dz=

AV —dp—-udu—vdo—wdw
dove poiché il secondo membro & difteren-
ziale esatto, anche il primo dovrd esserlo.

Ora cangiandosi ¢t in t+dt , cangiasi
udx+¢ody +wdx in |

ud X4-0dy 4w d z= "j’f dxdt— -(-]-"‘-) dydt-+ (gﬁ-} dzde
ot dtf] - dt

Qui il primo trinomio ¢ differenziale esatto
per ipotesi, ed il secondo lo & per le cose
pocanzi dette. Danque udx+vdy+~wdz
continua ad esser differenziale esatto anche
nel tempo t +dt, e cosi procedendo di
momento in momento, si vede che per tut-
to il tempo del moto seguira ad esser tale.
241. Coroll. I. Viceversa se a qualche is-
tante del motoc udx +~vedy 4+ wdz non é
differenziale esatto, non potrd mai divenirlo.
242. Coroll. II. Frattanto si vede che quan-
do al principio del moto sia quel trinomio
integrabile , possiamo assicurarci che lo sard
sempre . 11 che avverrd in moltissimi casi, €
de’ pitt frequenti. Ed in primo luogo quando
il fluido parte dalla quiete, Senza ricevere
veruna impressione iniziale; poiche allora
posto =0 sard u = ¢ — w — ¢, onde ec.
243. Coroll. II1. Tn secondo luogo-quando

il fluido essendo da prima in quiete, vie-
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ne incitato da uu impulso uniforme sulla
sua superficie , come sarebbe dalla spinta d’
un embolo. Poiché questa spinta produrra una
velocita ezuale in ciascuna particella; onde
posto £ == 0, saranno le velocita u, ¢ , W
costanti, onde ec.

244. Coroll. IV, In terzo luogo quand’ an-
clie I'impulso sulla superficie del fluido non
fosse uniforme, ma variasse comunque da
un punto all’ altro, rimariebbe tuttavia la
formola udx + vdy = wdz differenziale esat-
ta. Poiché siano u, ¢, w le velocita inizia-
li che quest’impulso produce in una parti-
cella qualunque della massa fluida. Si sup-
ponga che questa particella venga contem-
poraneamente investita dalle forze —u ,—v,
— w le quali distruggano in essa quelle ve-
locita iniziali. E¢li & palese che |’ intera mas-
sa con queste forze —u, —¢, —w ap-
plicate a ciascuna particella dovra sostener-
si in equilibrio contro la spinta csercitata
alla superficie. Dunque (223) il trinomio
—udx—vdy—wdz dovra essere difle-
renziale esatto, onde ec.

2£5. Coroll. V. In quarto lunogo quando le
velocitd u , ¢, w sOnoO € si mantenzon sem-
pre picciolissime, siccome accade nei minimi
ondeggiamenti della snperficie. Poiche allora
nelle tre equazioni (G) dell’art. 234 potre-
mo trascurare i termini 4u , B u ec. sicco-
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me infinitesimi di second’ ordine. Moltipli-
candole poi rispettivamente per dx , dy , dz
¢ sommandole, avremog

du de dw
(a)da,a- ((—2-2)([_’} +(Zﬂ-)dz_dV“dp

Dovra dunque il primo membro essere dif-
ferenziale esatto; e quindi

ddu _ ddv . ddu . ddw .
dtd_}')_(l'?cz;: ’ (dcd; —Ndcdaf)’
ddey _(ddw

(C?E‘(;z) ......_( ¢l )

e quindi ancora

du _ {1Iv\ [fdu) __ dw\ fdv\ __ fdw
(f?j'f)_'(dr "Vdz) T Vdx}) ) V) — i )

onde ec.
246. Scolio. Questa enumerazione com-

prende presse a poco tutti que’ casi che
sogliono occorrere nella comune Idrometria,
e ci assicura del potere assumere ne’ seguen-
ti Problemi ' integrabilitd della formola
udx+vdy+wdz. Non & pero che man-
chino dei casi ne’ quali quella formola non
¢ intecrabile , e tuttavia il moto €& possibi-
le. Uno de” pitd semplici & il caso d’ vna
mole fluida che con giro equabile si rivolga
attorno un asse. Sia questo |’asse delle z,
e sia n la velorita angolace; sara u =ny,
vz=—nx, w=o0; ed udx-+vdy +wdz=
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n(ydx—xdy) formola non integrabile.
Tntravolta questa posizione soddista all’ e-
quazione (K), e le tre equazioni (G) dell’
art. 234. oltiplicate al solito per d.x, dy,
dz danno per sounna un ejuazione integra-
bile, di cui I"integrale €
!
p=F—=—n"(2"+3")

)
==

C AP IIL

« JMoto d¢’ fluids 1n un piano.

247 UALCHE mMazeiot Piolrésso Ci viu-
scira di fare in questa determinazione anali-
tica del moto de’ finidi, se questo moto si
faccia secondo due sole dimensioni, cosi che
tutto il sistema possa intendersi ridotto ad
un solo piano, € a due sole coordinate x, %.
E non & gid questo caso di pura specolazio-
ne ; poiché 1" acqua fluente per gli acquidot.
ti, o per gli alvei d’uniforme laichezza si
muove appunto solamente per due versi,
non potendo mnissuna particella sviarsi dal
piano che per essa condotto taglia per lo
lungo il canale.

248. Proposizione . Determinare il moto
del fluido in un piano.

La soluzione di questo Problema ¢ conte-
1L
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nuta nel Problema pid generale (236) gia
risoluto . L’ equazione (XK) si riduce a questa

ddky (ddky _
(77) (@)=

che ha per integrale completo

k=@ (xy)/— D)+ d(x—y 1 = 1)
denotando @, ¥ duc funzioni arbitrarie, che
posson anche inchiudere in qualsivoglia mo-
do la variabile £. Determinata cosi la fun-
zione k , si avranno (237) i valori delle tre
incognite u , v, p. Sard
u= Fx+y) —1)+flx—~y}) —8§)
v=)/—1. (F(x-a-y - 1) —f(x-—y|/--l))
dove le funzioni F, f sono i coeflicienti de’
differenziali delle funzioni ¢, ¢, e perd in-
dicano essi pure funzioni arbitrarie. E final-
mente riuscird

dk

P V—-(a-)-zF(x—t-yV—l).f(x--_»)rl/.._[)

A

dove sara Vz/‘(P dx+ Qdy).

249. Coroll. I. Se il fluido & grave, e si
prendono le x verticali e rivolte al basso,
sard ¥ =— g x. Che se torni comodo di pren-
dere per asse delle x una retta pur volta al
basso, ma inclinata alla verticale coll’ an-
golo I, sard ¥ = gx cos. I — gy sin. .

25¢. Coroll. II. Ponendo per u, ed v i

. dx dv S iR
loro valori s dvg , € poscia eliminando dt,
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avremo 1'equazion generale delle curve de-
scritie da un punto qualunque del fluido.
Questa sara

iz_V_ . _f'(xq-yV—-r)——f(x—yV—-Q
F(x+ /= i)+ =) —1)

dx™
che facilmente riducesi a quest’ altra forma
dx—dy)/—1 S(xm=y 1) — Fay)/ —)=0
dx-+dy)/ —1

951. Scolio I. Tatta la difficoltd adzsso €
ridotta al determinare le due funzioni arbi-
trarie F, f. Daremo un sapgio del metodo
che pud tenersi, allor ¢uando il fluido ¢
ristretto d’ ammbe le parti fra pareti di nota
ficura, come sarebbe per entro un vaso 0
un tubo. Siano ¥ = a , ¥ = £ le equazioni
date delle due pareti; e siano M, N i va-

dx—dyy — 1
daxadyly/ =1
allorch® in luozo di y vi si ponga successi-
vamente a« , € @3- Avremo le due equazioni
Hfx—moa)y —1)—Fx+uc)/—1)=0
Nf—py — 1) —=F(@+p)/ = 1) =0
nelle quali M, N, ¢, 6 saianno funziawi
note della x.

232. Scolio II. Ora per cavare da cueste
equazioni la forma della funzione I, si puo
procedere a questo modo . Nella prima equa-
zione in luogo di x si ponga una funzione
di x tale che x—a]/ — 1 si converta in

lori che prende la frazione
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v — B/ = 1. E supponendo che mediante
questa_permutazione M si cangi in M’ ed
x4+ &/ —1 sicangi in X4+a ) —1, la
prima equazione diventera

M f(x=2) —1)— Flxaa')y —1)=0
Sostituendo nella seconda equazione il va-
lore di f(x =5}/ ~1) tratto da quest’ ulti-
ma, avro 1’ equazione

NFEFxa")y —1)— M Flxgp/—1)=0
la quale comprende la sola funzione F'. Pon-
gasi adesso

X+PB) —1=85; Xaa/|/—T=854+04S

onde sia A s = (o' — B}/ — 1; ed avid

NF(s+38s)y— M F.s =0

equazione a dilferenze fmite, nella quale 1
coeflicienti IV , M’ sono funzioni note di x,
e per conseguenza anche di s. S inteuri
questa equazione, avvertendo essere & 5 —
(o' — B) ) — 15 ¢ 'integrale ¢i manifestera
1a ricercata funzione I'.s.

L’ altra funzione f si determina con un
progresso affatto simile , cangiando nella
prima equazione (251) la «x in modo che
x4 al/ — 1 diventi =mx 4B/ —1; e sap-
ponendo chie per tal cambiamento M si con-
verta in M", ed x—a )/ —1 in x—a'/—1,
la prima equazione diventera

M"f(r=a") =—1)=F(x+pl/=1)=0

e combinata colla seconda dara
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Nfix—BY — D= M" f(x=—a")/ e=1)=0
Ponzasi x— g/ —1=>5; x=—a )=l =540
ed avro |” equazione
Nf.s-—M”f(S-PA sy == o0

da integrarsi posto 8 s = (B —“cr,'") | =—T.

253. Scolio II1. Tatto questo progresso di-
viene assai pitt semplice, quando il vaso sia
simmetrico attorno 17 asse delle x, o pitt
ceneralmente quando le particelle scorrenti
per 1 asse delle x mai non deflettano dal
medesimo , di modo che posto y=c, vengd
o —o. Poiché allora sard F.x=f.x ed
wna sola funzione ci resterd a determinare .

In questo caso sia 3 =* 1" equazione data
della parete; ed avremo
MF(x—al — y—F(x+a)/ —I)=0
dove s¢ immediatamente porro
X =) —1=5; XA/ —1=8s+05
avro 1’ equazione

MF.s—F(s+0s)=0

da integrarsi posto As=2a )/ — 1.

254, Scolio IV. Sia per esempio la parete
rettilinea , e la sna equazione y = bx., A-

VIemo ]I[:_-I_b‘/_l, w==ba; € posto
t b —1
x—bx[/—tzs;m'+bx|/—-r:s+As
sV —1
sara Aszzl)x[/-l_—_ibs\/ ~ . Inte~
f—b v —1

orata con questo valore della differenza A
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}’ equazione

L ombyf =1

Larby =1

F.S-F(&q—As)::O

p |
ne di F.s — — essendo 4 una costante ,

O piu tbsto una fanzione arbitraria del tem-
A
Xty Ve-—1

po. Quindi F(xzxy/ —1) =

onde si trae

24 «x 24y 2 47

U= — - o e== 24 i P=Ce Vo —

x +J IJ*J.S x+y
CAP 1V

Moto lineare de’ fluidi .

255. COL ristringere la corrente fluida
ad un piano siamo pervenati a poter inte-
grare le equazioni del moto; se non che ri-
mane turtavia malacevole la determinazione
delle funzioni arbitrarie. Appianaremo que-
sta difiicolta con limitarei ad un caso ancor
piu particolare . ritenendo il supposto del
moto fatto in un piano, ed aceiungendo di
piu la covdizione che le ordinate ¥ riman-
gano sempre piccolssime . I per maggiore
agevolezza supporremo ancora che le parti-
celle scorrenti lungo 1" asse delle x non se
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pe allontanino mai. Chiameremo questo mao-
co lineare , siccome quello che segue la di-
rezione della linea delle x, non deviandone
se non che pochissimo.

256. Proposizione . Determinare il moto
lineare del fluido.

I valori gia trovati (248) di u ed v, per
essere (253) F.x = f.x, diventano

u=F@x+y) -+ F@—y)y =)

p=}/ =1 % F(xsy— Y —=Flx=yy/—1) }
Svolgo queste funzioni ip serie , mediante il

Teorema di Taylor; e scomparendo gl im-=

maginarj , Titrovo
] Y
J F”.xq———l———f”".x-—ec.

u—F.x —

2 234
,V3 ys
=y Flog e == P X = FV. x+-ec.
2.3 2.3.4.5

dove i simboli F'. x, F'".z ec. contrassegna=
no conforme alla notazione gid ricevuta i
coefficienti de” differenziali primo, secondo
ec. della funzione F.x. Ora perché le ordi-
nate # sono per 1’ ipotesi picciolissime, ab-
biansi per infinitesime, e cosi trascurando
ol infinitesimi di second’ ordine , resterd

. u=F.x ; v=—-y¥F'.x
dk T
)-—-;(u"-l-v‘).

ufl

Abbiamo poi (249) p.:V-—(

Ora ncl presente caso abbiamo (248)
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k=Q.x -—.._-:fd.r.F. x , ¢ neglette le quan-
tita di secondo ordine abbiamo pure
uw -+ v = (F.z) . Danque
d fd 2 F. x
dt

257. Coroll. I. L equazione delle cnrve
descritte da qualsivaelia punto del fluido
(25c) diventa qui dzF. x4ydaxF'.x=o0,
o sia integrando ¥ F'. v — Cost.

258. Coroll. II. Di qui possiamo agevol-

mente determinare la forma della funzione
F .z, la quale come altreve si ¢ detto, ol-

T s
p=V— ——_‘Z—(F.x')

tre la x, pud contenere in qualsivoglia mo-
do la variabile ¢. Sia I’ equazione della pa-
rete del vaso y==z; e dovrad essere zJ x= Cost.
Affine di determinar la costante, chiamo ¢
la veloritd in nna data sezion del vaso = /.
Sara u=—c, quando z= /. Quindi Cost. = fc,
onde F.x:‘—{—;. L ¢ noti che ¢ non ¢ gia

!

dJ

una co-tante, ma una {nnzione arbitraria del
tempo, che vesra ancova a Jdetermind®e .

250. Coroll. Ill. Determinata cosi la fun-
zione F.x, si avrd (256)

__fc . '___fcdz-;

u

: '

1 ~
z 2 d x

p=Ca V ff‘l: dx [:c¢

L o i s
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L’ arbitraria € che proviene dall’ integra-
zione di fd:rF.x, & ancor essa una fun-

zione del tempo, tuttora indeterminata.
260. Coroll. I¥V. Se la direttrice & verticas
le, sard V=g z; se inclinata alla verticale
coll’angolo @, sarda ¥V =gxcos.§—gysin. P
Ma potrebbe darsi caso che la direttrice
del moto fosse una curva. Niente victa di
prendere per asse delle z uesta linea, tuot-
toché curva, rigunardando ghi archi della me-
desina siccome ascisse . Se non che allora la
formola Pd x4 Q dy pili non carebbe dif-
ferenziale esatta, e cost verrebbe meno nna
(235) delle ipotesi fondamentali. Infatti quel-
la formola diviene gdxcos. & — gdysin. Qs
che essendo @ variabile e funzione della so-
la 2, non pud riuscive differenziale esatta .
St pm‘) Timovere (uesto inconvenicnte col
considerare in ogni elemento fluido siccome
attiva auella sola parte detla gravith che i
escrcita sccondo la linea direttrice, trascu-
rando siccome forza morta 1" altra parte che
si esercita normalmente alla direttrice. E
cosi potremo fare generalmente V =

gfdx cos. ©. Al valore della pressione che

si otterrd dalla formola (259) converra poi
agginngere la pressione che proviene dal co-
nato della gravitd normale alla direttrice,
conforme altra volta s” avverti ( Il 94).

R -
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261. Coroll. V. Essendo la direttrice o li-
nea delle x comnunque inclinata o incurva-
ta, se vorremo in luogo della x introdurre
un ascissa verticale Z , sara dZ = dxcos. P .
Quindi le nostre formole (259) diventeranno

fecdzcos. @
L P -
’ 2t d 4

o sk

p:C-i-gZ-‘f(]C/Wdz --f‘(:’

dt ZCOS.@ 2z

C
u “j
by

Questi valori cenfrontano puntonalmente con
quelli che trovammo altrove (1. 93) indi-
candosi allora colle lettere gp, z, y quel-
lo che qui notiamo colle lettere p, Z, 2+

262. Scolio 1. Prendemmo allora per sup-
posto (11, 88.) che tutti i puntt d’ una se-
zione normale alla direttrice camininino con
pasri velocita a seconda della direttrice stes-
sa. Il che & quanto dire, che le dette se~
zioni si mantengano sempre piane € normali
alla direttrice , e se questa € rettilinea, si
conservino parallele a lor medesime . Ora
siamo per altia strada pervenuti agli stessi
risnltati, senz’ altro supposto fuorchée di tra-
scurare le altre due dime nsioni della corren-
te in paragone della lunghezza, consideran-
do I'una di queste siccome nulla, e I"altra
siccome picciolissima . Questo confronto fa
vedere che 1’ ipotesi del parallelismo degli
strati non ¢ vera a tutto rigore, ma puod ri-
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tenersi per un approssimazione, mentre si
riguardino le ampiezze del vaso siccome
quantitd picciolissime , o infinitesime di pri-
mo ordine, e si trascurino quelle di second’
ordine .

CAP V,

Problemi sul moto lincare de' fluidi.

203. COME si debbano determinare le
funzioni C , ¢, e come. in secuito si debba
ordinare il calcolo all’ effetto di scoprire la
velocitd dell’ efflusso, ¢ la pressione sopra
ciascun punto delle pareti, fu dicharato ab-
bastanza (1. 95) negli Elementi. Or ne’
seguenti Problemi ne mostreremo qualche
applicazione .

264. Proposizione I. Determinare la velo-
citd dell’ eflusso da un vaso prismatico ine-
sausto , essendo la direttrice una retta ver-
ticale .

Serve pei vasi inesausti (IL. 96) 1’ equa-
zione (£). Conserveremo le stesse denomi-
nazioni d’ allora, e poiché il vaso ¢ prisma-

tico e verticale, sard y=m, cos. P =1,

M- N= mk; supporremo 4 = B, ¢ fa-
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remo per brevita 1’altezza costante dell’ ac-

3
qua nel vaso A -/l =M, ed fl = 1

L’ equazione (F) divicne
o [ H il ¢

dt = D
2oem He—mnc

S” integri in modo che t = ¢ dia c=c¢, €

my/ 2en
facendo per mazgior compendio 7!6—}-]—- b,
si otterra
2o H4cy/ n
e l/ V'n onde

--b |/'nH—ct/u.,
2o H (ebt—[

C == v

|/n, Cbt+[

E 1" altezza dovuta alla velocita dello shocco

H bt i\
s = — [ -——
c

-+ |

205. Coroll. 1. Quest’ altezza non pud ol-

trepassare il limite —> ed anzi rioorosa-
L L

mente non vi arriva giammai. Bensi per
poco che in si®grande in paragone di f, il
limite diventa prossimamente = H , e dopo
un tempo cortissimo la velocita dell’ eflusso
vi si accosta tanto che la differenza é im-
percettibile . Quindi € che in pratica gli ef-
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flussi da vasi inesausti per anguste luci sin
dal principio si ponno riguardare come pei-
manenti . )

266, Coroll. II. Per inmostrarne un eseir-
pio, sia m=1of, H=2g. Essendo f ab-
hastanza picciolo rispetto di m , molto piu
lo sard f* rispetto di m* , e potremo fare
n=—r1, onde b=10. Or calcolando il va-

L] - } -
lore di s, se mettiamo ¢t = —, Ci verrd

A

¢ = 0,973 H; ove si vede che dopo un mez-
20 minuto secondo , 1 altezza dovuta alla ve-
locita non differisce di tre centesimi dall’ al-
tezza dell’ acqua nel vaso. Posto t=1, vie-
ne s = ,99y H , e la dillcrenza ¢ quasi del
tutto svanita. Pitt rapido ancora sarcbbe il
progresso della velocitd verso il suo limite,
sc il vaso non fosse cosi alto.

o0, Coroll. IT1I. Merita singolare avver-
tenza il caso ove sia m = f, vale a dire il
vaso senza fondo; abbiamo allora n =0,

O
b—o0; onde §= —. Ma risalendo all’ ecua-
Q

zione differenziale, che diventa gdt =dc,
ne abbiamo immediztamente ¢ = gt . 1l che
mostra che la velocitd dell” efllasso va cre-
scendo equabilmente senza alcun limite . Né
potrebbe infatti accadere diversamente . Iin-
perocche in questo caso la superficie insieme
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con tutta la mole dell” acqua discende con
moto uniformemente accelerato. E poiché
I' acqua si rifonde per di sopra con velocita
eguale a quella con cui discende la superficie,
essa ancora subentra con velocita sempre
maggiore; e cosi cresce all’ infinito e la veloci-
ta dell’ ingresso, e la velocita dello shocco.

Il perch¢ non ¢ wmaraviglia se la formola
(Il 1c0) che esprime la velocita permanen-
te dell efllusso dia per questo caso s =003
ojacche realmente la velocita in questo caso
non ha altro limite che |”infinito.

208. Coroll. IV. Se 1'acqua per mantener
pieno il vaso si rifonde con velocitd diffe-
rente da quella con cui va discendendo la
superficie, e sia £ il rapporto della velocita
dell’ acqua aflluente a quella della svperfi-
cie, conviene (Il 141 ) in luogo di 4 por-

e A+ (k- I)g: . Fatta questa mutazio-
ne, si trovera che servono le stesse formo-
le (2064) purché in luogo di n vi si metta
n—-2(%k-—1) é— :
E cosi se I’acqua si affonda lateralinente,
onde sia £k = 0, in luogo di m si scrivera
o f
o — o
m
209. Scolio I. Daniello Bernulli tratta que-
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sto caso dell’ aflusso con diverso metodo, il
quale anche lo conduce a diverso risultato.

C

2gm‘

Egli nell’ equazione (£) al termine

clie rappresenta 1” altezza dovuta alla velo-
citd nella superficie del fluido , sostituisce

sz: c? :
. clhie rappresenta 1’ altezza dovuta alla
g m>

velocita dell’ acqua affluente. Gio torna al
medesimo che se in luogo di 4 si ponesse

2 Cﬁ
A+ (k*—1) _[...__..- . Per adattare a questa

2gm?
soluzione le nostre formole (264) converreb-
be in luogo di n porvi n — (A" —1) el

E nel caso dell’ aflusso laterale, in luogo
&

di n , convien porre 1 + = O sia I.
f

270. Scolio Il. Poiche i risultati non s ac-
cordano, & forza dire che 1’ uno dei due
metodi sia fallace. Nel primo (268) che {u
seguito dal Sig. d” Alembert, la pressione ad-
dizionale si misura dalla massa affluente mol-
tiplicata per la velocita estinta. Nel metodo
Bernulliano questa pressione viene a misu-
rarsi dalla differenza tra 1’ altezza dovuta al-
1a velocitd dell’ afflusso, € 1" altezza dovuta
alla velocita della superficie . Ma di quest’ ul-



1~6 SEZIONE

i

tima misora non so vedere sicaro fondamen-
to, mentre all”incontro la prima apparisce
fondata su quei princip) certissimi coi quali
si misura uaiversalmente 1'urto de’ corpi
cosi solidi, come fluidi (I. 3¢3. I 314).

Ne avremmo senza dubbio la conferma,
£6 POLEesSIo confrontare colle sperienze 1
risnltati dei due mietodi. Ma queste prove
son troppo malagevoli a farsi quando il foro
non ¢ molto angusto in paragone della su-
perficic; ¢ se il foro & angusto, 1 risultati
&’ entrambi i metodi st avvicinano tanto, che
1a differenza non sarebbe osservabile.

371, Proposizione I1/. Determinare la ve-
Jocitd dell’ eflusso da un vaso prismatico
verticale, che per I’ efilusso si vooti.

Serve pei vasi che si vootano (1L 97)
' equazione (F). Qui pure abbiamo 4= 217,
y = m , € costaule; Cos. P =cos. ' =1,

h—k

M- N= — Sara poi comodo invece

della I introlurre un ascissa verticale %
che dal centro del foro proceda all’ insu ,
ponendo k — = x; come anche in luogo
della velocitd ¢ introdurre 1'altezza s a let
dovuta , ponendo ¢ =2 gs. Con questo 1’
equazioue (') diviene
/* vds—(m*—fsdax=—=m"zdzx
o m* —f

Faccio per compendio =&, f_—-—:b:,

7




ed ho 1’ equazione

xds —-bsdx==—axdx
che si rende integrabile col moltiplicaria
per a~ h—1. e integrata cosl che x = H
dia s = 0, ne ddra
a H ( x xb

§= - - - —

T -~ \ H Hb

972. Coroll. 1. Se f* @& piccivlissimo ris-
petto di m*, riesce a=10, € graudissiimo
rispetto dell’ unita . Quindi la fiazione —%—
elevata all’ esponsnte altissimo b diveuta mi-
nima, € riesce § = Xx.

Se f*=m" talché il vaso sia senza fondo,
riesce a=1,b=o0, ed s = H—ux, come
& manifesto dover essere.

273. Coroll. I1. Se losse m’ —2/*, sareb-
he a—=2, b=1, onde s risuita zero diviso.
per zero . GConviene allora ritornare all'eqna-
zion differenziale, che diventa xds—sdx=
—oxdx; e divisa per x° cd intecrata, da-

H

A s =2xlog. —.
X

274. Coroll. II1. Per trovare il tempo in
cui Vacqua si abbassa per un determinato
spazio, e acquista una determinata velocita
convien ricorrere all’ equazione (1L 97 )

dxy/a
mdh=fcdt, osia_dt=—— ’

V24

, nel-

12
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la quale in lJuogo di s bisognera sostituire
il suo valore (27¢) in x; ma |'equazione che
ne risulta, non pud integrarsi se non che
per serie .

Se perd la luce & picciolissima, essendo
allora s = x, si trova dopo I integrazione

t”\/f—{')(l/ﬂ L x).

275, Coroll. IV. La velocitd dell’ efflusso &
nulla, quando x = H , e torna ad esser nul-
la, quando ax = o. Deve dunque esser mas-
sima in qualche intermedio valore di x, cul
cercheremo nella seguente

2-6. Proposizione III. Determinare la
massima velocitd dell” eflusso dallo stesso
vaso prismatico verticale.

Ove ¢ & massimo ., dovra esserlo anche s;
differenzierd dunque il valore di s(271) ed
eguagliato a zero i} differenziale, avro pel
sito e pel valore della velocita massima

1 b

x:Hbl"b - s:aHbl—'b
277- Coroll. I. Onde ridurre ad eqpressione
piu comoda questi valori, allorché il foro e
molto angusto in confronto dell” ampiezza del
vaso , noteremo che allora b & numero altis-
simo, e quasi egualc ad a. Ora essendo b
) 4

- : b .
pumero altissimo, se faccio & = I + 1, sa-
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ri i una frazion piccolissima ; infatti elevan-
do all’esponente b, avremmo b =1 +i,% do-
ve se I fosse zero o negativo, il secondo
membro riuscirebbe minore del primo; e se
i fosse positivo bensi, ma non picciolissimo,
riuscirebbe palesemente maggiore. Ora pre-
supposto che i sia un numero picciolissimo,
prendendo i logaritmi, avremo

_é. log. b =log. (1 4+ i) = i; onde finalmente

X
bb:lq-—;;-log.b

-

I
Similmente b b=i:1+ -l—t- log.b=1 ~ _;)_ log.b
giacche essendo -—:;- log. b frazion picciolissi-

ma, svanmiscono tutti gli altui termini che
proverrehbero dal continuare la divisione.
278. Coroll. II. Avremo dunque pei fori
picciolissimi
‘ H aH
x—=H = —1log.b ;3 §= —
p 0BT b
E cost nel punto in cui s’ acquista la mas-
P q
sima velocitd, la superficie dell’ acqua nel

vaso sard discesa per 1’ altezza - log. b,
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b . . an
ne sara uscita dal lume la quantita 3 fog. b

279. Coroll. I/I. Ter avere il tempo nel
quale la velocita divien massima, nell’ es—
pressione di ¢ (274) convenijente ai fori pic-
ciolissimi , sostituiremo il valore di x pur
ora ritrovato; ed estraendo la radice per
approssimazione, basteranno i due primi
termini della serie; onde verra

280. Coroll. IV. Questi valori ¢i mostra-
no, come essendo picciolo il lume, la ve-
locita dell’ efflusso sale rapidissimamente al
valor massimo, ii quale eguaglia a un di-
presso 1 altezza iniziale dell’ acqua entro il
vaso . Indi la velocita gradatamente declina
a misura che 1”acqua va discendendo. Quin-
di ¢ che nella pratica, neclette le variazio-
ni iniziali, puo sempre riguardarsi la velo-
citad dell” efflnsso come dovata all altezza
dell’ acqua soprastante .

Per mostrar coll’ eserpio la tennitd di
queste variazion) iniziali anche in un caso,
ov’ esse non sono poi cosi piccole, ripiglie-
remo |’ esempio preccdente (260) supponen-
do m=10f, H=2g. Qui potra farsi
b= a = 1co; onde sara log. ip.b=14,0.
L calcoianlo le formole precedenti, trove-
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remo che la velccitd dell” eflusso arriva al
sno massimo nel tempo 6,407, nel qual tem-
po la superficie si ¢ abbassata dell’ aliezza
0, 040 H .

241, Proposizione IV. In un vaso incsat-
sto, depo ridotto a permanenza 1" efflusso,
trovare quella sezione, ove la pressione é
massima . .

Egnaglio a zero il valore del dp (11.93)
e pongo in grazia dello stato permanente
dec=o0.Aved gy’ dz+ f*¢¢dy=o0.Ora
se in luogo della ¥ metterd il suo valore in
z dato dalla nota figcmua del vaso, avrdo da
uesta  equazione 1" ascissa z indicante il
Juogo della pression massima; essendo al-
tronde (1. 1co) ¢ quantita cognita.

Ma sara forse piu comodo invece della z
stabilire un ascissa verticale x che dal cen-
tro del foro proceda all’instt, ed invece
della velocitd ¢ introdurre 1’ altezza s a lei
dovuta. E con questo 1" equazione del Pro-
blema diventera

yidr=2f"sdy.
232. Coroll. I. Abbia il vaso la forma d'un

conoide parabolico, e le ordinate della pa’

n

rabola generatrice siano come le potestd —
‘ 2

delle ascisse. Le sezioni circolzri del vaso
sono come i quadrati de’ loro raggi, o sia
delle ordinute, £ per consegnenza sono co-



182 SezZ10NE

me le potestd nesime delle ascisse corris-

pondenti. Pertanto se dicasi / la distanza

del vertice della parabola dal fcro, sard
[l +2)

y= . Quindi ’equazion precedente
1

dard pel sito della pression massima

¢
x:(znz’"s)!”“_z

La distanza [ si trovera facilmente, quan-

do si conosca la ragione — dell” ampiezza
m

del foro a quella della superficie, e 1 al-
tezza H dell’ acqua sopra il foro; poiché sara

n
m:f;(l-'-H)n; onde [ = H\/f -
i n n
Vm-Vs

283. Coroll. II. Sia per esempio m ==20f};
I' altezza dell’ acqua H=1 metro; e la pa-
rabola generatrice del vaso sia la parabo-
la Apolloniana, onde n=1. Tioveremo
= 0,0520; T==0,1243; € la pression mas-
sima p =4 + 0,73873.

Se il vaso fosse conico, avremmo 1 == 2;
onde verrebbe / = 0,2880; x=0,199>; €
la pressione massima p = 4 + ¢,0757.

284. Coroll. 111, Questo sito della pressio-
ne massima ha cio di particolare, che in es-
so 1’acqua si accelera come se fosse affatto
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libera ed isolata. Il che manifestamente ap-~
pare dall’ essere ivi dp=o0, € pero (1. g1)
gdz=udu. Doude si vede che la sezione
cui compete la pression massima divide la
capacitd del vaso in due tronchi molto fra
loro diversi in ordine all” accelerazione dell’
acqua per essi corrente. Nel tronco supe-
riore I’acqua s accelera meno che non fa-
rebbe per la semplice eravitd ; nel tronco
inferiore assai piu. Nel primo la scambie=
vole azione fra gli strati acquei fa contrasto
alla gravitd, e tende a ritardare ciascuno
strato , e cosi ne modera 1 acceleramento.
Per. lo contrario nel tratto inferiove essa
cospira colla gravitd, e ne accresce |’ efletto.
E cosi la scala delle accelerazioni per le qua~
li I"acqua dal sommo del vaso si conduce
allo shocco & molto divema da quel che sa-
rebbe se 1" acqua cadesse liberamente ; cuan-
tunque se il foro & piccolo, la velocita fi~
nale sia in ambi i casi la stessa.

285.. Coroll. IV. Se la superficie del vaso
e la sezione del foro si trovassero aggravate
da pressioni diverse, la soluzion del Proble-
ma rimarrebbe tuttavia 'a medesima. Solo
conviene avvertire che si dia in ciascun ca-

so ad s quel valore (Il 99.100) che ad

€ssO €aso conviene.
E qu ben p()trebbe accadere che z dive-

nisse eguale ad H, o maggiore di H; op~
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pure che divenisse zero, o nezativo. Ne,
quali casi dovra conchindersi non esservi se_
zione alcuna nel vaso, ove la pressione di-
venti massima.,

2386. Coroll. V. Se il vaso fosse composto
di due tronchi di forma diiferente, converra
prima calcolare (1I. 10y ) la pressione che
ha luogo npella sezion di confine fra un tron-
co e I’altro; poscia colla scorta dell’ artico-
lo precedente si cerchera il sito della pres-
§lou massima separatamente in ognuno dei
due tronchi. E qui potrd essere che s’ in-
coutri la preesion massima in tutti dve i
tronchi, o in un solo de’ medesimi, o an-
che in nessuno dei due.

Per vederne un esempio, sia il vaso para-
holico alto metri 1,136¢; e con esso sia
continnato un tubo o imbuto cosico alto
m. 0,1624 . Le sezioni supreme del vasn, e
del tuho, e la sezione infima della luce sia-
ro nella ragione de’ nonmeri 20,2,1. Fatto
il calcolo, <i troverd non farsi luogo alla
pression massima se pon che nel vaso, in
sito distante dalla lTuce metri ¢, 2553.

Che se il vaso fosse lungo soltanto metri
c, 8121 ed il tubo m. ¢,43873. dve luoghi si
troverebbero per la pression massima; I’ uno
all’ altezza di m. ¢,5703, 1'altro all’ altezza
di m. ¢, 4088 scpra la Juce; ed il primo di
questi appartiene al vaso, il secondo al tubo.
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Colla stesea norma si troverd il luogo, o
luoghi della pression massima in un vaso
comungne composto di varj tronchi, o con-
tinnati fra loro, o aonrhe discontinui.

287. Coroll. V1. Questa ricerca succede con
egnale facilitd ancora ne’ vasi che per 1" t-
flusso si vuotavno, purche la luce sia minima
in paravone della superficie. E infatti il va-
lore di p (Il 11c) ditferenziato e posto e-
gnale a zero, conduce alla stessa equazione
(241) di prima. Se non che il vaiore di s va
cangiando, e con esso cangia la sede della
pressione massima . L siccome appena schiu-
so il foro, la velocitd dell’ efflusso asceade
prestissimo a quel valore che corrisponde all’
altezza dell’ acqua sovrastante , cosi anche
il sito della massima pressione dal foudo del
vaso sale rapidamente a quel laogo che viea
determinate  dall’ equazione (281) postovi
s — H. Foscia mentre la superficie si va
abbassando, e sminuendosi il valore di s,
anche il posto della massima pressione va
gradatamente scendendo, e riducendosi ver-
so il fondo.

. F!
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Delle Forze Centrali.

288. ].)ROPO.S‘IZIONE I. Determinpare il
moto d'un corpo attratto da un centro im-
mobile .

Sia R la forza traente verso il centro; e
sia 7 il raggio vettore condotto dal centro
al corpo. Prendo nel centro stesso 1 origine
delle coordinate ortogonali x, vy, z che de-
terminano il luogo del corpo. E risolvendo
in tre la forza R secondo le tre coordinate,

—~Rx —Ry —Rz
saranno queste tre forze ; ;
r r r

-*

Quindi 1’ equazioni determinatrici del moto
saranno (ii3) queste tre

ddx Rx ddy Ry ddz Rz
gt =0 g ST g0
ove sara 1’ = x° =4 " 4 27 .

289. Coroll. I. Si moltiplichi la prima e-

quazione per —, la scconda per 1 , la ter-

pe
Za per —; e sommandole avremo
r

xddx+yddy+zddz

— + R=0
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Si moltiplechi la prima per — v, la seron-
da per x; e di nucvo sommandole avremo
d{xdy—ydx) _
dre =°
Finalmente si moldplichi la prima per

—_— Xz —
- ~— . la seconda per

V(2 + ) LV )
la teiza per | /(w0 4-12); e sominandole, ed
invece di a® + 3%’ ponendo il suc equivalen-
te r’ —2', troveremo
rddz—z(xdda+yddy 4+-zddz) _

. di =
Cosi trasformate le tre equazioni dell” arti-
colo precedente, meplio ci scorgeranno alla
determinazione del moto. |

290, Coroll. Il. Sia ¢ 1 inclinazione del
raggio r al piano delle x ed y; g sia p Van-
golo che fa la projezione di r sul piano del-
le x, v colla linea delle . Mutiamo le
coordinate , ed ip luogo delle tre x, y, z
intreduciamo le altre 7, p, g che egual-
mente determinano il luogo del mobile, Sard
A==TrCOS. P COS. G y==r3sIN.p) COS.qJ; Z==rsin.g
Questi valori dovremo sostituire nelle equa-
zioni (289) e per agevolar questa sostituzio-
ne avvertiremo essere

la

dx' +dy +-dz=rdp* cos. ¢>41*dq" +dr*;
ed xdrxa4vdy+:z:dz=rdr; onde
addx+yddy+zddz=rddr—r'dp* cos. ¢*~r*dq’
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Cid posto, le tre equazioni (28¢) si trasfor-
jmano senza fatica in queste altre

ddr—rdp cos.q —rdq _p_

de
d.rdpcos. ¢
M —
d.rdg=+rdp’sin. qcos.gq
o = == 0

2gt. Coroli, ITI. Ma il calcolo si faciliterd
notabilmente se avvertiremo che lJa trajetto-
ria descritta dal mobile & totta distesa in
un piano. Ed infatti se immaginiamo un pia-
no condotto pel centro della forza R , e per

la direzione della velocitd da principio 1m-
pressa al mobile, egli & evidente che da

questo piano €sso non si allontanera mai.
Prendendo adunque su questo le x e le y,
sara ¢ = 0, € dq=o0; col che rimangono

solamente le due equazioni

ddr—rdp’ d.rdp
R:‘ y —T —
de* - © dt’ ©

Queste due equazioni ¢ integrano senza
difficolta . Gia la seconda da immediatamente

Adt ;oo :
— 2.7~ . Sostituito poi questo valore nel-

rl
la prima, € quindi moltiplicandola per dr,

S , dr 4
indi integrando, Verra - 4 =+ Rdr=2B.
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Quindi si ha
dr Adr

dt= e 'éd[J:'—'"— T
V(B—fRa==)  ry/(B—fRi—2

r

Quest’ nltima & |’ equazione della trajettoria;
la prima poi da a conoscere la situazione
del corpo ad ogni istante.

292. Coroll. IV. Le aree percorse intor-
no al centro della forza, sono proporzionali
ai tempi ne' quali si percorrono.

Questa proporzione fu dimostrata altrove
(1cc); ed anches discende spontaneamente

Adt

I
2 > H d — ; i bt 4 —
dall’ equazione dp= = onde S dp=

T ; . e
— Adec. Infatti 1’ area elementare, o sia il
2

triangolo formato dai'due raggi vettori infini-

tamente vicini che chiudon 'angolo dp, € ap-
I .

punto = -——r*dp. E dunque 1’area elementare

| 2

proporzionale all’elemento delaempo, onde ec.
293. Coroll. V. In ogni punto della tra-

; , . dp . :
jettoria 1a velocita angolare ~= € Neciprbeas

mente proporzionale al quadrato del raggio

vettore .
Ancor questo segue immediatamente dalla

Adt

r2.

stessa equazione d p =

*
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204. Coroll. VI. In ooni punto della tra-
1ettovia la velocita ascoluta del mobile &
reciprocamente proporzionale alla normate
condotta dal centro sulla tangente .

Dicasi ¢uesta vormale = 1. L area ele-
mentare avendo per bhase | archetto della
curva d s, e per altezza la normale n , pud

: : |
esprimersi ancora col prodotto — nds. Sara
2

dunque (292) nds=r*dp= Adr, onde l—i—fz 4 .

| dt n

295. Proposizione I1. S’upbosta la forza

attraente 1eciprocamente proporzionale al

quadrato della distanza dal centvo, deter-
minare la trajettoria.
o

Sia dunque R = = esscndo 7 costante

F L]
sard fﬂ dr =— —, e I’ equazione della tra-

Adr
F A

PV (B+——=)

4 Adr
I

fettoria dp=

w |

Pongo —z, ondo—— = —dz,

I

—d =z
1;:7;

\/ (B -i-;":i“'— 23)

e I’equazione diviene dp—
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=
\/(3'*':':)

essendo P una costante indeterminata. Quin-
di fnalmente

Ed integrando, p=-—P-+ Arc. cos.

Ir I
=~ -;-—\/(Bq---—m)xCos (p+ P).

296. Coroll. I. E sin qni abbiamo lc tre
costanti arbitrarie 4 , B, P introdotte me-
diante le tre integrazioni. A render pit

semplice |’ equazion della curva, mutiamo le
due prime costanti, ponendo

: A
%1 (B#-W)_C,%-Z(L(I—e’)

]

Ed avremo

a(it —e*)

r =

| — € Cos. (p =+ P)

207. Coroll. II. Quando diventa p == P,
si ha il valor massimo di r=a (1 +¢€);
cuesto ¢ il massimo allontanamento del cor-
po dal ceuntro della forza, o sia, per usare
il termine ricevuto nella Teoria Planetaria,
la distanza afelia. Per contrario quando di-
venta p = 180° — P, si ha il valor minimo
di r=a(1—e€); ed & guesto il maggiore
avvicinamento del mobile al centro della
forza, o vogliam dire, la distanza perielia .
Vedesi che i punti dell afelio e del periclio

H ___‘___,;,\.-swﬂ"
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cadono in una stessa linca retta condotta pel
centro. E la distanza media del corpo dal
centro, o sia la semisomma delle dae Ji-
stanze afelia e periclia, risulta == a; e la
loro semidifferenza — ae.

2g8. Coroll. I11. Riportiamo la nostra cur-
va a due coordinate rettangole 2, y . costi-
trendo Vorigine di aneste coordinate nel
centro della forza, e ) asse delle x sulla
retta che passa per 'afelio, e per il pevielio,
onde sia y = 0 quando p =— P, e di nuo-
ve, quando p = 18c¢c" — P . Sard dunque
r—=rcos.(p+P), y=rsin. (p+P), onde
b eqnazione (290) diventa
42 e (t—r )X —20e(l —e* )X —a” (1— ') =¢
ed apertamente dimostra ecsere la trajetto~
ria una Sezione conica. Sard questa o para-
hola , o cllisse o iperbola, secondo che il
coe{liciente 1 — e’ sara zero, positivo, o0
negativo. L si ridarrda ad un circolo, quan-
do sia e =¢6.

20g. Coroll. IV. Onde poi ravvisare gh
elementi dell’ orbita, trasportiamo I origine
delle coordinate npel vertice, ritraendo il
principio delle x al punto del perielio. Per
tal effetto in luogo della x si dovra mette-
7¢ * —a (1 —e), e si avra

Pl (l =)' —2a(1=¢')x=0

Onde facilmente si deriva essere il parame-
tro dell’ orbita =2a (1 =—¢*); il semiasse
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maggiore =a; il semiasse minore =—a/(1—¢’);
1’ eccentricitd , o sia la distanza del foco dal
centro della curva =.ae.

3. 0. Coroll. V. La distanza dal vertice al
foco pit vicino & =a (i —¢), ed al pid
lontano = a (1 +¢€). Per lo che essendo co-
stituito il principio delle ascisse nel perielio,
«i vede che il centro della forza siede nel
foco piu vicino al perielio.

301. Scolio. Ora il decidere qual delle
tre Sezioni Coniche sia per descrivere il mo-
bile , e di questa segnare la positora € V' an-
damento, dipende, come & manifesto, dalla
determinazione delle costanti a , e, P. E
questa determinazione dipende dal sito ini-
ziale del corpo, e dalla velocita e direzio-
ne. secondo cui fu da principio incammina-
to, siccome nella seguente Proposizione mo-
strerenlio .

302. Pioposizionc I1L Data la situazione»
la velocitd e la direzione iniziale del mobi-
le , determinarne e costruirne 'orhita.

Pongasi che da principio il mobile si tro-
vasse alla distapza f dal centro della forza,
e sulla linea delle x (2£8). 11 che senza dif-
ficoltd deve accordarsi; giacche la posizion
degli assi essendo arbitraria, ben possiamo
intendere 1" asse delle x costitnito in guisa
che passi pel leego iriziale del coipo, cosic-
ché quando t =0, el r=/f, sia p=0.

13



104 SEZIONE

Pongasi di piu che il mobile fosse projetto
con velocita ¢, e con tal direzione che fac-
cia col raggio vettore f 1"angolo 2.

Se con questi tre dati f, ¢, ¢ potremo
determinare le tre costanti 4, B, P, ov-
vero a, e, P, avremo sciolto il Yroblema.
Poiche gid il valore di ¢ determina (298) la
specie della sezione conica descritta; ag-
giungendovi il valore di a vengonoc a deter-
mwinarsi (209) gli assi e il parametro; ed
aggiungendovi per ultimo il valore di P, =i
determina (297) il punto del perielio o sia
il vertice dell’ orhita. Guidando infatti dal
centro della forza una retta che ficcia col
vaggio vettore iniziale f 1’angolo 180" —P, ¢
facendo la lunghezza di questa retta =a(1—c),
I’ estremitd di essa marchera il punto del
perielio .

Ora nell’ equazione (206) posto r=f deve
essere p = o. Quindi

a(v—e*)

1.0 = -

| — e cos. P

Risolvasi poi la velocitd iniziale ¢ in duoe,
1’una diretta secondo il raggio vettore, e
1’altra ad esso normale. Sard la prima ¢ cos. ,
la seconda csin.i. Dunque allorché ¢t =0 ed

dr rd
r=f dovra essere — = ¢ C0s. , P —csin. .

dt dt
Con questo le due equazioni integrali dell’
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\>
(VN ]

art- 291 daranno

1

F
A= cfsin. i 3 L = C* == —
. ! /
e quindi (29()

ac¢® f* sin.

2.° a(t=-—e')=

F
o e _ . __4C fsin. __‘:.f

Da queste tre equazioni avremo le tre co-
stanti @ , e, P espresse per le quantita no-
te f, c, 13 e cosi potremo costruire la tra-
jetroria . -

3¢:3. Coroll. I. E viceversa conoscendosi
1’ orbita descritta dal corpo, mediante le
medesime equazioni potremo conoscere oli
elementi f, ¢, i attepenti al sito ed alla
projezicue inizi.ile del corpo.

3u4. Coroll. Il. L orbita sard paraboli-

F
ca, quando sia ¢® = — . Sara un iperbola,

J

o _
— . Sard finalmente un ellisse, se

se C>f

F

c < 7 ; e cangerassi 1’ ellisse in un circo~
. . - 5 » F
lo, quando sia sin.1=1, e ¢ = Va

2

Ed & notabile come la specie della sezion
conica descritta dal mobile non dipende
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punto dalla direzione, ma soltanto dalla ve-
locita della projezione iniziale.
305. Proposizione I'V. Determimare ad ogni
istante il luogo del mobile nella- trajettoria.
A tal fine ¢ d’ uopo integrare 1" equazio~
ne (291)
dr
Fa

Vv (B+==%)

r

dt =

evvero, mutando le costanti, come all’art. 296

dr— I 2a rdr

V' E N\ (ae—(r—ay)
Faccio r—=a — ae cos. u; e I’ equazione s}
trasforma nella

3 2a’
gt —(du—edu cos. u) \/_._..__.
F
onde integrando
. 2qa°
L+ Q= (u-—csin. u)\/.___f

La costante Q dipende dal punto dell’or-
bita, donde vuwol cominciarsi a contare i
tempi. Se si conta dal perielio, dove r =
a— e, e per conseguenza cos. u = 1, ed
U=sin. u =0, potremo fare Q = o, €

i 2a’
L &= (u - SII}. u) \/ "-.'-I“,-
f

Per mezzo di questa equazione, ad ogni
dato valore di ¢ potremo conoscere per ap-
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prossimazione il valorc di u che vi corrisa
ponde, e quindi avremo quello di r, dal
quale dipepdono p, x ed y.

3¢6. Coroll. I. Girando due corpi attorno
lo stesso centro in virtti della stessa forza
attrattiva ., le aree descritte dall’uno e dall’
altro in tewpi eguali, sono come le radicl
de’ parametri delle loro orbite.

Questa proporzione derivasi facilissima=

\ I
mente dall’ essere 1" area elementare Y r‘dp

] : I
egnale ad — Adt, onde I'area stessa =— At
2 2

e perd le aree percorse in tempi eguali,

; : { 1 N

sono proporzionali ad — 4. Ma (290) — A=
2 2

L 2a F(1—¢*); e 2a (1 —¢*) esprime (209)
il parametro dell’ orbita. Dunque ec.

307. Coroll. II. E viceversa i tempi ne’
quali si percorrono aree eguali dall’ uno e
dall’ altro de’ corpi, sonn inversamente pro-
porzionali alle radici de’ parametri delle or-
bite loro.

- 308. Coroll. ITI. Dicesi Tempo periodico
quello che s’ impiega a percorrere 1 intera
orbita, o sia quello che corre dal passare

per il perielio al torparvi.
Sia T questo tempo. Partendosi il mobile

dal perielio se io conto £==0, avro u ==0,
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onde cos. u=1. Nel prossimo ritorno al
perielio, dee tornare (3c¢5) cos.u=1, e
quindi 4 =27, € sin.u =0, €

T.."':z?r\/i%i

che sard il tempo periodico.

3cy. Coroll. IV. Girando dne corpi intor-
po lo stesso centro in virth della stessa for-
za attraente , i quadrati de’ tempi periodici
sono come i cubi degli assi maggiori delle
loro orhite .

3to. Scolio I. Nella Teoria Planetaria ri-
euardasi la forza F siccome effetto d’ una
massa residente nel centro, e si suppone ad
essa massa proporzionale. Quindi 1" attrazio-
ne de’ centri si tiene essere in ragion com-
posta della diretta delle masse traenti, e
dell” inversa duplicata dclie distanze. L[ la
gravitd terrestre si considera come una di
queste forze attrattive, diretra al centro
della Terra, nel qual s’ intende raccolta U
intera massa del globo terracqueo. In tale
ipotesi pud richiamarsi a note misure il va-
lore di I, e farne paragone colla gravita.

Sia p la massa, e p il raggio della Terra,
Ja quale sulla sna superficie, e consegnen~
temente alla distanza p dal centro esercita
I attrazione g eguale alla gravitd. Sia m la
massa di altro corpo che alla distanza r eser-
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__F ;
cita la forza = Poiché per ipotesi sono le

forze attrattive nella ragion composta della
diretta delle masse, e reciproca duplicata
delle distanze, avremo la proporzione
a w m r m o pr
—: — 1 g —; onde F= —
o r r s
311. Scolio II. Rivolgendosi due mobili,
1"uno intorno una massa attraente, 1’ altro
intorno un altra, saranno le masse attra-
enti nella ragion composta diretta de’ cubi
degli assi delle orbite da’ rispettivi corpt
descritte, ed inversa de’ quadrati de’ loro
teinpi periodici .

- At
Abbiamo infatti (308) F = —f;—-:—--, onde
QO 2
or K a
3re) m = — . .
g

312. Proposizione V. Determinare il moto
d’un corpo attrarto da due centri immobili «

Siano R, S le forze tracnti rispettivamen-
te ai due centri, ed 7, s i raggi vettori
che dai due centri si conducono al luogo
ove trovasi il corpo. Prendo nel primo cen—
tro I’ origine delle coordinate; e siano a, b;c

le coordinate del secondo centro, x, vy, 2
quelle del corpo. Risolvendo le forze R, S

giusta le tre coordinate, nascono dalla pri~
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R. R
ma le forze — ——-—r, — Rﬁ___y ) - ——5; e dalla
r r r

x—a, _S.y-—b
5 s

seconda le forze — §. :

Z ==
A

-, . Onde avremo, come prima (233)

le tre eguazioni

ddx Rx S(x-—a)_

dee r - $ °
dd , -
_Y+RY+S(y b):o
dt' r s
ddz Rz §(z—0¢)
— 4 — 4+ ———— =20
de r s

E qui sara 7" ==2® 4+ 9" «+2"; ed
SS=r—=2(axa4by4cz)+a*+ b 4o

313. Coroll. 1. Se trasformiamo queste tre
equazioni, come sopra si fece (289) e facile
il vedere che proverwanuo le stesse trasfor~
mate d allora, coll’ ageiunta de” termini do-
vuti alla forza §. I quali termini da aggiun-
gersi alle tre equazioni (289) facilmente si
vede che saranno

_ N ax+by—+cz

Per la prima ;——(r-—. - )

S
Per la seconda -;—(a_;v —bx)

| S axz4+byvz—cx' —cy?
Per la terza : i o
d V (x" 437}
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314. Coroll. II. Ora mutiamo le coordina«
te come pritma (29c¢) ponendo
AT=rCOS. PCOS.; y=1Isin.pcos.q; 2= rsin. g
E per veder meglio quel che diventino le
equazioni (A1) coll” aggiunta dei termini poc-
anzi notati (313), osserviamo essere

dr\ __ * [\ Y . dzy =z
((i:) r (dr -7’ (227)"’ r
c_lin . _ dy ) dz —0
(dp S f//) =% ) (J}?})“

dr\_ —xz__ (1) —¥z
(dg)_'l/(x’_’_y (dq) b/(’t’ “+y') (dq)—l/(x -i-)’)

s Ax-++by4+cz
s — - :

(2 + j')

Onde si vede che all’ equazioni (4) dell” art.
2go. si dovranuo agginngere rispettivamente

1 termini § -(?—f- , S ‘f_f y S ii .
dr dp d g

315. Coroll. II1. Se il mobile fosse attrat-
to da tre centri, o da piu, serviranno an-
cora le stesse equazioni, coll’ aggiungervi
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pel terzo centro, e per ciascuno degli altri
de’ termini analoghi a quelli che vi si sono
ageiunti pel secondo. L cosi se vi fosse un
terzo centro atrraente colla forza V', chia-
mando « il 1aggio vettore che da questo ter-
20 centro si conduce al mobile, dovranno
accrescersi all’ equazioni (4) in grazia di

du du
» - - V o i ’
questo centro i termini (d r) 5 V(dp)

duy . .
V [ — ) rispettivamente .
174 ¢

310. Coroll. IV. Ritornando al caso di due
soli centri, avvertird che le equazioni rie-
scon piu semplici, quando si prenda per
asse delle z , la retta che congiunge i
doe centri. Sara allora a =0 =03 e quindi

d s : ;
(a—[;)zo. E bastera alla prima delle equa-

zioni (M) accrescere il termine — (r—csin.q),
A}

S

ed alla terza il termine — — crcos.q.
S

317. Coroll. V. Otterremo ancor maggiore
facilitd , allorquando la trajettoria descritta
dal mobile giaccia tutta nello stesso piano.
Il che avverrd se la direzione della proje-
zione iniziale sia in quello stesso piano in
cui sono i due centri. Allora potremo fare
q==0, dq=0; 6 le equazioni si riducono
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a queste due
ddr—rdp’ Sr d.rdp _

i AT e e T Q) — 0
drt S ’ At

Delle quali la seconda ¢ 1" istessa che si tro-
vo all’art. 291, e s’ integra allo stesso mo-
do. Ma non si pud proceder piu innan-
zi , senza ricorrere a metodi d’ épprossima—-
zione .

3:18. Proposizione V1. Determinare il moto
di due corpi che scambievolmente si attrag-
o0Nno .

Si attraggano i corpi con forza R, e sia-
no M ed m le loro masse. Preso per origi-
ne un punto fisso qualunque, siano X, Y, Z
le coordinate della massa M, o del suo
centro di cravitd; ed Xax, Y=+y, Z4z
quelle della massa m. Sia finalmente r la
distanza delle due masse {ra loro; onde
et Ay St

Poichd eiascun elemento della massa m
esercita sul corpo M | attrazione R, sara
m R la forza onde questo corpo ¢ sollecita-
to; la qual forza risolvendosi in tre giusta
le direzioni delle coordinate, da le tre for-

mRx mRy mRz r
7€ : =, ——. Quindi avremo

r r r

{118) pel moto del cerpo A queste tre e-
quazioni



204 SEZIONE

ddX mRux ddY mﬁ’y
P AT r =il 0
(P)
der m Rz

e - 0
dt r

Similmente la forza acceleratrice che sol-
lecita il corpo m , sard = M R; e questa
dara secondo le tre coordinate le tre forze

—MRx —MRy —MR:

1 )
r r r

pel moto del corpo m le tre equazioni
d(l(X-+—1¢) MRx o dd( Y ay) MRy
e -~

. Onde avremo

— 0

dt r dt* r
(©)
dil(Z4+z2Y MRz
— —
dt r

Con queste sei equazioni si determina il mo-

to de’ due corpi.

319. Coroll. I. Dalle equazioni (Q) si sot~
traggano |’ equazioni (P) ciascuna da ciascus
na, € si avrd

ddx Rx ddy

. +(M+m)-—r—- =0y = (17I+m)-—- =0
ddz R
(7) -—C—Z--t-—--4—(M--+--m)—?:-f"—:olw

Queste equazioni determinano il moto rela-
tivo del corpo m rispetto di M ; poithé non
contengon altre variabili, se non che x, v, z
che sono appunto le coordinate di m riferi-

te al punto M.
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Ora le suddette equazioni sono della stes-
sa forma di quelle (288) che determinano il
movimento d’ un corpo attratto da un centro
stabile . Dunque il corpo m cesi per appun-
to si muove attoruo il corpo M , come se
questo fosse immobile, e lo attraesse con
forza espressa da (M 4+~ m) R, o sia propor-
zionale alla somma delle due niasse. Girera
pertﬁmo attorpo il medesimo, descrivendo
una sezion conica; ed abbiamo veduto come
questa possa determinarsi e costruirsi, €
come ad ogni istante di tempo possa cono-
scersi il valore delle coordinate x, y, z che
fissano la posizione del corpo m relativa-
mente ad M .

32¢. Coroll. 1I. Le equazioni (7) molti-
plicate per m , si sommino colle equazioni
(P) moltiplicate per M 4+ m , ciascuna con
ciascuna , € verra

ddX mddxr_ ddY mddy
(M-m) TR 7o =0 ; (M+-m) T =°
ddZ mddz

(M-i-m)-a‘g;* —_—0

de
onde integrando
(M+m)X+mx—=a+bt
(Ma+=m)Y -my=—=a' +b't
(Ma-m)Za+-mz=a"+b"t
essendo a , b ec. costanti arbitrarie. |
Conoscendosi pertanto ad ogni istante di
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tempo (319) i valori di x, ¥, 2, eonosce-
remo quelli di X, ¥, Z; e quindi ancora
quelli di X -2, Y4y, £Z42z. E cosi ol-
tre il moto relativo del corpo m attorno di
MM , verremo a conoscere i movimenti asso-
futi &’ entrambi i corpi nello spazio.

32t. Coroll. II1. Se la massa m ¢ piccio-
lissima in confronto della M, le tre equa~
zioni preccedenti si riducono a queste
MX—=aqa+bt; MY —=a'4b't; MZ —a"+b"t
Onde si vede che la grande massa M o sta-
ra ferma, o non avra se non quel movi-
mento uniforme e rettilineo che puod nascere
dall’ impulso iniziale che per avventura le
fosse impresso. Pertanto la picciola massa non
potrd colla sua attrazione comunicare alcon
moto osservabile alla massa M , attorno alla
quale come a centro stabile, seguira rivol-
gendosi .

322. Coroll. IV. Se la forza attraente &
reciprocamente proporzionale al quadrate

F
della distanza, faremo R = — ed anche
. T - ,
potremo farlo = - prendendo per unitd

la costante F. Il che non apportera veruno
imbarazzo , quando occorra richiamare a mi-
sure assolute il risultato de’ calcoli, es-
sendosi gid mostrato (310) qual sia il.valore
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assoluto della F nell  ipotesi Neutoniana, e
potendosi colla medesima traccia rinvenirlo’
in ogni altra ipotesi.

323. Proposizione VII. Determinare il moto
di tre corpi che scambievolmente si attraggo-
no con forza proporzionale alla massa traente,
e reciprocamente al quadrato della distanza.

Siano le masse de’ tre corpi M, m , m';
ed X, Y, Z le coordinate del primo, X+,
Y41y, Z 4z quelle del secondo, X+ 2',
Y4y, Z 42z quelle del terzo. I sia r la
distanza fra’ corpi M, ed m; s la distanza
fra M ed m'; u la distanza fra m ed m'.
E cosi sard r=x'45"4-2"; s*= x4y 2"";
U = (X —x) =y =) (2 —2)

Consideriamo da prima le forze che solle-

citano il corpo M. Questo sari tratto verso

m m'
nt con forza — € verso m’ con forza g
Le quali forze agenti nella direzione de’ ris-
pettivi raggi r, s si dovranno ridurre al mo-
do solito, risolvendo ciascuna in tre secon-~
do le tre coordinate. E cosi avremo pel
moto del corpo M le equazioni

dd X mx m'x'

—— i = 0
d t? r s’
ddY my m'y'
(a) . d z - _3ﬂ = 3 == 0
l r S

ddZ mz m'?zZ

—————— —— __.o

dt’ r3 S




?
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Riguardiamo in secondo Inogo il corpo m
‘tratto dagli aliri due M ed m’' colle forze

& n . L riducendo queste forze alle di-

p———
3

u
yezioni delle coordinate, avremo pel corpo m

dd (X442 Mx m (2 —2x)

T de T T W o
dd(Y +y) My m (¥ —39)

b . o T ——
O ——+— ?

dd(Z +z) ]ifz m' (zf = z)
s — : = O
dt i w?

Finalmente il corpo m’ sollecitato dalle

M om . -
attrazioni — » o7 Ve somministra collo stes-

so metodo le tre equazioni

dd(Xa2a") M m (3" == x)

de - 8 + 0w’ =0
dd(Yy) My miy —v)
- - — - - O

(C) d 3 52 u’

dd(Z+2z) Mz m(z—z) .
dt s u’
Queste nove equazioni rappresentano il

moto de’ tre corpi.
3a4. Coroll. 1. Dalle tre equazioni (") si

sottraggano le equazioni (¢) una per una; e
ne usciranno quesic
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_(-i?;-k(ﬂ[-'_m)_ ;-;-l-m’ -3 ] )

N

|

8

&

[ ¥}

& QUINTA »° 209
- ddx x v 3 x
e (M A=) — - — 2
de’ A ,) r = (53 W u’) _0 s
ddy y qY "oy \
/) T +(_M+m)_;3 ~+m ( 5= u—;—u—})_o

E similmegte combinanae le equazi-nt (c)
colle (1) ne avremo |

ddx’ . ' &t e x N Y
— = (M4m ) = e — — A 5 -0
dt 53 : u )

ddy' , e
(g) %*(.ﬂ[+ﬂl’)};+ni(l_l+g_):o

ddz' 2’ z z H
--c-{—z-;- +(Zl/f+m’}:_,,+m(-——5 —_— 7 -4—-——3) — ()

Queste sei equazioni cosi ridoite alle sole
variabili ©, 7, 2z, x', 3", % le (quali di-
segnano le coordinate de’ corpi m ed o/
riferite al punto M, determinano il moto
velativo de’ suddetti due corpl attorno il
corpo M , considerato come immobile . Ma
il risolvere queste equazioui & hen altra ope-
ra da quel che fosse il risolvere Je analoghe
equazioni (7) che appartengono al caso di
due soli corpi. Nell applicazicne che sc ne
fa al Sistema Planetario intervengono parti-
colari circostanze , che danno luogo a scio-

gliere il Problema per approssimazione.
14
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325. Coroll. III. Che se potessimo dalla
risoluzione delle equazioni (f) (.) ottenere
a ciascun istantc di tempo i valori dclle
x,y,z, x,7 ,2z e cosi conoscere il mo-
to relativo de’ due corpi in , m' attorno di
M, conosceremmo poi facilmente anche il
moto assoluto di tutti i tre i corpi nello
spazio, procedendo come (32¢) nel Problema
precedente . i

Poiche si moltiplichino le equazioni (a; per
M mm', le equazioni (f) per m , le
equazioni (g) per m'; e cosi moltiplicate,
51 sommino ciascuna con ciascuna; € ne Verra

ddX mddx m'ddx' _

M ’ P ...
(M- - 00) dt? + de’ - de® °
ddY mddy m'ddy’
M .. ' — =0
(M 4 m') P TR e e C
ddZ  mddz m'ddz’
(M +=m 4=m') - -+ -+ —— T @
de de? dt’

ed integrando

Ma+ma+-m)Xaemr4+m'a'=a + bt

(Maema+-mh) Ysemy+m'y —a' + bt

(M+~ma+mh)Zaemzaem'z' =a"+b"t
onde avremo per ciascuno istante il loogo
de’ tre corpi.

320. Proposizione VIII. Determinare il
moto d’ un sistema di corpi quanti si vo-
gliono, traentisi 1’ un 1’ altro in ragion delle
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masse’,” ed inversa de’ quadiati delle die~
tanze .

Sebbene il progresso indicato nel prece-~
dente Problema per tre corpi possa agevol-
mente estendersi a quanti corpi si vogliono ,
pure non sara inotile rimetter sott’ occhio
nella forma pit semplice le equazioni dif=
ferenziali del Problema per qualunque nu-
mero di masse attraentisi.

Siano dunque m , m', m'" ec. queste mas-
se, ed x, v, z: a', y', z' ec. le loro coor-
dinate. E sia r la distanza fra le masse m
ed m'; s la distanza fra m ed m"; u la di-
stanza fra m’ ed m'" ec. Onde sara

e (3 =) (' =y (2 —z)
P = (2 =X (Y =) e (2= 2)

ut o (@ =)+ (=) (=)

Consideriamo da prima Ja massa m tirata
dalle altre masse m', m' ec. colle forze

m, 17)»H = A . »
T, =— ec. Ciascheduna di gueste forze si

s
sisolva in tre, giusta le tre coordinate.

ml
L’ attrazione — produrrd secondo le x una

mm'
; m' gl m' {dr I r
orza — ; — e =)=\, I
r“ r ra dx n {.l:l/

I

Similmente la seconda attrazione - Pro-
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min'
\ i S .
durrd secondo le x una forza — { ———— |
| 7 d x
e cosi le altre. Quindi se porrd
mm' mm'" m' m'"
Q= -+ ~+ ~+ €cC.

r S u

vedesi che il complesso delle attrazioni de’
corpi m', m" ec. esercita sulla inassa m una

m Vd x} ~

7
forza :—!- (2-9) ciusta la direzione delle x.

Allo stesso modo le forze traenti la massa

; : 1 fdQ)
m giusta le ¥ e le z si troveranno — [},
m \dy

_12_ (Z———g) Qqindi avremo pel moto dcl cor-

po m queste tre equazioni

mddx  fdQ md:f) AdQ\ middz d QY
de’ (d ;r) T de (d) ) Code? (d z)

Pel corpo m' si troveranno nella stessa gui-
sa le ecuazioni

m'ddx’ _¢dQ\ m'ddy' _(dQ\ n'ddz’__(dQ
T dt “(d:t' ’T”(dy’)’ dt® “(r/::,')

e cosi per tutti gli altri.

327. Coroll. I. Esaminando il valore di Q
funzione delle distanze r, s, u ec. ed i va-
lori di r, s, u ec. funzioni delle coordinate
x, ¥y, z, x' ec. si verificherd facilmente
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csscre

dQ\ A0\ 1 QY " s .
(- (9-E-mem

[ | i
S.(C—Q):o. E cosi pure S. (]Q) =0, ¢

dx rT_;

S.(g—oz)::o.

Fd ancora si trovera

5 d dQ 10 dQ
| ) dQ\ _ 4 dQ |
sco)=so(r)

283. Coroll. II. Posto cio, ritorniamo alle
equazioni dilferenziali del Problema (320) e
facciamo la sotnma di tutte quelle che con-
tengono i differenziali delle x, x', 2" ec.

e cosi pure di quelle in y, y', y" ec. ¢
di cuelle in z, 2’ , 2" ec. £d avremo
I

mddx mddy mddz
S. —=0;S.———=0; 8. —(— =
e YT T g =0

onde integrando
S.mx::Aq—Bt; S.nz.yﬂA"-n-B't
S.mz=—4d4" + B"t.
Ora se chiamerd X, Y, Z le coordinate
del centro di gravitd del sistema, avro

S.mx; Y:S:my; Z=S.mz

S.m S.m S.m

& =
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3ard dunque

X—a+bt; Y=a'+bt; Z=a"+0U't
Onde appare che il centro di gravita del
sistema si moverd equabilmente in linea ret-
ta, nd avranno parte alcuna nel suo moto
le attrazioni scambievoli del sistema.

329. Coroll. 1{I. Le equazioni diflerenziali
(326) in x, x' ec. si moltiplichino per y, 3’ ec.
rispettivamente ; e le equazioni ditferenziali
in y, y' ec. si moltiplichino per —x, —a
ec. Cosi moltipiicate si sommino; e la som-

ma dara S.m jyddx-—-'xddj‘ = 0. Ed inte-
dt
grando
S.mydx—xdy:c.
dt

E similmente combinando le equazioni in x
con quelle in z, e le equazioni in ¥ con
quelle in z , troveremo

zdx—xdz::c,; S.mZdy_ydz:C”

S.m
dt dt

330. Coroll. IV. Finalmente moltiplichia~
mo le equazioni differenziali (320) in x, x'
ec. per dx, dx’ ec. e quelle in y, y' ec.
per dy, dy ec. e quelle in z, 2z’ ec. per
dz, dz ec. E sommandole avremo

. dxddx+dyddzadzddz _

ds e

S.
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onde integrando
dx* 4= dy* +dz
dr

331. Scolio. Le sette equazioni integrali
raccolte nei tre articoli precedenti sono
quelle sole che sino ad ora st € potuto ri-
cavare dalle equazioni differenziali (320). E
manifesto che le prime tre (328) contengono
ed esprimono il principio della conservazio-
ne del moto del centro di gravitd; le se-
guenti (329) il principio della conservazione
delle aree; e I’ ultima (330) quello della
conservazione delle forze vive. Quando il
sistema & composto di due corpi soltanto,
si arriva, come abbiam gid veduto, a de~
termipar compiutamente il moto d’ entram-
bi. Ma tosto che i corpi sono tre, O piu ,
non si pud andare piu innanzi senza il soc-
corso delle approssimazioni .

S.m = Cost. +=2Q
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De} Pendolo Idrometrico Com posto.

. — =g —

- 332. NEGLI Elementi d’ Idraulicg (1L
43y ) abbiamo promesso d’ aggiungere alcune
avvertenze riguardanti I’ mso del Pendolo
lirometrico, e di spiegare distesamente il
calcolo da farsi onde rilevare per via di
questo strumento la scala delle velocita e
la portata in una proposta perpendicolare .
A tal fne ¢ d’ wopo rimeitersi sott’ occlio
1 equazione (£) che rappresenta (II. 425.
426) U equilibrio dell’ asta sommersa nella
corrente pel tratto a — m, diviso in eguali
intervalli 2n , percossi dall’ acqua con ve-
locita dovuta alle altezze s, s', s ec. e
declinante dal perpendicolo coll’ avgolo @ .
333. Faremo per brevita

rr(zabg—a*+m*) sin.Q 1
2,2 Ccos. @ T ‘
e I'equazione (Z) moltiplicata per 2n pren-
dera questa forma (Z27)
M=2n(m=-n)s4-2n(m=-3n)s'4+2n(m4-51)s" ec.
334. Sono tre le forze che sollecitano il
pendolo . L’ upna & il peso dell’ asta, I"altra

¢ la spinta verticale dell’ acqua contro la
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‘porzione dell’ asta sommersa , la terza ¢ 'ar-
to della corrente contro cuesta siessa por-
gion sommersa. Richiedesi per I' equilibrio
che la somma d¢’ momenti di queste <€
forze risulti eguzle a zero, prendendo cia-
scan momento col segno che pli appartiene.
Ed appunto & facile il rieonoscere, come il
primo membro dell’ equazione (L) inchinde
momenti delle due prime forze , 'ed il secondo
membro rappresenta il inomento dell” ultima.

Questo secondo meuhro & composto di tan-
ti termini quanti sono gl intervalli dell” as-
ta che si suppongono investiti dalla correa-
te con diverse velociti. E perche il mo-
mento della percossa dell” acqua varia da
an intervallo all’ altro secondo tre elemen-
ti, che sono la lunghezza de! trattn percos-
so, la distanza del centro del}” impulso dal
centro del moto, e 1" aliezza dovata alla ve-
locitd della corrente, percid appunto ogei
termine del secondo membro & il prodotto
di tre fattori, che rappresentano, come €
manifesto, questi tre diversi elementi.

Osservate queste cose sulla composizione
dell’ eqnazione (E') rimarrd facilissimo I” ap-
plicarla al caso che ¢l intervalli dell’ asta
percossi dalla corrente con diverse velocita
non fossero egnali in lunghezza .

335. Cio premesso, €cco la via da tenersi
per cercare col pendolo le velocitd d’ una
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proposta perpendicolare . Collocato il centre
di sospensione in modo che verticalmente
sovrasti ad essa perpendicolare, vadasi di
mano in mano abbassando in guisa che da
prima si tufli sott’ acqua " ultima divisione
dell’ asta, indi la seguente, poi la terza, e
cosi successivamente ad ogni ripresa un nuo-
vo intervallo si nasconda sotto il pelo della
corrente. Si noti ad ogni volta il corrispon-~
‘dente angolo @ . Dalla serie di questi angoli
conosceremo il progresso delle velocitd me-
diante il calcolo seguente.

336. Stano le situazioni dell’ asta ne’ con-
sccutivi abbassamenti (Fig. 2¢) 4G, AG,
A G ec. cosi che da prima si trovi sott’ ac~
qua il tratto estremo G/, poscia il tratto
doppio Gk, indi il triplo Gi, e cosi di
mano in mano. Gli angoli di declinazione
A, 4, 4 ec. dal pit alto venendo al pin
basso si distingnano colle lettere @ , &', Q"
ec. ¢ le lunghezze dell’ asta sporgenti fuor
d acqua 4h, Ak, Ai ec. colle lettere m,
m', m'" ec. Pei termini G , G, G si con-
ducano le orizzontali GM, GN, GO le
quali nelle porzioni sommerse dell’ asta se~
chino gl’intervalli R G; k3, gG; iy, 53,
3G . Ognuno di questi intervalli s’ intenda
diviso per mezzo ne’ punti Q , B, § ec.
Mentre poi I’ asta nel suo discendere viene
‘successivamente investita dalle colonne d’ac-
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qua sempre pitt basse BM, M N, N O ec.
le velocita di queste colonve siano rispetti-
vamente dovute alle altezze s, s', 8" ec.
337. L’ equilibrio dell’ asta nelle successi- .
ve posizioni 4G, 4G, 4G cc. ne sOMUNi-
nistrera altrettante equazioni analoghe all’e-
quazione (£') dell’art. 333. Si denoti colle
lettere M', M" ec. quel che diventa la
formola M ponende in luogo di @ e di m
le lettere @', Q" ec. m', m' ec. E manife-
sto (334) che le equazion sopradette saranno
M =hC.AQ.s |
M —hkg . AR. s+ £G. 4S5
M'= iy AT. 54 y3.4V.s' +35G. 4X. "

- - - - » - - 3 . . - » . - . -

Resta solo che troviamo le espressioni ana-
litiche delle linee L G , 4Q , k3 ec.

338. Ora abbiamo DM —=2ncos.Q, B =
4n cos.Q', BO=06n cos.";onde MN=4n cos.®’
—2n cos.Q, NO=6n cos.@”-—qn cos.d’. Quindi

hG —=2n

ke on cos. P . 5 — 4n cos. ' — 2n cos. P
cos. P’ cos. @'

. 2n cos. P 4n cos. @' —2n cos. P
= cos. P P73 = cos. Q"'

6n cos. &' — 4n cos. @'

cos. O

§ G =
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E finalmente

AQ=mu-n
4
n cos.0 2ncos.d +ncos.
AR=m' +~———; AS=m' + - ¢
cos.Q cos.d
!
1 cos. P on cos. ' +ncos. @
N . — oy I :
AT =m'" =+ ”,AV_.m-i- =
cos.P cos.@
!
r
) 3neos.Q" +2ncos.d
AX=m' = i
cos.P
. 339. Per abbreviare si faccia
2ncos.P =4 ; ncos.P =5

in cos.P" —2ncos.Q =4’ ;2n cos.CP' «+ ncos.Q =2D0'

14 4
6n cos." —:incos.P'=A4"; 3n cos.@' +2ncos.Q'=B"

] - L ] - L] - - - » * L] - | ] - - - -

Le denominazioni del precedente articolo si
scriveranno piu brevemente cosi

he—= _2
cos. P
A A
KB = = 3 BGC= ;
cos. P cos. P
. A _A: ¥
iy = s Y= s 3 G = -
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" B
AQ =m 4 ——
cos. ¢
/
AR:m’-q—-——E——-,AS...—_m’-:-. 5
cos. P cos. @
;2
AT = m'" 4 5 AV =m'" 4 Z
cos. ¢ cos. Q"'
B
AX = m'" 4 :
¢os. P’

- [ . . . » . . . ° . - . L4

340. Sostituiti qguesti valori, le equaziont
dell” art. 337 riescono

A ( B )
e =+ s
cos. @ cos. P
| A ’ B At B!
Mte—m ) g )4 (m" - )s’

!
cos. @' cos. P cos. @' cos. $'

A B A: Br
Mu___: ___;' mz!+ ”)S'i"' ' mﬂ+ 3'
f
cos.d cos.P cos.Q"’ cos. P’

i i
. A pan M B 0
i A y
cos.d cos.Q

M =

» L] » L] L L] L] L - L] ] -

341. Tante sono queste equazioni, quante
le incognite s, s’ , s’ ec. Determinate que-
ste , conosceremo le velocitd della corrente
negli strati BM, MN , NO ec. le quali

saranno |/ 2£5 |/2gs' s,/ 2g¢" ec. Ela
portata della perpendicolare BMNO . . .-
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o sia la quantita dell” acqua che in un mi-
nuto secondo vi passa, sara espressa dalla
serie -
Al/'zgs-t-A’[/zg.s'-l-A”[/zgs"q- ec.

342. Dichiarata sin qui la teoria de} pen-
dolo idrometrico, soggiungerd alcune avver-
tenze councernenti il calcolo delle equazioni
precedenti, ed il maneggio dello strumen-
to. Qunando si adopera il pendolo al solo
fine di misurare la portata, i potra arriva-
re sin presso al fondo della perpendicolare
da wuisurarsi, con tre o quattro immersionj
dell”asta tutt’ al pitr, sommergendo ad ogzni
volta jutervalli piuttosto larghi, purcli¢ com-
prendano cpual numero di divisioni . Cosj le
cquazioni da calcolare si ponno ridurre a
tre o quattro. Ridette a s1 poco numero,
il Joro caleolo pon ¢ e mclio lungo, né
diflicile, attesa massime la speditezza colla
quile si formano i loro termini dalla serie
degli angoli osservati @, ¢’ ec.

343. Ma perche la portata che da questo
calcolo si ritrae, non ¢ che un approssima-
zione , ed un approssimazione tanto piu lar-
ga quanto meno lmmersioni si {anno, giove-
ra prevedere se la portata che si calcola sia
er riuscire troppo scarsa, o troppo abbon-
dante. lo dico adunque, che se troveremo
che le velocita calino andando dal pelo d’ ac-
qua verso il fondo, la portata che si calco-
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la riuscira alquanto minore del ginsto; e
per lo contrario, se crescono, riuscira al-
quanto eccedentc.

Infatti la formola della portata (341) sup-
pone che | 2gs, | 2g ¢ cc. siano le ve-
locita medie deila corvente ne’ tratti B M,
MN ec. Ma |/ 2gs non €& veramente !
velocita media del tratto 5 M. Essa ¢ quel-
la velocitd che se fosse uniforme per tuoito
il snddetto intervallo B # , produrrebbe la
stessa declinazione ¢ del pendslo.

Ora si supponza che le velocitd decresca-
no da B verso M. Gli urti dell” acqna con-
tro 1'asta decrescevanno da B in M in maz-
gior proporzione che non fanno le velocita,
vale a dire in proporzione de’ loro quadra-
ti; onde per averc una velocita uniforine
che produca la stessa declinazione del pen-
dolo, converra prendere una velocitd minore
che non ¢ la velocitd media. Sari danque
17 2 ¢ s minore della velocita media del trat-
to D M e cost le altre; onde ec. &

Per la contrario, crescendo le velocitd da
B verso M , crescono anche le impressioni
dell’ acqua sui pupti corrispondenti dell’ asta,
nia crescono con maggior proporzione; on-
de ridotto I’ effetto loro ad un solo impulso
procedente da una velocitd uniforme, que-
sta velocitd uniforme riuscird maggiore della
velocitd media. Dunque ec.
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Queste aberrazioni saranno tanto piu leg-
cere, quanto meno varicranno le velocita
entro gl'intervalli B A, M N ec. e siccome
per ordinario la degradazione delle velocita
¢ assai lenta, cosi 'errore non potra essere
chie *picciolissimo .

344. Quando poi si adoperi il pendolo idro-
metrico all ozgetto di riconoscere la Jegge
o scala con cui degradano le velocita delia
corretite , atlora converra fare le immersioni
piu spesse, sommereendo ad ogni volta brevi
intervalli defl’ asta, e i avranno molre equa-
zioni a calcolare. 1l qual calcolo rinscirebbe
veramente un po’ lunze se non {fosse in
pronte un modo di agevolarlo. Riflettasi che
in questo caso gli angoli §, Q', @' ec. per
ordinario cresceranuo assai lentamente , co-
sicche la differenza tra dune angoli consecu-
tivi sara ben piccola. Onde si vede che i
puntt 85 », & ec. taglieranno a un di pres-
so in parti eguali le lunghezze A G, i G ec.
e ceincideranno assai prossimamente colle
divisioni eguali dell’-asta. E le equazioni
dell” art. 330 diventeranno

M —=on(m4+n)s - ,
M’ =on(m'4n)s+2n(m'4-3n)s’
M "= 2n(m"4-n)s42n(m" 43n)s'42n(m" +5n)s"

. - L] » L] L] - - L] L ] - » - | ] ] L]

OVVEIo
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M —2nl{a— n)s
M'—2n(a—3n)s+2n(a—n)s'
M"=21(1=—5n)s=+2n(a=—3n)s'~+-2n(a=n)s"
le quali si formano e si calcolano assui spe--
ditamente .

345. Cio per rignardo al calcolo. Or ve-
nendo all’istrumento medesimo , il punto pit
essenziale consiste nel regolare il peso spe-
cifico dell” asta in wmodo che gli angoli di
declinazione vengano i pit grandi e visibili
che si possa, con questo perd che mai non
eccedano il limite di 3¢ eradi, eziandio nel-
le immersioni pit profonde. Questo si disse
altrove (lI. 427 ) potersi ottenere col servir-
s per asta d’una canna vota di latta, il di
cui peso si acerescerebbe a piacere , ewpien-
do il vano della cauna con mizliavele di
piombo . |

340. Esplorata la velociti superficiale del-
la corrente nel sito ove si vuol aleperare il
pendolo, pnd trovarsi con hreve ecaleolo
quanto peso di pallina debba gerarsi nel
vano della canna per ottenere la gravita
specifica conveniente all” esperimento. Chi
amasse di veder questo calcolo nelle Memo-
rie della Societd Iraliana Tom. XIV. pag. 165
avverta esservi corso un errore nella 'ormo-
la che determina il peso P della pallina da

introdursi nel cavo. Il valore di P va molti-
15
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plicato pel fattore # p° (1 +-A) ommesso per
inavvertenza.

347. Ma senz’ altro caleole, il piu pronto
partito & quello di caricare la canna sul
luogo stesso, e nel principio dell’ esperien-
za, collocando primia il centro di sospensio-
ne in quella maggiore bassezza , a cui vo-
gliamo portarlo, e poscia infondendo per di
sopra nella caupa altra ed altra pallina di
piombo, sin tauto che |" angolo della decli-
nazione si riduca al termine dei 3o gradi,
o poco meno. Il che si giudica facilmente
anche ad occhio, non essendo questo un
limite cosi preciso che abbisogni determinar-
lo accuratamente . Cosi saremo certi d’ avere
caricato il pendolo a dovere. E senza pin
sollevando a poco a poco il centro di sos-
pensione faremo suaccessivamente emergere
dall’ acqua le divisioni equidistanti della
canna, e notando ad ogni volta le declina-
zioni del pendolo, avremo raccolto gli op-
portuni dati pel calcolo.

348. 1l sostegno del pendolo pud essere
una robusta colonnetta di legno divisa in
parti eguali, ed armata di forte punta di
ferro, mediante la quale potra piantarsi nel
fondo dell’ alveo, e tenersi ritta vertical-
wente . Sia la colonnetta abbracciata da una
staffa quadra che possa scorrere su e giu
per essa , e fermarsi a vite a qual altezza
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si vaole. Sporga dalla staffa una spranga
orizzontale , lunga quanto pitt si pud, ed
inserita in guisa da poter rtrascorrere oriz-
zontalmente e prolungarsi or dall’ una or
dall’ altra parte della colonnetta. Da un
capo di questa spranga penda la caima del
pendolo unitavi a cerniera in modo che al-
bia libertd di girare a seconda della corren-
te. E I’altro braccio della spranga porti un
equipondio mobile destinato ad equilibrare
il peso della canna, afinche la colonnetta
non patisca alcuno sforzo tendente a rimo-
verla dal sito verticale.

359. Con questa semplicissima foggia di
armatura abbiamo il vantaggio di potere con
una sola stazione della colounetta esplorare
pitt d’ una perpendicolare della stessa sezio-
ne, portando piu e piu in fuori per mezzo
della spranga wobile, 1" asta del pendolo.
Ne' piccioli canali spesse volte verra fatto
di compiere la misura dell’ intera sezione
con una stazion sola, o al pitt con due che
si facciano I’una rimpetto all’altra in vi-
cinanza delle due rive opposte. Ne vi sara
bisozno né di gettare un ponte, u¢ d’acco-
stare allo stramento una barc. « B quando
poi sia necessario ricorrere a questi ripic-
ghi, sard sempre un vantaggio il potersi
estendere alle perpendicolari alquanto dis-
coste dal ponte o dalla barca, ed eseut
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dalle alterazioni che la vicinanza di questi
ostacoli porrebbe indurre .

350. Mentre poi sia coll” abbassarc , sia
col rialzare la statfa, le divisioni del pen-
dolo si fanno venire una per volta a tocca-
re il pelo dell’acqua, noi mediante le di-
visiont della colonupetta conosceremo ad ooni
volta I’ altezza del centro di sospensione so-
pra il pelo della corrente. E conosciuta que-
sta, si ottien subito senza bisogno n¢ di
quadrante , né¢ d altro, il valore dell” ango-
Yo di declinazione , conforme altra volta sj
disse ( II. 420 ) s

351. Prima di por tcrmine a questa Sezio-
ne, soggiungero un avvertenza che riguarda
un altro Strumento idrownetrico, vale a dire
il Tubo di Pitor. Nel dichiavare 1" uso di
guesto Strumento ¢i disse (1. 418) doversi
misurare 1’ altezza dovura alla velocita dall’
alzamento dell” acqua nel tubo sopra il pelo
della corrente. Or questa regola non & ali-
bastanza sicura; poich¢ suppone clie la pres-
sinn posteriore sia ecuale a quella che vi
farebbe 1'acqua stagnante, il che non & ve-
10 a tutto rigore, essendo anzi tal pressio-
ne posteriore ( II. 366) sempre alquanto pin
piccola che non sarebbe se 1" acqua rista-
gnasse. Quindi la velocita wisurata coll’an-
zidetta regola potrd rinscire troppo scarsa.

Staremo sul sicuro, tenendoci al metodo
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suggerito nel ;eguente art. 419, il qual é di
voltar prima il tubo colla bocea a seconda
della corrente, e poi rivolgerlo alla parte
opposta. L alzamento della colouna d’ acqua
nel tubo da una volta all’altra, sara 1" al-
tezza dovuta alla velocita . Oltre che quest’
alzamento si osserva molto piu facilmente,
che non potrebbe farsi 1’ altezza della colon-
na nel tubo sopra il pelo della corrente )
esso poi ne da I’ immediata misura dell’ ec-
cesso della pressione anteriore sopra la po-
steriore , e percido (IL. 35¢) dell’ altezza do-
vuta alla velocita .
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SEZIONE SETTIMA

Di alcune Macchine Idrauliche.

CAP I

Dell’ Ariete Idraulico .

352. FRA le Macchine elevatrici dell’ac-
qua tiene distinto luogo per la singolarita
del svo gioco 1’ Ariete idraunlico, recente in-
venzione del Sig. Montgolfier. Gli effetti di
questa macchina non sono stati sino ad ora
ridotti a precisa misura. Il Sig. Cav. Bru-
nacci cella scorta del caleolo, e col con-
fronto di diligenti sperienze si applica di
preseute a darne una completa Teoria, frut-
to della quale sara il predir giustamente I’
elfetto d'un dato Ariete, I'assegnarne le piu
vantacgiose dimensioni, il perfezionarne la
fabbrica, e il paragonarne il prodotto a quel-
lo delle alere Macchine gid conoscinte . Noi
frattanto non lascieremkﬂesiderare agli Stu-
diosi la descizione della twacchina,y ed una
qualche spiegazione de’ curiosi fenomeni che
essa €1 IMOSira.

353. AL (Fig. 21) ¢ una camera cilindri-
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ca cui sovrincombe la campana LQ L. Nel
fondo della camera havvi un buco tondo RR
munito della valvola £ che s apre di sotto
in su per la pressione d’ una molla. Nel co-
perchio due valvolette H, H aprono la co-
municazione tra la camera e la campana.
Questa poi & attraversata dal tubo Q Y , fo-
vato in Y , ed aperto per di sopra in @,
ove congiunzesi con un lungo tubo ascen-
dente Q D . La camera riceve per fianco I’
acqua da un condotto L B4 alimentato dal
recipiente inesausto M B M.

354. 11 modo di mettere in azione la mac-
china & come secuc. Da principio si tiene
chiusa la valvola L; ed allora I’ acqua del
tubo di condotta, riempiuto il vano della
camera , aprendo le valvolette, penetra nella
campana: ivi §’ inalza sopra del foro Y, sin
tanto che la sua pressione si equilibri con
quella dell’aria che si comprime verso la
sommitd della campana; poi passando sem-
pre per Y si solleva nel tubo Q D sino in
B al livello del recipiente. Allora si schiu-
de a forza la valvola £, e la macchina si
abbandona a se stessa.

355. Non i tosto & aperta la valvola, che
1’ acqua si rivolge all’ingiu, versandosi lar-
samente per lo sfondo RR; e in questo
frattempo le valvolette H , H si serrano, ©
1" acqua nel tubo ascendente resta ferma in



232 SEZIONE

M. Ma ben presto la valvola E si richinde
da se stessa per la sola forza della coriente;
a misura clie ella vicade, le valvolette su-
periori si riaprono; e nel momento che la
valvola si serra del tutto, battendo con forte
colpo il piano sottoposto, 1"acqua nel tubo
Q D si solleva tutto in un tratto ad un al-
tezza molto macciore di M.

Dopo brevissimo intervallo, la valvola £
torna ad aprirsi da s¢ per la pressione della
molla 1 oude 1" acqua di nuovo si rovescia
per R R, le valvolette si chindono, e 1" ac-
qua oel tubo montante si arresta. Siecome
poco dopo richindendos: la valvola L', quel-
le si riaprono, e I’ acqua torna a montare
nel rubo Q D.

356, Cosi ad ogni colpo dell’ariete va I’ ac-
qua scipre pio elevandosi nel tubo verti-
cale. Se la lunshezza di questo tnbo & in-
definita, ben tosto si arriva ad un limite
d’ altezza, come K , che piu non si sorpas-
sa, mentre per quavto prosecua a grocare
la macchina, le valvolette H, H non si
riaprono pitt. Ma se un poco al di sotto di
questo limite apresi ]o sfoco D, tendendo
I’ acqua continvamente a vialzarsi sopia il
punto D per ciungere in K, continuamente
per lo sfogo stesso si versa .,

In tal enisa una porzione dell’ acqua for-
nita dal recipiente viene per 1'Aricte solle-

T et g8 | rf £ - S, 1 - —————
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vata ad un altezza molte volte maggiore di
quella del recipicnte stesso. E dico una por-
zione ; giacché la massima parte dell acqua
versandosi per lo sfondo R R si dissipa in
pura perdita.

357. Se si rimove il tubo montante Q D,
1 acqua zawpilla dal lume Q a modo di
cetto. Da prima questo getto per poco non
arriva al livello M ; nell” aprirsi delia val-
vola F si abbassa, ma nel scerrarsi della me-
desima sale tutto in un tratto molto al di
sopra di M. Riaprendosi la valvola, torna
a calare, ma nel seguente colpo risale ad
un altezza anche maprgiore di prima. Di
naovo s abbassa, poi rimonta, sin ianto
che dopo pochi colpi perviene all’ altezza
wassima K : ed allora nell’ aprirsi della
valvola si abbassa sempre, € nel suo ser-
rarsi sempre si rinfranca alla medesima al-
tezza .

159. Facciamoci ora ad investigare le for-
ze che sollevano la colonna dell” acqua nell
Avicte . Non & punto difficile intendere come
essa monti all’ altezza M, quando ¢ chiusa
la valvola E. Da principio I'acqua che pe-
netra per H , H si alza sopra il buco Y si-
no in F tanto che la pressione dell” aria con-
dencata alla cima della campana eguagli la
pressione dell” acqua in F. Allora quella che
di nuovo sopravviene passa per Y nel tubo
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spinta dalla pressione M F; e pery dee giun-
cere sino in M ed ivi arrestarsi.

O:a si forzi la valvola £, e siapra. Tut,
ta 1" acqua del condetto volgendosi verso
R R, le valvolette #, H si chiudono, e
restan chiuse per quanto dura lo slogo per
R R. In questo tempo 1" acqua del tubo noo
si movera punto.

359. Ma questo stato di cose ha durata
brevissima ; poiché ben tosto la violenza del
corso che volta per R R richiude frettolosa-
mente la valvola Z , cd intercetta di subito
tutta la corrente. Ecli ¢ allora che le -val-
volette superiori ¢i riapronc, e molt’ acqua
s’ intrude nella campana, la (uale compni-
mendo gacliardamente I"atia rinchiusavi, sol-
leva in proporzione la colonna ncl tubo as-
scendente Q D .

360. Questo & il pitt singolare fenomeno
dell’ Ariete . Lcco la spiegazione indicatape
da’ Chiarissimi Professori Pini, e Racagni (a).
Tutta 1’ acqua che pel tubo di condotta ac-
correva alla camera, fermata dal repentino
ostacolo della valvola, perde subitamente
tutto il suno moto e tutta la sna forza. Quin-
di essa azira per ogni verso contro le pare-
ti che la racchiudeno, con una pressione
eguale alla forza perduta. Ed infatti, se

(a) Societa Italiana Tem, X. Part. I11.
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intendiamo rimosse queste pareti, ed in ve-
ce loro sostituita una forza eguale e contra-
ria alla pressione che 1"acqua vi esercitera ,
I acqua dovrd fermarsi né piu né meno;
dunque questa reazion delle pareti dev’ esser
tanta, quanta richiedesi ad estinguere tuito
ad uvn tratto il moto della corrente . Dunque
la pression dell’ acqua contro ogni punto
delle pareti & egnale alla forza perduta dal-
la massa dell’ acqua improvvisamente ferma-
ta. Questa subitanea pressione ¢ quella che
caccia 1’ acqua con impeto catro la campa-
na, onde poi consegue la compressione dell’
aria, e il sollevamento della colonna ascen-
dente .

361. Non & pero da credere che 1’ altezza
a cui si porterd la colonna per questo pri~-
mo colpo dell” Ariete sia tanta quanta cor-
risponde alla pressione che abbhiam detto .
Poiche tal pressione dura brevissimo tempo,
nd pud spingere entro la campana se non
tant’ acqua quanta in quel brevissimo tem-
po pud passare pei fori delle valvolette col-
1a velocitd dovuta all’ eccesso di essa pres-
sione sopra la pressione dell” aria racchiusa
nella campana. Quanto sard il volume di
quest’ acqua , altrettanta sara la condensazio-
ne che ne seguira nell’aria della campana,
ed a questa risponderd colla debita propor-
zione 1’ innalzamento della colonna.



230 SEZIONE

362. Spenta la velocity della corrente ,

cessa subito quella pression momentanea ,

le valvolette H, H ricadono, e la colonna |
ascendente si ferma. Nella camera poi e nel
tubo di condotta succede cle viaprendosi la
valvola Z per la forza della molla, I’ acqua
ripiglia corso verso R R, e ben tosto ac-
celerandosi torna a spinger Ja valvola e a
riserrarla. Quindi un nuovo colpo dell” A-
riete , accompagnato dalla stessa pressione di
prima. E perchd il colpo precedente non
aveva per anche ridotto (361) 1" aria della
campana a cuel grado di condensamento. e
di elasticita che fosse egnale a (uesta pres-
sione, quest aria non impedird che le val-
volette si rialzino, e che nuova acqua s’ in-
truda nella campana; sebhene con velocitd
minore di prima, per essere ora minore la _‘
differenza fra la pressione sudetta, e 1’ ela-

sticita dell’aria imprigionata . Questa nuova
acqua comprimera vieppitt 1’ aria, e solle- 5
vera in proporzione la colonna .

303. Continuando cosi jl gioco dell’ Arie-
te, avverra in breve che I'elasticiti dell® a-
ria ristretta nella campana arrivi ad egua-
gliare la pressione che nasce dall’ improvvi-
so arresto della corrente inferiore. Allora la
colonna eminente avri ageiunta |’ altezza
massima KA , misura di (questa pressione , né
piu si riapriranno le valvolette. Ma se la
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colonna non potra arrivare all’ altezza K
merceé lo scarico inferiore D, allora nel
breve iuntervallo che passa tra un colpo e
I’ altro dell” Ariete, 1'aria della eampana si
dilatera alcan poco spinzendo tutravia fuoii
Pacqua per D, ed il colpo seguente potra
riaprire le valvolette H , H per dar pas-
saggio a tant’ acqua quanto importa la co-
lonna DK . I cost sara continuato il flusso
dell” acqua per lo scaricatore.

504. Quando 1'acqua non s”alza a modo
di colonna, ma zampilla a cuisa di getto,
lo stesso discorso ci rende palese la ragione
perchi¢ il getto da prima arrivi sin presso al
livello M, poi si faceia sempre pit alto,
finalinente sorga sino in K. I qui negl” in-
tervalli ne’ quali stanno chiuse le valvolet-
te, ”aria interna sempre si dilata aleun po-
co, e |"altezza del getto si va abbassando
per rinfrancarsi poscia nel successivo colpo
dell” Ariete .

505. Dalla spiegazione test® adombrata si
scorce che la ragion vera del aiaraviclioso
eifetto dell” Ariete € riposta in quella pres-
sione che 1" acqua esercita allorquando il
suo corso viene subitaneamente intercetto,
ed arrestato. Parmi che questa pressionc
debba misurarsi dal prodotto della massa
deli’ acqua corrente per la velocitd colla
cquale essa correva, e che rimane di subito
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spenta . Ed ecco la ragione per la quale in
pari circostanze | etfetto dell’ Ariete & mag-
giore quando ¢ piu lungo il tubo di con-
dotta, e maggiore 1’ altezza del recipiente;
perché la lunghezza del tubo accresce la
massa della corrente, e | altezza del reci-
piente ne accresce la velocita. E per que-
sto nuoce all’effetto dell’ Ariete la troppa
ristrettezza dell’apertura R R ; perche allora
la velocita della corrente euntro il tubo ri-
mane troppo piccola. Nuoce ancora se la
valvola L o pel soverchio suo peso, o per
la fiacchezza della molla troppo presto si
serri; perché I’acqua del condotto non avra
teoipo di concepire tutta quella velocita
della quale sarebbe capace.

366. Del resto non é& 1’ Aciete la sola mac-
china nella quale si scorgano gli effetti di
quella pressione che improvvisa emerge dall’
improvviso fermarsi del corso dell’ acqua.
Certamente non ad altra cagione devesi at-
tribuire il salto iniziale de’ getti d" acqma,
fenomeno osservato dal de la Hire, da Da-
niello Bernulli, dall” Alh. Bossut. Accade as-
sai volte che nell’ aprirsi la chiave d’ un
eetto, i} primo spruzzo salga ad un altezza
molto maggiore del recipiente, sebbene poi
tosto si rimetta all’ altezza regolare. Ora se
avvertiremo bene, si troverid che questo fe-
nomeno accade allor quando 1I'acqua per
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una cagione qualsiasi deve scorrere un trat-
to per il tubo di condotta prima di arrivare
alla piastra ov’ & aperto il forellino del get-
to, dalla quale piastra trovandosi tutto in
un colpo arrestata, esercita quella pressione
che spinge il getto a straordinaria altezza.

307. Parmi per conseguenza che abbiano
il torto quegli Scrictori d'Idraunlica che at-
tribuirono questo salto iniziale de’ getti all’
azione dell’ aria, come a cagione immedia-
ta. L’ aria non ha parte alcuna nel fenome-
no, se non forse accidentale; come se per
esempio 1’aggruppamento dell” aria fosse des-
so la cagione che tien lontana la superficie
Jell’acqua dalla piastra, onde quella super-
{icic sia obbligata a scorrere per qualche
tratto prima di arrivarvi. E gid lo stesso
Bernulli (u) avea bene avvertito che il fe-
nomeno avviene ancor quando I’ aria non
pud in verun modo incelparsene.

365. Parmi ancora doversi correggere la
tracia che tengono i suddetti Antori per cal-
colare 1’ altezza a cui saltera il getto. Cercano
1a velocitd che avra 1'acqua del tubo giun-
gendo alla piastra; accrescono poi quella
velocitd nella proporzione dell’area del foro
all’ area della sezione del tubo; e tale, di-
cono essi, sard la velocitd del salto. Ma

-

(a) Hydrodyn. pag. 6o,
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in primo luogo non si vede il perché quel-
la velocita debba subitamente accrescersi
nell” indicata proporzione . In secondo luogo
con cuesto calcolo non si tiene alcun conto
della massa dell” acqua arrestata, che cer-
tamente uanto € maggiore, tanto pitl ele-
vato si spicchera il salto, come la ragione
e |’esperienza concordemente ci mostrano .

CAP I

Della Coclea d’ Archimede .

369. LA Coclea d" Archimede & un cilin-
dro attorno cui serpegeia un tubo spirale
curvato in elice (1. 565) e terminato ne’
punti corrispondenti delle basi opposte. Si
pone ["asse del cilindro inclinato all’ oriz-
zonte , e si ferma in tal sito che la sua base
peschi, ma non del tutto, nell’ acqua .
Poi si rivolge il cilindro sopra il suo asse
con tal direzione che il buco inferiore del
tubo imbocchi per di sopra la superficie delb
acqua. Proseguendo il giro equabilmente,
I"acqua si va innalzando nel tubo spirale »
e sormonta alla cima uscendo fuori pel bueo
superiore . )

370. Non e difficile il formar concetto del
modo con cui I’acqua s’ innalza in questa

&
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macchina . Immerso il foro del tubo, la spi-
ra pel voltarsi riceve uua porzioue delt” ac—
qua che vi entra, ed ivi come per un pra-
no iuclinato di-cende, empiendo la o bas-
sa parte della spira. Dicesi questa pavie Ar-
co idioforo. Secuitando la converstonzs  del
cilindio, 1" arco idioforo emcrge dal liveilo
del rccipieme 3€.°0 trasndo l'acqua vnchin-
savi, la quale seguo (uitavia discenderdo
pel proprio peso verso la paite opposid alla
direzione del movimento del cilivdro, e co.
si va scostandosi dalla spira inferiore. Que-
sta intanto s-vuendo il giro del cilindro tor-
na ad immegersi col svo fero, e tovrna a
riempiere 1 arco idrofuro, ed a scllevarne
I' acqua . Quest’acqua non puo pit ragoino-
ger la prima, che in guesto frattempo si &
avanzata per le spire dell’ elice ; vimane {ra
le due uno strato d avia, introdottasi nel
tempo che i1 foro del tubo rimase fuor d' ac-
qua . Cosi perpetnandosi il giro, altre ed
altre correnti d’ acqua si vaono succedendo
con 1’ interposizione &' altrettanti wratti ae-
rei. E queste giungendo 1"uua dopo I altea
alla cima. si scaricano con getto intt riuillen=
te dal foro superiore .

Di qui si vede che I"acqua nel tubo spi-
rale continnamente discends pel proprio ye-
80, e contitvamente ¢ sollevata pel moto

contrario del cilindro; vd intanto sorumiciild,
16
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in quanto che in ciascana rivoluzione 1’ al-
tezea della salita supera quella deila disce-
sa. Ma venzluamo a dichiarare pit particoe
larmente e aiezioni dipeadenti dalla forma
e dalle dimeasioni delta mwacchina,

37, Lroposizione 1. Trovare | equazione
dell” elice.

Sia 4Q L (Tig, 22) la base del cilindro, il
di cuil 1az2i0 == 1. Da un punto qualunque
M dell” elice conducasi 47 Q normale alla
base, e da Q si conduca QP normale al
di lei diametro 4 B . Sia fatto A P = x,
PQ=y, QM=12z, 1 arco del circolo
AQ=ys, 1"arco dell" clicc 4 M ={¢. Prima
per la natura del circolo avremo fra x ed
¥ l'equaziove 3y’ =2xv—2a". Poi per la
genesi e la natura dell’ elice (I 565) se
chiameremo £ 1" inclinazione costante dell’ e-
lice al piana della base del cilindro, avre-
mo dz=gdstang. £, onde z = s tang. £.
Queste due equazioni rappresentauo la dop-
pia curvatura dell clice .,

372. Corollurio. Avremo ancora per la
natura dell’ elice I = s sec. #. Onde si vede
che la rettificazione dell’ elice dipende da
quella del circolo, e che un arco qualun-
que della spira 4 7 H ha vua ragion costan-
te all"arco della periferia della base che gh
sta sotto. Fatto s=2xavremo L=27sec.§

langhezza dell’ intera spira 4 1 I .
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373. Proposizione I1. Determinare I altez-
za d’ an punto quatungue M dell elice sopra
1’ orizzonte .

Sia condotto per B il piano orizzontale
TV, esiallanpolo ABT = £, che nusu-
ra |’ elevazione della hase della Coclea sopra
Y orizzoute, o la declinazione del suo asse
dalla verticale . Cercherd I’ altezza ded pun-
to M sopra il piano orizzontale T F.

Segnisi per A il cerchio CM D paratlelo
alla base, e si compia il rettangolo AQFR.
Dai punti P, R si calino le verticali PT,
RV, e da P si stenda | orizzontale P S.
Satd I’angolo PRS=AB T =L. La PT
altezza del punto P von meno che del pun-
to Q sopra Vorvizzonte TV, sara =P B sin. k=
(2—a)sin. L5 e la RV altezza del punto &
non meno che del punta M sopra lo stesso
ovizzonte TV , sard = RS+ SV =RP cos. I +
PBsin. E—zcos. L' 4 (2—2x) sin. . H che
si cercava.

374. Coroll. I. E perche (371) z=s tang. &,
ed 4 P & il seno verso dell’arco 40, onde
L= 1 — COS. §, AVIemo anche per rappre-
sentare 1" aliezza del punto A sopra Y ooriz-
zonte ., (uest’ altra espressioue

s tang. £ cos. E = (1 =+ cos. 8} sin. £,

3~5. Coroll. II. Diilerenziando ue:ia for-
mola, ed eguagliando a zero il dilferenzia-
le, avro
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. tano, &
BIN. § = - _‘
Laieg,. £

la qual equazione ci addita quei punti dove
1’ altezza della spira sopra i’ orizzonte diven-
ta massima o minima . Questi punti general-
mente parlando sou due . Perche se i & I ar-

tang. §

., soddisfaranno

co che ha per seno
mng.lﬂ

all’ eqnazione del massimo i due archi se-
guenti s=1, s==18° —1. Il primo di que-
sti archi appartiene al punto L dove 1 al-
tezza ¢ massima; il secondo al punto G,
dove essa ¢ minima.

370. Coroll. I11. Se 1a Coclea fosse eretta
in guisa che divenisse £ = L, avrebbe s un

[ g -
valor solo s = T il qual corrisponde al

punto di mezzo della semispira anteriore 47.
Ma questo valore non indi¢herebbe né un
massimo, n¢ un minimo, come dal solito cri-
terio si pud facilmente raccoglieve. Esso de-
notercbbe soltanto il punto di flesso di quest’
arco dell’elice, il quale infatti & per metd
concavo, ¢ per 1 altra metd convesso verso
la base .

377. Coroll. IV. Se la Coclea fosse anche
piu eretta, onde divenisse § > £, ambedue
i valori di s diverrebbero imnmaginarj, e per
U intera spira 47 H 1’ altezza de’ suoi punti
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sopra 1’ orizzonte andrebbe continnamente
crescendo .

3=8. Proposizione 111 Nella spira 4 I H
determinare 1’ arco idroforo.

Per il punto £ (375) (Iig. 23) a cui cor-
risponde " altezza massima sopra 1" orizzonte ,
si conduca il piano orizzontale’ Ee. L arco
L G ¢ inferiore a questo piano sard desso
1’ arco idroforo.

Ed infatu ¢ chiaro non potersi in una ri=
voluzione del cilindio riempir d’ acqua se
non appuanto questé porzione L Ge; mentre
se ve n’ entrasse di pit, essa sormontando
la schiena £ ricaderebbe, e tornerebbe ad
uscir fuori per 17 apertura inferiore.

379. Corollario . Per misurar la ]ungbezza
di quest’arco idroforo, fa @’ vopo cercare il
punto e che sta a livello cen £. Sia I’ar-
co circolare che a quel punto corrisponde
A Bn—»x=+ X, siccome |"arco circolare che
corrisponde al punto £ ¢ 1 arco ANV =1.
Sara dunque Paltezza del punto e sopra I o-
rizzonte TV (374)

(x + X) tang.'¢ cos. L + (1 — cos. X) sin. E
avvertendo essere coS. {r 4+ X ) ==—cos. X.
Feuagliando quest’altezza a quella del pun-
to I, la qual e

i tang. £ cos. L+ (1 4~ c0s. 7) sin. b
avrd per determinare 1”arco X 1’ equazion
trascendente
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, tang. £ tane. ¥
cos. X =X — =~ = (m—i) -~ . = COS. L
tang. tang. tang, L

OVVETO

cos. X — Xsin i = (x = 1) sin. I =—0s. ¢

Trovato I’arco X per mezzo di questa e-
quazioue , avreo 1 arco circolare N B i sot-
teso atl arco idroforo, che sard =7+ A —1.
E sara la longlezza dell’ arco idroloro stesso
LCe {3}"2) == il 4 2 —i)sec. s .

33¢. Proposizione IV. Determinare la por-
tata della Coclea.

La junghezza dell avco idroforo determina
Ia porrata della Coclea. Poiché a ciascun
giro tant’ acqua si scarica dalla bocea supe-
riore quanta cape in un arco idroforo. Mi-
surando adunque la lunghezza di quest’ ar-
€o, come pocauzi s ¢ insegnato, € poi mol-
tiplicandola per la sezione del tvbo, avre-
mo la quantita dell” acqua versata dalla Co-
clea in ogni spa rivoluzione .

381, Toroll. I. Se > L, diventa i immagi-
nario (377), e non v’ & piu nc arco idroforo
ne portata. Quindi e condizione essenziale
alla Coclea, che 1" anvolo della sua declina-
zione dalia vertirale sia masciore clhie non
¢ " anzolo dell” inclinazione della spira alla
base .

382. Coroll. 1l. E quanto pilt £ sard pw-
ciolo in paragone di L', tanto minore sard
Iarco i, e tauto pill esteso e capace riu-
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‘
scird 1"arco idrofora. Giovera dunque voleat
le spive ristretic quanto pif: < pu(\;. E do-
vea il eilindro inclinarei verso 1" orizzonte
quanto piu il permette 1M altezza a cui vuol
porrarsi I”acgua, e la robustezza della mace
china, che pitt inclinata, pin soflre.

383. Coroll. IT1. Perchie poi la Coclea poss
sa fornire tutta quella portata della qnale a
capace, si dovrd sommercere la base del
cilindro nell” acqua cosi che il pelo dell ac-
aqua tocehi il punto &V principio deil” arco
N B n sotteso all”arco idroforo. Profondarla
di piti sarebbe inutile, perche ol non §° em-
pie d’acana se non che 1"arco idroloro LGe,
Tenerla pitr sollevata nuorerebbe , poiche
quell arco non »>empirebbe del tutto.

Adunque I arco sporgente fnori dell’ ac-
qua dovra essere di gradi 2¢, ¢ la sna coy-

2 tano, £

da = 2 sin. 1 = -
tang. L

384. Lsempio I. Secondo la costrozion del-
la Coclea preseritta da Vitravio sarchbe 1an-
volo £ semiretto, ¢ I angolo £ = 53° ¢, Di
qui si trova (375) 'arco i=Arc. Sin. T_T-*Ez

tang, &
456° 35, che ci determina il punto N . Po-
sc dall’ equazione 1n X (3-9) per via delle
false posizioni si cercheri " arco X, che ci

determina il PUnto 1. St trovera prosaima-



2453 SeziONE

“mente X = — 4° 3¢’ onde si conchinde che
il punto n cade nel semicircolo 4 N B, e
I’ aco Vn sorteso all arco idrotoro e di
eraldi 1207 55, Stara dunque la hanghezza
dell’ arco idroforo all intera spira come sta
120 500 a 3nc’, onde se L osia la hinghezza
dell iniera spira, carid arco idioforo == o,30 L.
I por (572 L= 2% sec. 43" = 4,89 . Dun-
que } areo wdroloro = 3,11, Quindi preso
per voiid di misura il rageio della base, se
Ya serione del tubo spirale si molnplica per

3, 11 si avrd la quantita d"acqua che ad ogni
piro scaturisce dalla sommitd di questa Co=
clea .

35. Lsempio II. Daniello Bernulli consi-
elia le determinazioni sepuenti £=—=5°, £=30".
Allora sarebhe @ = §° 43", ed X = 104" 57'.
L'acco NDn <otteso all’arco jdroforo com-
prenderebbe 270° 147, e la Tunghezza dell’arco
medesimo idroloro savebbe == c,~7 L. Si em-
pirebbero dunque ad ouni gito tre quarti e
piie di ciascana spiva, wentre nell’ esemnio
prc‘-e'#s_:{_lmn'e nNnn s¢ ne I'it'mpi\'a che nn terzo
o poco pitt. Se pon che la spira € piu corta
che non era, rinscendo L =27 sec. 5° =0, 31,
E dunque 1" ascaluta lunehrezea dell™arco idro.
foro = 4, 6~, che moliiglicawa per la sczisne
del tuho ci daia la poeiara.

Peitanto se sta epnale la hase, ed eonale

Ya sezione del wtubo spiaale, sta la portata
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della Coclea Vitruviana alla portata della
Coclea di Bernulli nel rapporto di 3,31 a
4,07. Che se Berputli (a) stimo 17 efietto
della sna Coclea due volic € un terzo wmag-
giore di qnello detla Coclea di Vitruvio,
convien dire che egli non ponesse mente
alla diversa Junghezza delle spire nelle due
Coclee.

320. Proposizicne V. Determinare la po-
tenza richicsta ad azgirare con moto equabi-
le la Coclea piena.

Questa dee” cssere tanta ( prescindendo da-
ot attriti ) quanta si ricerca per tenere €ssa
Coclea picna in equilibrio (1 599 ). Or di-
casi P il peso dell’acqua che cape nell’ ar-
co ideoforo I G e. Questo peso che puo ja-
condersi racrolto nel punto infimo &, tende
all” inciu verticalmente . e risolvendo il suo
oforzo in due, 1V eno secondo il lato G K
Jel cilindro, 1 altro secondo € Q perpendi-
colare ad esso lato, quest’ ultimo sforzo che
3 il wolo che econtrasti colla potenza, sard
— P <in. E. Ora se per K si condnce Kq
parailela a G Q, s fa palese che la distan-
za della direzione della forza C Q dall” asee
del cilindro viene ad esseve eguale all’ ordi-
nata K L spertante al punto G . I poi que-
sta ordinata KL =sin. AK=(375) sin. (F—1:==

—— ]

(a) H_‘}fdr‘ pag. 189.
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sin. 2. Dunque il momento del peso dell’ ac.
qua L G e per rivoleere in contrario il ci-
lindro, sara = Psin. isin. L=P tang. £ cos. E.
E perché quando la Coclea & piena, tanti
sono gli archi idrofori quante le spire, ed
il numero delle spire & uguale alla lunghez-
za dell’ asse divisa per 2 x tang. ¢, se chiame-
remno 4 la lungliezza dell” assc, sard la somma

A

di questi momenti = . Ptang.Zcos. L,
27 tang.§

AP cos. E
2 )

Dall’ altra parte sia F la potenza richie-
sta, ed agisca pnormalmente al termine d’un
vette o manubrio di lunghezza —« . Sara
F a il suo momento. E sia per I’ equilibrio,
sia pel moto equabile dovrd essere

AP cos. E

2= U

O sia

=

387. Lsempio. Paragoniamo per modo d’e-
sempio le potenze che si ricercano per muo-
vere la Coclea di Vitruvio, e quella propo-
sta dal Bernulli, supposta pari in entrambe
la lunghezza dell’ asse, 1a sezione del tubo,
e il braccio dcl vette. Troverassi essere la
prima alla seconda come 19 a 42 a un di
presso. Ed oltre a cid, sara anche maggiore
il dispendio della forza nella Coclea Ber-
nulliana per motivo degli attriti che deb-
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bon esser maggiort nella Coclea piu carica.
CAP I

Dcl Ventilatore Idraulico , o Tromba
Nupoleone .

308. APP- nTIENE queosta macchina alla
classe delle Trombe sepiranti insicme e pre-
metiti, in cio so'o diversa dalle comani Trom-
be ., che 17 acqna viene alternativamente as-
pirata ¢ prewuta non o1 da uno stantuffo
che verticalmente si maove in sn ed in giu,
ma da wna paletta, che muovesi circolar—
mente in qua € in 15, descrivendo ad ogni
volra un mezzo cerchio. La pia comoda ap-
plicazione della porenza, il picciol volume
della macchina, la maceior facilita di otte-
nere un perietro comhbaciamento fra le par-
ti, sono i principali vantagei di questa Trom-
ba. L invenzione ¢ molto semplice ed in-
cconosa, come apparird dalla succinta de=
scrizione che ne daremo (a).

389. Rappresenia la Fie. 24 la sezion tras-
versale d’un cilindro vuoto destinato a ri-
cever 1" acqua che vi entra per aspirazione

dal tubo sotroposto passando per la valvola

(a) Tromba Napoleone . Milano . Stamp. Reale .
1808,
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£ , e ne vien cacciata per pressione passan-
do nel tubo superiore per la valvola F. E
Ja superficie del cilindro circondata in que-
sta sezione da un tubo che gli si avvolge at-
torno, e uesto tubo dalla parte § ¢ aperto
in ambi i suoi termini, e permeabile all’
acqua. La cavita del cilindro & attraversata
dall’ asse 7, e divisa da due cunei O7 L,
Q 1M forati obbliquamente come si vede
in Q ed in O per dar passaccio all’ acqua.
Sono cuesti cunei stabilmente fermati nella
superficie concava: dall’altra parte non fan-
no che appoggiarsi all’ asse I scnza essere
col nredesimo connessi.

39c. Sporge I’ asse fuor del cilindro da am-
bi i lati, e porta da un lato un vette, o
doppio manobrio, col quale si apgira circo-
larmente . Girando I’ asse, gira con esso il
Ventilatore , o doppia paletta V' ¥V impian-
tata sul detto asse, porrando-i alternativa-
mente a toccare i latit T L, ITM, ed i lati
10, IQ.

391. Oltre le dne valvole £ ed F ve ne
sono altre dne affatto simili ed appartenenti
acli stessi tubi, poste in un altra Sezion tras-
versale del cilindro parallela a quella che
vien rappresentata dalla fizura, e poco da
essa distante . Quest’altra sezione non diffe-
risce dalla prima se non in questo, che i
tagli de’ cunei sono posti al contrario, es-
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sendo tagliato il cuneo inferiore dalla parte
M , ed il superiore dalla parte L.

392. Essendo la macchina cosi disposta,
non & difficile intendere come .essa operi.
Sia da principio il Ventilatore a contatto
de’ lati LI M, poi, girando il manobrio,
si porti a contatto degli altri due lati Q10.
Egli & manifesto che mediante ¢nesto movi-
mento verrd ad espellersi 1" aria dalla cavi-
ta del cilindro, la quale dalla parte B u~
scendo pel foro O, e dalla parte 4 pel to-
ro Q ed indi pel condotto 8 accorrerd alla
valvola F e per es«a si sfocherd. Al dira=-
damento dell” aria sovrapposta alla valvola
E conseguird I elevazione dell” acqua nel
tubo aspirante . Ora si giri di nuovo il Ven-
tilatore e dalla positura Q 7O ritorni alla
positura L I M. 11 vuoto che egli lascia die-
tvo di se accrescerd 1’ aspirazione dell” acqua,
che passando per L ocenperd tutta la cavi-
t3 del cilindro, portandosi pel foro Q a
riempiere la capacitd 4, e pel condotio S
¢ pel foro O a riempiere la capacitd 5.

393. Torni a girarsi il manubrio, e il Ven-
tilatore si riconduca in Q 70O. La valvola
£ rimarra chiusa, e tutta 1" acqna sara spre-
muta fnori dal cilindro per I'altra va'vola
F, accorrendovi immediatamente pel foro O
quella che riempieva la parte B, e pel foro
Q e pel condotto § quella che riempieva 1a
parte 4.
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Nella seguente conversion del manubrio,
la valvola F restera chiusa, e | acqua gia
uscita fuor del cilindro non petrd pid rien-
trarvi. Ben s aprivd la valvola £, ed una
nuova aspirazione tornerda a riempir d'acqua
il cilindio, e nel giro seguente una nuova
pressione tornerad a votario.

304- Cosi se vi fossero solamente le doe val-
vole L ed I, ad ozni giro del manibiio se-
guirebbe alternativamente I aspivazione dell’
acqua dal tubo sottoposto, e la sua eleva-
zione nel tubo superviore . Ma essendovi as-
sociate duc altre valvole compagne come
sopra si e dctto (391) questi doe cfietin si
avianno congitintawenic . Toiché mentre il
Ventilatore pascando da Q10O in LITM
aspira nuova acqua per L, ¢ chiaro che
collo stesso movimento ecgli spinge anche
fuori una parte dell’acqua pei fori de’ cu-
pei aperti nella sezione prossima, e rispon-
denti ai punti L, M; e guest’ arqua uscird
per la valvola compagna della I7. E vice-
versa, mentre tovnando da LI M in Q710
spreme fuori I acqua dal cilindro per 7,
collo stesso movimento esso attrae nuov' ac-
qna, la quale avra passazgio per la valvola
compagrna della L. Tn tal onisa a ciascun giro
del manubrio si empird d’acqua una wetd del
cilindro, e I’ altra meti si vuotera passan-
do senza interruzione nel tubo sovrapposto.
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395. 11 Sig. Canonico Castelli inventore
della macchina ha sperimentato, che con un
ciJindro della lunghezza di metri 0,198, €
del diametro di m. v, 149 si ottiene cOMO-
damente la portata di metri cubici o,22006
per ogni minuto primo; prodotio, cony el
dice, assai maggiore di quello che si ha
dalle comuni Trombe cosi per gli usi dome-
stici , come pel bisogno degl” incend;. Del
resto il calcolo per (uesta macchina € lo
stesso che per la Tromba aspirante e pre-
mente ordinaria (II. 520. 527 ). La resisten-
za al movimento dev’ esser maggiore 1n gra-
zia delle ancustie de’ fori, e della tortnosi-
ta del condotto §; ma i vantaggi accennati
da principio (388) compensano forse abba~
stanza questo difetto.



........

a56
TAVOLA

Di alcun: numert di frequente uso ne’
ealcoli della Mcccanica .

L

DELLE forze acceleratrici quella che oc-
corre piu spesso € la cravitd g; e ad essa
come a misura comune si riferiscono le al-
tre. Ora essendo 1” " unitda de’ tempi, ed
il metro I’ unita degli spazj, abbiamo nelle
latitudini medie (1. 199)

= 9,38087952
log. g = ¢,0910157
compl. log. g = ¢9,0083843

28 == 19,01759c4
log. 22 = 1,2920457
compl. log. 2 g == 8,7¢73543
Che sc prendiamo per unitd degli spazj it
piede di Parigi, sara
g = 30, 1957875
log. g = 1,4799405
compl. log. g = 8, 520c535

2 8= 060, 3915750
log. 24 = 71,7809765
compl. log. 22 = &,2190235
E prendendo per urita il pollice di Pari-



3.‘)7,

gi sarebbe

— f. o,
g = 362, 3494499
log. g = 2, Suy1277
compl. log. g = 7, 448723
28 = 724, 0083yys
log. 22 = 2, 80c1577

compl. log. 2 = 7, 154423

Si sono notati (uesti ultimi valori pel co-
modo di viscontrare le sperienze ¢ calcoli
che si trovano nella pit parte de” Lbri di
Meccanica e d'ldraulica, quando il sistvma
metrico non era per anche introdotto, e si
solevano riferir le misure al piede o al pol-
lice Parigino.

IL

Nel calcolare i movimenti d¢” carpi che
fanno vibrazioni isocroune, si vicerca ia lun-
clhezza del pendolo sewplice sincrono al cor-
po vibrante. L questa langhezza per lo pit
si confronta con quella del pendolo che bat-
te i secondi: mentre cosi azevolmente si
trova (L. 247) il tempo di ciascuna vibrazio-
ne, ¢ il numero delle vibrazioni fatte tn un
dato tempo. Ora se la lunghezza del pen-
dolo a secondi dicasi £, abbiamo per le latitu-
dini medie, preso il metro per unitd (I. 329)

[ = 0,9938387
log. I = 9,09y73160
compl. log. { = ¢, cu20840

17
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In piedi di Tarigi sarebbe I = 3, 0594340

ITI

Chiamando = il rapporto della periferia ai
diametro, o della svnl”mriﬁ*ria al raguio,
3, 1412020
O, 4971409
(), S0t

abbiamo 7

1o o,

compl. fow. =

H,2031602
oy '?(')?}1?()0
(), 2010201

loo, o

compl. l()g. 27

141

1V.

Spesso  occorre il hisogno di convertire 1
locavitmi iperbolici in lozaritmi comuni, o
viceversa .

Nel sistema de’ logaritmi iperbolici il mo-
dulo ¢ = 1, e la base ¢ =— 2, 7182810.

Nel sistema de' logaritmi comuni il modu-
lo & m = ¢,4342045, e la base = 10.

I locaritmi iperbolici si convertono in loga-
ritmi comuni col moltiplicarli per m , e vice-
versa i Jouaritmi comuni si cangiano negl’iper-
Lolici col dividerli per m. Per comndo di que-
ste trasformazioni noteremo i seguenti valori

n ~ I alls It
M == 0, 4342040 ; — = 2, 30235301
m
O I "
log. m = 9, 063776843 ; log. — = 0, 3022107
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Delle velociti, e delle altezze ad esse dovute;
le uane e le altre espresse i metri (L 201)

Velocita Altezze Velocita Altezze
0,10 0,0005
O,II 6 041 050080
AT Vi 0 44 e
O,t 3 9 045 94‘
.14 0,000 0.4{} 94
0,10 11 0,40 0.0103
0,16 0,0013 0.46 0,0108
0,17 15 .47 13
o,:8 16 0.46 17
©.19 18 0.49 a
0,20 ac ¢, a0 2?
G.21 0,002 0.51 (5:313?
C.23 2h 0.0 38
c,23 27 .33 43
v 24 29 Gaad 49
0.25H 32 0 5D 54
0,26 0,0034 020 ©,0160
012'7 3? 0;:}? 66
0,28 40 0.58 73
6,29 43 0:59 77
0330 40 0:60 84
i i i —_T
0,31 c,0049 0.61 0,01Q0
0,32 Ho 0.ba {)6
0,33 R 0,63 0,020
0,34 59 0,64 09
0,35 62 o (5 15
€30 0,0¢66 0.66 0,0222
0,37 mO o 67 29
0,38 74 - c.63 36
0,39 m 0.69 43

0,4® da C,70 o
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Velocita

0,71
0,72
0,73
0,74
079
0,76
©,77
©,79
0,79

©.,30

0,81
©.8a
0,33
©,84
0,35
0,386
0,87
0,39
0,89
0,90
0,91
0,2
0,93
©,04

L
0,99

0,96
0,97
0,93
0,99
1,00

1,01
1,02
1.03

1,04

1,00

Altezze

0,0257
64
7
79
87
50355
0,03502

0,0020

Velocita

1,06
1,07
1,08
1,09
1,10

I,11
1,12
1,13
1,14
1,10
1,16
1,17
1,19
1,19
1,20

1,21
1,22
1,23

1,24

o
1,20

1,26
1,27
1,28
1,20
1,30

1,31

1,32

Altezze

0,0573
84
Gd
0,0600
17
c,0628
39
Sr1
62
74
0,0686
99




Velocita

T,z
1,42
1,43
1,44
1.49
X,46
1,47

©,1209
29

0,1240
56
72
89
0,1300

iy e

0,1321

38
4
7 I
&8

Veloeita

1,76
1,77

1,78

1.97

1,99
2,00

2,01
2,03
2.03

2,09

2,06
2,07
2,08
2,09
2,10

261

Altezze

©,1579
597
615
633
652

0,1670
6388
7°7
726

__4

0,1763
732
Soa
8ar
840

0,1860

380

399
919
938
0,108
978
998
0,2019
039
0,2099
o8a
JOELE
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Velocita

2,71
2,12
2.13

2.4

219
2,16
2,17
2,18
2,19

3 30

2.9
92.29
2 23

2,24
2,97

.20
27

)

[S
=

KNS
WY
SO

1
_Q;Il

&
we 2

0 b o
e

| .

N IESA I S

CRRCINCINT
Ok &5 Lpiess
N W

b0

l ;

wgs I I L
Cid Lo N ™

R

i S LS S

Altezze

0,2264
2(;(
3
33
RJU

0,2373
400
432

Velocitd

2.46
2.47
2,48
.49
2.0

2.51
2,92
2.53
2.54
2.55
@, 2.56
2,07
2,58
[>) )[)
2,bo0
2,61
2,(:3
2,63
2.64
2,65
2.00
2,07
2.63
2,(.9

f)""a

Altezze

0,3085
110
139
160
186

0,3211
237
203
289
315

0,334

367

419
440
0,3472
499
506
553
580

0,3007
634
661
639
"*1 f)

0,3744

”7I
799
8oy
855

0,3883
9! I
939
068
996
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Velocita Altezze Velocita Altezze
2,81 0,4025 2.9T1 0,4317
2,82 vd4 2.92 346
2.83 o 2.93 376
2.84 T11 2 94 46
2.85 140 2.5 4.")6
2,86 0,41 09 2.90 0,4466
2.87 160 2 7 496
2,88 2.2 2,9 527
2.9 257 2.99 507
2,00 ©87 3,00 588

e 4
Altezze Yelocita Altezze Velocita
0,003 0,313 0,100 1,4353
10 d429 10 4690
15 9425 15 S5c20
00 6264 20 5343
25 7003 29 5641
0,030 0,7072 5,-1 20 1,5979
25 0236 35 6:-4
40 8858 4o 6572
45 (396 43 6866
50 90 4 D 7154
B;-C}E) ’1-;“33-? 0.155 ?;74i58
00 0849 ' 6o 7T
65 1242 65 868
"0 1718 70 8262
79 2130 79 8549
6:685 1,2537 0,180 1.379x
85 2013 85 godT
9o 3288 90 936
95 3652 95 9759
0,100 4006 ©,200 ydud



264

Altezze

©,200
10
19
20
29
0.236
35
40
49

Ho

0,235
f)0
6o

72

7

0.280
’ i

OJ

GO

-

()t)
0,300
0,305

10

Velociti

2,0054
029b
0537
0774
Idﬂg

jSaql
14?r
1648
10925
2140

2.,2360
258 §
2801
o1}
3257

23437
3045
3852
405b
4260

92,4451

4hho

(R Rt
4.1:()%

(_ml 5
6203

Altezze

0,355
6o

65

70

70
0,380
85
9o

-

9O
0,400
©,405
10

10

20

25

e
35
4o

4:3
Ho

Velocita

2,6390
6579
6759
6942
7123

2,7303
7402
7660
7837
8013

2,3187
8360
8533

8704

8875

2,9044

9312

9380
9546
9712
2,9870
3,0040
0203
0365
0hHab
3,0086
0846
1004
1162
1319
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Delle misure lineari di dicersi paesi,
CopIesse in metri; € viceeersd.
Del Reeno d’ltalia.
Piede Metro
€83 resso CE
in metri | in giedi .
S R — ,
Ancona . . . . C,4040 2,4410
Bereamo . . . . G,4378 2,2843
Bologna . . . . 0,3801 2,63¢c9
Brescia . . . . Cy4710 2,1232 ;
Como * 5 m e 0,4512 2,21062 ‘
Cremona . . . . 0,4835 2,008 z
Fermo . . . . 0,4245 2,359 s
Yerraca . . . . ©,4030 2,4751 %
Forli ce e . ¢, 4082 2,0403 .}
Macerata . . . . 0,5030 1,703 ’if
Mantova . . . . 0,4009 2,1420
Milano  PBraccio . 0,5949 1,0808 |
- Piede Cy4302 2,207
Modena . . . .. ,5230 1,9119
Novara . . . . 0,470Q 2,1234
Padova, ¢ Vicenza 0,3574 2,7980
Reggio . . . . 0,300 £,085
Sondrio . . . . 0, 4402 2,2411
Treviso . . . . 0,4081 2,4503
Udine . . . . 0,3405 2,9309

s,
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Venezia ¢ Belluno . .

Piede

espresso

in metri

Cy2477

Verona . . « « + (33429
ESTLRE.

Firenze  Braccio . . ¢,5830
Genova Palmo . . 0,240t
Londra . . . . . 03043
Napoli  Palmo . . ©,202c
Parigi e e e s+ 03248
Piede del Reno . . 0,3138
Roma Palmo . . 0,2234

Piede antico 4,205
Torino  Piede « . 00,0137

Matre
PEPTAssO

‘in piedi
s et

Ry |
2,0700
‘

2,0102

1,7152
4,C1 4D
3,28¢0
3,8100
3,0784
3,1869
4+4702
3,3805
1,9467
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D¢’ Pesi espressi in Chilogrammai
o libbre ltaliance; ¢ viceversa .

Del Rezno d Italia.

Libbra Chilogramo
espressa in} espresso
Chilogrami | in Libbre

Ancona . . . . . . 3290 3,034
Bervamo. o . . . . G320 SeEERT,
Boloena .« . « .« . 0,301y 2,7630
Brescia . . . . . 0,3208 3,017
Como . - .« « - . 03107 3,1579
Crcaona . . ce . 0,3000 3,251 1
Fermo .« « . .« . . 03210 3,115
Ferrara . . . . . » G345 2,0074
Forli o4 B o8 8 ¢ CeiEgn S0k
Macerata: come I'irenze
e Roma . . « « « .
Mantova. . . . « . 030D 3,223
Milano . . . .« « .+ 0,0208 3,000
Modena « « . . « « 0,3;C5 2,372
Novara . . . « . . 0,320 35,6724
Padova e Vicenza. Lib-
bra sottilc . . €,3380 2,0500
Libbra grossa  0,4805 2,653
Regzic .« « « . . C,3249 30014
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Libbra  { Chilograrmo
espressa in] espresso
Chilogrami§ in Libbre
e | n——
Sondrio ZLibbra di 3o
Once . . . 0,7979 1,2533
Treviso Libbra sottile
come Padova . ... “® 8N
Libbra grossa ©,5107 1,352
Venezia e Udine. ZLib-
bra sottile . 0,3012 3,3197
Libbra grossa 0,4770 2,0004
Verona Libbra sottile 0,3332 3,0014
Libbra grossa 0,4998 2,0009
ESTERI.
Amsterdam. . . . . 0,4830 2,0703
Firenze e Roma . . . 6,3393 3,9409
Genova . . . . . . 2108 3,15608
Londra Libbra d. Trovs
di 12 Once 0,3731 2,0300
Libbrad. Avoir-
dupoids di 16
Once. . . . 0,4536 2,2045
Napoli . . . . . . 3208 3,1176
Pafigi o o » s = 0,4095 2,0429
Torino . . . . ¢,3038 2,7112

Fine del Terzo ed Ultimo Volume.
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DEL VOLUME TERZO.

lin.
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14
19

legei
S (B — ¢) §' cos. (B —¢)
v''=o, vVV'=0 ¢ =o, v =0
della delle
Zf=ZF Zf=LF
2Sm(Pdx+-Qdy+Rdz)

leooi 2Sm/(Pd:r-*-ery-;-Rdz)
nel principio si aggiunga il sc-

ono =

SS.mVds—=o SS.mfVds—e

— A"d x — A" dx
LV (bx—x) L (bx—x7)
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