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PREFAZIONE

Le applicazioni de’determinanti a solenni questioni di analisi,
di geometria, e di meccanica, che da ogni parte e da piu anni si
andavano pubblicando da’dotti negli Atti delle Accademie, € nei
giornali scientifici , facevano desiderare che la parte elementare
della teorica di queste interessanti funzioni passasse nel campo
della ordinaria istituzione, affin di porre la gioventl studiosa in
istato di conoscere e seguire i progressi della Scienza.

Neé questa volta trattavasi di teoriche di lusso, o destinate sol-
tanto ad astratte ricerche ; ma si pure di teoriche le quali, men-
tre hanno esteso il dominio della scienza, permettono di sormon-
tare delle difficolta di calcolo, e conseguire de’risultamenti, che
spesso non & lecito di raggiugnere per le vie comuni dell’Algebra.

La teorica de’ determinanti era gia scritta dall’ illustre Jacosi,
e pubblicata fin dal 1841 nel tom. XXII del giornale di CRELLE
nella memoria che ha per titolo: De formatione el proprietatibus
determinantium; ma, oltrecche non ha mai esistita una pubblica-
zione a parte di questa memoria, non era quella una fonte per
giovani che cominciano appena lo studio dell’Algebra.

Un libro su questo argomento fu pubblicato in Londra nel 1851
dal sig. SPOTTISWOODE col tiiolo: Elemeniary theorems relating to
determinants; ma certamente la parte, che riguarda le dimostra-
zioni, non fu scopo precipuo dell’Autore, il quale ebbe piuttosto
i mira di offrire una raccolta di proprieta e di appiicazioni dei
determinanti.

Noi quindi concepimmo da piu tempo il disegno di una ope-
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retta intorno a tale argomento, la quale ancora servir dovesse di
richiamo per diverse nostre applicazioni; e lo scritto n’era in gran
parte abbozzato, allorché ci vedemmo prevenuti da una penna
tanto abile e competente, quant’é quella dell'illustre BrioscHi;
sicché allora credemmo di smettere ogni pensiero intorno alla
pubblicazione del nostro lavoro.

1] libro del BrioscHt fu per la scienza un segnalato benefizio;
e la sua comparsa segna, per cosl dire, in Italia lepoca di transi-
zione dal vecchio al nuovo stile: di che ¢ pruova non il favore col
quale fu generalmente accolto da’dotti, ma il fervore col quale fu
ricercato dalla gioventu studiosa. Né il successo ottenuto da que-
sta pubblicazione del Brioscui fu limitato all’ Italia ; poich¢ con
interesse eguale venne accolta in Francia ed in Germania, dove
il libro videsi immediatamente tradotto nell’idioma francese e nel
tedesco. E veramente le applicazioni scelte e svariate, con le
quali il Brroscai ha illustrate le diverse proprieta de’determinan-
ti, doveano (ci sia lecito il dirlo) sedurre e convincere anche co-
loro che, per sistema, sogliono mostrarsi avversi ad ogni novita
scientifica, che si allontani per poco da’processi ordinarii.

Tuttavoita noi non dovemmo tardare a riconoscere che I'opera
del BrioscHi era scritla per giovani gia forti nella scienza; e la
teoria specialmente vi era delineata a tratti troppo larghi per es-
sere accessibile a giovani men provetti; e quindi, unicamente
nell’ interesse di costoro, divisammo un’ altra volta di tornare al
nostro antico lavoro. Ma, mentre lo andavamo raccozzando e con-
cretando, il nostro collega, Professor ZANNOTTI, mostro vivo desi-
derio di pubblicarne la parte elementare nelle sue istituzioni di
 Algebra; e pero, non avendo potuto ricusarci alle sue gentili pre-
mure, una parte di quel lavoro, informe qual’era, venne inse-
rita nel detto libro fin dal 1859. Ma quivi non erano che delle
idee gittate sulla carta, che sentimmo pol il dovere di meglio
ordinare e sviluppare, per pubblicare il lavoro completo, e sotto
un aspetto piu conveniente.

Frattanio due altre opere sulla teorica de’determinanti videro
in quel torno la luce, I'una del Dottore Riccardo BarTzer in Ger-
mania, e I'altra del benemerito Professore Giusto BELLAVITIS in
Italia; ma a noi parve che queste opere, dotte e pregevoli sotto
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ogm riguardo, non fossero ancor tali da servire, secondo i nostri
desiderii, ad una istitluzione assolutamente elementare.

Nel libro adunque, che ora presentiamo alla gioventu studiosa,
non manca quasi alcuna delle proprieta piu essenziali de’determi-
nanti, avendo messo da nostro canto ogni studio per rendere le
dimostrazioni chiare,e ad un tempo rigorose e generali; il che ci
sembra in questo argomento una condizione indispensabile, es-
sendo comprovato dal fatto che la considerazione di qualche caso
particolare non induce quella convinzione ch'e 'effetto delle ri-
gide dimostrazioni. D’altra parte abbiamo quasi sempre evitato di
far dipendere queste dimostrazioni dalle forme simboliche e con~-
cise, con cui soglionsi rappresentare i determinanti,poggiandole
sulla forma esplicata,con la quale generalmente or sono figurati;
ed ¢ fuor di dubbio che allora, non solo riescono piu evidenti le
proprieta di queste interessanti funzioni, ma divengono piu abi-
tuali e familiari quelle trasformazioni che si appropriano alle
forme esplicite, e che le rendono molto piu utili delle forme con-
cise.

L’ opera & divisa in due parti, la prima destinata alla teoria;
Valtra alle applicazioni. Tra queste, quelle che formano il sogget-
to de’'paragrafi 1I, 111, IV, V, e che riguardano il processo del
massimo comune divisore , 1" eliminazione tra due equaziont di
gradi qualunque, le radici multiple, ed il teorema di STURM, SO-
no il risultamento di alcune memorie da noi presentate nel corso
del 1857 alla R. Accademia delle Scienze,e che non vennero pub-
blicate per gli ostacoli malaugurati,che si frapponevano alla stam-
pa de’lavorl accademici. Gli argomenti poi trattati ne’ paragrafi
VI, VII, VI, IX, e che si rapportano ai determinanti funzionali,
alle sostituzioni lineari, alle funzioni omogenee, ed alle forme, sono
da tenersi come introduzione ad un'altra opera, che vedra la luce
quanto prima (*) , e che riguarda quelle mirabili funzioni cono-
sciute sotto i nomi di invarianti, covarianti, etc., le quali hanno
aperfo un campo si vasto e si fecondo alle speculazioni de’geome-
tri.Un ultimo paragrafo ¢ destinato ad applicazioni geometriche;

{*) In questo lavero , che sarebbe stato superiore alle nostre forze ., siamo
sorrctii dall’ opera del nostro egregio amico e collega Professore Battaglini,
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ma in riguardo a queste abbiamo creduto di non essere molto
diffusi, sia perche i giovani ne hanno gia copia negli Annali di
TerQUEM (*); e sia ancora perché sard presto pubblicato in Na-
poli un giornale mensuale di matematiche, nel quale saranno fre-
quenti le applicazioni de’ determinanti alla geometria, al calcolo,
ed alla meccanica.

Ma per norma de’giovani vogliano avvertire che,in quanto alla
prima parte, tutto cio che veramente interessa una primordiale
istituzione, puo ridursi a quello che forma il soggetto de’primi
sei paragrafi, e del paragrafo nono; potendo riserbarsi il resto a
piu inoltrata istruzione. Fd in riguardo alle applicazioni, bastera
limitarsi la prima volta al primo paragrafo, nel quale & esposta
la risoluzione delle equazioni di 1° grado, ed a quella parte del-
I'ultimo paragrafo, che si rapporta alle pil semplici applicazioni
geometriche.

Tra i limiti intanto, che ci siamo imposti, abbiamo diligente-
mente cercato tutti que’miglioramenti che offrivano i piu recenti
lavori de’ dotti. Ed ¢é cosi, per esempio, che ci siamo affrettati a
far conoscere una nuova dimostrazione data dall’ illustre Hesse
della proprieta sorprendente, della quale ¢ dotato il determinante
di una funzione omogenea di » variabili {che or porta il nome di
Hessiano), di annunziare col suo identico annullamento che la pro-
posta funzione & riducibile, mediante una trasformazione lineare
ad una funzione di meno di n variabili. E tra le proprieta delle
forme quadratiche si troverd dichiarata quella che il SYLVESTER
ha chiamato legge d inerzia e che, indipendentemente dal princi-
pio dellavariazione continua delle funzioni, offre il mezzo piu na-
turale per definire il numero deile radici reali di un’equazione
comprese tra due limiti assegnali.

(") Noi non sapremmo abbastanza raccomandare quest’ opera periodica ai
giovani specialmenle che fanno 1 primi passi nella scienza, poiche vi trovano
utilissimi esercizit in tutto il campo delle matematiche pure, ed una fonte di
nobile emulazione nelle questioni che vi si propongono a risolvere. Ed oltre
a cio le notizie dotte ed erudite e le rivisie bibliografiche che presenta il bul-
lettino, Ii abituano assai per tempo ad apprezzare i lavori degli uomint itlustri; e
li mettono in istato di seguire a gradi e senza slenti il progresso della scienza.
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Noi vogliamo qui ripeterlo un'altra volta: ¢ solo l'interesse dei
giovani che ci ha indotti a scrivere e pubblicare il presente libro;
e facciamo voti ardentissimi che una penna piu abile possa farlo
presto dimenticare , migliorando I’ esposizione delle teoriche , e
correggendo le nostre inesattezze. E, scrivendo per giovani, ab-
biamo creduto di poterci dispensare dal citare i nomi degli au-
tori, cui son dovute le proprieth de’determinanti, o che le hanno
rese pill generali, o che hanno migliorate le loro dimostrazion,
o che ne hanno fatto importanti applicazioni. Ma d’ altra parte al
punto, in cui siamo, per 'uso ormai divenuto generale di queste
funzioni, noi crediamo che spetti alla storia il compito di porre
in evidenza cid che a ciascuno ¢ dovuto nella creazione e nel pro-

gresso di queste importanti teorie (*).

() Del rimanente in quanto alla origine di siffatte teorie le prime tracce
possono ritrovarsi nei lavori di Leibnitz, di Cramer, di 7 andermonde , di
Laplace, e di Bezout, relativi alla risoluzione di un sistema di equazioni
di 1° grado; e P'ultimo di questi geometri, pitt di ogni altre, a noi sembra che
fosse gid in possesso di molte delle proprietd generali de’ determinanti, come
forse avremo occasione di comprovare con un’analisi, che speriamo di pubbli-
care, della sua grand’opera sulla eliminazione, che certamente anche oggi ¢
meritevole di una maggiore attenzione. In seguito, de’ passi piu larghi furon
fatti in queste teorie pellavori di Zagrange, di Gauss, di Cauchy, di Binet,
e di Jacobi innanzi tutto ; e tra i pit recenti promotori bisogna annoverare
Sylvester, Cayley, Salmon, Boole, Roberts in Inghilterra; Borchardt,
Hesse, Joachimsthal, Kummer, Eisenstein, Aronhold, Baltzer in Germania,
Hermite in Francia ; e tra gl ltaliani Brioschi, Betti, Bellavitis, Torlolini,
Genocchi, Mainardi, Faa di Brumo, Cremona, Padula, Battaglini,

Rubino, Sannia, e Janni.
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AVVERTENIZE.

Nella pag. 15 alla 4 linea, in luogo di a,_,, leggi, a, ,. Ed

alla 14 linea, ne’due primi determinanti del secondo membro

alla terza orizzontale, in luogo di y, leggi, v'.

Nella pag. 29, al posto del primo elemento della seconda ori-
zontale del determinante (%) in luogo di 1, leggi, 2. E nel posto
del secondo elemento principale del determinante (5) in luogo
di —1, leggi, —2.

Nella pag. 38, alla 92 linea, agli ultimi due versi, che compio-
no il periodo, si sostituisca come segue « ma a patto ancora che
le diverse combinazioni che cominciano con uno stesso numero
siano scritte in guisa che i secondi, terzi numeri, etc. si trovino
sempre disposti in ordine crescente »

Nella pag.48, allapenultima linea invece di n°® 59, leggi, n°® 60.

Nella pag.78, in fine del n° 98 si aggiunga « E perd chiaro che

per gli elementi principali si ha semplicemente T = A,
“rr

Nella pag. 160, avanti la nota, al primo V, si sostituisca X,.
Nella pag. 207, alla linea 9, ov’ & detto, elementi del deter-
minante della sostituzione, leggi, elementi della r™? verticale

del determinante della sostituzione.
Nella pag. 216, alla 62 linea, invece di (10) leggi, (13). Ed alla
linea 82, nel posto del primo elemento del determinante, invece

di A, , leggi, A,,.
Nella pag. 221, a pi¢ di pagina, nel posto del primo elemento

%; e nel

del determinante a sinistra, in luogo del 0, leggi, —

secondo membro invece di z,x, , leggi , x,

Nella pag.253, alla 1° ed 8* linea invece d1 7 Tx Ve (€GGL, kk oo

Nelfapag.264, ala linea 14%in luogo di L leggs, e
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INVERSIONI NELLE PERMUTAZIONI.

1. Tra le permutazioni di piu elementi letterali o numerici
chiamiamo permutazione principale quella in cui gli elementi si
succedono in ordine diretto, vale a dire in ordine alfabetico, se si
tratta di lettere; ed in ordine crescente, se si tratta di numeri;
e diremo permutaszione inversa quella in cui gli elementi seguono
un ordine precisamente opposto. -

2. Due clementi di una permutazione, contigui o no, si dice
che formano inversione, quando non seguono I'ordine diretto; per-
cid non vi sono inversioni nella permutazione principale; ma ogni
altra ne ha un certo numero, il quale si calcola paragonando ogni
elemento, a cominciare dal primo, con ciascuno de’ seguenti; cosi
nella permutazione di cinque elementi eh d ¢ b si trovano sette in-
versioni, due dovute ad e, tre ad &, una a d, ed una a g¢.

Nella permutazione inversa ogni elemento fa inversione con cia-

scuno dei seguenti; e percid, se n sono gli elementi, il numero
delle inversioni sarad espresso da |

(n—1)+(n—2)+(n—23) + .. +2+1_—-—_—g-n (n—1).
3. Gli elementi a cui si rapporta un sistema di permutazioni let-
terali o numeriche si supporranno distinti da un numero di ordine,
9

.
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il quale per ciascuno ¢ quello del poste ch'esso occupa nella permu-
tazione principale; e cid a prescindere dal suo numero di ordine
naturale, con che intendiamo quello del posto ch’esso occupa o
nella serie alfabetica a, b, ¢, d, ..., o nella progressione naturale
1,2, 3,4, ... Oraé manifesto che il numero delle inversioni di
qualunque permutazione ¢ lo stesso di quello delle inversioni del-
Ia permutazione che si ottiene cambiandovi ogni elemento, o nel
suo numero di ordine naturale, o nel suo numero di ordine relati-
vo alla permutazione principale; ed & cosi per esempio, che tanto
€ contare le inversioni nella permutazione ehd gb, quanto & con-
tarle nella permutazione (5,8, 4,7, 2) formata, mutando ogni let-
tera nel suo numero di ordine naturale, o nell’altra (3,5,2,4%,1)
che si oftiene cambiando ogni lettera nel suo numero di ordine
relativo alla permutazione principale bdeg h.

4. S'indichi con P la permutazione principale di piu elementi;
con A una permutazione formata da P portandovi in primo luogo,
ed in ordine diretto m elementi qualunque,per esempio quelli defi-
niti da’numeri di ordine crescentir_, r,, .., TigoeosTm; € sindi-
chi con ¢ il numero delle inversioni di A: inversioni dovute unica~
mente ai suoi primi m elementi.Ora siccome I'elemento im0 di A si
conta come r,7° nella permutazione principale P, & chiaro che in A
esso puo fare inversione solo con gli elementi da’quali & precedu-
to in P, e che sono r;~—1, esclusi tra essi quelli che lo precedono
in A, e che sono i—1. Dunque le inversioni di A,dovute soltanto
al suo im* elemento, saranno r,—1 (i—1), ossia r;—1; e per-
¢io il primo ne da », —1; il secondo r,—2; il terzo r,— 3; e cosi
di seguito; in guisa che si avra

z’"—:(?' 1) = (7"3 2) = mies (rm_m):rx_l"ra il AT

-—-é—m (m+1).

0. Supponendo che una permutazione qualunque A sia spezzata
in due parti a piacere, che indichiamo con B e con C, I'una for-
mata con 1 primi m elementi, I'altra con i rimanenti, siano «, 8, 7
le inversioni di A, B, C rispettivamente. Dopo cid, se dinotiamo
con ¢ il numero delle inversioni che ogni elemento della prima
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parte B fa con tutti gli elementi della seconda parte C, si avra evi-

dentemente
o — ‘S -+— 7 4~ £,

Ora se si dd un ordine diverso agli elementi di B e G, potranno
variare i numeri 8 e v, € quindi anche «; ma ¢ restera immutato,
e sard determinato conoscendosi i numeri di ordine degli elementi
di B, relativi alla permutazione principale di tutti gli elementi.
Se 7., ¥y, 7y 000 questi numeri di ordine, il valore di ¢ sara
quello che risulta dalla formola di poc’ anzi; vale a dire si ha

{ |
=1, Tyt o T g W (m—+1).

6. Le permutazioni di pil elementi saranno distribuite in due
classi; comprendiamo nella prima quelle che hanno un numero
pari di inversioni, e nella seconda quelle che ne hanno un numero
impari.

7. Segue da questa convenzione che una permutazione muta di
classe, se vi si scambiano due elementi contigui, perché con cio
essa o acquista o perde una inversione. Quindi, se un elemento
di una permutazione si trasporti dopo quello che lo segue, o a
dritta,o a sinistra, si ha una permutazione di classe diversa; dopo
due si torna alla classe primitiva; dopo tre si riproduce 1" altra
classe; e cosi di seguito alternativamente. E percio:

Se un elemento di una permutazione si trasporii dopo r elementi
o a dritta o a sinistra, la nuova permutazione apparterra alla clas-
se della prima, o all'altra classe, secondoche r ¢ pari o impart.

8. Una permutazione in cui debbano tenersi in veduta due ele-
menti qualunque, come k e ¢, puo rappresentarsi con

AkBgC, (1)

dove A figura il gruppo di tutti gli elementi che precedono £; B
quello degli elementi interposti tra k e ¢, € che ora supporremo
essere al numero di 7; e C finalmente il gruppo di tutti gli ele-
menti che si trovano dopo ¢q. Se in questa permutazione si cam-
bia k in g, e viceversa ¢ in k, si ha 'altra permutazione

AgBEk(, (2)
la quale differisce dalla prima unicamente per lo scambio tra i due
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elementi k e g, tra i quali s’interpongono » elementi. Posto cid,
se nella permutazione (1) si trasporti I'elemento & innanzi g, e se
nella (2) si trasporti g dopo &, nell’'un caso, e nell’altro si ha sem-
pre la stessa permutazione

ABkqg(C,

la quale adunque risulta dalla (1) per lo trasporto di un elemen-
to dopo r elementi, e dalla (2) per lo trasporto di un elemento
dopo 7+1 elementi. Quindi, se la classe di quest’ultima permu-
tazione ¢ la stessa di quella della (1), sara poi diversa dalla classe
della (2), o reciprocamente; sicche in ognl caso le permutazioni
(1) e (2) appartengono a classi diverse, e si ha il seguente feorema:

Due permutazioni,be quali differiscono solo per lo scambio vicen-
devole tra due elementi appartengono a classi diverse.

9. Date due permutazioni appartenenti ad uno stesso sistema
di elementi si comprende ch'é sempre lecito di supporre che 'una
sia dedotta dall'altra mediante un certo numero di scambii suc-
cessivamente operati tra i suoi elementi a due a due, perchd cid
riducesi a fare in guisa che per via di tali scambii gli elementi
dell'una prendano finalmente la stessa disposizione che hanno nel-
Faltra. Questo passaggio da una permutazione ad un’ altra pud re-
golarsi in varii modi, e quindi il numero degli scambii pud can-
giare secondo la via che si segue; ma tenendo presente che ogni
scambio fa cangiar di classe, possiamo conchiudere, che: |

Due permutazioni formate con i medesimi elementi appartengono
ad una stessa classe, o a classe diversa, secondoché ¢ pary o impari
il numero degli scambii ch’¢ necessario di operare successivamente
tra gli elementi a due a due per dedurre Uuna dall’altra.

10. Si sa che il numero delle permutazioni di »n elementi
ascende ad 1><2><3>< ++ ><n; e perd questo numero, salvo il caso
eccezionale di n=1, & sempre pari. Osserviamo intanto che le per-
mutazioni di »n elementi possono dedursi da quelle di n—1 ele-
menti, aggiungendo in fine di ciascuna di queste 'elemento nmo,
e poi supponendo che I'elemento aggiunto avvanzi di un posto per
volta verso sinistra fino a prendere il primo posto. Cid premes-
so siano A, e B, due permutazioni di n elementi formate con ag-
giungere in ultimo luogo I'elemento nm0 a due permutazioni di
n—1 elementi appartenenti a classi diverse; cosi anche le per-
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mutazioni A, e B, saranno di diversa classe; e pero se dinotiamo
con A,, A,,.., A, le permutazioni che risultano da A,, facendo
avvanzare di un posto per volta verso sinistra Pultimo elemento,
finché pervenga ad occupare il primo posio; € con B,, B,,.., B,
quelle che nella stessa maniera risultano da B,, avverra che le
permutazioni comprese nella serie

AI’ As’ As"' 3 Aﬂ,
saranno di classe diversa da quelle delle corrispondenti permuta-
zioni dell’altra serie

B,,B,,B,,...,B.;

vale a dire di tutte le 2n permutazioni provvenienti nel modo in-
dicato da due permutazioni di n—1 elementi, che siano di classe
diversa, una meta appartiene ad una classe, ed una meta all’altra
classe. Ora supponendo che si tratti di formare le permutazioni
di un sistema di elementi letterali a, b, ¢, d, . .., cominceremo da
quelle di due elementi,come a,b, ed avremo le due permutazioni

ab, ba,
le quali appartengono a classi diverse. Indi con la introduzione di

un terzo elemento ¢, seguendo il metodo prescritto, avremo le per-
mutazioni di tre elementi
abe, ach, cab; bac, bea, cba,

le quali ancora a due a due saranno di classi diverse. Ma quindi
¢ palese che anche quelle di quatiro elementi debboro essere a
due a due di diversa classe; e perd & manifesto in generale, che:

Nel sistema completo delle permutazioni di qualsivoglia numero
di elementi una meta appartiene ad una classe, ed una meta all'al-
tra classe.

§ IL

NOZIONI INTORNO ALLE MATRICI.

11. Date piu serie di ugual numero di termini, se occorra di
considerare anche le serie che si formerebbero con i loro terminti
di ugual posto, come tutt’i primi, tutt’i secondi, etc.: possono ad
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un tempo aversi sott'occhio i due sistemi di serie, senza ripeterne
la scrittura, disponendo le serie date in linee orizzontali, ma in
guisa che i termini di ugual posto siano verticalmente allineati.
Per accennare a siffatta disposizione si usa di chiudere il sistema
delle serie date fradue tratti rettilinei, come nel seguente esempio

(1)

d
v

n
{

Sl B

a b
[ g
'

T

» 3 » o

q

Questi quadri prendono il nome di matrici; i termini delle serie
diconsi. allora elementi della matrice; e quelli che vi sono orizzon-
talmente, o verticalmente allineati, si dice che formano una linea,
la quale poi si distingue in orizzontale, e verticale. Tanto le oriz-
zontali che le verticali si contano per numeri di ordine 1,2,3,...;
quelle dall’alto in basso, queste da sinistra a dritta.

12, Siccome ogni elemento appartiene ad una orizzontale e ad
una verticale, ne segue che per individuare un elemento della ma-
trice basta assegnare il numero di ordine della sua orizzontale, e
quello della sua verticale.Quindi per rappresentare di una manie-
ra generale I'elemento che appartiene alla rme orizzontale ed alla
sma yerticale suole adoperarsi il simbolo (r, s), ed i due numeri »
ed s diconsi ancora indici dell’elemento, 'uno indice di orizzontale,
I'altro indice di verticale, o semplicemente primo e secondo indice.
Cosl nella matrice (1) si ha per esempio

a=—(1,1) , b=(1,2) , ¢e=(1,3) , d=(1,4) , e=(1,8)
=21 , =2,2), =(2,3) , =(2,4) , j=(2,5)

efc. etc. efc. etc. efc.

13. Parlando in seguito di prodotti di due o pilielementi di una
matrice intendiamo espressamente che questi elementi debbano ap-
partenere ad orizzontali diverse e verticali diverse; di modo che,
se ogni elemento che figura come fattore di un tal prodotto, & rap-
presentato col simbolo or ora descrifto, dovranno essere tra loro
diversi tanto i primi indici, quanto i secondi. Cid premesso sup-
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poniamo un prodotto di i elementi simbolicamente espresso da
* ¢ l,-" - £ an i
(Pes 85) (Ta» 82) (P55 85) (Fgs84) o oo (Tys S)s (2)

risulta dalle convenzioni di poc’anzi che la serie dei primi indici
Tis Ty **» Ty, € formata da’'numeri di ordine delle orizzontali, alle
quali appartengono glim fattori; mentre laserie de’secondi indici
S1ySgs ++ 9 5 € formata da’numeri di ordine delle corrispondenti
verticali. Ora queste due serie numeriche noi le diremo permuta-
zioni del prodotto, 'una permutazione di orizzontali, Valtra per-
mutazione di verticali; e le loro inversioni si diranno ancora in-
versioni del prodotto.

Osserviamo intanto che, se si cambia l'ordine de’ fattori, cam-
biano pure le due permutazioni del prodotto,ma dimostreremo (ed
¢ quanto interessa) che, qualunque sia 'ordine dei fattori, le due
permutazioni sono o sempre di una stessa classe, o sempre di clas-
se diversa. In fatti dando un altro ordine ai fattori del prodot-

to (2), come per esempio
(Tas 82) (T4 85) (oo 8) (o 8,) « + v (Tons Sim) » (3)

possiamo supporre che dalla forma (2) si passi alla (3), mediante
un certo numero di scambii successivamente operati tra i primi
indici a due a due (n.° 9); ma siccome altrettanti scambii si ope-
rano contemporaneamente tra i secondi indici, ne risulta che le
due permutazioni sono o sempre di una stessa classe, o sempre
di classe diversa; e percio:

Se si moltiplicano tra loro piv elementi di una matrice presi in
orizzontali diverse, e verticali diverse, qualunque sia Uordine dei
[attori, le due permutazioni del prodotlo saranno o sempre di una
stessa classe, o sempre di classe diversa; o, in altri termini, i nu-
mero lotale delle inversioni delle due permutazioni ¢ o sempre pari,
o sempre dispari.

14. 1I prodotto di pil elementi di una matrice si dird algebri-
co ove si riguardi come affetto dal 4- o dal —, secondoche le due
corrispondenti permutazioni sono della stessa classe o di classe
diversa; o con altre parole, secondoch¢ il numero totale delle loro
inversioni ¢ pari o impari. Cosi nella matrice (1) il prodotto p sb,
considerato come algebrico, comporta il —, perché traducendolo
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nella forma simbolica (3, 8) (4,3) (1,2) si trovano due inversioni
nella permutazione de’primi indici, e tre in quella de’ secondi.
Si vedrebbe similmente che al prodotto p hgd compete il +-, per-
ché tradotto in (3,9) (2,3) (4, 1) (1,4) si contano quattro inver-
sioni nei primi indici, ed altrettante nei secondi. Del resto que-
sto segno pud sempre farsi dipendere da una sola delle due per-
mutazioni, perche essendo arbitrario I'ordine de’fattori, I'una di
esse puo ridursi in ogni caso ad essere una permutazione princi-
pale; ed & poi chiaro che disponendo questi fattori, seguendo l'or-
dine delle orizzontali, diverra principale la permutazione dei pri-
mi indici; e disponendoli invece seguendo I'ordine delle vertica-
li, lo diverrebbe quella de’secondi indicl.

In generale, chiamando ¢ il numero totale delle inversioni di
un prodotto di pilt elementi di una matrice, il segno che gli com-
pete,come algebrico,sara quello che risultadal simbolo (—1)°, ov'é
poi lecito di aggiungere, o togliere all'esponente qualunque nu-
mero pari.

15. La determinazione delsegno di cui & discorso puo grande-
mente essere agevolata adottando opportune notazioni per gli ele-
menti, come sono le seguenti

a: bx cl’. dt L zx a’x,x ar,a a1,3 a1.4 " ax,n
aa bz ca da la a’s,t a‘z,s az,s a‘2,4 g a’a,n
aa bz ca ds . ls (4} ’ as,x a’s,z as,s a3,4 . a‘s,n (5}
a’m bm cm dm ' lm am,z am,z am,s am,4 . am,n

Nella (4)sisuppone che le lettere in ogni orizzontale siano quelle
della serie continua alfabetica a,b,¢,d,..., I; e che glindici in
ogni verticale formino la progressione naturale 1,2,3,..,m; don-
de segue che in questa notazione il simbolo di ogni elemento por-
ta con st il suo indice di orizzontale, mentre quello di verticale
coincide col numero di ordine naturale della lettera corrispon-
dente. Quindi & manifesto che per un prodotto di elementi di que-
sta matrice la permutazione di orizzontali trovasi gia bella e for-
mata nella serie degl'indici de’suoi fattori, mentre quella di ver-
ticali si avrebbe mutando ogni lettera nel suo numero di ordine
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naturale; perd, siccome delle permutazioni non inleressano che le
inversioni, risulta che possiamo dispensarci dal detto cambia-
mento,e contare le inversioni nella stessa permutazione di lettere
(n.° 3). Cosl per esempio si trova immediatamente che il prodot-
to d,b,c, comporta il —, contandosi due inversioni nele lettere,
e tre negl indici.

Nella matrice () tutti gli elementi sono figurati da una sola
lettera, variata perd con un doppio indice, il primo dei quali &
T'indice di orizzontale dell’elemento, e I'altro I'indice di verticale.
Cosi in questa notazione le due permutazioni di un prodotto si
hanno nelle due serie de’ primi e secondi indici di tutt’i fatto-
ri: ed in conseguenza € pitt immediata la determinazione del se-
gno. Talvolta per maggior semplicita si sopprime la lettera che
sostiene i due indici, scrivendo (r, s) invece di a,,; ma con cio
si ritorna al sistema gia dichiarato al n.° 12.

16. In seguito, ad eyvitare circollocuzioni, terremo a riguardo
delle matrici alcuni modi compendiati di dire, da intendersi di
per loro stessi; ma che purc vogliamo dichiarare a scanso di equi-
vocl.

I. Due, o piu linee di una matrice si diranno di vgual nome
o parallele, se sono o tutte orizzontali, o tutte verticali; ¢ quindi
sono linee di nome diverso una orizzontale, ed una verticale.

II. In due linee dello stesso nome o di nome diverso, chia-
miamo corrispondenti gli elementi di ugual posto, come sono il
primo col primo, il secondo col secondo, etc. etc.

I11. Aggiugnere o togliere una linea da un’ altra dello slesso
nome vuol dire aggiugnere o togliecre tutti gli elementi dell’'una,
dai corrispondenti elementi delValtra. Moltiplicare o dividere una
linea per una data quantita significa moltiplicare o dividere per la
quantita tutti gli elementi della linea. Cambiaie il seqno a¢d una
linea vuol dire cambiarlo a tutti gli elementi della linea: il che
poi vale moltiplicarla per — 1.

1V. Diremo uquali o identiche, le linee che hanno uguali uno
ad uno gli elementi corrispondenti; e le diremo equivalenti,quan-
do possono diventare identiche moitiplicandole, o dividendole per
opportune quantita.

Y. Chiamiamo simili le matrici che hanno uno stesso numero

b4
v}
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di orizzontali, ed uno stesso numero di verticali; ed in queste ma-
trici diremo linee omologhe ed elementi omologhi, quelli che vi
hanno una medesima situazione.

17. Le matrici che abbiamo descritte possono, in generale,
chiamarsi rettangolari; ma prendono il nome di quadrate,quando
il numero delle orizzontali ¢ uguale a quello delle verticali; e que-
sto numero allora dicesi grado della matrice. Quindi una matrice
quadrata di grado n contiene n* elementi.

Nelle matrici quadrate due linee di nome diverso designate da
uno stesso numero di ordine diconsi conjugate; e quindi sono
conjugate la prima orizzontale, e la prima verticale; la seconda
orizzontale e la seconda verticale, etc. In due linee conjugate gli
elementi corrispondenti, cioé di ugual posto, diconsi ancora conju-
gati; e percio il primo elemento dell'una € conjugato al primo ele-
mento dell'altra; il secondo conjugato al secondo; il terzo al ter-
70 etc. L'elemento comune a due linee conjugate & il conjugato di
sé stesso, e chiamasi elemento principale. E evidente che nella
matrice quadrata

aﬂ-,l aﬂ—,ﬂ aﬂ,s * an,n

un elemento qualunque a,, ha per conjugato I'elemento 4, ,; ed
a,, & il principale »™° elemento, di talché a, ., a,,, a,;,..,a,,
sono i successivi principali elementi.

Si chiamano simmetriche le matrici quadrate nelle quali ogni
linea & identica alla sua conjugata; o ch’¢ lo stesso, nelle quali
ogni elemento & uguale al suo conjugato.Cosi per esempio e sim-~
metrica la matrice di 3° grado

a b c
b d e
c e |

ma in generale & chiaro che puo tenersi come simmetrica la ma-



11

trice di grado n, scritta poc’anzi, quando i suoi elemeuti verifi-
chino la condizione

————

ar,: I aS,T

la quale deve sussistere dando a ciascuno degl'indici » ed s tutl’i
valori 1, 2, 3,.., n.

Nella matrice quadrata si considerano ancora i due sistemi di
elementi che vi si trovano allineati secondo le due diagonali;e pe-
rd si dice che ciascuno forma una diagonale. Di esse I'una é co-
stituita dagli elementi principali, e chiamasi diagonale principa-
le; e si dira I'altra seconda diagonale. |

18. Occorrendo in seguito di considerare la matrice che si for-
merebbe con alcune orizzontali, o con alcune verticali di una da-
ta matrice, intendiamo espressamente, € lo avvertiamo una volta
per tutte,che queste linee debbono conservare nella nuova matri-
ce lo stesso ordine di successione che hanno nella matrice primi-
tiva; di modo che la matrice nuova dev’essere cio che diviene la
primitiva sopprimendone tutte le altre linee che di quella non
debbono far parte.

Ci6 premesso, data una matrice rettangolare di m orizzontali
ed n verticali, e supposto m < n, possiamo dedurne un sistema
di matrici quadrate, combinando ad m ad m le sue verticali, sal-
va sempre per ogni combinazione di verticali la condizione or’ora
prescritta in quanto all'ordine con cui debbono succedersi nella
corrispondente matrice ; e se s’indica con p il numero di queste
matrici quadrate, sara

__nn—1) (n—2)...(n—m-+41)
1<2>3>< . . . Xm '

Supposta per esempio la matrice di tre orizzontali e quattro ver-
ticgli

2]
[ ]
™

»

Xy o O

ta

»

QK K
I IR
o
=

s
™
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combinando le verticali a tre a tre si hanno le quattro matrici di

3° grado
a, b, cy , la, b, d} , la, ¢, d) , |b, ¢, d,
a, b, ¢, a, b, d, a, ¢, d, b, ¢, d,
a, b, c, a, b, d, a, ¢, d, b, ¢, d,

in ciascuna delle quali le verticali, secondo la condizione impo-
sta, si suecedono con lordine istesso che hanno nella matrice
originaria.

“Se si fosse supposto m > n, vale a dire, se nella matrice pri-
mitiva il numero delle orizzontali fosse maggiere del numero del-
le verticali, converrebbe combinare invece le orizzontali ad n ad
n per dedurne un sistema di matrici quadrate di grado n.

§. 1II.

PRIME NOZIONI INTORNO Al DETERMINANTI
ED Al DETERMINANTI MINORI E COMPLEMENTALIL.

19. Chiamasi determinante la somma algebrica di tutt’i prodotti
che possono ottenersi moltiplicando ad n ad » gli elementi di una
matrice quadrata di grado n presi in orizzontali diverse e verti-
cali diverse, e dando ad ogni prodotto il + o il —, secondoche
le due corrispondenti permutazioni di erizzonfali e di verticali
sono di una stessa classe, o di classe diversa; o in altri termini,
secondoché il numero totale delle loro inversioni ¢ pari, o impa-
ri. Ordinariamente il determinante si rappresenta con la stessa
sua matrice; ed allora gli elementi, le linee, il grado etc: dela
matrice diconsi elementi, linee, grado, etc. del determinante, il
quale ancora dicesi simmetrico, se simmetrica & la sua matrice.

20. Applicando la definizione allc sviluppo del determinante di
grado n
[ By x Gy a’x,s » Oyq
ag,z az,a aa,a * az,n
P=|da;, a5, 4;; - Qg

L4 L] » L] »

a"ﬁ.-! a’ﬂ-;ﬁ an,z ¢ aﬂ-,ﬂ-
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& chiaro che ogni termine di P ¢ un prodotto di n elementi, dove
tanto i primi, quanto i secondi indici formano una permutazione
de'numeri 1,2,3,.., n, e che prende il 4+ o il —secondoche & pari,
o impari il numero totale delle inversioni nelle due permutazio-
ni. Tra i termini del determinante merita di esser distinto quello

‘che risulta dal prodotto degli elementi principali, cioe

aI’I an’g ars,a . & B a'mlln.

Questo termine, che dicesi principale, ¢ che prende sempre il se-
gno -+, perche le due permutazioni sono identiche,pud tenersi co-
me tipo generatore di tutti gli altri,i quali possono daesse dedursi
o permutando i primi indici in tutt’i modi,tenendo fermi i secon-
di; o invece permutando i secondi, fermi restando i primi, ed il
segno di un termine qualunque dipendera solo dalle inversioni
degl'indici permutati. E poi manifesto che i termini del determi-
nante sono 1><2><3>< - >n, meta col -+, meta col — (n.° 10).

11 determinante P suole anche indicarsi col simbolo piu conciso

E:..*_....al,l az,z as,a . e an,n

ov'e in veduta il solo termine principale; mentre il = ed il dop-
pio segno =+ accennano la somma algebrica di tutt’i termini che
si deducono nel modo indicato, e con la regola gia data in quan-
to a’segni.

91. Se nel determinante P si cambiano le orizzontali in verti-
cali, o viceversa, e con l'ordine medesimo di successione, si ha
I'altro determinante

ax: az,! a’a,: *

¥

Up,y
a
a

»
°

1,2 a2,2 a3,2 *

aI,S a’Z,S aa,a 2 n,s

a‘:,n aﬂ,ﬂ as,n ¢ a‘.ﬂ-,n

il quale perd non & diverso da P, perché il suo sviluppo puo ofte-
nersi in modo affatto identico per mezzo del termine principale,
ch’ & lo stesso. Da ¢io risulta che i determinanti non sono punto
alterati con tal cangiamento.
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22, Considerando ancora lo sviluppo

de] determinante

si vede che ogni suo termine & un prodotto di n elementi con let-
tere ed indici diversi, che prende il 4+ o il — secondoché ¢ pari
o impari il numero delle inversioni nelle une e negli altri (n°15).
Ma anche questo sviluppo pud dedursi dal termine principale
a, b, c,..l,, permutando o solo le lettere, o solo gl’indici; ed 1
segni dipenderanno o solo dalle inversioni nelle lettere, o solo da
quelle negl'indici. E pero il determinante puo dinotarsi col sim-

bolo gia

*

dichiarato

t4-ab, e, .. 1.

23. Soggiungiamo alcuni esempii di sviluppi di determinanti.

Uy g Uy o] =—[Qyy Ay, =2 A, a‘a,a:ax,za'z,zmax,aaz,x
az,: a‘z_.a a‘x,z a"z,z
a, b |—=la,a,\—3+ ab,=—ab,—ab,
a, b, (b, b,
a, b, c,;=la, a, a, —s+ab c,—=ab,c,—a,cb,+cab,—ba,.c,
a, b, el b, b, b
22 "2 1 Tz 73 ; +bxczas“01baas
a, b, ¢,| e, ¢, ¢,

Vedremo tra poco che i determinanti possono essere sviluppati
con metodi molto pitt semplici e rapidi; ma per ora osserveremo,
e giova di tenerlo presente, che: un determinante di 2° grado
equivale al prodotto dei due elementi principali diminuito del pro-
dotlo degli altri due.
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2%. 11 prodotto di tutti gli elementi della seconda diagonale ¢
anch’esso un termine del determinante. Nel determinante P que-

sti elementi, disposti secondo le orizzontali, formano la serie

@y nsOgnzs Qsngs > dnoggs Ayy dove i primi indici procedono

in ordine diretto, ed i secondi in ordine inverso ; e percio 1l se-
gno che compete al detto termine & quello che risulla dal simbo-

lo (—1) 3" (n.° 2),

25. Se da un determinante si sopprimono delle orizzontali ed
altrettante verticali, le linee che restano formano un altro determi-
nante che dicesi minore in riguardo al primitivo; e due minori di
uno stesso primitivo diconsi complementali, o Uuno complemento
dellaltro, se ciascuno risulta dal primitivo sopprimendone le oriz-
zontali e le verticali, le quali concorrono alla formazione dell’al-
tro. Cosi per esempio in riguardo al determinante primitivo
di 4° grado

aI bl cl dl
a, b, ¢, d,
a: bs cs d3
a, by ¢, d,
1 due minori di 2° grado
b, d,} , la, ¢,
b, d, a;

sono 'uno complemento dell’altro,ed & poi chiaro in generale che
Ja somma de’gradi di due minori complementali ¢ uguale al gra-
do del primitivo. _

26. Bisogna osservare che un determinante minore di grado m
puo riguardarsi come un determinante comune ad una matrice
di m orizzontali del primitivo, e ad un’alira di m verticali; ed il
suo complemento ¢ pure un determinante comune alla matrice
delle rimanenti orizzontali del primitivo, ed a quella delle rima-
nenti verticali. Laonde, se dinotiamo con H un minore di grado m
del determinante P, comune alle due matrici di orizzontali e di
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verticali designate rispettivamente da’ numeri di ordine
Y52 YarTsreesTm ed 8,885 c5850
procedenti e gli uni e gli altri in ordine diretto, sara
Qg Qg Gy vom

a""z s ¥y a"'a 182 " a'rz r 8m

a‘rm ’ 31 afm y 8o * arm sy 1

In questo determinante minore i primi indici in ogni verticale
riproducono la serie 7y, 7,5.., T, €d 1 secondi in ogni orizzontale
riproducono I’ altra serie s, 5,, - - , $,,- E poi manifesto che nel
complemento di un tal minore i primi indici in ogni verticale sa-
rebbero i numeri che restano della serie 1, 2,3, .., n, esclusi
P, 7., Ty; edisecondi indici in ogni orizzontale sarebbero
i numeri che restano della stessa serie, esclusi s,, s,, .., $,,.

97. Considerando lo sviluppo del minore H & chiaro, che ogni
suo termine & un prodotto di m elementi dove 1 primi indici for-
mano una permutazione de’ numeri r,, r,, .., r,, ed i secondi
una permutazione de’numeri s, s,, .., S,; ed il completo si-
stema de’ termini puo dedursi dal termine principale

5 aq aw - .a
a"Iasx 5,8, “F3.38; "m%m

permutando in tutti i modi o solo i primi indici, o solo i secon-
di. Per assegnare i segni converrebbe formare per ogni termine
le due corrispondenti permutazioni di orizzontali e di verticali
(n.° 19); ma possiamo ancora dispensarcene, e contare invece le
inversioni nelle stesse permutazioni de’primi e secondi indici
(n.° 3); da che risulta in fine che i minori del primitivo P si syi-
luppano esattamente con le stesse norme del primitivo; e posso-
no generalmente rappresentarsi con
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28. Due determinanti minori di uno stesso primitive dicensi
conjugati, quando le orizzontali e le verticali,le quali concoerrono
alla formazione dell’uno, sono inversamente definite da’medesimi
numeri di ordine delle verticali e delle orizzentali,lequali concor-
rono alla formazione del’ altro.

Se i numeri di ordine delle orizzontali, le quali concorrono
a formare un determinante minore, sono gli stessi di quelli delle
verticali, questo minore ¢ il conjugato di sé¢ stesso, e chiamasi
minore principale. Dunque le orizzontali e verticali del primiti-
vo, le quali concorrono a formare un determinante minore prin-
cipale, sono a coppia conjugate (n® 17); donde segue che i suoi
principali elementi son tali ancora nel primitivo; ed il suo com-
plemento € anch’esso un determinante minore principale.

29. Chiamiamo caratteristica di un determinante minore la
somma de’numerl di ordine di tutle le orizzontali e verticali del
primitivo, le qualil concorrono a formarlo; cosi dinotando con x
la caratteristica del minore H considerato nel n.® 26 sara -

Ora se s’indica con » la caratteristica del complemento di H si
ha evidentemente

an'=2 (1424 ++ 4-n);

e ne risulta, che:le caratteristiche di due minori complementali so-
no o pari ad un lempo, o dispari ad un tempo.

E chiaro che la caratteristica di qualunque minore del primi-
tivo P e sempre uguale alla somma di tutti gl'indici di ogni ter-
mine dello stesso minore; ma nel calcolarla giovera far capo dal
termine principale. La caratteristica di un elemento q,., & la som-
ma degl’ indici r ed s.

30. 1 complementi dei determinanti minori saranno distinti in
algebrici ed ordinarii. E algebrico il complemento se si riguarda
come affetto dal +- o dal —, secondoché & pari o impari la sua
caratteristica, o quella dello stesso minore; ed & ordinario quan-
do si prescinde da questo segno; ma in tal caso I'aggiunto di or-
dinario sara quasi sempre omesso.

Quindi, se H dinoti un determinante minore qualunque, K il
4
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suo complemento ordinario, ¢ x la caratteristica sia dell’ uno, sia
dell’altro, il complemento algebrico di H sara espresso da (—1)°K;
e viceversa quello di K lo sara da (—1)“H. Si comprende dopo
cid esser lecito di accrescere o diminuire la caratteristica di qua-
lunque numero pari, ed anche ridurla, a seconda de’casi, a zero
o ad uno.

31. Intorno ai complementi algebrici sono osservabili 1 seguentl
casi particolari:

I. Il complemento algebrico di un elemento prende il 4+ o
il — secondoché & pari o impari la somma de’ numeri di ordine
delle due linee che passano per I’ elemento.

II. I complementi algebrici de’successivi elementi di una
stessa linea prendono alternativamente il + ed il —; a comin-
ciare dal 4, se il numero di ordine della linea & impari; dal —,
se pari.

II1. 11 complemento algebrico di un elemento principale, o
di un determinante minore principale prende sempre 1l segno —+-.

IV. I complementi algebrici di due elementi conjugati, o di
due determinanti minori conjugati,prendono sempre segni simili.

32. Passeremo ora ad esporre una proprieta de’minori com-
plementali, che puo tenersi come il fondamento della teoria dei
determinanti. Sia H, come al numero 26, un determinante mi-
nore di grado m del primitivo P, ¢ K il suo complemento, che
sara di grado n—m. Tenendo presente la legge, che regola lo svi-
luppo de’ minori del primitivo P, ¢ palese che, se si moltiplicano
tra loro gli sviluppi de’complementali H e K, ogoi lermine del
prodotto HK, astrazion fatla dal segno,e un termine di P, perche
formato di n elementi, ne’quali tanto 1 primi quanto 1 secondi
indici formano permutazioni de’numeri 1, 2, 3, .., n. In conse-
guenza, se si dinotano con k e k due termini qualunque di H ¢ K,
affetti da’segni rispettivi, chiamando ¢ il numero totale delle in-
versioni che i primi e secondi indici di A fanno rispettivamente
co’ primi e secondi indici di %, I'espressione (—1)*hk sara un
termine di P, col segno che gli compete; ma si ha (n.° )

o= T gt ot 8 Sy 0 Sy —M (m=4-1)=r—m (m—+1};

adungue, essendo pari il numero m {m-+1), questa espressione si
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muta in (—1)*hk; e ne segue che per cangiare i termini del
prodotto HK in termini del determinante primitivo P, basta
moltiplicarli per (—1)*. Quindi risulta che la stessa gspressione
(—1)*HK & una parte del primitivo; e si ha percio la seguente
proposizione : |

Il prodotto di due minori complementali, preso col 4+, o col —,
secondoché & pari o impari la caratteristica dell’ uno o dell altro, e
una parte del primitivo. Ovvero: Il prodollo dv un determinante
minore pel suo complemento algebrico é una parte del primilivo.

33. Se uno de'minori si riduce ad un elemento, il teorema e-
quivale a dire,che: Il prodotto di un elemento pel suo complemento,
preso col + o col —, secondoché ¢ pari, o impari la caratteristica
dell’ elemento, ¢ una parte del determinante primitivo.Ovvero: Il pro-
dotto di un elemento di un determinantc pel suo complemento alge-
brico é una parte dello stesso determinante.

34%. 11 complemento di un determinante minore puo anche dirsi
complemento di qualunque {ermine dello stesso minore, poiche
in effetti risulta dal primitivo sopprimendone le linee che passa-
no pe’ fattori del termine. Pii generalmente puo dirsi che un pro-
dotto di m elementi del primitivo ha per complemento il minore
che ne risulta sopprimendone le orizzontali ¢ verticali che passa-
no pe’ fattori; e per caratteristica la somma de’loro numeri di
ordine; ed allora per la dimostrazione del teorema precedente e
manifesto, che :

Se si moltiplica il prodotto algebrico di m elementi di un determi-
nante pel suo complemento algebrico si ha una parte del determi-
nante primifivo.

- S Iv.

PROPRIETA GENERALI DE DETERMINANTI.

35. Se gli elementi di una linea di un determinante di grado n
si moltiplicano pe’ rispettivi complementi algebrici, si ottengono
n parti del primitivo (n® 33) tra loro diverse; e poiché i termini
di ciascuna sono 1><2><3>< «+ ><{n~—1); cosi le n parti ne danno
in tutto 1><2><3>< -+ ><n, quanti sono i termini del primitivo; il
quale percio ¢ uguale alla lorg somma. Quindi: ‘
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Ogni determinante equivale alla somma de’prodotti di tutti gl ele-
ment: di una linea pe’ rispettivi complementi algebrici.

O, in altri termini :

Ogni determinante equivale alla somma algebrica de’ prodotti di
tutti gli elementi di una linea pe’ rispettivi complements, presi alter-
nativamente col 4~ e col—; a cominciare dal -, se it numero dz
ordine della linea ¢ impari; dal — se pari.

36. Questo teorema permette di sviluppare i determinantiin un
modo assai piu rapido di quello che risulta dalla definizione, poi-
che la sua ripetuta applicazione conduce a determinanti di gradi
sempre piu bassi. Eccone degli esempii:

ab ¢ di=alb ¢ d|—bla’ ¢’ d|+cla" b d|—dla" V ¢
atc d v XYy U Ty u vy u v x
u v Xy v &'y u x'y uw vy u v &
w v o'y

l::c Y —-—ac‘v y |+ad lfv x —ba'|z l—{—bc‘u Yy ——bd"'u w,

" o x'y y uw x
~+ca ,fv y —cb’ tu y +cd’ iu 'v’-—da' l—l—dbi !,——-dc’lu’ v’]
vy u y u v

=(ab’'—-ba’) (xy'—yx")—(ac'—ca’) (vy’ —yv' }+-(ad —da’) (v2'—zv")
A+ {be'—cb") (uy'—yu" ) —(bd' —db"} (ux'—au")+{cd —d¢") (uv'—vu’).

Iz y|=(Y —y ‘") —(xy’—yx")+xy —yx').
12y
1 mﬁ ,y!-’

2 —1  3}=2(4+3)+4{—2+9)+6(—1—6)=0.
—4 2 1 |
| 6—3 2

37. Considerando i} determinante

P— [ |

a‘z,x aB,ﬁ * aﬂ;ﬂ'

”n,z “’n,x + Bpn
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converremo, in generale, di dinotare con A, il complemento al-
gebrico dell’elemento a,,; ed allora il teorema precedente sl tra-
durra nell’una o I' altra delle formeole

Pza’r,IAr,x'l'ar,zAr,z"i—ar,3Ar,s+ oo Qe Ay
P:al,rAz,r+aa,rAz,r+a3,rA3,f+ e T anﬁ’Aﬂ»’r’

secondoché si applica ad una orizzontale o ad una verticale, e
nelle quali I'indice » pud prendere tutt'i valori 1, 2,3, .., n.

38. Se si trasforma un determinante scambiandovi tra loro due
linee parallele contigue,siriconosce subito che il complemento or-
dinario di uno stesso elemento appartenente ad una delle due linee
scambiate & lo stesso nel primitivo, e nel nuovo determinante; ma
& chiaro che, se questo complemento si riguardi come algebrico,
esso allora prendera segni contrarii nei due determinanti. Posto
cio, se nel determinante P si scambiano per esempio tra loro la
prima e la seconda verticale, chiamando P’ il nuovo determinante

ayremo
f——— »
P - a’x,z a’l,x * ar,n

a’z,z a'z,x * aa,n

an,z an,i . an,n

Ora ¢ evidente che se i determinanti P e P’ si sviluppano secon-
do gli elementi di una delle due verticali scambiate, questi svi-
luppi saranno uguali, ma di segni contrarii; cosi sviluppando il
determinante P secondo gli elementi della prima verticale si ha

P_.—_:dI,IAx,I_i-az,zA2,1+a3}1A3,:+‘ . a‘n,IAn,x y

mentre sviluppando P’ secondo gli elementi della seconda verti-
cale s1 avrebbe

P "‘__":mal,IAr,Imaz,xAz_.l_“as,:Az,x_ e "'""an-,xAn,x ’

e ne risulta P = — P'. Segue da cio6 che lo scambio tra due li-
nee parallele successive non altera punto il valore assoluto di un
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determinante, ma gli fa prendere un segno contrario. Adunque
se una linea di un determinante si trasporti parallelamente a se
stessa dopo quella che immediatamente la segue o a dritta o a
sinistra, il determinante non fa che mutar di segno; ma quindie
chiaro che trasportandola invece dopo due linee, il determinante
riprende il segno di prima; dopo tre tornerebbe a cambiar di se-
gno; e cosi di seguito alternativamente; di modo che, in genera-
le, il determinante ritiene o muta il segno secondoché una linea
vi & trasportata dopo un numero pari o un numero impari di li-
nee; e percid se si dinota con P’ ¢i6 che diviene il determinante
P, quando una linea vi & trasportata -parallelamente a se stessa
dopo r linee, si avra

p'—(—1)"P.

Dietro questa proprieta de’ determinanti, ragionando precisa-
mente come al numero 8 a riguardo delle permutazioni, si con-
chiude senza piu il seguente teorema:

Un determinante muta solo di seqgno e non di valore scanbian-
dovi (ra loro due linee parallele qualunque.

39. Segue da questo teorema che un determinante non muta
di valore assoluto, comunque si scambiano tra loro e le verticali
e le orizzontali, ma riticne o muta il segno, secondoché & pari o
impari il numero totale degli scambii. E chiaro che in riguardo
al determinante P questo numero & pari ¢ impari a seconda del
numero totale delle inversioni ne’primi indici di una verticale,
e nei secondi di una orizzontale; o, ch’é lo stesso, ne’ primi e se-
condi indici del termine principale del nuovo determinante; ¢ per-
cid chiamando P’ questo determinante, ed ¢ il numero totale delle
detle inversioni, si avra in generale

f_“_/ “E

Intorno & questa formola noteremo due casi particolari:
I. Se il determinante P’ sia formato disponendo in ordine
inverso o le sole orizzontali, o le sole verticali del determinante

1

' ’ , 3 . X e
P,avremo (n°2), s=o-n{n—1); e quindi P'=(—1)3""""P.
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I1. S indichi con » la caratteristica di un minore di grado
m del primitivo P, e per esempio del minore comune alle matri-
ci di orizzontali e di verticali definite rispettivamente da’ numeri
di ordine r_, 15, - s 'y €d 8, S35+ 5 S5 allora supponendo che
P’ sia formato da P, portandovi in primo luogo ed in ordine di-
retto quelle orizzontali e quelle verticali, si avra evidentemen-
te (n*4 e 32) e==r—m(m-1); e perd essendo pari il numero
m(m-+1), risultera P'= (—1,*P; ma & importante di osser-
vare che il minore considerato in P si trova riprodotto in P’ co-
me il principale minore determinante comune alle matrici costi-

tuite con le prime m orizzontali, e con le prime m verticali.
40. 11 teorema del n.° 35, o le formole del n.° 37 che gli equi-

valgono, rendono senza pit manifesta la seguente proposizione.

Un fattor comune a tully gli elementi di una stessa linea puo
mettersi in veduta come moltiplicalore del delerminante, o puo darst
come fattore agli elementi di un’ altra linea. Quindi, se una linea
si moltiplichi o divida per una quantita qualunque, il determinante
sara rispettivamente moltiplicato o diviso per questa quantita. Ed
un determinante non cambia di valore, se, moltiplicando una linea
per una data quantita, si divida ad un lempo un’altra linea per
la stessa quantila.

Quindi si ha per esempio

a bxr cyl=lay b c¢ |=xyja b c
d ex fy dxy ex fx def
g hx wy gy h 1 g h

Pud osservarsi che un determinante cambia solo di segno, se
si cambia il segno ad una linea qualunque ‘(n°® 16, 111j; ma piu
generalmente & chiaro che il cambiamento di segno a quante li-
nee si vogliano non altera il valore assoluto del determinante, il
quale poi ritiene o muta il segno, secondoche ¢ pari o impari il
numero delle linee alle quali si cambia il segno.

41. E conseguenza immediata del n.° 35 che un determinante
¢ nullo, se sono nulli tutti gli elementi di una stessa linea. Ri-
sulta inoltre dal teorema del num.® 38 che anche nullo & un deter-
minante in cui vi siano due linee parallele identiche, perche,scam-
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biandole tra loro, il determinante resta qual’era,e non pud, come
dovrebbe, cambiar di segno; ma or segue dall’ ultima proposi-
zione che avviene alirettanto, se le due linee sono invece equiva-
lenti (n.° 16, IV), potendo sempre ridursi ad essere identiche. E
percio:

E nullo un determinanie in cui sono nulii tutti gli elementi di una
stessa linea; ed ¢ anche nullo se due linee paraliele sono o identiche,
o equivalenti.

Cosi, per esempio, si riconosce a colpo d’ occhio, e senza cal-
colo, che é nullo il determinante

21 3
—% 2 1
6—3 2

gia considerato in ultimo luogo al n.° 36, bastando percio di os-
servare che le due prime verticali sono equivalenti.

42, Tra casi particolari cui di luogo il teorema del num. 33 &
osservabile il seguente:

Se sono nulli gli elementi di una linea,eccetto un solo, il deterini-
nante sara uguale al prodotto del detlo elemento pel suo complemento
algebrico; ovvero al prodotio dell’elemento per lo stesso determinan-~
te, nel quale pero sia messa Uunita in luogo dell’elemento.

Esempii
a b 0 ci=la b 0 c¢j=fla b 0 ecjl=—fla b ¢
d e f g {0 0 f 0 01 0 ¢ u v
t u 0 v tw 0 v t u 0 v x y =
xzy 0 51 |lzy 0 =z z y 0 =z

a b ¢ dl=—aja b ¢ |=a®|z y]|-

0 a b ¢ 0 = vy x y

0 0 z y 0 2y

0 0 & ¢

43. Segue da cio che in un determinante ¢ lecito di sopprimere,
o inserire ovunque due linee di nome diverso, purche si adempia
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a due condizioni: I° che le due linee abbiano I'unitd per elemento
comune, e nulli tutti gli altri di una di esse, qualunque siano
quelli dell’altra; I1° che si dia al nuovo determinante il segno che
conviene al complemento algebrico dell'elemento comune: condi-
zione alla quale & superfluo di aver riguardo,se le due linee sono
conjugate (n° 17 e 31, 1I1). Intanto, siccome I'inserimento di cop-
pie di linee conjugate pud continuarsi a piacere, risulta che:

Un determinante di qualunque grado puo sempre farsi apparire
come un determinante di grado superiore asseqnalo,inserendovt un
numero conveniente di coppie di linee conjugate.

&%. Supponendo che in un determinante siano nulli tutti gli e~
lementi da una stessa parte di una diagonale, la ripetuta appli-
cazione del teorema del n.° 42 dimostrera, che:

Un determinante di grado nin cui sono nulli tutti gli elementida
wno stesso lato di una diagonale equivale al prodotto degli elementy
della diagonale, preso col +, se si tratia della diagonale principale;

I

E—ﬂ- c R X )‘

e, se si lratta dell'altra,col segno definito dal simbolo (—1)

Esempii :

a b ¢ d=ja 0 0 0=la 0 0 O0=aehk.

0 e [ ¢ t ¢ 0 O O ¢ 0 O

0O 0 h 1 u x h 0 0O 0 h O

0 0 0 ki v y = Kkl |0 0 0 &
a b a:\: 0 0 x1=10 0 xr=——2x".
c x 0 0O x 1 0O » 0O
x 0 0 x v x 0 0 l

4%, Se gli elementi di una linea di un determinante si molti-
plichino ordinatamente pe’complementi algebrici de’ corrispon-
denti elementi di un’altra linea parallela alla prima, la somma
de’prodotti esprime il determinante nella ipotesi che le due linee
siano identiche, e quindi € nulla. Dunque:

La somma de’ prodotti degli elementi di una linea di un determi-
nante pe’ complementi algebrici de’ corrispondenti elementi di un’ al-

tra linea parallela alla prima, ¢ identicamente nulla.
5
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Cosi, se gli elementi della prima orizzontale del determinante

a b ¢

-a!' b! c!

a.l»’ bf? C”
si moltiplicano pe’complementi algebrici de’corrispondenti ele-
menti della seconda, avremo
b ¢|]+4b
bh’ c!f

:—-a{bc"-_—-cb”) _{_b{acﬂ ca”) c{ab”—ba”):o;

a b
aff bﬂ

—a a ¢} —C

4 4

a ¢

e cio come se si applicasse il teorema del n°® 35 alla seconda oriz-
zontale del determinante identicamente nullo

a b ¢y
a b ¢
a_/f b 4 C i

46, Dopo cid possiamo affermare che ciascuna delle espressioni
ar,:As,x"}'ar,zAs,a"" " +ar,nAs,n ’
ax,rAx,s—l"a'a,rA 2,8 *° +an,rAn,s ’

equivale al determinante P, se sono uguali i valori degl’indici 7

ed s; ed & nulla nel caso opposto.
&7. Supponiamo ora che tutti gli elementi di una stessa linea

del determinante P siano espressioni polinomie di ugual numero
di termini, e pongasi per fissar le idee

a, ,=a.+b, , a,,—a,+b,, ..., a ,=0a,+b,;
allora avremo
P=(a,+b,)A, ;+(A3+bo) Ay s+ -+ +(An+bp)Ar ;s
o sott’altra forma
P==(a,A,, +0,A o+ Ay )+ (0 Ay, 0A, o+ Dy A, )

Ora & chiaro che le due parti del secondo membro esprimono ri-
speltivamente cio che diviene il determinante P, quando agli ele-
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menti della #™® orizzontale si sostituiscano una volta le quantita
a,dq,,..,d,, ed un’altra volta le quantitd b,, by, .., by 1l
che dimostra che quel determinante pud essere decomposto in due
parziali determinanti. Ma in generale e evidente che, se gli ele-
menti della linea che si considera sono polinomii ognuno di m
termini, il determinante P potrebbe decomporsi in m parziali
determinanti, ciascun dei quali si forma da P con solo ridurvi
ogni volta la linea di elementi polinomii ad una linea di mono-
mii, presi uno per ogni polinomio, a patto che ogni monomio
non sia impiegato che una sola volta; e quindi risulta, che:

Un determinante in cui gli elementi di una linea sono polinomu
di m termini pud decomporsi in m parziali delerminanti, ognun
de’quali ¢ cio che diviene il primitivo, riducendo ogni volta la linea
complessa ad una linea di monomii, prest uno per polinomio; ma
impiegando ogni monomio una volta sola.

48. Si comprende che questo teorema & sempre applicabile an-
corche i polinomii non abbiano uno stesso numero di termini,
potendosi rimpiazzar con lo zero ogni termine che manca. E si
comprende inoltre che la decomposizione, cui da luogo, puo re-
golarsi in varie maniere, essendo arbitraria la scelta de’ monomii
da’ quali va formata la linea di ogni parziale determinante ; ma
nelle applicazioni giova disporre i termini dei polinomii della li-
nea complessa in modo che tutti quelli che vogliono destinarsi a
formar la linea di un parziale determinante vi abbiano lo stesso
posto, cio¢ siano o tutti primi, o tutti secondi, etc. Allora la li-
nea complessa pud riguardarsi come somma di pii linee sempli-
ci; ed i parziali determinanti si ofterranrno riducendo ogni volta
la linea complessa ad una delle sue componentl.

Esempii :
abx+y+zij=ja b z|+fa b yl|+la b z |
a b x4y 45 a vV x a by a b z

¥

t e a b "+ 0 a’” b "

a!-’ b/f xff+ylf+;f! a!f b’a’ x,’f a"! b!! y.” a}f’ bf! zlf
a b c+xl=la U ¢c4+xi=la b cl4+xtad b}
a 0 ¢ a b ¢+0 a U ¢ a” b
a’ b

’
4
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Quando nel determinante vi sono pilt linee complesse ciascuna
pud dar luogo ad una somigliante decomposizione. In generale,se
m sono le linee complesse, e le loro componenti siano rispettiva-
mente in numero di »,, 7,, .., 7, , 1 parziali determinanti sa-
Tanno 7 ><r,>< «+ >r,,. Supposto che il primitivo sia di grado n,
e che ogni linea sia complessa e formata di m linee semplici, sa-
ranno mn i parziali determinanti, i quali possono ottenersi com-
binando le linee semplici ad » ad n, a patto di prenderne una
per ogni complessa, e che in ogni parziale determinante le n li-
nee semplici siano disposte con lo stesso ordine di successione,
che hanno nel determinante totale le linee complesse alle quali
esse rispettivamente appartengono.

49. 1nvertendo il teorema di poc’ anzi si ha la seguente propo-
sizione :

Pin determinanti, i quali differiscono solo per una linea di ugual
nome e di ugual posio, possono riunirsi in un solo determinante, il
quale ugualmente non differira da ciascuno degli altri che nella li-
nea dello stesso nome e dello stesso posto; e quesia linea nel deter-
minante lotale sara la somma di (utte le linee differenti dei parziali
determinant:

Esempit:
K u[+av+a a:_....a w4+ v xl
la" w'| |a' @ la W v+
abc'x“—i—abdm+abe:abcx—i—dw+e°
a b ¢ U a b e a b c'x*+dar+e
b’f 74 a_.";’ b” da’f a/f b!f c_/,x’ a” br’f c!fx9+d/fx+efl

50. Se ad una linea di un determinante se ne aggiunga o tolga
un’ altra dello stesso nome, si ha un nucvo determinante con una
linea complessa formata ¢. due linee semplici; ed ¢ chiaro che,
decomponendosi in due parziali determinanti, I'uno di essi ripro-
duce il primitivo, e 1" altro € nullo, essendovi due linee identi-
che. Cosi se alla prima verticale del determinante

a b ¢
@ b

IF

a” b e
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¢i aggiunga o tolga per esempio la seconda verticale, risulta

a +=b becl=ja b c|x]b b ¢ |
a +b b a b ¢ b b ¢
a/f:‘___b/f b/f C” a.’f b/f cf.-’ b” b.’f c”

De’ due determinanti del secondo membro il primo ¢ il dato de-
terminante, e l'altro & nullo, perche la prima verticale ¢ identica
alla seconda. Se la verticale aggiunta o tolta alla prima fosse mol-
tiplicata per una quantita arbitraria, la conchiusione non sarebbe
diversa, perche nel secondo determinante le due prime verticali
sarebbero equivalenti. Laonde si ha in generale, che:

Un determinante non cangia di valore se ad una linea st aggiun-
gano o tolgano altre linee dello stesso nome, anche moltiplicate o di-
vise per quantita arbitrarie.

51. Questo teorema, oltre alla importanza che ha quasi ad ogni
passo nelle applicazioni de’ determinanti, puo farsi sempre ser-
vire a rendere piu agevole il calcolo de’determinanti numerici.

Sia per esempio da calcolare il determinante

9 1317 4
18 28 33 8
30 40 54 13
24 37 46 11

T

Con I’ aiuto del teorema precedente possiamo successivamente tra-
sformarlo in quelli che seguono, ad elementi piut semplici;

1114 1111 1 0 0 0
2418 2 411 1 2—1—1

9 ,
112131 @ ls126l ¥ |4—3_2 NEON
2 4211 2423 2 2 0 1

2 —1 —1 b—1 0

—3—1 2| (®), |—7—2 0] (6).

2 0 1 2 0 1

1l determinante |2) & dedotto da (1) sottraendo I' ultima dalle al-
tre verticali dopo averla rispettivamente moltiplicata per 2, per 3,
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per 4. Nel (2) 1'ultima verticale si pud rendere pil semplice,
sottraendone la somma di tutte le altre; ed in tal guisa si ha
il determinante (3) in cui sono uguali gli elementi della prima
orizzontale, circostanza ch’é utile di avere in mira nel calcolo
dei determinanti numerici. Sottraendo nel (3) la prima verticale
da ciascuna delle altre si ottiene il (4), nel quale & lecito di sop-
primere la prima orizzontale e la prima verticale (n.° 43) e si ha
cosi il determinante (3), ch’¢ di 3.° grado. Aggiungendo in que-
sto determinante I' ultima alla prima orizzontale, e sottraendola
dalla seconda moltiplicata per 2, si passa al determinante (6), nel
quale si pud sopprimere I’ ultima orizzontale e I ultima verticale;
il che infine conduce al determinante di 2.° grado

4 —1
.

che si calcola immediatamente, e ne risulta che il proposto deter-
minante equivale a— 15. Si comprende del resto che siffatte
trasformazioni e riduzioni possono essere regolate in diverse ma-
niere; e basta un poco di abitudine per riconoscere le meglio con-
venientl.

52. Ma per rendere sempre piu familiare 1'ultimo teorema,
soggiungiamo alcuni esempii, i quali, mentre danno luogo a no-
tevoli trasformazioni, servono d' altra parte ad importanti appli-
cazioni sia di geometria, sia di analisi.

1. Supposto che gli elementi di una linea di un determinante
siano tutti uguali ad 1, sara lecito di accrescere o diminuire di
una medesima quantitd arbitraria tutti gli elementi di ogni altra
linea dello stesso nome, poiche cio equivale ad aggiugnerle o to-
glierle la linea delle unitd, moltiplicata per la quantita arbitra-
ria. Ora, se il determinante & della forma

ax,z a’x,a * a:,n 1

aa,x aa,z " aﬂ.ﬂr 1

aﬂ,l a-n,z ° an,n

1 1 . 1 0]
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la detta trasformazione potra essere praticata lanto per orizzon-
tali, quanto per verticali, e quindi supponendo due serie di quan-
{itd arbitrarie 8,, B, . ., B, € 915 7as - + » Tn» 1l dato determinante
si trasforma nel seguente

ax_.1+lez+7x a’x,a"*"ﬁ’z"*"?: ¢ a‘l,.n_i-;en_}-'h 1

Qg t35+7s Ogut5a+7, - AontPnt7e 1

L] » L] ]

an,x"*'ﬁx"{"'}'n an,n""ﬁa""}’n o A pt+Ep—tpn 1
1 1 : 1 0

11. Consideriamo 1l determinante di grado »

A—l 1 1 i .1
a, a, a, . a,
a’ a° a° . a,t
a,’ a° a° . a,
71 n—x N—1x n—x
a, a, a, . a,

incuie,,a,, a,,..,a,sono n quantith arbitrarie, e ciascuna
verticale & costituita dalle successive potenze di una di esse dal
grado zero al grado n—1. Ora, se si trasforma una verticale, per
esempio la ™%, togliendone un’altra a piacere, come la s™%, cade
sotto I’ occhio che la medesima acquista il fattore a,— a, , il quale
percigsara un divisore del determinante A; ma quindi risulta
che questo determinante e divisibile per tutte le differenze a due
a due delle n quantita di cui si tratta; e percio lo sara anche pel
prodotto di tutte queste differenze. E chiaro intanto che un tal
prodotto € una funzione omogenea delle dette quantita, di grado
1

Fh (n—1); e siccome il determinante A ¢ anch’esso una funzione

omogenea dello stesso grado delle quantita medesime, ne segue
che il determinante ed il prodotto non possono differire che per
un fattor numerico, il quale pud determinarsi esaminando uno
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stesso termine nell’ una e nell altra funzione. Per comporre con
metodo ordinato il prodotto di tutte le differenze delle quantita
date a due a due, senza mancarne alcuna, converremo di togliere
successivamente ogni termine della serie a,, d,, 5., Oy da tutti
gli altri che lo seguono; ed allora adottando, come si usa ordi-
nariamente, il simbolo 1 (a, , @, , @y, « « » y) Per indicare il pro-
dotto di tutte le differenze a due a due di queste quantita, rego-
late come si & detto, avremo

- n {.ax y Qg sy Agy o o s a‘n} S {:a'a al (as a’z) (aA_'a’x:)X i Xian—_a(r)\i

{la,—a,) {a4“a2)>< T X{an"_as}

(04—03}X e X(an_ae) ,

‘k an—aﬂr—‘  § r} fr

Attualmente, se si moltiplicano i soli primi termini di tutte le
differenze, si ha I’ espressione

come un termine del prodotto, affetto dal coefficiente + 1, il
quale evidentemente non pud contrarsi con altri; maquesta espres-
sione si ritrova come termine principale nel determinante A, af-
fetto ancora dal cofficiente + 1; dunque da cio che si ¢ detto ri-
sulta che il determinante ed il prodotto sono identicamente ugua-

li ; vale a dire si ha
=1 {0, Gy y Oys + + 5 Oy

Cosl avremo per esempio

na,,a)=|1 1 |=a,—a,
a, a,

nia,.a,a)|1 1 1 |=(a—a,)a,—a,(a,—a,)
a, a, d,
a’® a,’ a,”

efc. etc. etc,
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1. Supponendo il determinanie

O 1 1 1

1 0 & ¢*|
‘1

1 d2 0 b2 5 )

1 ¢ »* 0

potremo, senza alterare il suo valore, moltiplicare le quattro oriz-
zontali per bed ; e poi dividere ordinatamente per ed, bd, be, tanto
le tre ultime orizzontali, quanto le tre ultime verticali, poiche cio
equivale a moltiplicare e dividere nel tempo stesso per b'c'd” il
dato determinan{g, il quale in conseguenza per tal guisa si muta
nell’ altro

0 b ¢ d

b 0 d ¢ 2)
c d 0 b ‘

d ¢ 0 0

Or si osservi che nella forma (1) il determinante resta immutato
cambiando il segno sia a b, sia a ¢, sia a d; e pero sara lecito di
praticare siffatti cangiamenti di segno anche nelia forma (2. In-
tanto se nel determinante (2} alla prima orizzontale si aggiungano
tutte le altre, quella orizzontale acquista il fattore b—+4-c—+d, il
quale adunque ¢ un divisore del determinantie; ma poi risulta dalla
osservazione di poc’ anzi che il determinante & ancora divisibile
per —b—+c--d, per b—c—+d, e per b-+c—d; ed in conseguenza
sara divisibile pel prodotto

b-c+d) (b+c—d' h—c-d\ (—b-c+d).

D'altra parte, siccome questo prodolto di quattro fattori lineari
omogenel ¢, al pari del determinante, una funzione omogenea di
4.° grado delle b, ¢, d, ne risultache il prodotto ed il determinante
non posseno differire che per un fattor numerico; ma esaminando
uno stesso termine nelle due funzioni, come per esempio d*, ve-
dremo che nel prodotto questo termine ¢ affetto dal coefficiente

X :
—1, ¢ nel determinante dal coefficiente (—1)% " "=-41 (n° 24:
6
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Segue da cio che il prodotto col segno cambiato ¢ algebricamente
uguale al proposto determinante; e si ha quindi in diverse forme

0 1 11 1=10 b ¢ d
1 0 d° ¢ b 0 d ¢
1 d* 0 b c d 0 b
1 ¢ b0 d ¢ b 0

= — (btc+d) [bp-t—d) (b—c+d) (—bi-c-+d).

E noto dall'applicazione dell'algebra alla geometria che tal pro-
dotto col segno mutato esprime sedici volte il guadrato della su-
perficie del triangolo di lati b, ¢, d; e quindi, anche ciascuno dei
determinanti, col segno cambiato, esprimera sedici volte il qua-
drato della superticie dello stesso triangolo; ma queste relazioni
tra determinanti e diverse figure di geometria saranno diretta-
mente dedotte nelle applicazioni, senza farle dipendere da espres-
sioni gia conosciule.

IV. 1o un modo presso a poco consimile si dimostra facilmente

la seguente eguaglianza

ab ¢ d|=(a+b+c+d) a+b—c—d (a—b+4-c—d) (a—b—c+d)

badrc
cdalb
decbd a

Di fatti aggiungendo alla prima orizzontale del determinante tutte
le altre, si vede ch'essa acquista il fattore a+b-c—4-d, il quale
percid ¢ undivisore dello stesso determinante. Se poi dalla somma
della prima e della seconda orizzontale si tolga quella della terza
e della quarta, si riconosce come un altro divisore a—b—c—d.
Inoltre se dalla somma della prima e della terza si tolga quella
della seconda e della quarta, si vedra nascere ancora il divisore
a—b—+c—d. E finalmente daila somma della prima e quarta, to-
gliendo quella della seconda e terza, si trova parimenti come
divisore a—=b—c—d. Potrebbero ancora farsi altre combinazioni,
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ma, a parte i segni, sl tornerebbe ai medesimi divisori.Quindi ¢
manifesto che il determinante & in valore assoluto uguale al pro-
dotto dei quattro divisori messi in veduta; ma siccome nel deter-
minante e nel prodotto il termine 4t & affetto dal coefficiente +1,
si conchiude che le due funzioni sono identicamente uguall.

Se in questa eguaglianza si muta il segno ad una delle quattro
grandezze a, b, ¢, d, per esempio ad a, avremo

—a b ¢ d
b—a d ¢
¢c d—a b
d ¢ b—aj

~— — (a+-b+ec—1) (a-+b—c—+-d) (a—b—+c—+a) (-——.a—r-b—_i—c—{—d);

e quindi risulta da una formola conosciuta che il determinante
attuale, col segno mutato, esprime sedicl volte il quadrato del-
I'arca del quadrilatero iscrittibile in un cerchio, di lati a, b, ¢, d.
Quando a==0 1 ultimo determinante si riduce a quello poce 1n-
nanzi considerato.

S. V.

DECOMPOSIZIONE DE’ DETERMINANTI
IN SOMME DI PRODOTTI DI MINORI COMPLEMENTALI.

53. Supposta una matrice formata con m linee parallele di un
determinante di grado n, se tutti i minori di grado m compresi in
questa matrice si moltiplicano pe’ rispettivi complementi algebri-
ci, i prodotti saranno altrettante parii del primitivo tra loro di-
verse (n° 32), da ciascuna delle quali risulta un aumero di termint
espresso (n® 20) da

15¢25¢ I v o KM I K23+ > (—m) ;
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e siccome i minori sono al numero di {(n°® 18)

nin—1) (n—2j ... (n—m+1)
1><2><3>< e ><Xm ’

ne segue che tutti 1 termini nascenti dalle dette parti saranno
1><2><3>< «+ ><n, quanti sono i termini del primitivo, il quale
percio e uguale alla loro somma. Quindi risulta che:

Ogni determinante equivale alla somma de’ prodotti di tutli i mi-
nori compresi nella matrice formata con m linee parallele qualun-
que pe’ rispettivi complementi algebrici,

Esempio
abecdij= la b|l|lx y—la c fcyl—}—ad vz
alb ed abixy ldcd||[vy adllva
uvay| +]beciluyl—bd]iu xi+icd]||u v
u' v x'y '} lu'y Vdiju x| |dd]ju v

54. Quantevolte nella matrice de’ minori, che ora per fissar le
idee supporremo formata dalle prime m orizzontali del dato de-
terminante, vi siano alcune verticali che abbiano tutti gli cle-
menti nulli, ed avvenga che il numere delle rimanenti sia minore
di m, 1 detli minori saranno tutti nulli, perché in ciascuno vi &
per lo meno una verticale di elementi nulli; e percio anche nullo
e lo stesso primitivo. Se poi il numero delle rimanenti verticali
sia uguale ad m, il primitivo sard uguale all’unico prodotto del
minore formato con queste m verticali pel suo complemento al-
gebrico. Cosi si hia per esempio

a bo000|;=0.
atooo
a’b”0 00
[ uv xy

w2y



ab c00l=labc0O0l=abc][2y
ab 00 [abc00 ab | |2y
a’ b ¢"0 0 d'” b ¢’ 0 0 a’ b’ e’

t uvay 0 00xy
Cuw vy 0002y

53. La proprietd dimostrata conduce all’ altra che segue:

La somma de’prodotti di tutli { minori compresi in una matrice
di m linee parallele di un determinante pe’ complementi algebrici dev
loro omologhi compresi in un’ altra matrice di m linee dello stesso
nome, ¢ identicamente nulla.

Imperocché cid torna a supporre che nel dato determinante vi
siano due o pil linee identiche, e quindi ¢ nullo. Cosi supposto
il determinante del n.° 53, ed applicando per esempio il teorema
ai minori compresi nella matrice formata con le due prime oriz-

zontali, ed ai complementi di quelli compresi nella matrice co-
stituita dalla seconda e quarta orizzontale, si avra

—la b||c di+|a c'bd-—-]ad bc]
o b xy ld vy la'd vw)
=0

—p a&+bd|PcdeHab)
Ib_' ¢lluwyl W dllux e’ &' lu o

Ora il primo membro di questa identita non é altra cosa che lo
sviluppo che si otterrebbe applicando il teorema del n.® 53 ai mi-
nori compresi nella matrice formata con le due prime orizzontali
del determinante identicamente nullo

a b c d
a' b ¢ d
abcd
uvr oyl

56. Per tradurre in formole i due teoremi, che precedono, e
uopo adottare una convenzione, la quale permetta di indicare ed
individuare di una maniera concisa i minori di un primitivo di
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grado n, compresi in una matrice di m linee parallele; ed a tale
effetto bisognera considerare con un certo ordine le combinazioni
ad m ad m de’ numeri 1, 2, 3, .., n; che percio supporremo da
ora innanzi composte e distribuite come segue:

1. In ogni combinazione i numeri saranno disposti in ordine
diretto (n® 1).

I1. Considerando le combinazioni come termini di una se-
rie, scriveremo in primo luogo quelle che cominciano da 1; pol
quelle che cominciano da 2; e cosi di seguito; ma a patto ancora
che tra i numeri di qualunque combinazione non debba esservene
alcuno piu grande di quelli che entrano nella seguente.

Per esempio co’ numeri 1, 2, 3, 4, 8, combinati a tre a tre, si
forma la serie

(1,2,3) (1,2, (1,25 (1,34 (1,3,3) (1,4,5))
2,3, (2,3,5) (2,45 ; (2
(3,4,5}5

in cui ciascuna combinazione prende un posto determinato. Per
tanto noi ricorderemo un tal sistema col nome di sistema ordi-
nato di combinazioni, contandole per numeri di ordine progres-
sivil,2,3,...;ed ¢ poi manifesto che una combinazione e per-
fettamente definita, quando & dato il suo numero di ordine.

7. Data una matrice di m orizzontali ed n verticali, e suppo-
sto m<"n, combinando le verticali ad m ad m, possiamo dedurne
un sistema di determinanti di grado m (n° 18). Ma supposto il
sistema ordinato delle combinazioni ad m ad m de’ numeri 1, 2,
3,..,n, quel sistema di determinanti potra dirsi sistema ordi-
nato de’ determinanti della matrice, ed allora il numero di ordine
di una combinazione qualunque diverrd numero di ordine del
corrispondente determinante; di modo che per individuare un de-
terminante della matrice, bastera assegnarne il numero di or-
dine. |

In simil guisa da un determinante di grado » pu¢ dedursi un
sistema ordinato di-matrici, combinando ad m ad m sia le eriz-
zontali sia le verticali; ed il numero di ordine di una combina-
zione numerica sara numero di ordine della corrispondente ma-
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{rice ; assegnato il quale, essa sara definita ed individuata.

58. Cid premesso, siccome ogni minore di grado m ¢ un deter-
minante comune ad una matrice di m eriZontali del primitivo,
e ad una matrice di m verticali (n°26), ¢ chiaro che per indivi-
duare un determinante minore basta assegnare i numeri di ordine
delle due corrispondenti matrici. In conseguenza adottando un
simbolo, come k, per indicare un minore qualunque di grado m,
per dinotare in particolare quello comune alla *™* matrice di
orizzontali ed alla s™® matrice di verticali, scriveremo &, di tal
che i minori compresi in queste due matrici saranno rispettiva-
mente rappresentati da k.., Rpos hprss ooy By ed hy,, by,
Fygs o+ hyy, esprimendo v il numero delle combinazioni ad m
ad m di n cose. Supposto per concretar le idee che A dinoti un
minore di 3° grado in rapporto al primitivo di 5° grado (*)

vedremo per esempio che h, , accenna il minore compreso nella
32 matrice di orizzontali e nella 7% di verticali, le quali, osser-
vando alla serie {2), corrispondono alle combinazioni (1, 2, 5},
(2, 3, 4). Trattasi adunque del minore che risulta dalla matrice
delle orizzontali 12, 22, 52, e da quella delle verticali 2%, 3%, 4%
e percio si ha |

h, —!| a

- |

Dopo cid, chiamando H,, il complemento algebrico del minore

(‘) Per rendere piti semplice la notazione degli elementi di questo determi-
nante abbiamo soppresso la virgola tra i due indici, e praticheremo lo stesso
semprecche non possa esservi Juoge ad equivoco.
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h,,, il teorema del numero 83 si tradurrad nell’una o nellaltra
delle formole

® _
P:h'r,IHr,;+hr,2Hr,2+ et hr,vHr.v ’
P;”hx,-er,r+hz,rH2,r .ot hv—,frﬂfv.r ’

secondoche si applica ad una matrice di orizzontali, o ad una ma-
trice di verticali; e quello del numero 53 si traduce in

Oﬂ"r,xl'ls,x-*—hr,sz,z-[_ Le +hr,va3,rv ’
Or—“hlﬂ.l‘ll,s_*—ka’erjs"l_ i "'%'—h-@;.'rHv,g >

ma riunendo i due teoremi pué dirsi che ciascuno de’ secondi
membri equivale al determinante P, se gl'indici  ed s hanno va-
lori uguali, ed e nulia nel caso opposto.

S- VI
MOLTIPLICAZIONE DE’ DETERMINANTI.

B9. Se si abbiano due determinanti di gradi uguali, e tutti gh
elementi di una linca dell’uno si moltiplichino pe’ corrispondenti
elementi di una linea dell’ altro, la somma de’ prodotti si dira
prodotto delle due linee. Posto cio siano i due determinanti di

grado n

a, a, a, n oy %y Uy o p

bI bz bs . b-n @x 362 53 ’ ﬁn
P=— c, C, C, Cnl » Q: Yr 72 U3 * in s

S T S YU YRR SUR ¥

dimostreremo che il loro prodotto si puo esprimere con un altro
determinante di grado n, che si costruisce come segue « Gli ele-
» menti della prima orizzontale del prodotio si hanno moltipli-
» cando la prima orizzontale di P per tutte le orizzontali di Q;
» quelli della seconda, moltiplicando la seconda orizzontale di P
» per tutte le orizzontali di Q; e cosi di seguito, fino all’ ultima
» orizzontale del prodotto, i cui elementi si avranno moltipli-
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» cando I’ ultima orizzontale di P per lutte le orizzontali di Q.
Chiamando K il prodotto, si ha dunque il de-
terminante che qui vedesi scritto di fianco.
Gli elementi di K sono tutti polinomii di »
termini, ciascun dei quali ha due lettere con
lo stesso indice, una latina, I'altra greca: in-
dice che ne' termini di ogni polinomio cresce
in ordine naturale da 1 ad n. Quindi ogni ver-
ticale di K puo riguardarsi come lasomma din
linee semplici, nelle quali figurano gl indicl
successivi 1, 2, 3, .., n; ma importa di no-
tare che le n linee semplici della prima han-
no per fattori gli elementi della prima oriz-
zontale di Q; quelle della seconda hanno si-
milmente per fattori gli elementi della se-
conda orizzontale di Q; e cosi di seguito;
donde segue che in tutte le verticali di K so-
no equivalenti le linee semplici di ugual po-
sto, ciod tutte le prime, tutte le seconde, ete.

Dopo cid decomporremo il determinante K
in parziali determinanti ad elementi monomii
(n° 47), ciascun de’ quali sara formato da »
verticali semplici, prese una per ogni verti-
cale complessa, a patto che nel delerminante
parziale siano disposte con I'ordine medesimo
con cui si succedono ncl determinante totale
le corrispondenti verticali complesse; il che
importa che nelle orizzoutali di ogui deter-
minaute parziale le letiere greche «, 5,7, ..,
debbano succedersi in ordine alfabetico. Si ri-
fletta intanto che tra i detti parzialt determi-
nanii sono nulli tutti quelli in cui si trova piu
di una verticale con lo stesso indice; siccheé
non restano che i soli determinanti i quali
risultano da combinazioni di verticali in cn
tutti gl’indici son diversi; e perd quelli che corrispondono alle
permutazioni de’numeri 1, 2, 3, .., n.Considerando per esempio

i

M

mm—
nrmr—

utuﬂ_l" .. +8.(£?+ ﬂ,(i'.z_.l__ 1.(1, . uglal__;_ . +_sdsz+sga?+ 18111 u”uz__l_ 3 +;:” 91+Z”a}+ 1”12
u-tu9+ . _{_s.(sg_!__z.(zo_l_t.(ra i u&juﬂ"l" 3 +£gc3+zgag+rdrg unu9+ . _l__znea__!_z”'ao_‘_ 1319

utuq__{_ = +S(B{I+ Z‘('ﬁq_}_ I.(Iq . 'uguq__‘_ . _{_99} £q+3d8q+ IEJIQ ﬂ'puq_l_ . __l_gnﬁ'q_l_zpﬂq_i__ Iﬁlq
R L & G5 Sy R A S kR Vi ol 2 it A B Bl a2 it U
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il determinante che corrisponde alla permutazione principale, &
chiaro ch'esso ha Ja forma
a,a, a2;32 Agys an}n ’
ba.Bn bs?s . bﬂ?‘ﬂ
C oy cz.sn LY P cn)m

x%y lmﬁn ln'fl . lnln

ma mettendo in veduta i faltori «,, 835 7s» - + s *n» Cul daremo
I’ ordine istesso che hanno in ogni orizzontale, il determinante si

muta nel prodotto

a, @, @, . Gu| X afyyyeda’

Or questa espressione pud tenersi come tipo generatore di quelle
di tutt’i parziali determinanti, poiche se ne deducono permutando
in tutt’i modi, e nella stessa maniera gl’indici interni ed ester-
ni. Possiamo tuttavia dispensarci dal permutare gl’ indici inter-
ni, perche il valore assoluto del fattore determinante ¢ costante,
comunque si permutino le verticali, ed uguale al determinante
P; il quale adunque pué tenersi come fattor comune a tutte le
dette espressioni, purche all’ altro fattore si dia il + o il —, se~
condoché ¢ pari o impari il numero delle inversioni negl’ indici.
Ma quindi risulta che il determinante K si trasforma nel prodot-
to del determinante P per un polinomio i cui termini si deduco-
no dal tipo «, 8, v, . - ), , col permutare gl'indici in tutt'i modi,
rimanendo ferme le lettere; e dando ad ogni termine il segno che
gli compete per la solita regola; ond’ & che questo polinomio non
¢ altra cosa che il determinante Q; ed in conseguenza si ha, co-

me dovea dimostrarsi
=PQ.

60. Secondo la regola dichiarata per coslruire il determinante
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K pud dirsi che P funziona da moltiplicatore, e Q da moltiplican-
do; perche gli elementi di una stessa orizzontale di K si otten-
gono moltiplicando una stessa orizzontale di P per tutte le oriz-
zontali di Q; ed in questa ipotesi I elemento s™ della ™" oriz-
zontale di K & il prodotte della r™* orizzontale di P per la s oriz-
zontale di Q. Segue da cid che gli elementi della s™* verticale di
K sono i prodotti delle successive orizzontali di P per la s™* oriz-
zontale di Q; e quindi si vede che, se si scambia I’ ordine de’ fat-
tori, vale a dire se si prende P per moltiplicando e Q per molti-
plicatore , altro non si fa che mutare nel determinante prodotto
le orizzontali in verticali. Ma & opportuno di osservare che,qua-
lunque sia I’ ordine de’ fattori, il principale r™° elemento del pro-
dotto si ha sempre moltiplicando le 7™ orizzontali de’ fattori, di
tal che i principali elementi del determinante prodotto risultano
tutti da orizzontali omologhe de’ fattori medesimi.

Abbiamo adunque un metodo di moltiplicazione de’' determi-
nanti che pud dirsi per orizzontali; ma si comprende che unifor-
memente possono i determinanti moltiplicarsi per verticali; ed
anche per orizzontali e verticali. Cos! gli elementi del determi-
nante prodotto possono assumere forme e valori diversi; ma il va-
lore algebrico del determinante sara sempre lo stesso. Ecco al-
cuni esempii di moltiplicazione di determinanti.

ar+a'x bx+b'x'| -
ay +a'y’ by +by

ab
a’ b

ax+by ax'+by =
az+by a'x'+by

\m y s
.‘TG’ yl

a bc)lxysz

! H ’

abcllxy s

a!f b,r’i’ c/! x.’.’ yﬂ z!f

I

ax by -+~cz ax’ +by ez’ ax’ +-by” +-cz”
dx by +cz a'x +by s adz +b'y" +c'2
a/fx_*_bﬂy _*_c”z affx' +b!fy’ _l_c)':’z' a/fw/f _+_b”y;'_1' +c”zﬂ

61. Con lo stesso metodo si possono moltiplicare i determi-
nanti di gradi disuguali, bastando percio di ridurre il determi-
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nante di grado pil basso al grado dell’ altro (n.° 43). Cosl avremo
per esempio
abcd |lxy=labecdl||xy 00
a'b cd \ x' y’l albedd|lxy 00
Pqrs pgrs|i0 010
pgrs pgrsiito 001

=l ax +by ax’ +by" ¢ d
adx+by a'x' +by ¢ d
pr4-qy px’ +qy r s
Pa+qy px ¢y r s

’

62. Supponendo identici i fattori P e Q si ha un metodo per
elevare a quadrato un determinante. In tal caso adunque si ha
K=P?; e siccome gli elementi della »™* orizzontale di K sono i
prodotti della ™ orizzontale di P per tutte le orizzontali dello
stesso P; ¢ d’altra parte in questi prodotti si hanno pure gh ele-
menti della »™? verticale di K /n.° 60}, ne risulta che la »™* oriz-
zontale di K ¢ identica alla #™* verticale. Inolfre bisogna osser-
vare che il principale »™? elemento di K & il prodotto delia »™*¢
orizzontale di P moltiplicata per sé slessa; e percio (n' 17 e 19):

Il quadrato di un determinante ¢ un determinante simmetrico;
ed ogni suo principale eleiento ¢ una somma di quadrati. Giovera
poi tener presente che il principale »™° elemento ¢ la somma dei
quadrati di tutti gli elementi o della r™® orizzontale del determi-
nante radice, o della »™? verticale, secondoché la elevazione a
quadrato ¢ operata per orizzontali, o per verticali. Ecco degli
esempii:

a b "= aa +bb ad +-bl |—| aa ~a’'a’ ab4-a’'b’|;
a’ b aa’ +=0b" a’'a’ +b'b ab +a'd’ bbb+’
ab c |’=laa +bb —+cc aa 4B —-ce’ aa” bV —+cc”

a b ¢ aa@’ +by 4—cc’ d'a' VY 4=’ da’ =0y +c'¢”
"B jad" W e @ d DY - d a0

63. La notazione a doppio indice permette di tradurre in for-



mole il metodo per la moltiplicazione dc¢’ determinanti. Sia

P=

=PQ=|¢,,

, Q=

’

b,
B Voo

2,1

»

sz * C:,n *

bﬂ-,l bﬂ,ﬂ

bx,z ' bl,‘n

* bz,n

L

b-n n

&
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¢

CS’I 2,2 * czln

Cn,: Cﬂ',g * Cn,n

cosi per gli elementi di K avremo I'una o I altra delle formole

cr,s:ar,xbs,x+ar,2bs,a+ g +ar,nbs,n b4
Cr,sxax,rbx,s"‘_az,rbz,s_i“ .. "{"an,rbn,s ’

secondoché si opera per orizzontali, o per verticali, e nelle quali
gl’ indici r ed s possono prendere tutt'i valori | P N
Se P e Q sono identici, e quindi K=—P?, le formole divengono

CT,S:aT,Ias,I+aT;2a$,2+ . 2 +ar)na8)n k4
Gr,s‘::ar,ra:,s"kaz,raa,s—i— i +an,ran,s ;

¢ siccome i secondi membri non mutano, cambiando 7 in 8, e vi-
ceversa, risulta in ogni caso ¢, ==¢,,; il che dimostra, com’ era
gid noto, che il quadrato di un determinante ¢ un delerminante
simmetrico. Per r=s le ultime formole si riducono a

o 2 2 2
C-r.r:ar,1+ar,s+ar,3+ vl g

2 2 2 2
Crp=0y Qg rtQyr+ o - 0y, ¢ 5

e si ritorna cosi alla conosciuta composizione degli elementi prin-
cipali del quadrato di un determinante.

64. Applicando il metodo della moltiplicazione de’ determi-
nanti a due matrici simili (n.° 16, V) si palesano imporianti
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risultamenti. Siano le due matrici di m orizzontali ed » verticali

a, a, d, . a,] Xy Olg Uy o« &y
bbb . b | . e |
2 Vs n (P), Bs Ba Bs - Pn Q)
L, L1 .1 Ay Ag dy o Dy

in cui supponiamo che le lettere a, b, ¢, . . , 1,0 le altre«, 3,7y, . . 2
siano al numero di m. Per fissar le idee applicheremo a queste
matrici il procedimento della moltiplicazione per orizzontali; ma
sara facile di volgere le conchiusioni al caso in cui si operasse
per verticali.

E chiaro innanzi tutto che in tal guisa si ottiene una matrice
quadrata di grado m ; e pero, se dinotiamo con L il suo determi-
nante, osserveremo ch'esso differisce dal determinante K del
n.° 59 solo in ¢i6 che, mentre K & di grado n, ed ogni sua verti-
cale & la somma di n linee semplici, nel determinante L poi, che
¢ di grado m, ogni verticale & la somma di » linee semplici, nu-
mero che per ipotesi & diverso da m. Ora sono da distinguere due
casi; o m & maggiore di n; o m ¢ minore di n.

Caso I; m>n. In questa ipotesi decomponendo il determinante
L in determinanti ad elementi monomii, dovranno combinarsi le
sue verticali semplici ad m ad m, col prenderne una per ogni com-
plessa; ma essendo m>>n, in ogni combinazione di m verticali vi
sara qualche indice ripetuto, cio¢ in ogni parziale determinante
vi saranno verticali equivalenti; quindi ciascuno di essi & nullo;
e percio anche nullo & il determinante L. Adunque, quando m>n,
si ha L=0.

Caso II; m<n. Combinando ad m ad m i numeri 1,2,3,.., n
ogni combinazione comprende numeri tra loro diversi;ed ¢ chia-
ro che ciascuna da nella decomposizione di L un sistema di tanti
parziali determinanti, quante sono le permutazioni di m cose: si-
stema che si trasforma nel prodotto di due determinanti di grado m,
Funo formato con le m verticali dellamatrice (P) definite da’numeri
di ordine che entrano nella detta combinazione, e I'altro con le m
verticali omologhe della matrice (Q). Intanto siccome ogni com-
binazione da luogo ad una somiglianle conchiusione, risulta in
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fine che il determinante L si trasforma nella somma de’ prodotti
di tutt’i determinanti della matrice (P) pe’ rispettivi determinanti
omologhi della matrice (Q); e percid se i determinanti ordinati
(n.° B7) della prima si dinotino con p,, Pos Pys -« » Po» © quelli
della seconda con ¢, Gy, s » - - » ¢o (indicando v il numero delle
combinazioni ad m ad m di n cose), si avra

L:pIQ1+paQB+paqs+ e oy 2%/ BT

Dopo cid puod dirsi che il determinante L equivale al prodotto
delle matrici (P) e (Q), e sara anche lecito di scrivere

L=(P)><(Q);

ed intanto, riassumendo cid che precede, possiamo enunciare la
seguente proposizione:

Se si moltiplicano per orizzontali due matrici simili di m oriz-
zontali ed n verticali, il prodotto ¢ nullo, quando é m>n; e quando
¢ per ' opposto m<Zn, il prodotlo sara uguale alla somma de’ pro-
dotti di tutt’ i determinanti di una delle matrici pe’ rispettivi deter-
minanti omologhi dell’ alira.

Esempii:

ad ||z o= ax+a'x’ ay+a'y az+a'z’ =0
bbollyy b +b'x’ by+by bz +bz

ccllz 2 cx—-c'x’ ey-+c'y ez+c'z
abel|lzys \: ax +by +cz ax’ +bx’ —-cz’
ab i’y s ax+by+4c'z a'd'+by +c'7
—la b wyl—i—ac wz+bc|yz

abllz'y| la ¢ |3 b ¢l {y 2

I ora evidente che le conchiusioni del teorema precedente s'in-
vertono se la moltiplicazione delle matrici sia operata per verti-
cali. In questo caso il prodotto ¢ nullo se m<Tn; e se m>n, sara
uguale alla somma de'prodotti di tutt'i determinanti di una delle
matrici pe’rispettivi determinanti omologhi dell’ altra. Possono



valere all’ uopo gli stessi due esempii di poc’anzi ; imperciocche
eseguendo nel primo la moltiplicazione per verticali si ha per risul-
tamento il secondo membro dell’altro esempio; mentre,viceversa,
eseguendo in questo la moltiplicazione per verticali si ha per ri-
sultamento il secondo membro del primo esempio.

65. Supponendo identiche le due matrici, 1 prodotti dei loro
determinanti omologhi divengono i quadrati dei determinanti di
una di esse. Allora, se m>n si avra .

L—(P)°=0;

8¢ pol m<n, sara
L=(P)"=p,"+p,"+p, "+ . .+D";
ed il teorema si modifica come segue:

Elevando a quadrato per orizsontali una matrice di m orizzon-
tali ed n verticali, il quadrato ¢ nullo, se m = n; ¢ s¢ m < n, sa-
ra uguale alla somma di quadrati di tutt’i determinanti della ma-
{rice.

Esempii:
aa "= aa+ad ab+a'l’ ac+a'e’|=0;
b b ab +ab’ bbb’V be 4+-b'c’

¢ ¢ ac +-ac’ be+-b'c’ ec+c¢'c
a b c '=|aa +bb +cc aa’ +bb —+cc
a b ¢ aa’ +0b'+c¢’ a’'a'+b'Y 4’ ¢
—i1a bP+1ac P+ b ci?
a vl lael e

Quest’ ultima identita ridotta in forma ordinaria porge la cono-
sciuta relazione

(@®~+-b*+-¢*) (@ *+-b""+e'*)—(aa’ +-bb +-cc’)*
=(ab’' —ba’ )* 4~ (ac’ —ca’)* + (be’ —cb')*.

66. Da cio che precede, e da’chiarimenti espressi nel n° 59,
or si deduce immediatamente il seguente teorema:
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Qualunque minore del prodotio K di due determinanti P e Q, ot-
tenuto per orizzontali, equivale al prodotto delle matrici parziali di
P e Q, costituite rispettivamente dalle orizzontali definite dagli stess
numeri di ordine delle orizzontali e delle verticali di K, le quali con-
corrono a formare i dello minore.

Cosi se P e Q siano i determinanti deln.®63 si ha per esempio

br,x bz,z bx,s . bx,n
by by byy + Du

c Aoy Ay Ay 5 « Qy 4

aé-,! a“uz a413 . a R

62: I

04,1 0413

2,3

——
—rlrr

b, 0., -+ etc.

bs,: bs,a

67. Le convenzioni fatte al numero 57 permettono di tradurre
in formole il teorema di poc’anzi. In fatli, se dinotiamo con A, ,,
Dres qre 1 minori di grado m de’ determinanti K, P, Q, che in
ciascuno son comuni alla »™® malrice di m orizzontali ed alla »™*
matrice di m verticali, si ha la formola rispondente al teorema

bI,I bl,3
bB,I b3,3

+ aﬂ: I azla

aﬁ,l a2,2

a’4,1 a-&.z a4,x a’4,3

kr,sz:pr,: Qs,xtPro Qsot oo o+DPry Qs

nella quale evidentemente ¢ ancor lecito di cambiare ogni mino-
re nel suo complemento ordinario.

68. Quando il minore £, , del determinante K si riduce al 1°
grado, vale a dire ad un semplice elemento ¢, ,, il teorema ritor-
na alla regola per la costituzione degli elementi del prodotto,ope-
rato per orizzontali; poiche si riduce a dire che Ielemento ¢,
equivale al prodotto della r™® orizzontale di P per las™® orizzon-
tale diQ. In questo caso adunque J'ultima formola non & che I'al-
tra gia nota (n° 63)

Crs—0ap 4 bs,1+ar,z bs,a+ I R ! 9P bs,fn;

ed ora possiamo aggiungere che in questa formola & lecito di mu-
tare ogni elemento nel suo complemento ordinario; e pero se adot-
tiamo 1 simboli 4, ;, «,,, 8., per indicare i complementi ordina-
riidie,,, a,,, b,,, siavra

Vra—2%,y ﬁs.x""'“r.a f’s,s‘*' v ool g ﬁs,n'

Ma ¢ agevol cosa di vedere che nella precedente identita ogni ele-
8
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mento pud ancora mutarsi nel suo complemento algebrico. In
fatti, se i due membri dell’ ultima formola si moltiplicano per
(—1)™*, e quindi gli esponenti de’ termini successivi del secon-
do membro si aumentino rispettivamente di 2, 4, 6,.., 2n, il ri-
sultamento si potra scrivere come segue

("1)r+87r+s:(;1>T+I“r,1><(""1)8+1163,1+(‘l)r—i-z“r,zx (__17!—}-25"2_[_
°t +(“"1)r+n“r,n><('—'1)“-n 5,

e tenendo presente la solita notazione de’complementi algebrici,
si vede che questa formola equivale a

Cr,s"'-:'Ar,: Bs,x+Ar,a Bs,z+ . +Ar,nB:,n ;

donde poi si deduce che:

11 complemento algebrico di un elemento qualunque c,, , del pro-
dotto di due determinanti equivale alla somma de’prodotii de’comple-
menti algebrici degli elementi dellar™ orizzontale del moltiplicalore
pe’ complementi algebrici dei corrispondenti elementi della s™* oriz-
zontale del moltiplicando.

69. Se sono identici i fattori P e Q del prodotto K, il teorema
del num.” 66 si modifica come segue:

Ogni minore del quadrato K di un determinante P, operato per
orizzontali equivale al prodotto di due matrici di orizzontali di P,
definite rispettivamente da’numeri di ordine delle orizzontali e delle
verticali di K, le quali concorrono a formare il detto minore. E se
il minore ¢ principale, esso allora equivale al quadrato della ma-
trice di orizzontali di P, omologa a quella matrice di K, alla quale
appartiene il detlo minore.

Cosi, supposto che il determinante K del n° 63 sia il quadrato
del determinante P, sara, per esempio,

2

cl.l cx,z == a:,x ax,z ax,s tee a:,n
cs.: cs,a a’a,x aa,a a’z,s ¢ as,n

— a:,z a’x,z 2+ a‘x,x ax,a l 2,'+' a’z,z (l-}?* : = efc.
az,x aa,ﬂ as,z as,s az,x d’s,it
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§. VIL.

DERIVATE E DIFFERENZIALI DE DETERMINANTI.

70. Poiché nella formola
P"-:ar,:Ar,:+ar,nAr,a+ 2 +ar,:Ar,s+ 't +ar,nAr,n

le quantita a,.,, @, ,, etc: non entrano nella composizione de’coef-
ficienti A,,, A,,,etc: & chiaro che,se gli elementi di P sono tra
loro indipendenti, la derivata di P rispetto ad a,., si riduce al suo

coefficiente A, ,; vale a dire si ha

dp
da, ,

zAr':;

¢ quindi il seguente teorema:

Se gli elementi di un determinante sono tra loro indipendenti, la
sua derivata rispetto ad un elemento qualunque equivale al com~
plemento algebrico dello stesso elemento.

71. Ma questa proprieta ¢ compresa in altra piu generale. Sia

a.rx,sx arz, sa e @ arm’ sm (1)

il prodotto di m elementi del determinante P presi in orizzontali
diverse, e verticali diverse: ¢ il numero totale delle inversioni ne’
primi e secondi indici; e s’indichi con H il suo complemento al-
gebrico (n® 34); cosi I'espressione

(—-——l)sa,,n 5y a”%: s Qrpn s (2)
dinoterd tutta la parte del determinante P, in cui entrano come
fattori i detti elementi; e percio la m™® derivata di P, presa suc-

cessivamente rispetto agli elementi medesimi si riduce sempli-
cemente a (—1)° H; cioé si ha

d"p
da,, . .. da,

(3)

da,_

Is°X

da che deriva il seguente teorema:
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Se gli elementi di un determinante sono tra loro indipendenti la
sua m.? derivata, presa successivamente rispetto ad m elementi di
orizzontali e verticali diverse, equivale al complemento algebrico del
loro prodotto, preso col segno proprio o contrario, secondoche il
prodotto, riguardato come algebrico, comporta il + o0 i —.

72. Dopo cid & manifesto che P'espressione (2), ossia tutta la
parte del determinante P, la quale ha per fattore il prodotto (1)
puo essere rappresentata da

d"p

a i a
ar,,sl 2,52 " " “Tm,Sm da da .. da
Tr,5x Tz,S2 m,

73. Permutando come piaccia nel prodotto (1) o i primi indici,
o i secondi, astrazion fatta dal segno, si ha sempre un termine
di uno stesso minore, e che percid ha sempre uno stesso comple-
mento algebrico. Ora, supponendo scambiati tra loro due soli in-
dici, per esempio 7, ed r,, quel prodotto si muta nell’altro

"a"!‘ s

s m* m »

2*%x I'va 3*7s

il quale & di segno contrario ad (1); quindi si ha

a"p
da da .. da

s, $x  Tx,d2 Tm,Sm

____(_I)EH;

e dal paragone di questa relazione con la (3) risulta

d"P d"P

da,rz . ‘x d'arl s 82 .« s da.rm ' sm darx = 31 dars ‘32 " » da

mr¥m

Cio dimostra che due mme derivate del determinante P sono uguali,
ma di segni contrarii, se i denominatori de’simboli che le rappre-
sentano differiscono solo per lo scambio vicendevole tra due in-
dici sia de’primi, sia de’secondi.

7%. Supponiamo ora che r,, 7,,.., Ty siano de’numeri cre-
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scenti al pari degli altri s,, 5,5+ .5 53 10 tal caso sihae=0,¢e

la (3) si riduce a

Cosi nella ipotesi attuale la derivata m™® di P equivale al com-
plemento algebrico del prodotto degli elementi, che figurano nel
denominatore del simbolo,che la rappresenta, o, ch’¢ lo siesso, al
complemento algebrico del minore formato dalle orizzontali e ver-
ticali che passano pe'fattori del prodotto; il quale & ora il termi-
ne principale dello stesso minore (n°® 27). Quindi & che il com-
plemento algebrico di un determinante minore di grado m suole
indicarsi col simbolo esprimente la m™® derivata del primitivo,
presa successivamente rispetto ai principali elementi di questo
minore; ed in tal caso il segno, che conviene al complemento, €
immediatamente definito dalla somma di tutti gl'indici degli ele-
menti che figurano nel denominatore del simbolo (n.°29), la quale
attribuisce il 4+ o il —, secondoché & pari, o impari. Laonde si

ha per esempio

a‘x,z a'x,4 a:,s ¢ a’l,n
a-i‘!a a4:4 a4;5 2 aﬁuﬂ

as,n a5,4 a‘s,s * as,n

d’P
Comp.° alg.° di Qg,x G5 \:: da, . da4,,—_
a, ., :

aaix

an,a a’ﬂ,é. an_,s . a’n,n

75. La proposizione del n° 70 conduce immediatamente al se-
guente teorema:

Il differenziale totale di un determinante i di cui elementi si ri-
guardano come variabili tra loro indipendenti, equivale alla somma
dei prodotti dei differenziali di tutti gli elementi pe’rispetivt com-
plementi algebrict.

E opportuno di osservare che per ottenere con metodo ordina-
to questo differenziale totale si puo formare un polinomio con gli
sviluppi simbolici del determinante secondo gli elementi o di tut-
te le orizzontali, o di tutte le verticali; e quindi cambiarvi ogni



o4

elemento nel suo differenziale. Cosi supponendo che nel determi-~
nante P tutti gli elementi a, , siano variabili tra loro indipenden-
ti, formeremo dapprima il polinomio

aIJIAI:I +a1,aAI,n+ k1 ' . + a:,ﬂ Ax,n
+ Gy A, 0, A . Ay pAgn

- - - - * ] ] ] L] LJ -

+ an,xAn,:+an,2An,z+ il + aﬂ-,ﬂAﬂ,ﬂ

e quindi mutando ogni elemento nel suo differenziale si avra

dP==A,.,da,,+ A, da, ,+...+A,  da,,
+ Az,z da2,1+ Az,zdaz,sa+ LR +A2,ndas,n

=i An,zdan,x"‘An,zdan,a"‘ e oo A, nday,

f— dal,! daz,z ¢ daz,n -t a’:,x al,s . a!,n e il
a‘z,z az,z . az,n daz,: daz,z * daa,ﬂ
as,r a:!,z ® as,n a‘a,x a’s,z . aS,‘n
an.x an,a . an,n an,z an-,s . a’nm

o114, Q, - Gy y
1 a aa,z - Ay n

2,Xx

* * -

an—z,z aﬂ—l,z ¢ aﬁ-—!,ﬂr
da,, da,, . da,,

76. Se gli elementi di P sono funzioni di una variabile x,
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dalle formole precedenti si ha subito la sua derivata espressa da

dP da,,, da,,, da-,,n\
G Mgy Thugy T T haeyy
da da da
A T AL A d(
da da da \
A ®1 4L A n2 L .. A n,n
+ .1 dw n,8 dx n,n dx ,}
_ dam dam daj’ﬂ, e Ay ; a, . - 4;n TR
dx dx dx da, da,, dag,
Ay Uy - 0Ogp de dx ~ dz
as,z a‘s.a . as,n aS,I a’s.g * a3.‘n
an,x afn,a ' an,n an.: an,s * an.ﬂ

a’ﬂ-—l,l aﬂ—l,2 * aﬂr-—l,ﬂ

da,,, da dd,y

’n,ﬂ

dx dx °~ dx

e puo enunciarsi il seguente teorema:

Se gli elementt di un delerminante sono funzioni di una stessa
variabile la sua derivata sara uguale alla somma de’prodotti che si
ottengono moltiplicando la derivata di ciascun elemento pel suo com-
plemento algebrico.

77. Porremo ora in veduta un caso particolare di questo teo-
rema che si rapporta ad importanti applicazioni. Siano v, , ¥,,
Yss«.» Y, funzioni qualunque di una variabile x, e conveniamo
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d’indicare le loro rme derivate con ¥, v s Yors Ysys+ s Yo POSLO
cid consideriamo il determinante di grado n

X=ly, Y. U ¢ Yn
y:.: y:,: ya,x e yn,x
yl.i yz.s ys.s * yn,a

yz,n—-z Yan—x Ysn—x * Yn.n—x

nel quale gli elementi di una orizzontale qualunque sono le pri-
me derivate de’corrispondenti elementi della precedente. Pren-
dendo 1a derivata di X avremo per l'ultima formola

dX’ ——

'a;;“_“ Y1 Yox « Yn.a —+ ¥, Yo e Yn Hpe o
Ysx  You « Ynx Yse Yoo « Yan
Yo Yoo c Yn,e | Yo Yz « Yan

yt.n—x ya.n—-z * yn,n—l yx,ﬂ-—x ya,n—z * y‘n.n—-—x

s == yl yz ¢ yn
Ysx Yoo+ Ynn
Yiz Y202 * Yn,e

y:.n yz,n * yn.n_.

ma in questi determinanti, fuorché nell'ultimo, vi sono sempre
due orizzontali identiche, e percio si annullano; dunque

di‘“‘ Yy Yy Yy Yy

d.:c R x 2 3 * n
yx,x yz,l y3,! . y’n,:

yl,a yz.z ys.z * yn.s

yx,n——-z yz.n—-—z ys,ﬂ-—ﬂ ' yn.u—a

yx,n yz.n ya.n ‘ yn.n

vale adire per ottenere la derivata del determinante X basta cam-
biarvi gli elementi dell'ul{ima orizzontale nelle rispettive derivate.




§. VIIL
SPECIALI TRASFORMAZIONI DE DETERMINANTI.

Prima trasformazione.

Decomposizione de’ determinanti in altri che hanno nulli
gli elementi principali.

78. Se si domanda tutta Ia parte di un determinante, la quale
non contenga alcuni de'suoi elementi, ¢ chiaro ch’essa € cio che
diviene lo stesso determinante annullandovi gli elementi desi-
gnali. Si osservi intanto che lo sviluppo di un determinante dee
conlenere termini in cui non figurano elementi principali; altri
in cui figurano ad uno ad uno; altri in cui figurano i loro pro-
dotti a due a due; altri co’loro prodotti a tre a tre, etc.;e che in-
fine vi sara un termine formato dal prodotto di tutti gh elementi
principali. E da notarsi tuttavia che non puo esservi alcun termi-
ne con n—1 elementi principali, dinotando » il grado del deter-
minante; perché, essendo n i fattori di ogui termine, se vi fosse
un termine con n—1 elementi principali, il fattore che manca
non potrebbe essere che 1l restante elemento principale, senza di
che gli n fattori non apparterrebbero ad orizzontali e verticali di-
verse.

Cio premesso dinotiamo in generale con P, I'insieme di tutti i
termini del determinante P, in cui si trovano gli elementi prin-
cipali ad r ad r; di modo che P, esprimera tutti quelli, in cui non
entrano elementi principali; P, quelli in cui entrano ad uno ad
uno; P, quelli in cui entrano a due a due; e cosi di seguito; avre-

mo in siffaita guisa
P—P,+P +P,+--+P, ,+P,;

Ma poi segue dalla osservazione fatta in principio che P, € cio che
diviene il determinante P, annullandovi tutti gh elementi prin-
cipali; inoltre che P, & Ia somma dei prodotti di tutti gli elementi
principali pe'rispettivi complementi, ne’quali siano annullati gli

elementi principali; similmente che P, € la somma de’prodotti di
9



58
questi elementi a due a due, dopo aver moltiplicato ogni prodotto
pel suo complemento, nel quale siano sempre annullati gli ele~
menti principali; e cosi di seguito fino a P,_,; mentre P, _, = 0,
e P, ¢ semplicemente il prodotto di tutti gli elementi principali,
vale a dire & il termine principale del determinante P.

Esempio:
ab ecl=0 0D cl4+ald +V0 c|]+c"|0D +ab'c”.
a b ¢ a 0 ¢ V0 a” 0 a0

a' v a” b0
Seconda trasformazione.

Sviluppo di un determinante secondo le potenze di una parte
comune a tutti gli elementi principali.

79. Supposto il determinante

X=la, +x a,, a, , ™
ae,r (1»2‘2—1—33 az,s » a’2,n
a, a, , 0-3?3—|-4:E . a,
a’n,l an,z a‘ﬂ.z ® aet,az.+x

& manifesto che al suo sviluppo, ordinato per le potenze decre~
scenti di @, puo darsi la forma

X"+ 8, 3" A8, T e 8, T A A5 25,

e la quistione si riduce a determinare i coefficienti §,, S« o
In quanto all'ultimo S, & chiaro ch’esso ¢ cio che diviene il de-
terminante X ponendovi x==0; e per conseguenza equivale al de-
terminante

P: ax,! a’x.z * a’z,n

2,x a'2,2

. - L

a

!-‘ . 1 a n ) 2 4 a ,"i i ."_
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Ma per determinare in generale il coefficiente S, di 2"~ si os-
servi che il prodotto di qualunque principale minore di grado
n—r del determinante X pel suo complemento ¢ una parte di
X (n°32). Intanto, se dello sviluppo di un tal minore si consi-
deri il solo termine in ™", & chiaro che il suo coefficiente, nello
sviluppo della detta parte, & cio che diviene il complemento po-
nendovi =0, e sard quindi un principale minore di grador diP.
Ora,siccome il prodotto di ogni principale minore di grado n—7
di X pel suo complemento da luogo ad una somigliante conchiu-
sione, ne segue che S, é la somma di tutti i principali minori di
grado r di P;e perd S, sara la somma di tutti i principali minori
di primo grado del determinante P, vale a dire sara la somma de1
suoi principali eicmenti; S, sara la somma de’suoi principali mi-
nori di 2° grado; S, di quelli di 3° grado; ¢ cosi di seguito.

Supposto per esempio

X=|a+x b ¢ = 2"+ 8,2°+S;2+ S,
a b4+x ¢
a/f bll C”—l’—x
si ha
S —a-+b+c", S,=(a b |+jac |+|bc|,S=|ab cy
a’ b’ a_!»’ C” bff cr’f al bf C!
a!f bf/ C”

Terza trasformazione.

Sviluppo di un determinante secondo i prodotti degli elementt
di due linee di nome diverso.

80. Se il prodotto algebrico di due elementi appartenenti adue
linee di nome diverso del determinante P, escluse 'elemento co-
mune, si moltiplichi pel suo complemento algebrico, si ha tutta
la parte di P in cui entrano come fattori i due elementi (n°3%).
Quindi se gli elementi di una delle linee si combinino in tutti i
modi con quelli dell’altra, uno ad uno, eccetto sempre I'elemento
comune, ed ogni prodotto binario si moltiplichi pel suo comple-
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mento, I'uno e l'altro riguardato come algebrico, la somma dei
prodotti dara tutta la parte del determinante P, dipendente dagl
clementi delle due linee, meno quella che dipende dal loro ele-
mento comune; e da cio poi risulia la seguente proposizione:

Se il prodotto algebrico di ogni elemento di una linea per ogni e-
lemento di un’ altra linea di nome diverso, escluso U elemento comu~
ne, si moltiplichi pel suo complemento algebrico, la somma dei pro-
dotii, aggiunia a quello dell’ elemento comune pel suo complemento
algebrico, riproduce il dalo determinante.

Per tradurre questo teorema in formola supporremo che le
due linee di nome diverso siano la r™” orizzontale e la s™* verti-
cale del determinante P; ed allora chiamando S la somma dei pro-
dotli di cui ¢ discorso, si avra dapprima

P=—a, A, ,+8S.

Cio premesso siano i e k due numeri qualunque della serie 1, 2,
3, .., n; se ammettiamo che i sia diverso da r, ¢ & diverso da
s, sara a, ;. a;, il prodotto di due elementi appartenenti alle due
linee, che si considerano, diversi dall’elemento comune a,,. Ora
¢ chiaro che nello sviluppo di P i due prodotti a,.; a;,ed a,.,a;,
hanno coefficienti uguali e di segni contrarii, perciocché le due
parti di P dipendenti da questi prodotti si possono rispettiva-
mente esprimere (n.° 72) con

d’p d°P

a., d; a a;
r.k "¢ da-r,k daa‘,s ’ r.s Uik dar,s dai,k
¢ pel numero 73 si ha
i P
dar,k da‘«i,s dar,s dai,k ’

ma siccome di queste due parti la seconda, che dipende dal pro-
dotto a, ; a;;, ¢ compresa nella espressione a,, A, ,, risulta che
se si dinota con «;, il complemcuto algebrico dell’ elemento a;,
consideralo nel determinante A,,, questa parte potra essere
cspressa da @, @; 253 ¢d in conseguenza sara — @, 5 Q; 4 oy,
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tutta la parte di P che dipende dal prodotto @,y @i, Cosi que-
st’ ultima espressione ¢ quella di uno dei termini della somma
figurata da S; ma si comprende che da essa si possono dedurre
tutti gli altri termini di tal somma, dando a ciascuno degl’ indi-
ciiektuttiivalorit,?2,3,..,n, escluso tuttavia r tra i valori
dii, eds tra quelli di k; allora, rimanendo sottinfesa questa

esclusione, sara lecito di scrivere

S=— ZArg Qg %k s

1,k

e si ha la seguente formola

I ""'ur,sAr,s "'"'_E Ar g Gis ik (1)

i,k

nella quale adunque bisogna tener presente che «;; esprime.il
complemento algebrico dell’ elemento a; ), preso non gid nel de-
terminante primitivo P, ma sibbene nel determinante A,,; € che

di piu si ha
i—1,2,3,...r—1, r+1,..n , E—1,2,3,..,s—1, s+1,..,n.

Supposto per un esempio

P= 0 Ay Qg Ay
A,y Uyy Qyg a‘u )
a'3I a’BB a’33 aﬁ.i.
Ay Ay Q45 Ay

sc si applica la formola alla prima orizzontale ed alla prima verti-
cale si ha semplicemente

P=m—2d,; 0 ok
ik
i—2,3,4%4 :=2,3,4,
¢ quindi
Ayy Qgy gy —+ Q5 Aoy %3 + Ay, Aoy %oy
P—=——"{ 4 a,, a;, a;, 1+ A;; A5; %35 + Ay O3y 234

== alz a.{,l Y42 + a;a a4: TE d ani. a41 %44

dove resta solamente a sostituire ad ag,, 2,5, etc. 1 loro valori
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come complementi algebrici degli elementi a_,, a,,, etc. a ri-
guardo del determinante

AIl.: azz a23 024 ’

aaa a;; au
A, Qs Oy
¢ pel quali si ha
a22: a33 a34 b4 a23= me— asz ad4 . etc.
Ugz Gyy Ay Ayy

81. In generale & da osservarsi che la caratteristica del com-
plemento di un elemento a;; a riguardo del determinante A, sa-
rebbe i+k—2; ma ¢ chiaro che il segno che compete al detto
complemento, riguardato come algebrico, ¢ quello definito dal
simbolo (—1) ¥ (n° 30).

Quarta trasformazione.

Una trasformazione del prodotto di due determinanti.

82. Questa trasformazione puo formolarsi nel seguente teorema:

Il prodotto di due determinanti di grado n puo essere espresso
con una somma di prodotii di due determinanti dello stesso grado
n. I due fattori di un prodotto qualunque sono cio che divengono
i due determinanti scambiandovi una matrice di m linee dell’ uno
con una matrice dv m linee dell’ altro; ed il completo sistema dei
prodotti si otlerra operando il detto scambio tra una matrice fissa
dell uno, e tutte le matrici dell’ altro, che si formano combinandovt
ad m ad m sia le orizzontali sia le verticali.

Siano i due determinanti di grado n

P = aI,I ax,z a1,3 * ax,n b Q == bI,l bx,z bx,s * bz,n
az,z a'2,2 a2,3 * az,n bz,x ba,z b2,3 . bﬂ,n
a’l’ L] ) 4 aﬂ)a | an, 3 * an.l n bn, 1 bn)z bﬂ: 3 = bﬂ':ﬂ'

e supponiamo che la r™* matrice di m verticali di P (n® 57) sia
scambiata con le successive matrici di m verticali di Q; allora se
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dinotiamo con P,.,, P,,, P, ., etc: cio che diviene il delermi-
nante P quando alla sua r™® matrice si sostituiscono le successive
matrici di Q; e con Q,,, Q,,, Q,,,etc: cid che diviene il de-
terminante Q quando alle sue successive matrici si sostituisce
la ¥™* matrice di P, il teorema si traduce in

PQ:Pr,IQx,T+pT,2Q2,T+Pr,3Qs,T+etC’: (”

Considerando dapprima il caso di m=1, si trattera di scam-
biare la »™* verticale di P con ciascuna verticale di Q: anzi per
meglio fissar le idee (senza restringere le conchiusioni), por-
remo r==1; il che importa lo scambio tra la prima verticale di P,
e ciascuna verticale di Q; e pero in tal caso avremo

Pf‘,l"—: bx.x a1.2 a’:,z * a‘x,n Qi,?‘: ax,x bx,z bx,s * bx,'n
bz.z az.z az,s . aa,u az,x bz,z b2.3 f 2,n

Pr.az bx,a a‘x,z ax,s * a‘:.‘n- Qz,g bl,l ax,x bx,s * bx,n
2,2 a’z,z az,s . az,n b:z,x az,x b2,3 . bz,'n

| J— R

Ir,:i"— 1,3 a1,2 a‘x,:i ® a’x,n Qs,‘l‘__ br.x bx.z a’l,! . I.n
2.3 a’z,z a‘z,s * az,'n bE.I bz,z aa,x ¢ 2,n

etc. etc. ete. etc.

Sviluppando questi determinanti secondo gli elementi delle linee
scambiate si hanno i due seguenti sistemi di relazioni

P,,=b, A, +b A, +b A, - etc.,
P,,=—=b A ,+b A, +0b,A,,+ elc., 8
P,,=b A, +Db A, +0b,,A,, + etc., \
Q,,=a, B, ,+a,,B, . +a, B, +ete.
Q,=a,.,B,,+a,.B,,+a,, B, + etc. /
Q,,=a,,B,,+a, B, +a,,B,, + et \

/
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Cid premesso, sc si moltiplicano i polinemii del sistema (2) pe’
corrispondenti polinomii dél sistema (3), la somma de’ prodotti
esprimeri il secondo membro della (1). Ora distingueremo i ter-
mini di questa somma in due classi, secondoche risultano dal mol-
tiplicar tra loro termini che in ogni coppia di polinomii sono di
ugual posto, come i primi, i secondi, etc:; o sono di posti diver-
si. In quanto ai termini della prima classe, considerando in ge-
nerale quelli che prowengono dal moltiplicar tra loro 1 termi-
ni ™ de’ polinomii in (2) pe’ termini ¢ ™ de’ polinomii in (3), ¢&
chiaro che per la loro somma si ha 1 espressione

ai,xAt'.x (bi.zBi,r -+ bi,zBi,a =+ bi.sBi,a ~+ etc. ) ?

la quale pud tenersi come tipo generatore di tutt’i termini della pri-
ma classe, poiche ne derivano dando all'indice t tutt’ i valori 1,2,
3,..n; ma siccome per ciascuno di questi valori la quantita
chiusa tra parentesi equivale sempre al determinante Q, ne segue
che il detto tipo pud mutarsi in a; A;,Q; quindi la somma di
tutli i termini della prima classe risultera espressa da

(a’x,IAx.x + a‘z,xAz,x -+ as,an,x ~+- Etc°) Q ’

ed equivale in conseguenza al prodotto PQ.

Rispetto ai termini della scconda classe, considerando la som-
ma di quelli che provvengono da’termini ¢ " de’ polinomii in (2)
e da’termini K™ de'polinomii in (3) si ha I'espressione

a Ai.x (bi,: Bk,x -+ bi,z Bk,z -+ bi,s Bk,a =1 etc.)

+ 1

da cui si dedurrebbero tutti i termini della seconda classe, pren-
dendo per sistemi di valori di ¢ e & le combinazioni binarie de'nu-
meri 1, 2, 3, .., n; ma quindi e palese che la loro somma ¢
nulla (n.® 46). E da cid risulta in fine che la somma de’prodotti
de’polinomii in (2) pe corrlspondenu polinomii in (3} si riduce
semplicemente a PQ, rimanendo cosi dimostrata la relazione (1)
pel caso che abbiamo consideralo.

La dimostrazione pel caso generale & assolutamente la stessa
modificando convenientemente la notazione. Pertanto dinoteremo

conh_,, hypy by, ete: i determinant ordinati della ¢ matrice
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di m verticali (n® 57) del determinante P, ¢ con H, ,, H, ,, H, ,,
etc. i loro complementi algebrici; e similmente indicheremo con
k, s kyps ks elc. isuccessivi determinanti della »™* matrice di
m verticali di Q,e con K, ., K, ., K, ., etc. i rispettivi comple-
menti algebrici. Allora sviluppando i determinanti P,,, P, .,
P.,,etc. e Q,,., Q,., Q,,, etc. secondo i minori compresi
nelle matrici scambiate, avremo i due seguenti sistemi di re-
lazioni

= k yH k&, H,,+k , H,,+ etc.
e Hpp ko H, , +k, , H, , -+ ete.

P,,
P,,
P;s ,3H1f+k“Hr+A“H3,r+etc-

#)

Qm‘ S hr,r K:,x +- hz,r Kz,z i hs,r Kg'l -+ etc. )
Qz,r = hx.r Kr,z -+ ka,r Ka,z ~+ hy . Ks,a -+ etc.
Qs,r"'—'—'hxr K g = hngga +h3rK33 -+ etc.

5 ()
» ) 33 ) " . ) !

ai quali si applica parola a parola tuito cio che si & detto a ri-
guardo de’due sistemi considerati nel caso precedente; e quindi
si conchiude esattamente nello stesso modo che la somma de’pro-
dotti de’polinomii in (4) pe'corrispondenti polinomii in (5) equi-
vale al prodotto PQ, ch’e quanto dovea dimostrarsi.

Esempii :

a bl la': y
b'| {x
m‘xb ayil+lyb wa|:law by|—|—ay z b
wr br ar yl yl b! al ar x{ br yf a! yl xr brl
.._‘ a blHax'ylix yl_-—_:la bl la’ b'l+|a b|lx y'.
a Vl|lx'y'l la" ¥ bl lx yll’ vl &'y la ¥

10



¢« b cjljx Yy =
(l’ b! ci x! y! z!
aﬂ b.’.’ c»’.’ x!f y!f z!!

ER |

—axbecilay 2|+lybdec xazi+|zbceclleyal
b |la y s y b ¢ | a s A Volla y @
.'Z'” b!/ C” aﬂ yﬁ z.f.-’ .ylf bﬂ’ Clll .17” a// z!f zﬁ blf c.f! w/f ,y/! a!!

83. Dal teorema precedente si deduce immediatamente P'altro
che segue:

Dati due determinanti di gradi uguali P e Q si formi una prima
serie di determinanti P, Py o, Pps, €10, sostituendo sempre alla
™ matrice di m linee parallele di P le malrici ordinate,sia di oriz-
zontali, sia di verticali di Q; e quindi una seconda serie di deter-
minanti Q, g Qg Qg0 €LC- sostituendo alle matrici ordinate di Q
la mairice s™® di P, diversa dalla »me_ Posto c¢io, se ¢ determinanti
della prima serie st moltiplichino pet corrispondenti determinanti
della seconda, la somma de’prodotlt ¢ nulla; vale a dire si ha

P'r, 1Q I, S+Pr,2QZ,S+Pr, 3Q3 ,s+etc "—":0 *

In fatti questa trasformazione equivale ad applicare il teorema
precedente al caso in cui le m linee della ¥™ matrice del deter-
minante P fossero cangiate nelle m linee della sua s™* matrice;
di modo che questo determinante avrd per lo meno due linee pa-
rallele identiche ; ed in conseguenia & nullo. Cosi supposto per

esempio i due determinanti

P—a b ¢ , Q=1x ¥y =},
a! br Cf x! yf zl
a_f.-’ bf! Cﬂ" x[! ,yﬂ z{f

ce si cambia la prima verticale di P nelle successive verticah
di Q, e quindi invece di cambiare le successive verlicali di Q
nella prima verticale di P, come lo esigerebbe il primo teore-
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ma, si mutino per esempio nella sua seconda verticale, si avra
z bellbyzi+lybelledbs|+zbe x y b]=0
V|| y sl Wy s 5 x y b

x&' b/f cf? bff yf;' z!f !yﬂ b;’f cﬂ xb’ b)’f ,’5” z!f b!! C/! x’;’ ,yh' b”

il che torna lo stesso che applicare il primo teorema al prodotio
identicamente nullo
b bc x Yy 3

!

Vo c|lad y =

bﬂ b” Cff w” yf! Z”

§. IX -
DETERMINANTI RECIPROCI.

8%. Se in un determinante si cambia ogni elemento nel suo
complemento algebrico si ha un determinante che dicesi recipro-
co del primitivo; e perd chiamando R il reciproco di P sara

P—=|a,, 0. - Gy , R=|A Ay, - Asn
Uy Qg0 + Gon Agx Ay A
* L] - #*
Qp,z Qp,z + An,n An.x Ay Ann

Quindi, se una linea di P si moltiplichi per una linea di egual
nome in R, il prodotto & uguale a P, se le due linee sono omolo-
ghe; ed ¢ nullo nel caso opposto (n° 46); e percio, moltiplicando
P per R, ogni elemenlo principale del determinante prodotto sa-
ra uguale a P, e tutti gli altr1 saranno nulli. Avremo adunque
PR — P*, ossia R=P"’; e ue risulta che:

Il reciproco di un primitivo di grado n equivale alla potenza di
grado n—A del primitivo. E se il primitivo ¢ nullo, anche nullo ¢
il suo reciproco.

85. Ecco una proprietd de'determinanti reciproci di molto in-
teresse nelle applicazioni.

Nel reciproco ogni minore di grado m equivale al complemenlto
algebrico del suo omologo nel primitivo, moltiplicato per la poten-~
za (m—~—1)" dello stesso primilivo.
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Siano P, ed R,, due minori omologhi di grado m del deter-
minante P e del suo reciproco R, e sia P, il complemento ordi-~
nario di P,,; ma supponendo in primo luogo che P,, ed R,, siano i
principali minori nelle prime m orizzontali, e nelle prime m ver-
ticali de’primitivi, avremo

Pt

’
Pm"‘“‘" am+r,m+1 am+x,m+2 ) am‘*‘l:” ’Bm

AI,I AI,Q ® A:,m
A A

v L] * - L] L ]  J

Am,z Am,z * Am,m

aﬂl+2,ﬂl+l a'ln+2,?M—2 ¢ am+a,n 2,2 ° Az.'m

an,1n+x aﬂ,ﬂl—i—ﬁ * aﬂ,ﬂ

Or si osservi che R,, equivale al determinante di grado n

A’I.I AI.2 ¢ Ax,m AI,??I+I Axma-&-z ¢ AI,%
AQI A2,2 ' -AB,?'R Aa,m+1 AE,M—&-Z » Az.n

2

- [ ] - L L] ]

A‘ﬂl,! Am,z . Am,m Am,m+1 Am,m+2 * Am,n

o o . o 1 0 . O
o o . o o 1 . 0

- Ll » L] - - L] *

o o . 0 o6 o . 1

il quale & cio che diviene R, annullandovi gli elementi delle ul-
time n—m orizzontali, eccetto i principali, ai quali & sostituita
T'unita.Quindi il prodotto di P per quest’ultimo determinante sara
uguale a PR, ; ed effettuando la moltiplicazione per orizzontali,
con prendere P come rholtiplicatore, verra

OoPO . 0 Ay, m+x G, me LW
0 0 P * 0 as,m+1 a3,m+2 iy a3,n
000 . P o m+x A m-ro » Ay
0 00 0 Uiz, m=1 Az m+e - Ar3m
000 .0 Ay, m+x O, yn -y
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Ma questa relazione si trasforma evidentemente in

PR, =P’ P"; (1)
e ne risulta in fine

R, =P . .P",

il che & conforme al teorema pel caso considerato, perciocche es-
scndo P,, un minore principale, il suo complemento ordinario P’,,
non & diverso dal complemento algebrico.

E ora agevole la dimostrazione del caso generale. In fatti, se
si trasforma il determinante P, portandovi in primo luogo, ed in
ordine diretto, le m orizzontali e le m verticali che concorrono a
formare il minore P,,, chiamando » la caratteristica di questo
minore, e 1 il nuovo determinante, si avra (n° 39. 1),

o= (—1)*P; )

ma intanto il minore P,, ed il suo complemento P’,, si riprodu-
cono in 1 come principali minori complementari, 'uno nelle pri-
me m orizzontali e nelle prime m verticali, I'altro nelle rimanen-
ti. Dopo cid, se si trasforma il reciproco R della stessa maniera,
il minore R,, si riprodurra ancora nel trasformato come il prin-
cipale minore nelle prime m orizzontali e verticali; -quindi si ha

conformemente alla (1)

uR,=P,P"
e poscia in virtu della (2) si avra, come dovea dimostrarsi,
Ry = (—1)" Py P"7 (3)
Esempii. Supponendo m=2 si ha
d’pP
A Ary |=Ar Ay, oAy g Ay s = da,, da, , g

Ar’,s r.s
o con altra notazione

dp dp dp dp P p
da,, day , da,gda. " da, day, ;"
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Per m=3 si avrebbe
a’p
A A. o A = P?:
¥ y 8 : T y 8 L 2 y $ da’.,s da‘r" " dar”, ‘H' b
Ar’ 8 Ar’, s Ar’ B

Apr g Mg g A g

e cosi di seguito.

E per considerare ancora qualche caso piu concreto, suppo-
niamo che P sia un determinante di 3° grado; cosi avremo per
esempio

1‘32 1&34 ==
Ay Ay

& 14 - a43 a.as

A
A,
A

12

Q |

a33 aﬁﬁ

[ ]
i

i i
i

2 2

&

X8 R

g
H
S
[ )
to
Q 8|8 [
»
“

3I -] 34

In queste formole il segno del secondo membro ¢ immedia-
tamente definito dalla caratteristica di uno der determinanti mi-
nori che sono nei due membri, e per conseguenza dalla somma
degl’indici de’principali elementi dell’'uno o dell’altro minore; op-
pure dalla somma degl’indici degli elementi che figurano nel de-
nominatore del simbolo di derivazione: somma che attribuisce
il 4+ o il —, secondoche & pari, o impari. Questa regola & di-
versa, ¢ molto piu semplice della ordinaria, la quale consiste nel
paragonare le due permutazioni dei primi e secondi indici nella
serie completa de’ principali elementi dei due determinanti nel
primo e secondo membro, e che attribuisce il 4+ o 1l —, secon-
doché le due permutazioni sono della stessa classe, o di classe di-
versa (7).

86. E opportuno di notarsi che, nella ipotesi di m=1, il teo-
rema equivale a dire che: ogni elemento del reciproco é il comple-
mento algebrico del suo omologo nel primitivo; 1l che riproduce la
definizione del reciproco.

87. Siccome a riguardo di un primitivo di grado » il comple-
mento di un determinante minore di grado m é un altro minore

{') Vedi Baltzer, §. 7, 2, Beispiele
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di grado n—m, e chiaro che il teorema puod anche enunciarsi co-
me segue:

Nel reciproco di un determinante di grado n i complemento alge-
brico di qualunque minore di grado m equivale all omologo di que-
sto minore nel primitivo, moltiplicato per la potenza (n—m~—1)"*
dello stesso primitivo.

Nel caso particolare di m=—1 questa proposizione equivale a
dire che:

Il complemento algebrico di un elemento del reciproco equivale
all’ omologo di tale elemento nel primitivo, molliplicato per la poten-
za (n—2)" dello stesso primitivo.

VYale a dire si ha in questa ipotesi

R —=a,, P"2 &
dAfr,s r.s \

i
e

88. Nella teoria de’'determinanti reciproci ¢ un caso merite-
vole di attenzione quello in cui il primitivo ¢ uguale all'unita,
perche allora tra il primitivo ed il reciproco si stabiiisce una per-
fetta reciprocanza. In fatti se P=—1, si ha pure (n° 8%) R=1.
Inoltre in questo caso la (3) si riduce a

Rmx (___1)2 P’m 5

ma, dinotato con R',, il complemento ordinario di R,,, si avra
inversamente (n° 87)

Pm: (""'1 )7. Bfm ;

cioe, qualunque minore del primitivo equivale al complemento
algebrico del suo omologo nel determinante reciproco. In fine,

mentre si ha per ipotesi A, ;— reciprocamente si ha per

da,,’
dR : g 3 : ; ;
la(4), a, ,— ~-— ; vale a dire, mentre R & il reciproco di P, viee-
* da,,

versa ¢ P il reciproco di R.
89. Un altro caso osservabile ¢, quando il primitivo & nullo.
Allora non solo ¢ nullo il suo reciproco (n® 8%), malo & pure ogni
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minore di grado maggior di uno, perché esprimibile con un pro~
dotto che ha per fattore il primitivo (n°®85).Applicando per esem-
pio questa proprietd a'minori di 2° grado compresi nella matrice
costituita dalle orizzontali »™* ed s™* del reciproco,avremo la se-
rie di identita
Ars Ay,
AS,I A8,2

dalla quale risulta la serie di rapporti uguali

—0 ,

Af‘.! Af,3
AS,I AS,S

==l 4

. A,.,4l.._-——..0 , etc.
A‘S,I A8,4

Ar Ar 2 Ar 3 Ar 4 —
2 o= ’ : etc. etc.
As, x As, 2 As, 3 As, 4

e quindi la proporzione
At At Ap ot A=A TA A A

la quale dimostra che:
Se un determinante ¢ nullo, gli elementi di qualunque linea del

suo reciproco sono proporzionali agli elementi di ogni altra linea
dello stesso nome. Ovvero:

Se un determinante é nullo i complementi algebrici degli elementi
di una linea qualunque sono proporzionali ai complementi algebrici
di ogni altra linea dello stesso nome.

90. Siano P e Q due determinanti di gradon; P’ e Q' i loro
reciproci; e pongasi

K=PQ , K'=P'Q;
ed essendo (n® 84)
p=p** , Q=Q"7,
risultera
K'=K".

Cid dimostra che K', prodotto de’due reciproci P’ e ', esprime
il valore del reciproco del determinante K, prodotto de’due pri-
mitivi P e Q; ma non ¢ lecito di conchiuderne che K’ & precisa-
mente il reciproco di K nel senso che ogni elemento di K’ sia il
complemento algebrico del suo omologo in K. Ora importa di di-
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mostrare che questa circostanza si verifica in effetti qualora la
moltiplicazione di P per Q, e quella di P’ per Q' siano operate
della stessa maniera. Supponiamo

it  —
P AR pp— Ziax’! aa’z [ B N a‘n‘n ] P e E:I——AI;IAQ‘,E L] - An’yn L J
4
Q=134b,,bypeesbyn » Q=3B Bosev. Buas
—— ’—-—-— -
K=z Ci1Copeve Cum K=z+ Y51 Yozt Taw

e ritenuto che le due moltiplicazioni siano entrambe operate per
orizzontali avremo (n° 63)

Cps — Qp bs,x 0y g bs,z oty p bs,n ’
Trs — Ar,lBs,l +Ar,a Bs,2+ ' +Ar,n Bsm ’

Ora la seconda relazione fa vedere che g, ¢ il complemento al-
gebrico di ¢,, (n° 68)3 e ne risulta che ogni elemento di K' & il
complemento algebrico dell’ elemento omologo in K ; cosi per la
consueta notazione sard y, , = C,.;, € di seguito

K=:40C, 0y -Cppn-

Dopo cid possiamo conchiudere, che:
Se si moltiplicano della stessa maniera tanio due deternunanti,

quanto i loro reciproci, il delerminante prodotto de’primi ha per
reciproco il determinante prodotto degli altri.

S. X.

DETERMINANTI SIMMETRICI, GOBBI SIMMETRICI, E GOBBI.

91. Oltre ai determinanti simmetrici, ne’ quali ogni elemento
& uguale al conjugato, sono da distinguere i gobbi simmetrici, ed i
gobbi. Un determinante dicesi gobbo simmelrico, s¢ ogni elemento
& uguale e di segno contrario al conjugato; il che importa che gli
elementi principali debbano esser nulli. E chiamasi gobbo, se ogni
clemento non principale & uguale, e di segno contrario al conju-

gato.
Adunque, mentre nel determinante simmetrico due linee con-

jugate qualunque sono tra loro uguali, nel gobbo simmetrico poi
11
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sono uguali, ma di segni contrarii; e tali son pure nel gobbo,
fatta pero astrazione dall’elemento comune. Intanto a qualun-
que di queste tre specie appartenga un determinante P, potremo
sempre supporre

Yo
P=ia,,a,, . aG,};

a’ﬂ- ¥ a-n- 2 * a"n.n

ben vero, se P & simmetrico i suoi elementi dovranno verifica-
re la condizione a,,= a,,; se gobbo simmetrico dovra essere
a,,=—4a,,, donde risulta a,,==0; e {inaimente, se P ¢ gobbo,
dovra esser pure 4, ,=— — d, ., a patto pero che gl'indici r ed s
siano disuguali.

92, Noi passeremo ora ad esporre alcune delle principali pro-
prieta delle dette tre specie di determinanti, che sono di grande
interesse nelle applicazioni, premettendo qui una osservazione
comune a tutti, cioé che: ¢ loro principali minort delerminanti so-
no rispettivamente della stessa natura de’primitivi; vale a dire sun-
metrici ne’primi, gobbi simmetrici nei secondi, e gobbi negli ultimi.

Determinanti simmetrici.

93. Se in un determinante simmetrico si considerano due mi-
nori conjugati (n® 28) subito si riconosce che le successive oriz-
zontali dell’'uno sono ordinatamente identiche alle successive ver-
ticali dell’altro; e quindi:

I minori conjugati di un determinante simmetrico sono {ra loro
uguali; ed uguali son pure i loro complementi, anche riguardati
come algebrict.

9%. Segue in particolare da questa proposizione che nel deter-
minante simmetrico i complementi algebrici di due elementi con-
jugati sono tra loro uguali. Cosi in questi determinanti, mentre
si ha per ipotesi a, ,=—a, ,., risulta ancora A, ,=— A, ; e da cio
poi segue, che:

Il reciproco di un delerminante simmetrico é pur esso un deler-
minante simmelrico.
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95, La formola (1) del n.° 80 put farsi utilmente servire allo
sviluppo de’determinanti simmetrici, applicandola specialmente
a due linee conjugate. Messo per tanto r = s quella formola di-
viene

P:ar,r Ar,r _ix_ar,k A; y 24k
dove bisogna rammentare che «; , dinota il complemento algebri-
co dell'clemento a; , preso nel determinante A, ,; e di pitt che
gl'indici ¢ e k debbono prendere tutti valori 1,2, 3,..,n, ad
eccezione di r. Ora, se P & simmetrico, si ha g, , = a, ;; € quin-
di potremo scrivere invece

=R _'Eh Arg Apk %ik* (1)
i,k
Infanto i termini della somma accennata dal £ sono da distin-
guersi in due classi; 'una che comprende i termini nascenti da
valori uguali di i e %, I'altra da valori disuguali. In quanto ai pri-
mi il loro aggregato pud essere espresso da a>; 2, indice ¢

l
dovendo prendere tutt'i valori 1, 2, 3,.., n, escluso r. Rispetto
ai secondi & evidente ch'essi a due a due sono uguali, perche es-
sendo A,, un determinante simmetrico (m°92) si ha a; =2
(n° 94%); quindi 'aggregato de’ termini della seconda classe puo es-

-

sere espresso da 2 a, ; @, 2;;; ed 1n conseguenza si ha la formola
ik

- ,
P—= Ay y Ar,r_z_: Qr; % —2 .Ehar,i Ay J; Xk (2)
H K
nella quale adunque la prima somma si estende a tutt’i valori di ¢
compresi nella serie 1, 2.3,..r—1,r+1,..,n; mentre nella
seconda i sistemi di valori di ¢ e k sono tutte le combinazioni bi-

narie de’numeri medesimi.

Supponendo per esempio

P =

= 8 8
-

= KRR
o
o

a 8 &
t~
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ed inoltre r—1, si ha dapprima

e 2 g L]
P—= .y An . (a'zz Upp ~+ A, aaS) I 2am Uyg Ugs s

ma essendo

AII = a22 a'23

asa a33
a,, = —(,, , risulta in fine

P: a!! a'ilﬁ aSS + 2a12a13 a23 - (axl a:3 + ans a:S + a33 a:ﬁ) .

96. Considerando per un altro esempio il determinante sim-

metrico
U=

QQ"QQ

Up Gy x Ay Aps - Ay.m

il quale si riduce al determinante P, sopprimendone la prima
orizzontale e la prima verticale, & chiaro che per questo caso le

formole (1) e (2) divengono rispettivamente

U=uP zuiukAi,k (3)
ik
U=uP-—suj A;;—23u; % Ay, (4)
i i,k

dove A, ; esprime al solitoil complemento algebrico dell’elemento
a;, preso nel determinante P; e le somme dovendo estendersi a
tutt’i valori 1, 2, .., n deglindici i e k; ben vero per cio che
riguarda 'ultimo termine della (%) i sistemi di valori di ¢ e k so-
no le sole combinazioni binarie de’'medesimi numeri.

Quando nel proposto determinante U & nullo I elemento figu-
rato da u, vale a dire quando si ha u=—o, le due ultime formole

si riducono ad

i,k
l* TS e 2 ‘!{-;-2 Afj‘i -— 2.2 U Uy Ai,k . (6)

F ik
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Applicando per esempio la (6) al determinante

U=|0 u, u, u,
ul al! a12 aIS
| Uy Uy Qgy Uos
u‘ a3l a8$ a33

osserveremo che nella prima somma I'indice ¢ prende i valori
1, 2, 3; mentre le combinazioni binarie di questi numeri sono I
sistemi di valori di i e k nella seconda somma; e percio si ha

U (A, U A guP + AL U2 24,0, 0 +2A,,0,0, +24,,U,U,)

dove pitl non resta che sostituire in luogo di A,;, A, etc. i loro
valori come complementi algebrici degli elementi a,,, a,,, etc.
a riguardo del determinante P di 3° grado.

97. Come casi particolari degli esempii precedenti notiamo 1

seguenti determinanti:

0ab|l=2abc.

a 0c

bcO
111]=]0abdec|{=a*+b+c'—2a"b"—2a"c"—2b%".

c20 a*{ {bcOa

0
10 cb° a 0cbd
1
1¥a*0] |cb al

011 ij._'..i 0 Va Vo \/E j=a+-b*+c* —2ab—2ac — 2bc.
10c¢bf Wa o0yc Vb

teoal WiV oVa
16 a0| \Voyiya o

98. Cercando la derivata del determinante simmetrico P, ri-
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spetto ad un elemento qualunque 4, ,, si ha dapprima (n°. 76)

dp da,, .
-~ "
dar,s s ] . 81" darla

ma essendo a,, =d,, la derivata che figura nell’ ultimo termine
equivale ad 1; ed & inoltre A, = A, , (n® 94); dunque risulta

dp |
— 2A. ..
da, L

Vale a dire:

La derivata di un determinante simmetrico rispetto ad un ele-
mento qualungue equivale al doppio del complemento algebrico dello
stesso elemento.

Determinanti gobbi simmetrici.

99. Per le condizioni di due minori conjugati di un determi-
nante gobbo simmetrico ¢ palese che le successive orizzontali del-
I' uno sono uguali, ma di segni contrarii, alle successive verticall
dell’ altro; e perd quelle diverrebbero uguali a queste, mutando 1
segni a tutte le linee di uno stesso nome dell’ uno de’ due minori;
ma ci6 non altera un determinante, se di grado pari, e fa solo,
mutarlo di segno, se di grado dispari ; dunque:

In un determinante gobbo simmelrico i minori conjugati sono u-
quali, se di grado pari; ed uguali, ma di segni contrarii, se di grado
dispari.

100. Da questa proposizione risulta in particolare, che:

I complementi di due elementi conjugati di un determinante gobbo
simmetrico sono uguali, se il primitivo ¢ di grado dispari; e sono
uguali e di segni contrarii, se il primitivo ¢ di grado pari.

101. Supposto che P sia gobbo simmetrico s’ indichi con 11 cid
ch’esso diviene mutando i segni a tutte le linee di uno stesso no-
me; cosi le orizzontali di 11 saranno identiche alle verticali di P ;
e sard percio 1= P; ma, se il determinante P & di grado dispa-
ri, & pure =—=—P; dunque in tal caso si ha P=0;e quindi risul-
tano le seguenti proposizioni.

1. Ogni determinante gobbo simmetrico di grado dispari e nullo.
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11. In qualunque determinante gobbo simmetrico i principali
minori di grado dispari sono nulli (n® 92). E nulli son pure i loro
complementi, se il primitivo é di grado part.

III. Ne’ gobbi simmetrict di grado pari ¢ nullo il complemento
di ogni elemento principale.

102. Segue da cio che, se gli elementi del determinante P sod-
disfano alle condizioni @, ,——a,,, a,,=—0, quando P & di
grado pari sard purg A, ,——A,,, A,.,=—0; mase P ¢ di grado
dispari, si avra solo A; ,=— A, . Cosi:

Il reciproco di un determinante gobbo simmetrico di grado pari é
similmente gobbo simmetrico. Se poi il primitivo ¢ di grado dispari,
il suo reciproco é semplicemente simmetrico, ma nullo al pari del
primitivo.

103. Ed essendo nullo e simmetrico il reciproco di un deter-
minante gobbo simmetrico di grado dispari, anche nullo e sim-
metrico sard ogni principale minore dello stesso reciproco di grado
maggior di uno (n* 89, 92). Quindi.considerando in generale un
principale minore di 2.° grado, si avra la relazione
ra Ars | =0

AS,T AS,J

dove A,,==A,,; e dalla quale percio risulta
Af‘,s = Ay Ayt

e conseguentemente

A= \/Ar,'r Ags

Questa formola per tanto da origine alla proporzione continua

A,,,,,:A,.&:A,.,,:...:A,*,n_z\/;;:\/Az’zz \/*A::..:\/A,,!n

da cui rilevasi, che;

T successivi elementi di una linea qualunque del reciproco di un
determinante gobbo simmeltrico di grado dispart sono proporzionali
alle radici quadrate de’ suoi successivt elementi principali. E di piw
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che il seqno di und qualunque di queste radici, il quale puo pren-
dersi ad arbitrio, determind i segni di tutte le alire.

104%. 1 determinanti gobbi simmetrici di grado pari son poi do-
tati della proprieta notevole di essere quadrati perfetti: proprieta
immediata per quelli di 2° grado, poiche si ha

0 a

—a 0

.:::.—l—-az;

e che in generale si dimostra assai facilmente come s€guc.

Supposto che P siaun determinante gobbo simmetrico di grado
pari, § indichi con R il suo reciproco, che sara pure gobbo sim-
metrico (n.° 102); e siano P, ed R, due principali minori omo-
loghi di 2° grado di P ed R; i quali saranno della stessa natura
di questi primitivi; allora se dinotiamo con P, il complemento
di P,, avremo (n° 85)

R,=P,P.

Intanto, essendo P un determinante gobbo simmetrico di grado
pari, P'y, ch’e complemento di un suo principale minore di 20
grado, sara pur €sso un principale minore di grado pari; € pro-
priamente di grado 90 49, 6° etc. secondoche il primitivo P & ri-
spettivamente di grado 4°, 6°, 8°, etc. Cid premesso 0Sserviamo
che il determinante R, il quale figura nel primo membro della
precedente relazione, & un quadrato, perché gobbo simmetrico di
90 grado; quindi risulta che anche un quadrato & ilprodotto P',P;
e perd sara quadrato 1 fattore P, quando lo sia il fattore P’,; ma
questo fattore & di fatto un quadrato, se P & di %° grado, poiche
allora esso & gobbo simmetrico di 2° grado; dunque in tal caso €
un quadrato il determinante P. Besta cosi dimostrato che 1 deter-
minanti gobbi simmetrici di 4° grado sono quadrati perfetti; ma
da cid pol segue immediatamente che lo sono anche quelli di 6°
grado; perche, se P & di 6° grado, il fattore P’, ¢ un quadrato,
perché gobbo simmetrico di 4° grado; e percid sara quadrato an-
che P. Ma quindi & manifesto che son quadrati 1 determinanti
gobbi simmetrici di 8° grado, 10° grado, etc.; ed in generale di
ogni altro grado pari superiore; ed in conseguenza posslamo con-

chiudere, che:
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Ogni determinante gobbo simmetrico di grado part ¢ il quadrato
di una funzione inlera e razionale de’ suot elementi.

Escmpii:
P 0 x oy 3| =240y’ —2abry+2acez—2hcyz
—x 0 ¢ Db
—(ax—by-+-cz)".
—y—c 0 a
z—b—a O
0 x—y = — a2 0%y ¢° 2+ 2abzy+2acxz+2bey s
—x O ¢ b
—(ax—+by—+cz)".
y—c 0 a
s—b—a 0
: . 2 2 2 - 2 %
0 a,, O, O |0 Gy 10 Gy 07,0y, —2a,0a,, 0,0,
o ) Wy, @ ¢
Uox S ~+2a,, Agy Qyy Qo= 2a‘xs Aoy Qyy Aoy
a,, a,, 0 a -
0 |=(a,d,,—a,,a Ay, )
aQ,, Qg Uy =i N Ey 13 2.4+ 14 Yas/ ¢

E da avvertire che in quest ultima notazione generale ogni ter-
mine o dello sviluppo del quadrato, o della radice, che sia affetto
dal —, puo ridursi ad avere il +, bastando percid di scambiar
tra loro i due indici di un fattor qualunque del termine. Quindi
o, per esempio, che allo sviluppo del precedente determinante di
4° grado puo darsi la forma

{ 2
(s a‘34 A a, a’m -+ a‘x!, a‘zs) .

105. Quantunque la dimostrazione da noi data del teorema pre-
cedente sia semplicissima e chiara, pure troviamo opportuno di
esporne un’ altra dovuta al ch. Baltzer, modificata leggicrmente.
Dobbiamo a quest'uopo rammentar la formola (n°® 80)

P—= a; ; Af‘,i B "?_Esar,i aa‘-.s Ay, s
x

dove gl indici 7 ed s prendono tatt’i valori 1, 2, 3, . ., n, eccetio

i, e dove «, , esprime il complemento algebrico dell’'ciemento a,. ,
12
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preso non gia nel primitivo P, ma nel delerminaute A;;; talche
in effetti ,, ¢ un determinante minore di grado n—2 del primi-
tivo P, nascenle dal sopprimere le orizzontali i™* ed ™, ¢ le
verticali i™ ed s™. Ora essendo P gobbo simmetrico di grado
pari, si ha A, ;=0 (n® 101); ed ¢ inoltre @, ;=—a;,; dunque
nella ipotesi attuale la formola di poc’anzi si riduce a

—_— . . .
== “n'z,f {71’5 s
.8

¢ poiche si ha pure (n° 102)

cosl possiamo scrivere invece

o “ [l L]
— -’-‘_az,r a;s \/“r,r TN
7,8

Questa formola intanto pué cangiarsi nell’altra

P:( Ea,"’,’- \/“:x r )( = a-,-_,s v Xz .8 s
T )

ma siccome ciascuno degl’indici 7 ed s prende i medesimi valor:
1,2,..,i—1,i4+1,..,n, ed il segno di una radice determina
quelli di tutte le altre (n® 103), cosi i due fattori del secondo
membro sono identici, ¢ ne risulta

b4

da che pol segue

vale a dire
\/Pﬂ ai;l i1 + a'i,g \/“2,2 + . + a’i,i—! \/ai—-—-l,i-—l
+ Oy iy \/ T T e aian\/ Fnn

In tal modo \/ P trovasi decomposto in una somma di n—1 ter-
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mini della forma a.,-,,,\/ ayy» dove o, dinota un determinante
zobbo simmetrico di grado pari n—2. Supponendo ora ripetuta

la medesima dccomposizione a riguardo delle n—1 radici V oy,

\/o:m, etc. 1" espressione precedente di \/ P sard trasformala in
una somma di (n—1) (n—3) termini, ciascun de’ quali avra per
fattore la radice di un determinante gobbo simmetrico di grado
pari n—%. E cosi continuando ¢ chiaro che si giungera finalmente

a trasformare \/P in un polinomio di termini aventi per fattori
semplicemente radici di determinanti gobbi simmetrici di 2° gra-
do, le quali percid equivalgono ad elementi del determinante P;
da che risulta in fine che la radice di questo determinante ¢, CO-
me volea dimostrarsi,una funzione intera e razionale de’suoi ele-
menti. E ne risulta inoltre che il numero de'termini di questa

funzione ascende ad

’

(n—1) {n—3) (n—15) >< - s8¢ = 15<3><H>< ++ > (n—1)
e di pilt che ogni termine ¢ un prodotto di —;- elementi del de-

terminante P, con indici necessariamente tra loro disuguali; e
che percid formano per ciascuno de’ termini una permutazione
de’'numeri 1,2, 3, .., n.

106. La radice del determinante P, vale a dire,quella funzione
intera e razionale de’suoi elementi, che lo riproduce elevata a
quadrato, ¢ dotata di talune proprietd che danno a tal funzione
mollo interesse per impo:ianti applicazioni; ma la sua proprieta
caratteristica consiste nel cangiar di segno, senza mutar di valo-
re, quando vi si scambiano tra loro due indici qualunque.

In fatii s'indichi con H la detta radice, e sia H, cio chessa di-
viene per lo scambio tra due indici r ed s; sara cosi H; 1l valore
del determinante in cui mutasi P scambiandovi gl'indici r ed s;
ma questo scambio nel determinanie P equivale a scambiar tra
loro la #™* ¢ la s™® orizzontale, e la e od s™* verticale; 11 che
non altera il suo valore; dunque risulia H2=1i". Segue da cid che
le funzioni H, ed H non possono differire in altro che nel segno;
e per decidere s¢ hanno un segno comunc, 0 segni diversi baste-
rd csaminare i segni che uno stesso termine prende nell una e
nell’altra funzione.



84

Sia a,, h Pinsieme di tutti i termini di H, 1 quali hanno per
fattore I' elemento a,,; cosi g’ indici di tutti gli elementi, che
entrano a comporre la quantitd A, saranno differenti dar ed s
(n® 105 in fine): ¢ percio questa quantitd resta immutata per lo
scambio tra gl’ indici r ed s. Segue da ci0 che operando questo
scambio tra gl'indici di H, perche divenga H, , la sua parte a,., h
si muterh in a,,.h; ma le duc quantitd a,h ed a, . sono
uguali e di segni contrarii,dunque anche H ed H,saranno ugua
li e di segni contrarii.

E ora evidente che la funzione H diverrebbe nulla rendendovi
uguali due indici; e quindi risulta il seguente teorema:

La radice del determinante P, gobbo simmetrico di grado pari,
muta di segno e non di valore, se vi si scambiano tra loro due in-
dici qualunque. E si annulla se due indici vi si rendono uguali.

107. Scrivendo ad arbitrio un prodotto di -gf- clementi del de-

terminante P, sc gl'indici sono tutti disuguali, questo prodotto ¢
sempre un termine della radice del determinante. In fatti sia il

prodotto di -E)L elementi

il

at!u' a!.‘r « 8 (ly,:. *

in cui glindici 1, u, v, %, .., ¥, = formino una permutazione dei
numeri 1, 2, 3, .., n, il che equivale a supporli disuguali. Mol-
tiplicando questo prodotto per cio clvesso diviene mutandovi ogni
clemento nel suo conjugato, si ha il prodotto di n elementi

Ay o a’u,t =< atr.:f: a.:r:,-v>< LR < ay,: a‘;,y *

il quale, a parte il segno, ¢ un termine di P. Per definire quesio
segrio osserveremo che la permutazione de'secondi indici puo ri-
guardarsi come derivata dalla permutazione de’primi indici in
n
2
gno di cui trattasi sara quello che risulta dal simbolo (—1) % ;

virllt di — scambii operati tra essi a duc a due; e percio il se-

ma il prodotto di poc’anzi equivale identicamente a

n
Be 2 2 2
. . ] ; = a (I L a ;
2 : tbu t.x 4.3



dunque I’ espressione

N T+
2 2 2

2 =2
(—1) % (—1) a' a. . ..-a.

sard un termine del determinante P col segno che gli compele.
Ora questa espressione, essenzialmente positiva, ed equivalen-

te ad

2

Iatua ‘rcotay:/ L)

& precisamente il quadrato del prodotto considerato in principio

Qpy Gy - » Ay -5 € percio un fal prodotto ¢ necessariamente un

termine della radice di P.

108. Quest’ultima propricta permette di formare immediata-
mente ed in molte maniere un termine della radice del determi-
nante P: ¢on che tuttavia non si ha che questo termine solo; m
vedremo or ora che da questo termine arbitrariamente formato
pud dedursi in modo semplicissimo l'espressione completa della
radice; ed allora lo stesso termine va distinto col nome di ter mine

principale della radice, la quale per compendio si rappresenta col
simbolo

v’a'

<at,-u Ay x5 y,5.9

chiudendo ciot tra parentesi il termine principale, o piu sempli-
cemente con
(t,it-,’l),x, LR y!z’}ﬁ

mettendo in veduta soltanto la permutazione degl'indici come fi-
gura nel termine principale.

E poi conseguenza della proprietd esposta al numero 106 che,
se in questo simbolo si scambiano tra loro due indici, il nuovo
simbolo rappresenta la stessa radice, ma col segno opposto; ed ¢

cosi per esempio che si ha
(10,0, 8,00,y 5) ==— (U, 1,0, %500 Y, 3) = (u,t,2,%,..,Y,5) ==etc. clc.

In gencrale le espressioni della radice corrispondenti a due sim-
boli con due diverse permutazioni, mentre sono sempre uguali in
valore assoluto, saranno poi di segni simili o contrarii, secondo-
ché le due permutazioni sono della stessa o di diversa classe; o in
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altri termini secondoche il numero totale delle loro inversioni ¢
pari, o imparl.

Bisogna osservare che, se il prodotto

at’u av,x L3 ay’- L]

¥

: . N .
anzicheé esser formato di 5 elementi, nc¢ comprenda un nume-

ro minore, ma pari, si vedrebbe esattamente come al numero
107 che in tal caso esso & un termine della radice del principale
minore determinante di P, formato nelle orizzontali definite dai
numeri di ordine t, 4, v, X, . ., Y, 35 € quindi uniformemente
la radice di questo minore sarebbe rappresentata da

(£, Uy B, &y + oy Y, 5 )-

109. Andremo ora ad esporre il metodo per costruire. la radice
del determinante P, e che possiamo rappresenlar col simbolo

(1,2,3, 4, .., n ),

%

ov'e messa in veduta la permutazione diretta. Col soccorso di que-
sto simbolo cominceremo dallo sviluppare la radice in un polino-
mio di n—1 termini uguaimente simbolici; ed ecco in qual mo-
do. In primo luogo caveremo fuori del simbolo i primi due nu-
meri 1 e 2 per darli come primo e secondo indice ad a ; e forme-
remo cosi il primo termine del detto polinomio simbolico

a,, (3, % 5,.., n),

nel quale il secondo fattore esprime la radice di un determinante
gobbo simmetrico di grado n—2, e propriamente del principale
minore, che si forma da P, sopprimendone le due prime orizzon-
tali e le due prime verticali. Da questo termine poi dedurremo
tutti gli altri termini dello sviluppo con la legge seguente, «Ri-
» manendo fisso il primo de’due indici esterni, muferemo succes-
» sivamente il secondo in ciascuno de’numeri interni; a patto pe-
» 10 che, mentre & il primo di questi numeri interni quello che
» ogni volta prender deve il posto del secondo indice esterno, il
» numero, che si toglie da questo posto, vada ritornato al di den-
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» tro del simbolo, per esservi sempre situato in ultimo luogo »
Risulta in siffatta guisa lo sviluppo, che trattasi di dimostrare ,

1,2,3,...,nm=a,,3,4,5,...,n)+a,,{45,...,n,2)

e\

+ 61’4 (5, 6, L ?Z, 2, 3) + [ -]— a'I,n (\2’ 3, ‘!I‘, " .9 "1*—'1}. ‘(1:}

Osserviamo che lo sviluppo di {/ P, gia dato al n® 105, per i=1
diviene

\/P: 1,2 \/“2,2 -+ Ay s \/‘;:; + @, \/Z; s +a!sn \/ “n.n (2}

ed ¢ manifesto che i termini di questo sviluppo non differiscono
in valore assoluto da quelli del precedente simbolico sviluppo,
poiche si ha, fatta astrazion da'segni,

Voo=1(3,45,...,0) , Va,,=(45,0,..,22),...,
\/an,n pm— (2, 3, 4’ R ?I-——l)c
Quindi, siccome lo sviluppo (2) esprime un valore di \/T; nella

ipotesi che i coefficienti di a,,, a, ,, etc. rendano soddisfatta la
relazione (n° 105)

\/ Lp p Kg s — Up g ? : (3>

per dimostrare la (1) bastera dimostrare che 1 coefficienti simbo-
lici del secondo membro verificano la (3). In somma ponendo, in
generale, senza ambiguita di segni

Ve, =0r=+1,r+2,..,1,2,3,..,r—1)=R,

\/as,s:’(s-{—l,s—i—Q,..,n, 2,3,..,s—1)=8;
avremo a provare che si ha identicamentc
R S-_—‘rxr’s s

anzi poiche il prodotto RS ed il determinante «, ; sono, per ipo-
tesi, uguali in valore assoluto, bastera provare che uno stesso
termine prende nelle due funzioni uno stesso segno.

A tal'effetto cominceremo per rendere dirette le permutazioni
di R ed S; ed osservando che pell’'una vi sono (n—vr) (r—2; in-
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versioni, perché ciascuno de’primi n —7 elementi fa inversione
con ciascuno de’ rimanenti r—2, e nell’altra (n—3s) (s—2); ed
osservando che questi due numeri possono ridursi ad r ed s,
ayremo

B:<_1>T (:2,3,..,?‘-—-—-1,?"—%1,..,”) (!l')
§—=(—1) (2,3,..,5s—1,s+1,.., %) (9)

Dopo cid nelle permutazioni (%, e (3, porteremo in ultimo luogo
s nella prima ed r nell'altra; cd allora, supposto per fissar le idec
r < s, troveremo

R=-1"" (2,3,.., r—1, r+1,..,5=1,s+1,..,n,5 (6)

S - <*1)s—r“1 (2’ 3’ ¢ ?'-"-'-1, ?"*_1-9 LI | s*’““l’ 3+19.-, n, 7'} (7;

Di fatti nella (6) ciascun de’numeri da s + 1 fino ad n fa 1nver-
sione con l'ultimo s; e pero vi sono #—$§ inversioni; quindi es-
sendo questo numero riducibile a —s, si vede come dalla (%) de-
rivi la (6). Cosi pure nella (7) ogni numero da r+1 fino ad n fa
inversione con Pultimo 7 ; ma siccome nella serie di quei numeri
manca s, essendo per ipotesi r<Zs, si hanno attualmente n—r—1
inversioni ; e per la riduzione di questo numero a — (r +1)
resta dimostrato il passaggio dalla (3) alla (7).

Moltiplicando i termini principali (n® 108) di (6) e (7) si ha
Vespressione

- a‘z,a a‘x,,s ooy , n—1 afn.,s X a"z,a a4,5 AN a’n—-z,n-—-x a’n,r

quale un termine del prodotio RS, col segno che gli competce.

Ciascuna delle due parti separate dal segno >< comprende 321- —1

elementi; ma bisogna osservare che gli elementi della prima par-
te,eccetto 'ultimo a,, ,, non sono diversi da quelli della scconda,
eccetto I'ultimo a,, ,; e percio, se gli elementi della seconda parte
si mutano ne’loro conjugati — @, 5, — Qg ;5 + +» = Gy, L'CSPTES-
sione del detto termine appartenente ad RS prendera la forma

n
:___-_ Ao ’ . ] : ,r’
(\ 1 _.) 5 az,s a3,2><a‘4,:; (15!4><'_ T ><a’n-—2,.ﬂ-1 (l-ath.-n--ax(l'-ac_,s a’rin ‘\8_
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Questa espressione ¢ un prodotto di n — 2 elementi, nei quali
la serie dei primi indici & una permutazione dei numeri naturali
2,3,4,..n, escluso s , e quella de’secondi una permutazione
de’medesimi numeri, escluso r ; e perd un tal prodotto, fatta astra-
zione dal segno che lo precede,¢ ancora un termine del determi-
nante di grado n—2, «,,; ma, se dinotiamo con ¢ il numero to-
tale delle inversioni nei primi e secondi indici, & poi chiaro che
il segno che gli conviene in questo determinante ¢ quello defi-
nito dal simbolo (—1)**™*, tenendo presente che «,, & il com-
plemento algebrico dell’elemento a,. ,, preso nel determinante A, |,
e che percio (n°81) ¢ affetto dal scgno (—1)""’. Essendo ora ne-
cessario di definire il valore di ¢, esprimente il numero totale
delle inversioni nelle due permutazioni de’primi ¢ secondi indici

de’fattori del prodotto (8), che sono

34 .
2, 3’ 4’ O, "t s e 9 )l_-Q’ ?2_—1, n’ ’A,

3,2,8,4,...,n—1, n—2, s, n,

vediamo che la prima coincide con la (7), ed ha quindi n—r—1
inversioni; mentre l'altra ¢ cid che diviene la (6) scambiando tra
loro il primo e secondo elemento, il terzo ed il quarto, ¢ cosi di
seguito; cosi oltre alle inversioniche vi fanno col penultimo cle-
mento s 1 numeri piu grandi, che lo precedono, vale a dire
s+1,s +2,..,n—1,e che sono n—s—1, v’hapure le inver-
sioni che 1l primo fa col secondo, il terzo col quarto, e cosi con-

\ B ; . n
tinuando fino all’antipenultimo n—2, e che percio sono -Q-——Q.
Risulta in conseguenza

e= (N~—r—1) + (n—s—1)+ -g- —2:

ma siccome per la soppressione de’numeri pari & lecito di assu-

n
2

mere ¢ =— r s, si ha infine

n
e+ T+ 8§= 5} >
e da cio segue che I'espressione {8) & per valore e per segno un

termine comune al prodotto RS, ed al determinante «,,. Queste

15
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funzioni adunque sono tra loro identicamente uguali; e con €10

resta dimostrata la formola (1).

Ripetendo un analogo procedimento a riguardo de'coefficienti
del secondo membro di questa formola, Pespressione della radice
del determinante P si trovera sviluppata inunasomma di prodotti
di due elementi moltiplicati per le radici di determinanti gobbi
simmetrici di grado n—4; e cosi continuando si perverra infine
alla radice di P, espressa unicamente per mezzo de’suoi elementi.

Esempil :
Ay Qoy = ( 1,2,3,4‘) gﬂ (alz (3,&)-{—&13 (4’2)—‘—(114 (2’3) )1l

2

=(a,, 4, 4 Q53 8y + 0y g5 )

2

a, .. ] =(12,3,4,5,6)
T — ra,, (3,4,5,6) -+ a,,(4,5,6,2) + a,, (5,6,2,3))?
= i Qyy (6’2’3"5') -+ am (2’3’4’5)

2

= a,, ( a,, (5,6) + ag, (6,4) + ay, (4,5) )
+ ay, (4 (6,2) + ay (2,5) + a,, (5,6) )
4+ a,, ( a,, (2,3) -+ @, (3,6) 4 @, (6,2) )
- lyy ( Qgg (3,5) + @, ($:2) + A, 2,3) )
+ g (@ (5,5) + a5, (5.3) + @y, (3,%) )

\a

_f ‘,
= Qg (a'34a58+a35a04+awa45 ) +-Qy;5 (a’.gsa'ﬁz-‘— (PR U ol FPS P
0y, (assa23+a52aas "l"assaen) Oy (agzau—l"ag ,aﬂ-i-aua,,,)s

+a18 (a23a48+a24a53 +a25a34

110. Nella ipotesi che il delerminante P sia gobbo simmetri-

co, cercandone la derivata rispetto ad un elemento qualunque
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a,, si ha dapprima, esattamente come al n.° 98,

dP da, ,
day,  Mra Ao g

ma essendo a,, — — a, , la derivata che figura nell’ultimo ter-
mine equivale a — 1; dunque

dp
da?‘,#

— Ar,s — As,f‘ ‘

Ora, se P ¢ di grado dispari, la sua derivata ¢ nulla (n.° 100, 1)
al pari dello stesso P; e quindi si ha in tal caso A, , = A, ,; ri-
sultamento gia noto (n®100). Se poi il determinante P ¢ di grado
pari si ha— A, , == A, ,; ¢ conseguentemente

dP
da,

—2A4A,,.

Percio:

La derivata di un determinante gobbo simmetrico rispetto ad un
elemento qualunque ¢ nulla, se il determinante ¢ di grado dispari;
e, se di grado pari, ¢ doppia del complemento algebrico dello stesso
elemento,

111. Derivando I'equazione identica

=(VP )"

rispetto ad un clemento a, ; si ha

ma se P ¢ gobbo simmetrico di grado pari il primo membro
equivale a 2A, ,; cosl risulta in questa ipotesi

fs—v? da

Intanto essendo per le proprieta generali dei determinanti

7,8

P= Qrys A+ Qp Ay =4 + Gy Arn

0 =da,; A, -+ a, o A3,2 + Qe Ay,
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in virti della relazione precedente queste formole si ridacono a

- dy'P VP P
P = e . NS, S
V' P d\/'P a\'p
() — - e ‘e b
i day, e dayy T O e,

e si ha il seguente teorema:

In ogni determinante gobbo simmetrico di grado pari la somma
de’prodotti degli elementi di qualunque linea per le derivate della ra-
dice del determinante rispetto agli elementi medesimi, equivale alla
stessa radice. Ed ¢ poi nulla la somma de’prodotti degli elementi di
qualunque linea per le derivate della radice del determinante ri-
spelto ai corrispondenti elementi di un’altra linea dello stesso nome.

112. Per le applicazioni delle ultime formole supponendo

VP=(r,1,2,...r—1,r+1,..,0)=4,,2,3,...,r—1,r+1,..,n)-+ .
co Uy (s+1,5+2,..,n,1,2,.., s—1)+4 .-

risulta

dpP
da, ,

= (s+1, s+2,..,n,1,2,.. ,§—1),

e questa espressione, in cui mancano r ed s, puo farsi servire a
calcolare i coefficienti delle dette formole.

Determinanti gobbi.

113. Se un determinante gobbo si decomponga in determinanti
in cui siano nulli gli elementi principali,com’® prescritto al n° 72,
i determinanti che risultano da siffatta decomposizione saranno
tutti gobbi simmetrici (n® 92). Intanto, lasciando da banda il
caso generale, ch'¢ il men frequente nelle applicazioni, osserve-
remo che il caso meritevole di maggiore attenzione si ha quando
gli elementi principali del determinante gobbo sono tra loro tutti
uguali. Dinotando adunque P un determinante di tal natura, sup-
porremo a, ,==4a, ,=--=4a,, , =2 ; ed allora, se s’indica con P,
cid che diviene il determinante P,quando vi si fa x==0,¢ con =P,
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ja somma di tutt'i principali minori di grado r di P, conforme-
mente alla trasformazione esposta al n® 72 si avrebbe

P:_—_.q:"q—m"“’zpoaq—m”_‘“zzl’o,,-k— . —I—m’zPo,n_.-J!-xEPo,n-r’r-Po ’

ma siccome tutt’i determinanti che figurano nel secondo membro
sono gobbi simmetrici; ed ogni determinante gobbo simmetrico

i grado dispari & nullo, cos sard sP, =0 , =P, =0, P, ,=0,
etc.; e quindi risulta, se n & pari,

P=a™+a" 5P, 42" 5P, 4 TP P
e se n & dispari ,
rertiiins e " 5
__-.’,U"—}-Ccﬂ s!EP(:;,eu‘l"‘::':’"m 2P0,4+ "t +w’,zpo.n-—s+xzpo.ﬂ—l ?

e nelluno e nell’altro caso i determinanti che entrano nei secon-
di membri saranno quadrati perfetti, perché gobbi simmetrici di
grado pari; ma in riguardo alla prima di queste due formole me-
rita di esser notato che tutt'i termini del secondo membro sono
composti di quadrati, e sempre positivi, qualunque sia il segno
di x; e da cio segue, che: |

Un delerminante gobbo di grado pari, in cui siano uguali tra
loro gli elementi principali, puo essere sviluppalo in una somma di
quadrati, ed é quindi una quantila essenzialmente positiva.

Esempio:
r a b cl=xt+(a+b4c"d e+ )"+ (af[—bet-cd)”
—a x d e
—_—b—d x
c—e—f X

Quando gli elementi principali di P sono tutti uguali ad 1, le
formole precedenti si riducono a

per n pari , P=143P, +3P,,+ .. +2Pp o+P05

per n dispari , P=1-4-:P,,+:3P, ,+ .. +3iP, o s+iPon—s
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Attualmente i termini de’ secondi membri sono formati di som-
me di quadrati; e si ha percio I'altro teorema:

Un determinante gobbo di qualunque grado, che abbia tutli gli
elementi principali uguali ad 1, puo svilupparsi in una somma di
quadrati, ed ¢ quindi una quantita positiva.

Esempio:
1 a b|l=1+a>+b"+c".
—a 1 ¢
—b—c 1

§. XL

MATRICI E DETERMINANTI A DUE SCALE.

11%. Quando alcuni de'primi o ultimi elementi di una linea di
una matrice sono nulli per ipotesi, chiameremo elemento tniziale
ed elemento finale della linea il primo od ultimo di quelli che
hanno valore effettivo.

Cid premesso, se in una matrice vi siano r successive orizzon-
tali cost disposte che i loro elementi iniziali cadano in successi-
ve verticali, diremo ch’esse formano un sistema a scala, la quale
sard diretta, se il numero degli elementi nulli, che precedono gl
elementi iniziali, cresce da una orizzontale all'altra; ed inversa
nel caso opposto. Se di pilt gli elementi effettivi di ciascuna oriz-
zontale sieno i termini di una stessa serie, diremo ch’esse for-
mano una scala di grado r, diretta o inversa; ¢ la serie si chia-
merd serie gencratrice della scala. Cosi in ciascuna delle matrici

a, a, a, 6, a, . . ’ 0 0 0 a,a, ..
0 a, a, a, a; . . 0 0 a,4a,a,..
0 0 a,a, a, . . 0 a, a, a, a, - .
0 0 0 aq,a, .. a, a, a, a, a, . .

si ha una scala di grado r relativa alla serieq,, a,, @,, elc.,
dirctta nclla prima matrice, ed inversa nella seconda.
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Se i termini della serie generatrice sono, come in questi
esempii, figurati da una lettera variata con indici crescenti in
ordine naturale, per indicare o la serie, o una scala di grado 7,
useremo il simbolo (a,), cioé chiuderemo tra parentesi il primo
termine della serie; e, se occorra di tenere in vista il grado della
scala, scriveremo (a,), .

E importante ad osservarsi che nella notazione degli esempii
medesimi gl'indici in ogni verticale procedono anch’essi in ordine
naturale, decrescente da sopra in sotto nella scala diretta, cre-

scente nella inversa.
Una scala ¢ completa se 'elemento iniziale della prima o ultima

orizzontale appartenga alla prima verticale della matrice. In al-
tro caso la scala & incompleta; ma, a meno che non si avverta il
contrario, intenderemo sempre che si tratti di scale complete.

E chiaro che nella scala di grado r I clemento iniziale del-
I’ ultima orizzontale, se la scala & diretta, e della prima, se ¢ in-
versa, appartiene alla ™ verticale della matrice, ed & preceduto
da r—1 elementi nulli. Quindi in una matrice che contenga solo
una scala di grado r, formata con una serie generafrice di k ter-
mini, le verticali saranno al numero di k4+r—1.

115. Pil specialmente avremo qui a considerare matrici a due
scale costruite come segue. Siano le due serie

a’09 az!a’z""asﬁas-m ’ ae—&-z"'?am

by sb, 5 by 590,04

dove, supposto che m non sia minore di n, si ¢ messo

cosi, mentre ¢ esprime la differenza tra i numeri de’ termini delle
due serie, nella prima da a, ad a,, si contano tanti termini,quanti
sono quelli della seconda. Posto cid formeremo una matrice a due
scale (a,) e (b,), 'una superiore e diretta, di grado qualunque 7,
I'altra inferiore ed inversa di grado s, ma a patto che gli elementi
dell’'ultima orizzontale della scala superiore, a contarc da a, fino
all'ultimo a,, , siano verticalmente allineati con tutti gli elcmenti
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della prima orizzontale della scala inferiore, a contare dall'ini-
gziale b, fino all'ultimo b,,, di guisa che b, cadra immediatamente
al di sotto di a,. Per questa condizione il grado s della scala in-
feriore non ¢ pil arbitrario; ed & evidente che questa scala ¢ for-
mata da tante orizzontali,quanti sono gli elementi dell'ultima li-
nea della scala superiore, dall'iniziale a, fino ad a., pit il numero
degli elementi nulli, che precedono I’ iniziale; e siccome i primi
sono = +1 , e gli altri r—1 , sara

s—=(e+1)+(r—1)=r4c=r+m—n (1)

ed intanto per la descritta matrice avremo il seguente tipo

ao az * a?‘—z a‘r-—x ar * as——s as——z as——x as * ar+s-1 K

0 a, .0, .08, , 0, « 0y ;030 , 0y + Oris o -
10 0 .a, a, a, a._,a, a..,0a.., .05,
{0 0 .0 a a .a_,0.,0 @, .0q

0o 0 .0 O O .0 0 b, b, b,

6 0.0 O O .0 b b 0 by,

0 0 .0 0 O .b, a, b, b, b, ..

0 bo . br—-s br—z br_; - bs—4 bs——s bs—-—sa bs—z ‘ bf+8-—-2 s

bo bx » r—z Yr—1i “r * VE—3 bs—z 51 bs 24 br—i—a-—»x *

Intorno a questa matrice faremo le seguenti osservazioni.

1. Finche sia ¢ > 0, o, ch’® lo stesso, m > n, il grado della
scala superiore sard minore del grado della inferiore; e gli sara
uguale se ¢ = o, cioé se m =n.

I1. Quando la matrice & estesa insulla dritta fin dove lo com-
portano le due serie generatrici, gli elementi finali delle orizzon-
tali di ciascuna scala saranno anch’essi disposti a scala, formando
una linea obliqua parallela a quella degl'iniziali; ma in partico-
lare & da notarsi che I'ultimo elemento a,, dell’ulfima orizzontale
della scala superiore, e I'ultimo o,, della prima orizzontale della
inferiore staranno enframbi nell'ultima verticale della matrice.
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II1. H numero totale delle verticali di questa matrice & u-
guale a quello delle verticali della matrice, che si formerebbe o
solo con la scala superiore, o solo con la inferiore; e sard quindi
espresso o da m -~ r,o0 da n + s; e di fatti dalla relazione (1)
risultam + r =n + s.

116. Nella matrice a due scale chiamiamo associate due oriz-
zontali equidistanti dalle estreme; laonde sard la prima associata
all'ultima, la seconda alla penultima; e cosi di seguito. Dunque,
se le due scale sono di gradi uguali, ad ogni orizzontale dell'una
corrisponde un’associata nell’altra;ma se i gradi differiscono di ¢,
per ciascuna delle prime ¢ orizzontali della scala inferiore non
vi sara la corrispondente associata nell’ altra scala. E chiaro che
in due orizzontali associate della matrice a due scale (a,) e (b,) gli
elementi iniziali a, e b, si trovano in una stessa verticale, al
pari di due altri elementi qualunque affetti dai medesimi indici.

117. Considerando Ia serie delle matrici a due scale (¢,) e (b,)
nelle quali i gradi delle scale superiori siano i numeri naturali
1,2,3,etc., vedremo da (1),che i gradi delle inferiori sono espres-
sidal+4¢,2+¢, 3+ ¢, etc. Ora noi distingueremo queste
mafrici per ordini, e I'ordine di una matrice sara il grado della
scala superiore; quindi, se questo grado ¢ 1, la matrice & del1.°
ordine; se 2, de] 2.° ordine, etc.

118. Data qualunque matrice di p orizzontali e q verticali, e
supposto ¢ > p,combinando le prime p—1 verticali con ciascuna
delle altre, ne risulta una serie di ¢ — p 4 1 determinanti, che
chiamiamo sistema det successivi determinanti della matrice, distin-
guendo con I'epiteto di principale il primo di essi, il quale & for-
mato dalle prime p verticali, e da cui ciascuno degli altri diffe-
risce soltanto nell'ultima verticale. Cosi per esempio la matrice
di tre orizzontali e cinque verticali

a b ¢ d e
a b e d e

af! b”f Cf)' dff e!f

da luogo al sistema de’tre suecessivi determinanti
14



a b ¢ , a b d , a b e
a ¢ a b d a b e
aﬂ bf,f c i aﬂ bﬂ' d./a‘ a.ﬂ’ b.’f eﬂ

il primo de’ quali ¢ il determinante principale ; mentre il secondo
ed il terzo sono cid che diviene il principale cambiandovi succes-
sivamente l'ultima sua verticale nella quarta e uella quinta verti-
cale della data matrice.

Si comprende che, se p > g, la matrice non puo dar luogo a
determinanti; e, se p = ¢, la matrice & quadrata, e dara luogo ad
un solo determinante.

119, Sia N, il numero de’successivi determinanti della matrice
a due scale (a,) e (b,) di gradi r ed s; ed essendo in questo caso
p=r-+s, g=n-s (0n°115, 1IL.), sara

N,—=n—r—+1.

Seguc da questa formola che 1 successivi determinanti delle ma-
trici degli ordini 1°, 2°, 3% .., (n—1)"°, n™” sono viceversa in
numero di n, n —1, n — 2..., 2, 1; cosi la matrice in cui la
scala superiore ¢ di grado n, & quella dell'ordine il pit elevato,e la
<ua scala inferiore sara di grado m. Nella matrice dell'ordine n +- 1
il pumero delle orizzontali supera di uno quello delle verticali; ¢
quindi non vi & piu luogo a determinant. |

Nel sistema de’ successivi determinanti di una matrice a due
scale (a,) e (b,) il principale si distingue dagli altri in cio che in
quello gl'indici procedono in ogni orizzontale nell'ordine naturale
fino all’ultimo;mentre negli altri la continuita degl'indici e 1nter-
rotta dalla penultima all'ultima verticale.E chiaro intanto che, se
gl'indici di tutti gli elementi dell'ultima verticale del principale
determinante si aumentano di 1, si ha il sccondo determinante
del sistema; se di 2, si ha il terzo; ete. ; ed in generale aumen-
tandoli di p unita, si avrd il { p +~1)™ determinante della ma-
trice.

E utile di notare che nell'ultima verticale del principale deter-
minante il primo ed ultimo clemento hanno per indice 11 nume-
ro 7 +4- s — 1: ond'@ che il tipo della sua matricc si ha in quella
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del n° 115, limitata alla verticale che s1 ¢ messa in veduta in ul-
timo luogo. E giovera purc di tener presenfe che i due elementi
dt quest’ ultima verticale appartenenti rispettivamente all’ ultima
orizzontale della scala superiore ed alla prima della inferiore,vale
a dire i due elementi a,e b, , sono quelli i di cut indici esprimono
inversamente il grado della scala inferiore, ed il grado della su-
periore.

120. Per indicare in modo conciso la matrice a due scale {a,)
e (b,) di gradi r ed s si offrc spontanea la notazione

(a’u}?‘
bos

che faremo ancora servire a rappresentare qualunque de’suoi suc-
cessivi determinanti, applicandole esternamente un indice uguale
al numero di ordine del determinante che si considera, diminuito
perd di uno; di modo che il principale determinante avra I'indi-
ce 0, il secondo I'indice 1, il terzo il 2, ete.; e percio ghi n—r—+-1
determinanti della matrice saranno ordinatamente dinotati da

) \i ', . = I/ \
<au}' r ? (a'o.f"r ? K(I'(;)?' ? > \yir

(bo) s 10 ibo:}: i ibu)s 2 (bo}s n—1r

Ma spesso indicheremo la matrice con una semplice lettera, cus
talvolta daremo per indice il suo numero di ordine, vale a dire il
grado della scala superiore; ed allora per indicare uno qualunque
de'successivi determinanti aggiungeremo al detto simbolo, come
secondo indice, il numero di ordine del determinante, sempre di-
minuito di uno. Cosi se la matrice s’indica con M,., 1 suoi succes-
sivi determinanti saranno rappresentati da M, , M, , , M, ,, etc.

In generale se M ed N dinotino due distinte matrici, che ab-
biano uno stesso numero di successivi determinanti, ed avvenga
che quelli della prima siano, uno ad uno, ordinatamente uguali a
quelli dell’altra, scriveremo

M=N:

uguaglianza complessiva, che si risolve in tante uguaghanze,
quanti sono i successivi determinanti di una delle mairiei.
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121, Intorno ai successivi determinanti di qualunque matrice
notiamo ci0 che segue:

I. Se ad una orizzontale se ne aggiungano, o tolgano delle
altre, i determinanti della matrice non mutano di valore; e se una
o pill orizzontali si moltiplichino per quantita arbitrarie, i suc-
cessivi determinanti saranno tutti moltiplicati pel prodotto delle
stesse quantita.

II. Se le prime r orizzontali formano un sistema a scala di-
retta, e siano nulli tutti gli altri elementi delle prime » verticali,
i successivi determinanti saranno divisibili pel prodotto degli
elementi iniziali delle prime r orizzontali; ed i quozienti saranno
i successivi determinanti della matrice che si forma dalla data
sopprimendone le prime r orizzontali, e le prime r verticali (n°42).

III. Viceversa, se ad una matrice si aggiungano r prime
orizzontali, ed » prime verticali, a patto che quelle formino un
sistema a scala diretta, ed in queste siano nulli tutti gli altri ele-
menti, i successivi determinanti della nuova matrice saranno
uguali a quelli della prima, moltiplicati pel prodotto degli ele-
menti iniziali delle r orizzontali che si sono aggiunte.

122, Stabilite queste nozioni esporremo una speciale trasfor-
mazione di cui sono suscettibili le matrici a due scale, o meglio
i loro successivi determinanti. Intanto in cio che segue useremo
il simbolo (a,b,) per esprimere la differenza de’ due monomii a,b,,
ba, , i quali si mutano I'uno nell'altro cambiando a in b, e vice-

versa; talcheé sara

(arbs) = a‘rbs - brar

Risulta da questa convenzione :
I. Che I espressione (a,b,) & nulla, se r=s.
II. Che le due espressioni (a,b,) ed (a,b,) sono tra loro uguali
e di segni confrarii.
II1. E che, supposto r<Cs, & nulla un’espressione della forma

(arbs) = (am-xb s—z) = (as-xbr+x) ot (asbr) ’

dove I'indice di a cresce in ordine naturale dar ad s, mentre
quelio di b decresce das ad r. In fatti i termini equidistanti
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dagli estremi sono uguali a due a due, e percio si distruggono.

Cid premesso per rendere evidentissima la trasformazione, di
cui trattasi, distingueremo due casi, secondoche i gradi delle due
scale sono uguali, o disuguali.

Caso 1°.

Trasformazione delle matricl a due scale di gradi uguali.
123. Supposto che le serie generatrici delle due scale siano

a‘o’aIQag"'!anQ ) (aO)

bs s b, 5 D5 » « 5 Dy 5 (bo)

per la matrice dell’ordine r™°, che dinotiamo con D,. , avremo il
seguente tipo

F
Qg « Ap_p o Qp o Qp o | Qp Qpyy o Qg ;o Opog p o 0 0

* - L ] L A » L u L] L4 L -

0 .a; .0p 0 {005, .00, .G .0 0
0 0 (10 az aa as aq—!—x a’s—-p-i-a . an 0
0.0 .0 a [a,a, .aq N PPN M (D)
0 . . 0 b, A e by piy o by by
0.0 b b by by by, . by pisa b, O
0 .5, . bp_2 bp_, by bpiy + bpigir - b, .0 0

» L] L ] L ] » » - > L - - L] » L

bo * bp——a * br——z br--—r br br+: ’ br—+—q+—1 ° br+s- . 0 0

In questo tipo, oltre alle prime ed ultime orizzontali di ciascuna
scala, si e pur messa in veduta la p™® orizzontale della scala in-
feriore, e I'associata nella superiore (n°116); e, per le ragioni che
or ora vedremo, le prime r verticali sono state separate dalle ri-
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manenti con un tratto rettilineo. Ora noi sommetleremo questa
matrice alla seguente trasformazione:

» Rimanendo inaltcrata la scala superiore, moltiplicheremo
» tutte le orizzontali della inferiore per a,; indi a ciascuna ag-
» giungeremo tutte le altre che la precedono in questa scala or-
» dinatamente moltiplicate per a,, a,, a,, etc:, € dalla somma
» toglieremo le loro associate nclla scala superiore, ordinatamen-
» te moltiplicate per b,, b,, b,, etc.

S'indichi con D’ la nuova matrice; e siccome la medesima &, al
pari della primitiva D,., costituita con 2r orizzontali ed n--r ver-
ticali (n°® 115,111}, sopprimendone le prime 7 orizzontali e le pri-
me r verlicali, otterremo un’altra matrice di r orizzontall ed n
verticali, che dinoteremo con A, , e che sara distinta col nome di
ridotta della matrice a due scale D,; ed intanto andremo a dimo-
strare che: I successivi determinanti diD, sono ordinatamente uguali
ai successivi determinanti della ridotla A, .

In fatti segue dalla legge di trasformazione che i successivi de-
terminanti di D’ sono uguali a queili di D,, moltiplicati per ag
(n® 121, L); ¢ pero si ha I'uguaglianza complessiva (n® 120)

V=da,D,. (1)

Inoltre & chiaro che gli elementi nulli, 1 quali precedono gli ele-
menti iniziali in tutte le orizzontali della scala inferiore di D,, s1
riproducono ancora come nulli in D’. In fine, se dinoliamo con
un simbolo ¢ Ielemento di D', trasformato di un clemento qua-
lunque b, della p™* orizzontale della scala inferiore di D, , si avra

e==a by+a,by_ oy by D00 by 585 pis)

o pil brevemente (n® 122)
S i s .
("""\.a(lbsf\’—i_\a lbs—x)+ 't +\ap—~1bs—-p+x> . <2)
In questa formola Vindice di a cresce da zero a p—1, e quello
di b decresce da s ad s—p -+ 1; ma bisogna osservare che, se
Felemento b, , che per ipotesi appartiene alla p™¢ orizzontale della
scala inferiore di D,, si trovi ancora di apparienere ad una dcelle
prime r verticali, allora lindice di b decrescerd necessariamente
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{ino a zero, perche ciascuna di queste verticali conticne P'elemen-
{o iniziale b, ;  perd in tal caso si ha (n°122, 111)

c:(a0b8)+(a’1bs—x)+ v +(“8—1b1)+(asbo>:0

Segue da cid che nella matrice D’ sono nulli tutti gli elementi
delle prime r verticali appartcnenti alle ultime r orizzontali; e
quindi i suoi successivi determinanti,divisi per af , saranno uguali
a quelli dell’altra matrice che si forma da essa sopprimendone le
prime ¢ orizzontali e le prime 7 verticali (m® 121, 11}; vale a dire
saranno uguali a quelli della ridotta 4, ; ed in conseguenza si ha
I'eguaglianza complessiva

D'=ad a,,
donde in virtu della (1) si hal'altra
Dz= Ay

e cid dimostra, come si ¢ annunciato, che i successivi determi-
nanti della matrice a due scale D, equivalgono a quelli della ri-
dotta a,.

124. 1 determinanti dellamatrice primitiva trovansi in siffalia
guisa trasformati in determinanti digrado meta;e cio ¢ bene im-
portante pel calcolo numerico; ma ora aggiungiamo che la stessa
ridotta 4, pud essere costruita con un metodo molto pit rapido
e semplice di quello che risulta dalla legge di trasformazione.
Supponendo che questa ridotla sia

Cry Cra €5 v Cpg o Cyn

5,1
¢ ¢ C

ca,: 2.2 “2.3 ° 2,n

] ] - . . " § :A’j
Cp,1 Cp,z cPr3 = cp.q * Cpm

» [ ] L] - = - L ]

Cry Cro Crs - Crq - Crm

osserveremo che il suo elemento ¢, , € il trasformato di qucell’ele-
i p-q .
mento della matrice D, , che appartiene alla p™¢ orizzontale della
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scala inferiore, ed alla (r+-¢)™* verticale, e quindi dell'elemento
b Cosi, per avere l'espressione di ¢, ,, bastera mutare nel-

p+q—x*
la (2) I'indice s in p~+¢g—1; ed in tal modo si ha la formola

Cp=— (aob}H—q—z) ( bp+q—-2)+(asz+q—-3)+ " —1—((1—},_1 bq) ’

la quale porge tutti gli elementi di A, , dando a p e ¢ tutti i valori
1, 2, 3, .., n. In questa espressione di ¢, , & costante per ogni
termine la somma deglindici di a e b, ed uguale ap-+¢—1,
cioé ugquale alla somma de’due indici di ¢ diminuila di uno; inoltre
Pindice di a vi cresce da zero a p—1, mentre quello di b decre-
sce da p +g—1 fino a ¢. Laonde essa costa in generale di p ter-
mini; ma questo numero & minore nei seguenti casi:

I. Se p-+qg—1> n la formola perde tutti i primi termi-
ni in cui l'indice di b & maggiore di n, e comincera dal termine
con b,.

I1. Se p > ¢ la formola perde tutti gli ultimi termini, a co-

minciare da (a, b,_,), poiché si ha (n° 122, 11I)

(@gbp_x)+(Agx by )4+ (ap_p bgs)+(ap_; b)) =0

In questa ipotesi adunque la formola puo finire col termine (a,_, b,);
e da cio poi segue che in ogni caso ¢ lecito di arrestarla al ter-
mine in cui l'indice di b & il pit grande degl'indici di ¢, 45 con
che si evitano riduzioni.

Dall'ultima osservazione deriva intanto il fatto degno di nota,
che l'espressione di ¢, , non cambia di valore mutandovi p in g,
e viceversa; talché si ha sempre

‘pa=Cqp-

Cos! gli elementi della matrice ridotta A, sono subordinati al prin-
cipio di simmetria; e ne risulta in particolare che il suo princi-
pale determinante A, , ¢ un determinante simmetrico.

125. Ponendo mente alla natura della matrice primitiva D,., si
riconosce immediatamente che, se dalla ridotta a, si sopprimesse
I'ultima orizzontale, si avrebbe la matrice A,_,, ridottadi D,_,,
ciot della matrice a due scale dell'ordine r—1 ; sopprimendone
invece le due ultime orizzontali, si otterrebbe la matrice 4,_,,
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ridotta di D,_, ; e cosi di seguito. Da cid poi segue che,per avere
il completo sistema delle ridotte delle matrici a due scale di tutti
gli ordini dal 1.° all'ordine n™, basta costruire la ridotta della
matrice a due scale dell’ ordine 2™° , ch’e il piu clevato; vale a
dire la matrice A, , ridotta della matrice quadrata D, , e pero”
quadrata anch’essa; che allora le ridotte A, 4, , A, , ctc. delle ma-
trici adue scale D, , D,, D, , etc: si avranno rispettivamente nelle
matrici formate o con la prima orizzontale di A, , 0 con le due
prime, o con le tre prime, cte.

126. Intanto,essendo A, una matrice quadrata,essa per l'osser-
vazione fatta nella fine del n® 12% ¢ una matrice simmeirica, €
quindi la sua costruzione puo ridursl a quella del seguente siste-
ma triangolare a scala

81,1 61,2 * (‘x,-p——l Gz,p CI,}H—I > cl,n—-—x cx,% ?
Cz,z i cz,p—: C'z,p cz,p-&—l 2 ce,n-—l cz,n
('p'_l !p'—l CP"""I r}) c}’—-—I,P'i"I * CP—"I un_'"l CI}_I, n
CPvP CPJH-I Cp,n*x Cp.n
1
C?L—I.‘n—-x cﬂw—x,n
C

il quale & tutta quella parte della matrice quadrata, la quale si
arresta alla principale diagonale.Ora la stessa costruzione di que-
sto sistema pud essere grandemente agevolata nel modo che an-
diamo a dichiarare. _

E da notarsi che de’ due indici che figurano nel simbolo di qua-
lunque elemento del detto sistema il primo non ¢ mai maggiore
del secondo. Ora supposto ¢ > p si ha (n® 12%, IL.)

C.

. i T i
p,q-—*{a‘obp—f-q—x)"}-\a'xbp+q-2)+ * +(ap—-zbq+1>+<a}7—xbg) 3

ma siccome il secondo membro, senza tener conto dell’ ultimo
1o
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termine esprime lelemento ¢,y ¢.s5 cosi essendo in tal guisa

—{ ]
C]:*—-!,q+x“"“\ao’)p+q-—x)+(albp—%—q-z)—{" *t +(a’p—-sbq+l} ’
risulta |
cp,q;_:cp—r , g% -+ (ap——x bq) .
Questa formola, ponendovi successivamente ¢ = p, p + 1,
p—+2,..,n,porge le espressioni di tutti gli elementi della p™
orizzontale del sistema triangolare, pe’ quali adunque si ha

Cpp = Cpxpir + (Gpibp )
Cpprx = Cp—r,pre -+ (ap-:bp-i—:)
cp,p+2 — C’p——-x,}H-z -+ f\a'p--xbp-t-z)

[ ] » L] - - [ ] L] L

cp,’n—wz - Cp-1,-n- -+ (a})«-—xbn——v:)

Cpn = 0 - (ap—-xbn ) 2
Si osservi attualmente che la serie de’ primi termini dei secondi
membri non e altra cosa che la serie de’ successivi elementi del-
la (p— 1)™* orizzontale del sistema triangolare, a cominciare
perd dal terzo; e di pilt che la serie degli ultimi termini e quella
de’ successivi determinanti della matrice bilineare

a-o a.l a2 » ap___l ap aIHI . a.n_._l an.

b, by by + by by by Day by

formata con le serie generatrici delle due scale (a,) e (b,), a con-
tare perd dalla p™* verticale; e da ¢io risulta che: I successivi ele-
menti della p™® orizzontale del sistema (riangolare sono uguali a
quelli della (p— 1)™® orizzontale, a cominciar dal terzo, rispetiva-
mente accresciuli dei successivi determinanti della matrice bilineare
che si forma con le serie generatrici delle due scale, a contare dalla
sua p™® verlicale.

Quindi ¢ manifesto che le orizzontali del sistema triangolare si
deducono di una maniera facilissima I'una dall’altra, osservando
a tale uopo che gli elementi della prima orizzontale di quesio
<istema sono soltanto i successivi determinanti della malrice
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bilineare,a contare dalla prima verticale; ed intanto la costruzio-
ne della ridotta generale 4, , resa indipendente da formole, va ef-
fettuata con un procedimento semplice e rapidissimo.

Supponendo per un esempio che le serie generatrici delle due
scale siano quelle con le quali & costituita la matrice bilincare
abcd

i uv &

formeremo dapprima il corrispondente sistema triangolarc

au—Dbt av—ct ax—dt |,
ax—dt % b —du
+ bv—cu

cx—dv

e quindi la matrice quadrata ¢ simmetrica di 3° grado

au— Dbt av—ct ax—dt

av— ct ax—dl) bax—du
~+ bv -——cu»f

ax—dt bx—du cx—dv

Questa matrice adunque & la ridotta dalla matrice a due scale
del 3° brdine

a b e d0 0]
0O abcd O
0 0a b ¢ d
0 0t woa
0 tuvaxl
t wvax 00

ed il determinante della prima ¢ uguale a quello della seconda.
Sopprimendo poi dalla ridotta generale I'ultima orizzontale si ha

I altra matrice
auw—bt av—cl ax—dt | ,

Qv —cl ax—dl } bax —du
= DU - CU
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come ridotta della matrice a due scale del secondo ordine

abcd0];
0 abcd
0t uvax
{ uva 0

ed i due successivi determinanti di quella saranno ordinatamente
uguali a’due successivi determinanti di questa. In fine, soppri-
mendo dalla ridotta generale le due ultime orizzontali, si ha la

matrice di una sola orizzontale
| au—bt av—ct ax—dt | ,
come ridotla della matrice a due scale del primo ordine

abcd‘,

i u v @

la quale non & che la stessa matrice bilineare. Ora ¢ chiaro che
i successivi determinanti della prima non sono altra cosa, che i
suoi successivi elementi; e questi equivalgono in fatti ai succes-

sivi determinanti dell’ altra.
Caso 2.°
Trasformazione delle matrici a dae seale di gradi disuguaali

127. Questo secondo caso pud subito ridursi al primo. Dinotata
tultavia con D, una matrice a due scale di gradi r ed 7+, rela-

tive alle seric generatrici

Ay, > Ayyee s Aoy s Qg s Aoiy s o0 Gn (@,)
b. , b3+; s o 9 bm (ba)

cominceremo per rendere uguali i gradi delle due scale, ag-
giungendo ¢ orizzontali alla scala superiore ; e pero indicando

conD'... lanuova matrice, avremo (n° 121,111) 'uguaglianza com-

ri-g
plessiva . /
’

Bisogna pero osservare che attualmente la scala inferiore (b,) della
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nuova matrice & incompleta (n°11%);ma sc la serie (b,) si riguar-
di caso particolare della seric

bo’bx""bs—-—x’be’bs—i—x’"’bm (bo)

la quale riducesi a quella supponendo b=—=b,— - b._,—0, allora
la novella matrice D, potrd essere considerata come una matrice
a due scale di gradi uguali e complete relative alle due serie (a,)
e (b,), e quindi sommettersi alla trasformazione del n.° 123, salvo
ad annullarsi a calcolo finito 1e by, by 5«5 boy Chiamando adun-
que A,.. laridotta dir—e orizzontali, che si ottiene in questa
ipotesi, si avra 'uguaglianza complessiva

! —A
r4+e——-r+g?

dalla quale in virtu della (1)risulta l'altra uguaglianza della stes-

sa natura
1 :
(2)

D= 34
aO

e quindi deriva che nel caso presente:/ successivi determinanti della
matrice D, sono ordinatamente uguali a quelli della ridotta Ay,
divisi per a; .

Fatta per tanto astrazione da questo divisore , & manifesto che
non evvi alcun’ altro divario tra il primo ed il secondo caso; € qui
pure nella matrice A, ;. , 0 3y 5 ridotta di quella a due scale D,
dell’ ordine il piu elevato , si ha una ridotia generale, quadrala ¢
simmetrica, la quale si costruisce esattamente con lo stesso pro-
cedimento del n® 126 applicato alla matrice bilineare

»

a, Ay . » Qo A Qg + = Ay | 5
00 ..0 Db -bn

intorno a che giova di riflettere che il procedimento, di cui si
tratta, ¢ affatto indipendente da’ valori particolari dei termini
delle serie geperatrici delle due scale.

£ chiaro inoltre che, sopprimendo dalla ridotta generale I'ulti-
ma orizzontale , si ha la matrice A, ., ridottadi Dy,_,; soppri-~
mendone le due ultime si avrebbe la matrice A,.._,, ridotta di
D,_,, etc.; ma quindi & palese che, nel caso presente, le ri-
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dotte delle matrici a due scale D,, D,, etc. sono le matrici A, ,
A...» €tc., costituite rispettivamente o con le prime ¢+ 1 oriz-
zontali della ridotta generale, o con le prime ¢4-2, elc.

128. Segue dalla (2) che i successivi determinanti della ridot-
ta A,.. sono esattamente divisibili per af. Ora & agevol cosa a ri-
conoscere che, volendo effettuare questa divisione, basta cambiare
nella ridotta il sistema delle prime ¢ orizzontali in una scala in-
versa (b,) di grado «. E di fatti, se la trasformazione del n.° 123,
anziche estenderld a tutte le r + ¢ orizzontali della scala inferiore
della matrice D', , si limita alle sole ultime r orizzontali, rima-
nendo immutate le prime ¢ orizzontali di questa scala, e quindi
si dinoti con A’ laridotta che si ottiene sopprimendo dalla tra-
sformata le prime ¢ orizzontali, e le prime ¢ verticali, ¢ chiaro
che allora,invece della (2),si perviene all'uguaglianza complessiva

_—
D=4

esprimente che i successivi determinanti della matrice a due
scale D, sono precisamente uguali ai successivi determinanti della
nuova ridotta A", ; la quale d’altronde @ cio che diviene la prima
ridotta A,,, mutandovi solo le sue prime « orizzontali in una scala
inversa (b,). Adunque con questa semplicissima modifica 1 suc-
cessivi determinanti della matrice A, restano sgombrati del fat-
tore a®, il che non solo & importante pel calcolo numerico, ma
costituisce un fatto di molto interesse per le applicazioni.

129. Per concretare con un esempio tutto cio che si rapporta al
secondo caso cercheremo le ridotte delle matrici a due scale rela-

tive alle due serie

a b, ¢, d, e, [,
t, u‘,v’

per le quali si ha m=25, n=2, :=3. Formata adunque la ma~
trice hilincare

a b cdef
0 001t uv
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e quindi, col metodo del n® 126, il sistema triangolare

0 0 at au av .
at au-+-bt av-+bu by
av +bu--ct bv —+cu cv

cv +du—et dvo—ft

ev—ifu

col principio di simmetria otterremo la ridotta generale e qua-
drata

0 0 at au av ’
40 at au-+bt av--bu by
at au—+-bt av+bu—+ct bv+cu cv (6)
auw av-+bu bv-cu cv-+du—ot do—it
av bv cv dv—ft ev—fu

ed il determinante di questa matrice, diviso per a’, sara uguale
a quello della matrice quadrata a due scale dell’ ordine il pit
elevato relative alle date serie generatrici, vale a dire al deter-
‘minante della matrice di 2° ordinc

a becdefl0
O abcdelf
0 0001t u v
0 00 ¢ unv o
0 0t uv 00
0O ¢t uv0 00
t uwr 00 00

Sopprimendo ora dalla (6) I'ultima orizzontale si ottiene la
matrice

0 0 at au av

0 at au-+0t av+bu bo ”
at au—+bt bv4-cu bv+cu cv -
au av-+bu av+bu-t-ct cv+du—+el dv— 1
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come ridotta della matrice a due scale del prim’ ordinc

abcdef
000¢tuw |
0 0 tuwv? 9)
0t uv 00
t uv 000

od i due successivi determinanti della (8), divisi sempre per a’
saranno uguali ai due corrispondenti determinanti della (9).

Volendo poi sopprimere da’ determinanti delle ridotte il divi-
sore a® bastera cangiare nella (6) le tre prime orizzontali in una
scala inversa di 3° grado, relativa alla seconda delle serie dale;
ed in tal guisa si ha la ridotta quadrata molto piu semplice

0 0 { u v ’
0 ¢ u v 0

t u v 0 0

au av-t+-bu bv+-cu cv-du —el dv— ft
av bv cv dv—[t ev— [u

i1 di cui determinante equivale a quello della (7) ; ¢ sopprimen-
done T'ultima orizzontale si avra la matrice

0 0 { u v |
0 U v 0

t u v 0 0

au av—-bu bv+cu cv-+du—el dv —ft

i due successivi determinanti della quale equivalgono rispetti-
vamente a due successivi determinanti della (9).
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PARTE SECONDA
APPLICAZIONI DEI DETERMINANTI

2005 (1o Qe

S. I

RISOLUZIONE DI UN SISTEMA D! EQUAZIONI LINEARI.

1. Supponendo che tra n incognite &, , *,, . . , &, si abbia il
sistema di n equazioni lineari

a’x,l x1+a1,2 CU2—|— ' +a’1,‘n wﬂr:ul
a, , ‘Zx‘J‘_a’z,z x2+ o +a2,n Tp—U, (1\

L3 - - L - - LJ L] L] [}

Ay Lyt Ay g Lyt - qy p Tp—Uy

se si forma un determinante con i coefficienti delle incognite in
tutte le equazioni, si ha quello che chiamasi determinante delle
equaszioni, ovvero del sistema lineare. E se gli elementi di una
stessa verticale, che sono coefficienti di una stessa incognita in
tutte le equazioni, si mutano ne’rispettivi termini noti, si ha un
altro determinante, che chiamiamo determinante della incognita
corrispondente. Laonde dinotato con A il determinante del siste-
ma (1), e con N, quello della incognita z,, si avra

A= a:,r ax,z . ® ax,‘r—-z a’x,‘r aI,’f‘-i-l ¥ a’z,n ¥
ag,l 02,2 ' aﬂ,r-—'l a’g,r aE,r-—}—I = - aﬁ,'n !‘2\
L .
L] L] L I - » L L] ] L} L] -
a’n,l a’n.z * a’n,‘r-—z a"ﬂr:‘l” a’”,?‘—i-l'. v a'n,'n
Nr— aI,I ax,a . . a‘x,'r—x u’x a‘l,r—+—1 v ¥ az,n *
ag,x az,z * » a2’?‘_1 uﬂ ag,?‘+l L] - az,n (3)
!

- L] » ] * - - » - »

=
R
]

aﬂ;l an,Q M a'ﬂ,f""". uﬂr an’r-*"l

2. La nozione di questi determinanti conduce immediatamente
16
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alla risoluzione delle equazioni. In fatti, se si trasforma la r™¢
verticale di A, moltiplicandola primamente per z,, ed indi ag-
giungendole tutte le altre moltiplicate per le rispettive incognite,
cio¢ la prima per x,, la seconda per x,, etc: il nuovo determinante
sard equivalente al prodotto Ax,; ma d'altra parte, siccome gli
elementi della ¥ verticale son divenuti uguali ai primi membri
deile (1), & manifesto che il nuovo determinante non ¢ altra cosa
che il determinante N, ; e quindi risulta

Az, =—=N,. %)

Questa cquazione, in cui si trova la sola incognita x, , dimostra
che: Il valore di una incognita qualunque ¢ espresso da una [ra-
zione che ha per numeratore il suo determinante, e per denomina-
tore il determinante delle equasioni. Cosl quesi’ultimo determinan-
te ¢ denominatore comune alle cspressioni di tutte le incognite,
per le quali adunque si ha

sz =N, , az,=N, , 82,=Ns, > Az, =N, : (3)
- Supponendo per esempio due equazioni
ar -+by =¢c¢ ,

adx+by=c",
si ha
a b a ¢

a b

x—-—_..--cbl ,

¢ b

a b !y..—..:
a' b’

a.’ cl

E per tre equazion
ax +hy +cz —d
ax+by+cs=d ,
W'z Vy+ez=d",

posto




115

si avra

Ar=|d b ¢}, Ay=jfa d c¢|, az=|a b dy.
d b ¢ a d ¢ a b d
d!f bﬂ c!f a!f d,’/ C” a!i' b!)' d/f

3. Bisogna avvertire che i termini noti delle date equazioni,
messi nel determinante della incognita, comportano i proprii se-
gni,se si trovano nei secondi membri, come nelle (1); ma trovan-
dosi ne'primi, i loro segni dovranno mutarsi, o si mulera il se-
gno allo stesso determinante. Cosi avendosi le equazioni

ar + by +¢c =0,
a'z—+ b'y+c'=0,
si otterra
ab

a—c¢ F—-——
a b a'—c'

%. La risoluzione delle equazioni puo ancora farsi dipendere da
altre proprieta dei determinanti. Se le equazioni (1) si moltipli-
cano ordinatamente pe’complementi algebrici degli elementi della
™ verticale di A, vale a dire per A, ., A,,, .., A, ,, addizio-
nando i prodotti si vedra subito che nel primo membro sono nulli
i coefficienti di tutte le incognite, eccetto il coefficiente di 2,
(par. 1%, n° 46), il quale equivale a A. Risulta in tal guisa

a b

a' b

a c

—c b Y=

—c' b

e
]
e

q ==

a' ¢

c b,
c'b’l

AZy— uIAI,T -+ u’er,?;‘i_ " “+'unAn,r ’
ed ¢ chiaro che questa formola coincide con la (4), perche si ha

Nr ZUIA:.?"{" u’zAz,r ~+ e u’nAn,'r '

5. Poich¢ il determinante A ¢ denominatore comune alle espres-
sioni di tutte le incognite, sc avvenga che questo determinante
sia nullo, senza che lo sia alcuno de’numeratori, i valori delle in-
cognite saranno tutti infiniti; vale a dire non esiste per essc in
tal caso alcun sistema di valori finiti capace di soddisfare alle
equazioni, le quali percié sono incompatibili.
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Ora & importante di osservare che,se & pullo 1l denominatore &,
e lo sia nel tempo istesso uno de’numeratori, tutti gli altri nu-
meratori debbono, in generale, esser nulli.Cosi, supposto che sia
nullo il numeratore N,., dimostreremo che ¢ nullo qualunque al-
tro numeratore N,. Di fatti per ipotesi si ha da un lato

N, =u,A, »+ uaAa,r‘l" vo AU Ap = 0; (6)

ma d’altra parte, essendo ancora per ipotesi A =20, le quantita

A A ey Ay S0D0 proporzionali alle quantita A, ;s Agss - -5
A, , (part. 4%, n° 89); dunque nell’ultima formola sara lecito di

mutare quelle in queste; e quindi risulta, come voleva dimostrarsi,

N, == u A U Ay +u A, = 0.

Segue da cio che, quando & nullo il determinante delle equa-
zioni, e lo & pure il determinante di una incognita, allora i va-
Jori di tutte le incognite prendono in generale la forma indeter-

: 0 ) ) : ) .
minata b : ed indeterminate esse son di fatti, perciocche le equa-

Zzioni non sono tra loro indipendenti; ma una di esse & conse-
guenza delle altre. Per esempio, volendo dimostrare che nel caso
attuale la prima delle equazioni (1) puo dedursi dalle altre, mol-
tiplicheremo ordinatamente queste equazioni, esclusa la prima,
pei complementi algebrici degli elementi di una verticale qua-
lunque di A, come la 7™%, escluso ancora quello del primo ele-
mento: ed allora addizionando i prodotti avremo I'eguaglianza

(az,x Az,r s a‘s,x As,r e ekl + an,.; An,r) .
= (.az,a Az,'r = a’s,z Aa,r il s o an,a Aﬂ,’r) £,

+ iaz-n AQ-,T —i_ (13;?1 ix?'e‘r + *t + anv'n An;'r} x'n
— (uz Az,-r —+ U, As,'r e A= Uy An,r .

Ora ¢ chiaro che nel primo membro i coefficienti delle incogni-
te &, , Ty -+ » Ty €quivalgono rispettivamente a — a,;A,,,

—a, A,y s O aA,, (par. 1, 0° 46) ; ed il secondo mem-
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bro in virtu della (6) equivale a — u,A, ,, dunque risulta
(@ g &y Oy g &y 2o -0y By) Ay o=, A,

Questa equazione, se A, , & diverso da zero, porge la prima del-
le (1), 1a quale in tal guisa vedesi dedotta dalle altre; e percio,se
sono nulli ad un tempo il determinante delle equazioni, e quello
di una incognita, il sistema delle proposte equazioni €, in gene-
rale, indeterminato.

6. Se tra n incognite si abbia un sistema di n + 1 equazioni,
questo sistema & pitt che determinato; ed affinché le equazioni
possano coesistere & necessario che i valori delle n incognite, ri-
cavati da » qualunque delle equazioni, verifichino la rimanente;
o in altti termini, bisogna che eliminandosi dalle equazioni tutte
le incognite, la risultante sia una identitd. Ora questa risultante
identica, o equazione di condizione per la coesistenza di tutte le
equazioni si ottiene immediatamente eguagliando a sero il deter-
minante di grado n -+ 1, formato con i coefficienti delle incognite
in tutte le equazioni e con i loro termini noti, cui puo darsi, co-
me piaccia, o il segno proprio a tutti, o a tutti il segno contra-
rio. Cosi, supponendo che le n equazioni (1) debbano coesistere
con laltra

by, b, 2,4+« b =0 , (7)

la risultante sara l'equazione
w, |=0. 8)

a’x.l al,z . al,n
‘2, X a’z,z . 2,

a’n,l aﬂ:,ﬁ * an.n n

b b, . b, v

I

In fatti questo determinante non muta di valore, se dall'ultima
verticale si tolgano tutte le altre moltiplicate per le rispettive in-
cognite; ma intanto gli elementi di quella verticale, cangiandosi
nelle differenze tra i primi ed i secondi membri di tutte le equa-
zioni, saranno tutti nulli, se le equazioni si suppongano coesi-
stenti, e perod sara nullo lo stesso determinante.
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Reciprocamente se 'equazione (8) ¢ soddisfatta, le equazioni (1)
¢ la (7) formeranno un sistemna di equazioni coesistenti, ed allora
ciascuna di esse sara una conseguenza delle altre. Cosi,per esem-
pio, volendo dimostrare che la (7) coesiste con le (1), e puo de-
dursi da esse, bastera sommettere alla medesima trasformazione
di poc’anzi P'ultima verticale del determinante; che in tal guisa
la (8) diviene
a,, a,, - ., 0 =0 ,
aa,x a‘z,.a * aa,’n O

aﬂ,l aﬂ,% ® an.n 0 .
b b, . b, v——(bzml-i—baxz—l—u-l—bnw,‘)

¢ poi si trasforma nella seguente

) 4

al,ﬂ

(0—={b @, byt -+ bpy) ) =0,

ax,x a1,2 .

az,l aﬂ,ﬂ = a‘a,nl

aﬂ.ﬂr

an,l an,z b

Ora de'due fattori il primo & il determinante delle equazioni (1),
che non & nullo, quando si supponga che le equazioni siano sod-
disfatte da valori finiti delle incognite x,, x,, .., %,; e quindi
& nullo invece il secondo fattore; il quale adunque riproduce
I’ equazione (7) come una conseguenza delle (1), e pero come
coesistente con quelle, poiché verificata dagli stessi valori delle
incognite.

7. Nella risoluzione di un sistema di n equazioni lineari con n
incognite merita attenzione il caso in cui tutte le equazioni man-
cano di termini noti;e tale ¢ il caso delle equazioni (1) ove si ab-
bia v, =0, u,=0,.., u,=—0.

In siffatta ipotesi il sistema di queste equazioni si riduce ad

Uy iUy y Xyt oo+ 0y Ty = )
Ay y Tyt-Ugp Tyt o+ Ay Ty —0 9
; (9)

L [ ] L] L L J s @ * [ - -

Ay Ty Oy oly 1= Uy Ty =0
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ed & chiaro che i determinanti delle incognite sono tuftti nulli,
poiche ciascuno ha una verticale di elementi nulli; e pero se a,
determinante delle equazioni,e diverso da zero, 1 valori delle in-
cognite saranno tutti nulli; e questi valori rendono evidentemente
soddisfatte le equazioni.

Nulla di piu vi ¢ a dire, finché il determinante a ¢ diverso da
zero; ma se questo determinante é nullo, le espressioni di tutte

: : : ; 0
le incognite prenderanno la forma indeterminata o e real-

mente esse sono indeterminate, imperciocche, se ad una qualun-
que di esse si dia un valore arbitrario,le equazioni (9)si cangia-
no in » equazioni con n— 1 incognite , le quali dovranno am-
mettere valori determinati (n°6), essendo per ipotesi soddisfatta

la relazione
A=1a,, Ay + Qyp xO,

Gam (10)

aﬁ,l a‘a,s *

an,z a‘n,z * an,n

la quale nel caso attuale & la risultante delle dette equazioni, os-
sia I'equazione di condizione per la loro coesistenza. Cosi i valori
delle n — 1 incognite, e quello dato ad arbitrio alla rimanente,
formeranno un sistema di valori per tutte le n incognite, capaci
di verificare le n equazioni; da che poi segue che le incognite, ¢
quindi le equazioni istesse sono indeterminate, e ciascuna sara
una conseguenza delle altre.

Ma se si considerano 1 rapporti di n — 1 incognite alla rima-
nente, per esempio di tutte le prime all'ultima «,, , troviamo che
questi rapporti sono necessariamente determinati. Infatti le equa-
zioni (9) divise per x, , ¢ messo per compendio

x Lo . o -

I

divengono

aI,I vl + ax,z vz + s + a:,ﬂw-—l vnut + a’x.‘n = 0 ;
A, , Vy+a,, 0ty 0, +a,, =0 (11)

- L4 ] L » - - » L - L] L L ] 4 L] L]

A,y Vg Qo Uyt oo+ Qp gy Uy, 1+ Gy qp =0 /
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e si hanno in tal guisa # equazioni tra n — 1incognite v,, v,,..,
v,_.; ma essendo per ipotesi soddisfatta la risultante di queste
equazioni, che non ¢ diversa dalla (10), ne segue,come voleva di-
mostrarsi, che sono determinati i valori delle incognite, le quali

: . X x
attualmente rappresentano 1 rapporti :cl ; w" , etc.
n n

Ora ¢ importante di osservare che nel caso presente le inco-
gnite x,, x,, - . , T, 50n0 proporzionali ai complementi algebrici
dei loro rispettivi coefficienti in qualunque delle equazioni (11),
vale a dire ai complementi algebrici degli elementi di qualunque
orizzontale del determinante A. Ed in fatti, essendo A =0, &
sempre nulla la somma dei prodotti degli elementi di qualun-
que orizzontale sia per i loro complementi algebrici,sia per quelli
degli elementi di ogni altra orizzontale; e pero applicando questa
proprieta alla ™ orizzontale, si hanno le relazioni

ax,x Ar.l + ax,z Af’,z s = a:,n Ar,n _— 0
a, y Ar,x -+ Ag Appg oot 0yy A p=—

L » - L] . L * ¥ *» ]

aﬂ’x A‘r,I + a,n,z Ar‘a + . s an’n Ar’.n —_— 0 .

Intanto siccome questo sistema non & diverso dal sistema (9),& ma-
nifesto che i rapporti | |

non sono diversi da’ rapporti

Ar,: Ar,z Ar,ﬂ-———x
b ] s ¢+ * ¥
Ar.n Ar.n Ar,n

e si ha quindi la proporzione

Xyt Lyt Tytoot Tn=Ap;t Apgi Apsie et Apy s
la quale dimostra per lo appunto che le incognite x,, Z,, « ., &,
sono proporzionali ai complementi algebrici degh elementi di qua-
lunque orizzontale del determinante del dato sistema di equazioni,
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8. Occorrendo di sostituire in una funzione lineare di n varia~
bili i loro valori determinati da » equazioni lipeari, il risulta-
mento si puo esprimere per mezzo di determinanti. Supponiamo
che i valori di «, y, z, i quali verificano le equazioni

ax—+by+cz+d=0,
ax 40y +c¢s 4 d=0,
A"z 4+ by + ¢"z + d'=0,

debbano sostituirsi nella funzione Ax-+By--Cz-+D. Dinotala
questa funzione con U avremo un’ equazione che deve coesistere
con le date, e quindi I’equazione di condizione

a b ¢ d xO,
a b ¢ d
a” b!f C” dlf
A B G D-U

che si trasforma evidentemente (par. 12, n® 48) in

a b ¢ O]=la b ¢ d|;
a b ¢ 0 a b ¢ d
a” b” Cﬁ 0 a!f b!f c!f' ar
ABCU {tA BCD

laonde chiamando A il determinante delle equazioni, si avra

U—la b ¢ a1
a UV ¢ d

a!f b:’f C”‘ d!f
A BCD

In generale & chiaro che il risullamento della sostituzione ¢é
espresso da una funzione che ha per denominatore il deicrmi-
nante delle equazioni, e per numeratore il determinante che rap-
presenta la risultante delle stesse equazioni e della data funzio-

ne, come fossc anch’cssa un’ equazione.
- 17
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S. 1L

INTORNO ALLA DIVISIONE TRA DUE FUNZIONT INTERE ,
ED AL PROCESSO DEL MASSIMO COMUN DIVISORE.

Divisione
1. Date le due funzioni intere e generali di gradi m ed n
A—a " +a x™ 4+ oy B=b 2" +b,x" "+ ..+ by,

o ritenuto che m non sia minore din, se si divida A per B finché
si abbia un quoziente intero in x, questo quozientie ed 1l resto sa-
ranno rispettivamente di gradi m —n ed n —1;laonde designan-
doli con Q ed R, e messo per compendio m—n=c¢, potra sup-
porst

Q=g +q8 "+ .. +q; > R= @ 462" 4 Oy

e la quistione si riduce a determinare i coefficienti ¢ e c. Ora
essendo identicamente A = QB -+ R, vale a dire

a, ™ + a7 4. - ay,
= (g, 2" 87 ;) (02" A0 T A by

n—x N2
—i—-Ca.’B -1—-c,.:v = eetCu_z

sviluppando il prodotto, ch'é di grado n + : =m, ed eguaglian-
do i coefficienti delle potenze simili di « nei due membri, si han-

no i due sistemi di equazioni lineari

o = 4q.b,
a, = q.b.+ ¢.b,
1) { a, =qb.+ ¢,b, +q.0b,

= b+ Gz + Ga et o o - eb,

-
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.y —4, bs—&-: + q, b. —+q, beey + oo qb, —+ ¢,
as—f—n == qo bs—i—a '+' Qx b&‘—!—l En qz bs + . -+ qsbz . Cx
(2)

a£+s+x —— QO ba+3+1 -t ql be+s =t qz bs+s——1 + . = QSbs+1 = Cs

Le (1) indipendenti dai coefficienti del residuo ¢,, ¢;, etc. val-
gono a determinare i coefficienti del quoziente ¢,, ¢,, etc. ; e
quindi le (2) varranno a definire i coefficienti del residuo ; ma

questo cenno merita piu distinto sviluppo.
Residuo

2. Per avere in generale l'espressione di un coefficiente qua-
lunque del residuo,come di ¢, , osserveremo che, dovendo le equa-
zioni (1) coesistere con ciascuna delle (2), e pero anche con quella
che contiene ¢, , dovrd essere soddisfatta la condizione (§1, n°6)

b 0O 0 .0 a, =0 (3
b b, 0 .0 a,
b, b, b . 0 a,

b, b._, .0, a.

C

bs+s+: bs-a—s bs+s—-—1 ¥ bs+: Ao sy Cs

la quale subito si trasforma in

0 0 L0 0= 0 O 0
b, bo 0 .0 0 b: bo 0 - 0 L
bx bo . 0 0 bz bx bo . 0 a,
b b O ba bs—-x b&'——z % bo a&'

bE bé’—-—l £—2 * o

bE+8+I g--§ bE-i—S——I E b8+1 cs b5+8+1 bE—i—S bE+3*I * bs+x ag+g+-;

Di questi determinanti,di grado < +2, il primo equivale a b, ¢, .
In quanto all’ altro, scrivendo le verticali in ordine inverso, e poi
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mutando -le orizzontali in verticali, non cangia il suo valorc as-
soluto, ed il segno sard definito (par. 1%, n°39,1) da

1 L
(____1) = {E+2) {5-9—1)___(___]) -;}:-s(s—l)-%«x____(__l)—-s’e—x) :

2 ==z

laonde ponendo (*) i:(——i)‘;‘ 21 | risultera

—1 Ay Ay » Qo Qg_y Qg Ogygig
(=m0 0 .0 0 b b,
00 .0 b b b,
00 .5 b b, b,
0 by « by b g bey bors

bo b . bs—z be-——x be be+s+x

Questa formola, facendovi successivamente s—0,1,2, .., n— 1,
porge tutti i coefficienti del residuo; ma come i determinanti, cui
da luogo il secondo membro, sono i successivi determinanti della
matrice a due scale, di gradi 1 ed ¢ +- 1, formate con le serie
dei coefficienti delle funzioni A e B ; se si dinotla questa matrice
con D,, e quindi con D, 4, D, ,, D, ;5 .., D, n, 1 suo0l succes-
sivi determinanti (par. 1%, n® 120) (**), ponendo

f— (Dx,o xn"I+D1,1 xn—‘g_*—Dx,z s +D:m-—~1 ’
otterremo pel residuo I’ espressione
1
R ——— -—5;:,:; L

Cosi la costruzione del residuo R vedesi ridotta a quella del poli-
nomio p, il quale si forma all'istante, poiche 1 suoi coefficienti

(*) Si tenga presente che in tutto cid che segue il simbolo ¢ avra costan-

temente lo stesso significato.
(") Per le convenzioni stabilite nel luogo qui citato la formola precedente

pué mutarsi in
(4,)

%b )z+l

1

CS a“r‘l
r’)
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sono 1 successivi determinanti della matrice di 1° ordine, a due
scale (a,) , (b,); ed & osservabile ch'esso & intero non solo rispetto
ad z, ma anche rispetto ai coefficienti delle funzioni A e B.

3. L’espressione del polinomio » si compendia subito in un
solo determinante, perciocche i coefficienti sono determinanti, i
quali non differiscono che nell’ ultima verticale ; e quindi si ha

PG Ay o gy gy G (O, 8" 0, 24 . @, )
00 .0 0 b (b, " +b & 4+.+b )
00 .0 b b (b, & 4+b a"4.4+bx )
00 .0, b b by 2" +b, a4 .4b, 2°)

»

0b, .b_5b. ,0_,(b, 2" +b,, 2" . b,x*)
bo bo * b&—-—a bé‘-z bs <b€+1 mn-—r = b€+2 wn—z + . -+ b‘n xs )

Del resto ¢ chiaro che questo determinante si forma dalla matri-
ce totale D, riunendo in una le sue ultime n verticali, ordinata-
mente moltiplicate per 2"*, 2™ 2,.., x, a°.

%. Ma I'ultimo determinante prende una forma notevole se al-
I'ultima verticale si aggiungano tutte le precedenti moltiplicate,
a cominciar dalla prima, per le successive potenze ™, ™%, ..,
x"*, x", poiche allora si ha evidentemente

pP={(0Gy Gy . Q;_5 aA._;a. A
00.0 0 b B
00 .0 b b Bz
00 .0 b b Bz

0 b, .b_,0b,_, b . Brr
b, b, . b_, b, b Bx

E— 4

E—1

5. Per concretare con qualche esempio le precedenti trasfor-
mazioni supporremo in primo luogo che siano uguali i gradi delle
funzioni A, B. In tal caso si ha m=n, : =0, i=— + 1, e quindi

1
Re—e— -5— pe

0
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Inoltre i coefficienti del polinomio p sono i successivi determi-
nanti della matrice

.
»

a, a, A, ;.. Gy,
b, b, b, by .- b,

e si ha in conseguenza

p==la, a,|x"*+|a, a, 2"t la, @] X" T A |G, Gy

b, b, b, b, b, b, b, by

—la, (@, 8"+ a,x" "+ lp, x+a,) | =1la, A| .
b, (b,x" "+ b2 2 oAb, x-+b,) b, B

Supponendo in secondo luogo che i gradi di A e B differiscano
di uno, avremo m=n-+1, e==1, i—-1, e pero

1
R=— 5z r:

Attualmente i coefficienti del polinomio p sono i successivi deter-
minanti della matrice

aoaxazaz"an Apiy | s
0 b b, b, .. byyby
b, b, byby.. b, O

e quindi risulta

p— a, a, a, x‘n—x_l__ a, a, a, xn—z_*_”_i__ a, a, ay T+, Gy Qp iy
0 b, b, 0 b, b, 0b b, | 00,0,
b, b, b, b, b, b, b, b, b, b, b, 0

a,a, A |.

[

a,a, (@, 2" "+a,x" 4. . +a, LUy )
0 b, (b " +bx" "+ .. 4by 2+, ) 0b,B
b, b, (b, & +bx" 4 .. +b, X ) b, b, Bx

I
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Quoziente

6. Un coefficiente qualunque ¢, del quoziente Q & dato dalle
prime k equazioni del sistema (1); e si ha cosi la formola generale

1 bo 0 0 . 0 a, (_1)}. a, bo 0 0 .0
Qk:bk—-x b: bo 0 . 0 a, :bh‘—i-x a, bI bo 0 .0 ’
0 0
b, b, b, .0 a, a, b, b, b .0
bk——xbk-a bk——s . bo gy ey bh’——! bk-?- bk“f‘ * b“
bk bk———r bk——a . bz a aj, bk bk—xbk-—z d b:

la quale, ponendovi successivamente k=0, 1, 2, 3, etc. porge

o=t o 1lab, LS T
" bo ’ qx# bz aI bl , ] bg aI bl b() , .
az ba bI J

7. Ma il quoziente Q si pud esprimere con un solo determi-
nanfe.In fatti dovendo le ¢ + 1 equazioni (1) coesistere con I'altra
QZQOx€+Q1w€~I+qg'xEHE+ e il PR
sussistera I'equazione di condizione

bo 0 0 .00 a, :O,
b, b, 0 .0 0 a,
b, b, b, .00 a,
b, b, b_, . b b, a
wa xs—-—r me—z . x 1 Q

la quale risoluta rispetio a Q, nel modo tenuto per la (3), porge

Q___m;—l b0 0 .0a|__1 la .a_ ,a._, a0 :
b b, b, 0 .0a| W0 .0 0o b1
b, b b .0a, 0.0 b b a
T .o 0 .o, b b, 2°
b, b._,  b._, . b, a, .
T, 10 b, . b, b._, b. x°
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e se dinotiamo con ¢ I'ultimo determinante, il quale ¢ intero non
solo rispetto ad =, ma anche rispetio ai coefficienti di A e B, si
avra piu semplicemente

(e

Q= e I

Applicando queste formole ai medesimi esempii del numero
precedente, si ha: |

Pel 1° esempio Q:-—i-q , y=—|a, 0]=a,
b
b, 1
: 1
Pel 2° esempio , Q= T4 4|8 % 01 .
| | ° 0 b, 1
b, b, '

8. Intorno alla divisione aggiungiamo le due seguenti osserva-
zioni :

1. Spesso la divisione della funzione A per B vuol regolarsi
in guisa da ottenersi un quoziente ed un resto intero non solo
rispetto ad x, ma anche rispetto ai coefficienti di A e B. Ora ¢
chiaro che percid basta moltiplicare il dividendo pel principale
coefficiente del divisore (*), elevato ad una potenza uguale al nu-
mero de’termini del quoziente,e quindi per 5;"’; ma ¢ manifesto
che il quoziente ed il resto, che si otterrebbero in questo caso,
sarebbero appunto i due polinomii che abbiamo indicato con ¢

€ con p.
| IL. Talvolta la divisione vuol condursi innanzi anche con po-
tenze negative di x al quoziente; ma si comprende che la legge
di composizione de’successivi coefficienti e sempre quella che ri-
sulta dalle formole del n° 6; ed & cosi per esempio che si ha:

a2+0;, G 1 fa, b, o 1 ja, 5,0 1
bz b a+b, b, a0\ TH @b ‘
' 271

(*) Si usa di chiamare principale coefficiente di una funzione intera e ra-
zionale di una variabile quello che appartiene alla piu alta potenza della
stessa variabile.



Relaziont tra & coeflicienti
del dividendo, del divisore, e del resto.

9. I coefficienti de’polinomii A, B, R, che sono dividendo di
grado m, divisore di grado n, e resto di grado n—1, danno origi-
ne ai tre sistemi di quantita

Ay, 0, 5 Ay o ooy Gy, @)
bo ’ bz ’ bz y v v 3 b-n.. (bu)
€ v Cys Cpyons Cry (¢,)

tra le quali sussiste una importante relazione,che esporremo nel
seguente teorema :

I successivi determinanti della matrice a due scale (b)) e {c,), di
un’ordine qualunque r, sono proporzsionali a quelli della matrice
a due scale (a,) e (b, dell’ ordine r—1,

Se nella matrice a due scale () e (c,; dell’ordine r si aggiun-
gano = -+ 1 orizzontali alla scala superiore (b}, con cio non si fa
che moltiplicare i suoi successivi determinanti per b;"; e quindi
essendo 1 il grado della scala {¢,), usando una notazione con-
venuta (par. 1*, n°® 120), avremo P'uguaglianza complessiva
(b )

S PEY

b

' '
L'\CI.(:’/J r+ X

(A ¥

), | 1
!il

3 | iy
kco) S B bo

Bisogna intanto osservare che la matrice del secondo membro &
incompleta nella scala inferiore per ¢ + 1 orizzontali (par. 1%,
n°® 114}; ma se il simbolo ¢, si muli in ¢, ,.,, € cio per aumen-
tarne I'indice di : + 1 unita, allora la serie ¢, ¢;, .., ¢4_;,
mutandosi i .., 5 Jeres + «» 7o4n» pOlra riguardarsi come un

caso particolare della serie

Jos Txs Tav v *» Yo Vze1 Vetes © 9 Tetn s (70)

che riducesi a quella supponendo y,—v,== -+ y,==0. In questa
ipotesi adunque 'eguaglianza precedente puo scriversi

{-J:bo}r — 1 (bo) g+ | 9
(€5 pacs by (')’o)m-x

ma attualmente la matrice a sinistra ¢ una matrice completa. In-
18
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vertendovi lordine delle due scale,perché sia superiore quella di
grado pil piccolo (par. 12, n® 115), non si altera punto il valore
assoluto dei successivi determinanti; ¢ siccome cid si ottiene di-
sponendo le orizzontali in ordine inverso, cosi si trova agevol-
mente che il segno conveniente a ciascuno, ¢ quello definito da

T ,
(__1) - §E—1)FrEY (__1)r+: i ’

x { = i - L3 »
poiché (u° 2, nota 1%) si ha {=(—1)= " e quindi risulta

{:bo,\ r 1 s (4)

— rl 3 T+ " +
(Co}r—!-: ("’"1) 1 bf} '

(7 o) r+1

(AR
v o/ rHEHX
L4

Cid premesso faremo subire alla scala superiore (o) dell'ultima
matrice la seguente trasformazione, che punto non altera i valori
de'suoi successivi determinanti « Ad ogni orizzontale di quella
» scala aggiungeremo lasua associata (part.1%, n® 116) nella scala
» inferiore (b ) con altre « orizzontali,che immediatamente la pre-
» cedono in questa scala, ordinatamente moltiplicate, a comin-
» ciare dall’associata, pe’successivi coefficienti del quoziente, vale
"» adireperq,, q¢,,qas ++» 4= ¥+ E chiaro innanzi tutto che in
tal guisa gli elementi nulli, che precedono I'elemento iniziale 4,
di qualunque orizzontale della scala superiore, si riproducono
ancora come nulli in seguito della trasformazione; ed inoltre
che la serie degli altri elementi o,, 7.5 759+ <5 Voo Yerss T2
etc. si cangia nella serie delle espressioni

Je T q(,bo ’

7+ gbe b,

72 + q(;ba = Qbe -+ szo y

70 T b+ qibe oy +qbe g+ +4: b, ,
Yerx T q01)5+1 + qb. + qzbs~x 4+ q. b,
Te+a T qﬁbe+z 4+ q;0es q.b. -+ g b, ,

L 4 » L] L L ] L] L] » L ] - L L L

Oraessendoy, =, =v,== +» =7.:=0, € 7.;=C» 7:a=0Cs >
etc. , osservando ai sistemi di equazioni (1) e (2), si vede che
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queste espressioni equivalgono ordinariamente al termini della
serie a,, a,, a,, etc. ; e ne risulta che la scala (y,) si trasforma
nella scala (a,). Cosi I'eguaglianza (4) diviene

(NN DR SN [ PR,
(co)r+z R ("_1)T+Iib§+1 (bo)r+e+x

e sotto questa forma essa non & che la traduzione del teorema
enunciato; perciocché indica che i successivi determinanti della
matrice a due scale (b)) e (c¢,), dell’ordine r, sono uguali a
quelli della matrice a due scale (a,) e (b,), dell'ordine r+1, fatta
pero astrazione dal divisor comune

(___1')1’“‘!"! i bg—!"l ;
donde poi segue che i primi determinanti sono properzionali ai
secondi. | | |
10. Immaginando che sia cambiato il segno al resto della di-
visione di A per B, dovra cambiarsi il segno a ciascuno de’coeffi-
cienti ¢,, ¢,, .., ¢,_,. In questa ipotesi adunque la scala infe-
riore (c,) della matrice nel primo membro della (3) dovra mu-

tarsi in (—c,); ma poscia cambiando il segno a ciascuna delle sue
r--1 orizzontali, quel primo membro diverra

(—1)7 | (bo)r I ;
(60:}1‘-#11
e perd nel caso che consideriamo l'uguaglianza (5) si riduce a
(b )1‘ 1 (a'O)f—f- ] * |
0/ — e  § 6
el = T | (raens 9

11. Nel caso particolare di e==1, cio¢, quando i gradi delle
funzioni A e B differiscono di uno, si ha i —=-+1 ; quindi, se il
~ resto ha il suo proprio segno, si ha piu semplicemente,

(bo)r . 1
(Coran ] (=177
e, se i] resto della divisione abbia il segno mutato, si avra

l Do)s 1

(Co)r+s b,

(a’O) r--1

f\bO)i'-i—z

; 7)

‘@)

E VI i o 1

(Bo)rra

L]

i
—

8)
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Espressioni del residui risultantd dal processo del massimo
comun divisore tra due funzioni di gradl gqualungue.

12. Istituendo la ricerca del massimo comun divisore tra le
funzioni A e B, che supponiamo a coefficienfi indeterminati, e
quindi prime tra loro, si perverra ad un resto indipendente da x;
e siccome la funzione B & di grado n, i resti successivi saranno
di gradi n—1, n—2,.., 2, 1, 0. Intanto converremo di mutare
il segno ad ogni resto pria che faccia dadivisore, e chiameremo
R., R,,.., R, questi n resti co’segni cambiati.

Cid premesso essendo il residuo R,., vale a dire il residuo r™
di grado n—r , supporremo in generale

Br--—b(r)&f}n“r—l— b() oy RN +b(:)$7zmr—~s i —l—b(' :

n-r

e conseguentemente per r==1, 2 3,..,nsiavra

Bx br ﬂm!—}—b{ ﬂ_2+"+b’_zw+bnul‘
R, =b/a" "+ b/ a" " 4+ b .,

R-n_r = b-‘f"g-lfjx g b;n—xfi

Bn — bén) §

Or noi possiamo subito esprimere i coefficienti di questi residui
in funzione di quelli dei polinomii A ¢ B, osservando che i coef-
ficienti di questi polinomii e de’residui danno origine al sistema
di serie ‘ag), o), (b, (b1 (0" 4.+ (b ™ ), al primo terno
delle quali si applica la formola (6), e ad ogni altro terno la
formola (8). Cosi supponendo, per esempio, che si tratti di

calcolare i coefficienti del quarto residuo R,, figurati da by »

Y, by s .., b, ele. avremoin primo luogo (n° 2, nota seconda)
] i /7 \1 ]
P = 1 1 Wo Jai
5 b Hfz b ,Hh

ma, siccome i delerminanti della matrice in veduta sono uguali
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a quelli della matrice a due scale (0"}, , (b)), divisi per &,7*; poi
questi uguali a quelli dell’altra” a due scale (b)), e (b /), , divisi
perd,*; e poi gli ultimi uguali a quelli della matrice a due scale
(@,)55 (b,)srs » divisi per ¢b;"™, risultera

bw 1 (aa)& 1
05T (B, B, B | (0,)ae] 4
Cid basta intanto per conchiudere senza pil che si ha in generale
BT — 1 (ao)r ’ (“)

7 bi—&-x ‘(bo’ boﬂ bom' . b {r—-—x)>2

0

(Do) e

e quindi possiamo enunciare il seguente teorema:

I coefficienti del residuo r™° sono uguali ai successivi determi-
nantt della matrice a due scale (a,), ¢ (b,),.., divisi pel prodotto
de'quadrati de’principali coefficienti di tutt’i precedenti residui e della
potenza (c-+1)" del principale coefficiente di B, presa col 4, o

s

y 1 : . :
col — , secondoché il numero 5 (e—1) ¢ pari, o impari.

{") Potende essere utile di conoscere il segno che prende il secondo mem-
bro di questa formola quando il processo del massimo comun divisore & con-
dotto senza il cambiamento di segno ai resti, esamineremo per questa 1potesi
lo stesso caso considerato nel testo,ed avremo in primo luogo {n® 2, nota 23).

blv (_1 ) (b

s T T pire A
b O (bo 2

5

Ora il determinante del secondo membro equivale al corrispondente determi-

(—1)*

: poi
e p
{)0

nante della matrice a due scale (5,/),, (b,”)s moltiplicato per

questo uguale a quello della matrice a due scale (by), , (bo), , moltiplicato
(—1)°

per bofa

; e P'ultimo fmalmente uguale a quello della matrice a due scale

(—1)* w
—g e+t 3 COSI risulta
Yo

= 0 (e

¥ s hé+x /1 BN ORIN2 B
zba \bo bo bo.} \bo)4+a

(@o)y + (Do)gre , moltiplicato per

H]
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13. Quando s=1, si ha i=+-1, ed il teorema si modifica co-
me segue:

Se i gradi dei polinomii A e B differiscono di uno, 1 coefficient
del residuo r™ sono uguali ai successivi determinanti della matrice
a due scale (a,), e (b),.,, divisi pel prodotio de’ quadrati dei prin-
cipali coefficienti di tult’i precedenti residur e del polinomio B.

In questa ipotesi adunque il divisor comune dei determinanti
¢ una quantitd essenzialmente positiva, e la formola si riduce a

b(r) o 1 (ao)r
0 ——'( bo bo’ bo” bom < bo(r_l) ) ) (bo)r+1

14. Ponendo per compendio

. L4 ' r Tye a
oy = lbza—: (bo boﬂ bom - bbr—x;) , Dr,' — Eb o))r l ’
- o/r+g 1 %
la formola generale si muta in
| 1
bi") —_ Dr P
- !

quindi pe’ successivi coefficienti del residuo R, abbiamo

1 1 1 1

{’\r)_ - {‘r"‘____ 1':7“ i I
bo — Dr,o ’ bz J"""'_Dr,x , be = Dr,z LA b‘n——r""—_ Df',"f"" )

ar ar ar ar
e conseguentemente lo stesso residuo risulta espresso da

; 1
R, —— (D,,ox““"’—Jf—D,.,Ix“"""—l—D,,,gx"’“’”“”—i— o +Dypr) s

Ky

Ora & chiaro che pel residuo »™° il numeratore del primo fattore sarebbe

b !
b r (T+I) i

( 1)! ( 2)2 (__1)3. .. (__1)1’_: (_1)!+2+3...+f_____ (___1) -

e quindi segue che,se nel procedimento del massimo comun divisore si opera
alla maniera ordinaria, vale a dire senza cambiare il segno ai resti, si avra in

generale

(@)
(Ba ) rre

1
(__1)-51' (r+13)

BRI

__ b(f)
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Che, se facciasi
Pr— Dr,a xﬂ“r'i"Dr.t mﬂnrhx"’_Dr.a s R +D-r,'n-r 4

si avra piu concisamente
1

R, = —j,.
%y

Dei due fattori che entrano in questa espressione il primo, che
non dipende da x, riassume tutti quei fattori ch’¢ lecito di sop-
primere nel calcolo de'residui, mentre il secondo ¢,., ch’® una
funzione di x, & cid che importa nella teoria del massimo comun
divisore. Or noi distingueremo il fattore p. col nome di residuo
semplificato corrispondente al residuo complelo R, ; e la sua espres-
sione, gia compiutamente definita, pud concretarsi nel seguente
teorema:

Applicando 1l processo del massimo comun divisore a due fun-
zont di quatunque grado A e B, t© coefficienti del semplificato r™°
residuo saranno ordinatamente uguali ai successivi-d#eterminanti
della matrice a due scale dell’ ordine r™°, formate con le serie dei
coefficienti di A e B.

E qui giova osservare che ciascuno de’ detti coefficienti & una
funzione omogenea de’ coefficienti di A e B, di grado 2r-+:; ma
in particolare essa € ancora omogenea e di grado r rispetto ai coef-
ficienti di B; e parimenti omogenea e di grado r—-« rispetto ai
coefficienti di A. |

15. E manifesto che i risultamenti ¢ le formole stabilite in
questo articolo coincidono, nella ipotesi di r==1, con quelle e-
sposti al numero 2; ed ora aggiungiamo che le trasformazioni
operate nei numeri 3 e 4 si estendono identicamente a qua-
lunque semplificato residuo. Cosi, conformemente al numero 3,
I'espressione di p, pud compendiarsi in un solo determinante,
riunendo in una le ultime n—r-+1 verticali della matrice del-
'ordine 7™°, ordinatamente moltiplicate per le successive potenze
v, """, .., x, 1. E se all'ultima verticale di questo de-
terminante si aggiungano, come al numero 4, tutte le prece-
denti, ordinatamente moltiplicate , a cominciar dalla prima,
per le successive r -+ s—1 potenze £™ "%, ™, . ., ",
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avremo pel semplificato residuo l'espressione notevole :

ao a: * ar—»z a’r_—r a‘r *, as—-z as-—l a’: * ar+s~—z Awr-d
0 ao . ar-——-s ar-—-z ar——x . as-—s as—-—z as—x . ar-i-s—s Am’r—z
100 .aq, a, a, . dgy Qs G Ax
00 .0 a, a .G _,aQ Gy O, A
w={00 .0 0 0O .0 b b .b, B
00 .0 0 0 .b b b .b Bz
00 .0 0 O b b, b, .b... Bz
0 bo . br—-: br—-—z br—-: * bs-»—s bs—z bs-—x * br—t-s—s Bx,#z
bo bx . br——é. b'r-_x br * bs-—z bs—x b: . bf—i-s—z Bx*

in cui il determinante a dritta differisce solo nell'ultima verticale
dal principale determinante della matrice a due scale (a,) e (b,)
dell'ordine r, e ne risulta cambiandovi semplicemente i primi
elementi deffultima verticale ne'prodotti della funzione A per le
successive potenze ™, "*,.., &, 1, e gli ultimi s elementi ne’
prodotti della funzione B per le successive potenze 1, z ,&°,.., &

16. Per concretare con un esempio le precedenti conchiusioni
supporremo

A —azt*+- b+ cx’+-dx+e,
B=—px’+qx’+rz+s.

In questo caso si hanno tre semplificatiresidui p,, p, 5 s di gra-
di 2°,1°, 0; ¢ perd, formate le corrispondenti matrici di 1, 2°,
3° ordine, avremo

o,=la b clx’+|a b dx+|abe
0 pyg opr op s
pgqrl pqs p g0

a b cxr’+dx—+ec ab A
0 p qX*+rr+$ op B
p q rx’-4sx p q Bx

|
|
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p=labcdelrt+labcedlOl=|abed er
0Oabdbcd Oabecee 0Oabc dzx+e
00pgqgr 00pgqs 00pq rx+s
Opgrs Opqgr o O0pgr sx
pgqrs 0 pgrsO pgqrs 0

pp=abcdeO0O0]l=labcdeO0 Ax®
Oabcecde Oabede Ax
00abcde 00abcd A
000pgqgrs 000pgr B
00pgrso 00pgrs Bx
Opgrs090 Opgrs0O Bx®
pqrs000 pgrs00 Bx

17. In quanto al calcolo numerico de’semplificati residui non
sapremmo assegnare un metodo piu semplice e piu spedito di
quello che abbiamo sviluppato nel § XI della prima parte, dal
n® 123 al n°® 129; e pero se dinotiamo con A, ,» Arizys dyicas
etc. i trasformati de’successivi determinanti della matrice a due

scale D,., siccome allora si ha in generale (part. 12, n® 127)
1

D, .——aA, ..
r,‘ a; -+ ) 3
otterremo

1 n—r

Pr— & (Ar—f—s,ox

0 +Ar+5,1wﬂ_r“1+ v +Ar+s,n-r\ .
(4]

4

Intanto supponendo gia costruita la ridotta generale e quadrata
Apie» 0 Ch'€ lo stesso 4, , potremo subito esprimere il residuo Py
per mezzo di un solo determinante,formando prima una matrice
con le prime r-{-: orizzontali della ridotta generale, e poi riu-
nendo in una le sue ultime n—r-1 verticali ordinatamente mol-
tiplicate per le successive potenze ", """ .., z*, x, 1;
ché in talguisa si ha un determinante di grado r—+¢, il quale di-
viso per 4, , sard equivalente a .. Che se piaccia di sopprimere
questo divisore non evvi a far altro che cambiare le prime ¢ oriz-
zontali della ridotta in una scala inversa di grado ¢, formata con

i coefficient1 della funzione B.
19
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Applicando questo processo'al]‘esempio di poc'anzi, comince-
remo dal formare la matrice bilineare

a b c de
O pgr s

e

e di seguito il sistema triangolare

ap aq ar as ,
ar—+bg—cp  as—+br—dp bs—ep
bs—ep-+cr—dq cs—eq

ds—er

che rappresentiamo per compendio con

Cn clz crs cm *
Cao Ca3 €y
Cus 654
044

Quindi, essendo attualmente ¢ =1, avremo

. 2 L 2 ,
aP;"‘"" Cn c:z 4 '+' C" 013 ‘T"_i— Cn 014 o cn cmx +C”.’IJ+C” y
2

Cox Coo Cop Cys Coy Cyp; Coy Cop HCosX-1+Cyy
Up,—| C;; Cyp €y L~ 1 Cry Cyo C1} == | Cxx €12 Cus T1=C,,t »

Coy Cap €y Cor Cap Coy Cop Cas Coy T1Cyy

Csy C3p O3y Csy Can Cay Csy Cag C33 T1Cyy
Ao,==| €3y Czp Cy3 Cia |+

Coy Coa Cos Cgy

Cyy Csa C33 €34

Cix Cha Cis Cuy

18. L’espressione del completo residuo R, si ha nel prodotto

del corrispondente semplificato residuo p, , moltiplicato per — ;
Ly

perd essendo (n® 14)

e REHX SRR TR (r—2) | (r=—1)\2
ay =i b+ (b, b7 b . b BT
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& ancora necessario di esprimere questa quantita per mezzo dei
coefficienti di A e B; ma a tale effetto renderemo piu concisa la
notazione dei principali coefficienti dei semplificati residui p, ,
Par D3 s etc.,o che ¢ lo stesso dei principali determinanti delle ma-
{rici dei diversi ordini, finora rappresentati con D, ,, D, ,, D, ,,
ete. In ci0 che segue sopprimeremo da questi simboli il secondo
indice, e scriveremo semplicemente D,, D,, D,, etc.

Cio premesso I'espressione della quantita «,., escludendone I'ul-

timo fattore (b{™*)%, si muta in quella di a,_, . Inoltre essendo

- 1
(n° 1%) 3,7 = D,_,,, per s=0 avremo
Xp .y
; 1
bf)r_x': D‘r—: y
Uy .x
quindl si ottiene
i T
Up ——= Ay y o Pr_z
L.y
e ne risulta
 T\®
a,-_,,fx.,-———-D —x

Questa formola compie immediatamente la trasformazione di cui
trattasi. Infatti essa porge la serie di relazioni

— 2 — 2 —_— 2 —_— 2 -
az az——-Dx s ﬁgas—-—-Dg . tx3 a4-—-—D3 > OE4O.’5——D4 ’ et(-

dalle quali si ricava per successive sostituzioni

22
o 1 2 i = 1 DiDi s 5 1 D:D3D;“D:u—-r
g™ Ly s ki T 2 y o vy Up p s
xy &%y Dz ' @y DaDci ‘e Dzy.——:a
. D D;D; _, D:DD;--D,,
— — O i L, et me—— . @€ — P P .3. .
$T% Dy 4T D e T S DIDIDEL DL,

Essendo adunque conosciuta I’ espressione di «, , poiche si ha
a, =S,

nulla pii manca per la costruzione de’ completi residui in fun
zione de’ coefficienti de’ polinomii primitivi A e B.
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Relazioni tra i semplificati residai

19. Siano Q., Q,,.., Q, i quozienti che si ottengono appli-
cando il processo del massimo comun divisore alle funzioni A, B,
senza sopprimere, né introdurre alcun fattore; ed R,, R,,.., R,
i corrispondenti residui con i segni cambiati; avremo in siffatta
guisa la serie di relazioni

A-'-'-"——_QIB _Rx ’ B; :ang _Rs ’
B—QR,—R, , R, =Q.R, —R, ,

- [ ] » - - ] L]

Bn-—-zz:Qan—x'""Bﬂ ’

le quali, essendo in generale R,—=-", si trasformano in

&y
—“;Q B Prx s Oply Py=—U 04 Qz Pg —U; A L3 s
Xy&p —‘““202?1“_“1?2 s Ogly Po—X Uy Q4 Ds Xy Uz Py

. + L] ] * L] - L L L .

Xp—3%p Ppno—%n—2 oy Qn Pz Fn—2%n—sPn 3
e queste, se pongasi per compendio

Uy QI —4q, ’ UyZsy 03:Q3 y
U Q2:92 ? A%y Q4:q,1 1 (9)

Lp—g %r Qr“'::qr ’ /

tenendo presente che si ha in generale «,_, 2,—D;_,, diverranno

Oy A:QIB-_PI ’ : py  —Ys e _Ds: P3
DEB:‘hPI"""“sz ’ ;!Pa = {,; ps ""'"D: P4 (10)

2 . 2
Dn—-—x Pp—a —qn Pn—x""""D n—2 Pn

Intorno a queste relazioni osserviamo cheleg,,q,, .., ¢, sono,
come risulta dalle (9), funzioni intere di «, la prima di grado ¢,
tale essendo il grado di Q,, e tutte le altre di 1° grado; ma ag-
giungiamo che desse sono altresi intere rispetto ai coefficienti di
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A e B; perché intere son pure tutte le altre quantita che sono in
vista nelle relazioni (10). Del rimanente & chiaro che ;tali rela-
zioni sono quelle che si avrebbero quando tutte le divisioni fosse-
ro regolate in guisa da evilar frazioni (u®8), perciocché il primo
dividendo A si & moltiplicato per «,==ib:"", cioé per la potenza
(e-+1)"¢ del principale coefficiente del primo divisore, ed ogni
altro dividendo € moltiplicato pel quadrato del principale coefli-
ciente del corrispondente divisore. Faremo inoltre osservare che
il resto di ciascuna divisione, a cominciare dalla seconda, & un
prodotto di due fattori, I'un de’quali & il semplificato residuo, e
altro & lo stesso fattore introdotto nella precedente divisione ad
oggetto di evitar frazioni. Quindi risulta che, se il procedimento
del massimo comun divisore tra due funzioni intere sia regolato
in guisa da evitar frazioni, ogni resto, a cominciar del secondo,
sara divisibile pel fattore introdotto nella precedente divisione; e
pero, sopprimendo dal resto un tal fattore, pria che faccia da di-
visore, tutti 1 resti cosi oftenuti corrisponderanno precisamente
al nostri semplificati residui.

20. Segue da cio che precede,che, in generale, tre consecutivi
semplificati residui p,_,, p,_,, p, Sono legati dalla relazione

r—1 Pr—a ={r Pr—x = y—a Pr »

nella quale i valori regolari di r sono tutti gl'interi da 3 ad n,
perche I'indice di » non puo essere né minore di 1, né maggiore
di n. Per r=n +1 si avrcbbe
n Pr—z = Gnsy prn — Dy prez «
Questa relazione corrisponderebbe alla divisione del penultimo
per I'ultimo dei semplificati residui; e siccome I'uno & di 1°, e
I"altro ¢ di grado zero, il residuo di tal divisione & nullo, e quindi
si avra D,_,p, ,=0; ma D,_, &, vista la sua significazione, una

H—x |

quantita diversa da zero; dunque si avra necessariamente

Pr+r— 0, (1)

(") Segue da cio che, nella ipotesi di »==n4-1 , deve ancora annullarsi il
determinante,che esprime il valore di py+1, secondo la formola del n° 15; ma
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e I'eguaglianza precedente si ridurra a D2 o, =0+, pn; MA e an-
cora D,=p, ; perciocche p, essendo 'ultimo dei semplificati resi-
dui, ¢ indipendente da z, e la sua espressione equivale all’unico
determinante della matrice quadrata a due scale (a,) ¢ (b,), del-
I' ordine il piu elevato n; dunque risulta

Dﬂ- pn*I:Qn*{-: *

Condizioni perché due fanzioni ammetianoe un divisore di grado
assegnato. Determinazione di guesto divisore.

21. Fin qui si & supposto che le funzioni A e B fossero prime
tra loro,ed in questa ipotesi l'ultimo de'semplificati residui e ne-
cessariamente diverso da zero; ma ora & manifesto che, se quelle
funzioni ammettano un divisor comune di grado k£ in x, questo
divisore non puo differire che per un fattor numerico dal sempli-
ficato residuo di grado k, figurato da p, ; ed in tal caso saranno
identicamente nulli tutti gli altri residui da p, j., fino ap,,
vale a dire da quello di grado k—1 fino a quello di grado zero.

Reciprocamente, se sono identicamente nulli tutti gli ultimi
residui da quello di grado k—1 fino a quello di grado zero, le
funzioni A e B ammetteranno necessariamente un divisor comu-
ne di grado k in x, il quale non puo differire che per un fattor
numerico dal semplificato residuo p, ;. Parrebbe da cio che per

questo fatto merita un chiarimento. E dapprima bisogna osservare che, sic-
come quel determinante ¢ cio che diviene il principale determinante della ma=-
trice a due scale (a,) e {bo) dell’ordine r , trasformandovi gli element: dell’ ul-
tima verticale, come si disse in quel luogo, cosi, tenendo presente che nella
ipotesi attuale il numero delie orizzontali della matrice supera di uno quello
delle verticali {par. 12, n® 119), affinche sia possibile la costituzione del de-
terminante, bisogna aggiungervi un’ ultima verticale di elementi nulli; e per-
cio anche nullo e il suo valore. Ma quindi esso non cessera di esser nullo
applicando all’ ultima verticale la trasformazione dichiarata nel n°® 15, vale a
dire aggiungendole tutte le altre, ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla
prima, per le successive potenze x™*%, ™+t t, .., @, 1, com’esser

deve nel caso di r=n4 1.
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I'esistenza del comun divisore di grado k dovesse verificarsi il si-
stema di condizioni

D, =0,
D,, =0,D,,, =0,
Dn-—s :'::0 ’ Dﬂ—z,t :0 » Dfn——z,g :O s

- - - - - > L] L] » L - L4

Dn—-k-;-:zﬂ ’ Dﬂ—k-{-r,z:O y Dn—k_;-x,z::o 30 e3 Dﬂ*k—i—-l,k—xxo ’

. | : .
che sono in numero di 5 k{k+1). Ma ¢ facile a riconoscere che
queste condizioni non sono tra loro tutte distinte, e le condizioni

veramente indipendenti si riducono alle seguenti k equazioni
D,=0, Dn—-x"—_"'o ’ Dn-—-zzo y v Dn-—k-{-x:O .

In fatti, supposto dapprima che si abbiasoltanto D, =0, ci0 equi-
vale a supporre che sia nullo I'ultimo residuo p,, il quale ¢ indi-
pendente da z; ed in tal caso le funzioni A e B ammettono neces-
sariamente un divisor comune di 1° grado, il quale non puo dif-
ferire che per un fattor numerico dal penullimo semplificato re-
siduo p,_, , 0ssia da

Dﬂ--—lx—l—D‘n—-I,l s

Ora ¢ manifesto che in questa funzione non potrebbe supporsi
nullo il principale coefficiente D,_,, senza che sia nullo anche
Paltro D,__,,; poiché¢ altrimenti le funzioni A e B non piu am-
metterebbero il divisor comune di 1° grado ; il che ¢ impossibile
quando sia,come si & supposto, D, =0 . Cosi questa condizione,
e altra D,,_, = 0 importano che siano identicamente nulli i due
ultimi semplificati residui 4, € p,_,; € da cio poi risulta che, se
non ¢ nullo il residuo precedente p,_,, le funzioni A ¢ B dovran-
no necessariamente ammettere un divisor comune di 2.° grado,
il quale non puo differire che per un fattor numerico dal detto
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residuo, vale a dire da
Dn——-ax i+Dn—2,1x+Dn—2,e .

Similmente si dimostra che in questa funzione non potrebbe sup-
porsi nullo il principale coefficiente D,,_, , senza che lo siano gli
altri due D, , . € D,_, ., perche altrimenti le funzioni A e B non
piu ammetterebbero un divisore di 2° grado; ma ora, senza piu,é
manifesto che, se sono nulli i principali coefficienti di un numero
qualunque degli ultimi semplificati residui, questi residui sono
tutti identicamente nulli; e pud quindi enunciarsi il seguente
teorema:

Affinché le funzioni A e B possano ammettere un diwisor comune
di grado k é necessario e sufficiente che siano nulli i principali coef-
ficienti di tutti gli ultimi k semplificati residui, vale a dire da quello
di grado k—1 fino a quello di grado zero ; e, quando cio sia, U di-
visor comune non puo differire che per un fattor numerico dal sem-
plificato residuo di grado k.

In altri termini:

Affinché le funzioni A e B possano ammellere un divisor comu-
ne di grado k & necessario e sufficiente che siano nulli i principali
determinanti di tutle le ultime k matrici a due scale, formate con ¢
coefficienti delle date funzioni; vale a dire da quella dell ordine
n—=k -1 fino a quella dell ordine n, ch’¢ il piv elevato; e, quando
cio sia, i coefficienti del divisor comune saranno proporzionali ai
successivi determinanti della matrice a due scale dell' ordine n—k. (*)

(") Pare che finora non esista alcun altro teorema generale che soddisfi a
questo importante oggetto, ed il solo al quale puo aversi ricorso, si e il noto
teorema di Lagrange relativo alle condizioni che debbono verificarsi, affinche
due equazioni ammettano un dato numero di radici comuni. Ma si sa d’altra
parte che il teorema di Lagrange pu¢ soddisfare alla quistione sotto quiesto
punto di veduta, e puo non soddisfare a quella del divisor comune di grado
assegnato; imperciocché una radice multipla di una equazione pud-non es-
sere multipla dell’altra ; ed allora le condizioni che risultano dal teorema di
Lagrange possono verificarsi senza che le equazioni ammettano il divisor co-
mune di grado assegnato. (Ved. Serret, Cours d’ Algébre Superievre, 22 edi-
zione pag. 66).
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Nuove espressioni dei semplifieati residui.

22, 11 determinante col quale abbiamo (n° 15) rappresentato il
semplificato residuo z, € suscettibile di una trasformazione che
mena ad interessanti risultamenti.Quel determinante infatti puo
essere spezzato in due, i quali sono cio che esso rispettivamente
diviene annullandovi solo nell'ultima verticale una volta gli ultimi
s elementi, ed un’ altra volta i primi r elementi. Ora nol dinote-
remo questi due parziali determinanti con V, ed X, , pero dopo
aver soppresso il fattore A dall’ultima verticale del primo, ed
il fattore B dall'ultima verticale del secondo; vale a dire porremo

a,a,. Q,_,0,_ a4, . Q_, 0 0 G Gp o o X
0 Ay o Ap 3 Qp Ay o Qg Qg Qg Qg ;- ppg 5 x "
00 .a a a .a,.;a @a. ,04._.,. q @

0 O - O ao a’z . aa—a a’s—x aé.' a’£+I * a‘s-—-x 1
'=i00.0 O 0 .0 0 b b .b_, 0 .,
060.0 0 0 .0 b b b, .0 0
6o0.0 0 O .b b b, b .b., O
0 bo ’ b-r*a br——z b-r——x $—4 bs_s bs—-z s—1 br+s~3 0
bo b, . br—-a br—-x br bs-—a bs.-..z bx—-x bs b-r+s.._2 0
a, a4y « Qp_p Qp_; Uy R L o s 0
0 Ay « Qp3 Qp_p Qp_y « Uy Uy 505 505 ;o Opis g 0
0 0. a’o a, a, . a‘s——x LB aE-i—I Ay« Oy 0
00.90 a, a, e, Aey Q; Qe ;. G5, 0
Xx={00.0 0O 0 0 0 b b b, 1 ;
00.0 0 0 0 b, b, b, b, x
00.0 0 O b, b, b, b, . b, X*

0 bo . br—-—s br—z br——z * bs~4 bs——s bswz bsw—x E br—+—s-—-s x
b, b, . b,_, b_, b, by s by p b5 b, . b, , X

dove bisogna tener presente che e =m—n, ed s=r-+m-—n;
20
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ed intanto 'espressione del semplificato residuo diviene

pr=—=AV,+BX,. (11)

In questa formola i simboli V, ed X, esprimono adunque deter-
minanti,i quali differiscono solo nell'ultima verticale da D, , prin-
cipale determinante della matrice a due scale dell’ ordine r, re-
lative a coefficienti delle funzioni A e B. Nell’ ultima verti-
cale di V, i primi  elzmenti sono Je successive r potenze T
z2,.., z, 1,e nulli rimanenti; mentre,nell’ultima verticale di X,
sono nulli i primi r clementi, e gli altri sono le successive s po-
tenze 1, &, &%,.., *". Cosl, essendo V, una funzione di  di
grado r—1, ed X, una funzione di x di grado s—l—e+r—1—
m—n--r—1, ciascuno de’due prodotti AV,, BX, sara di grado
m -+ r—1; ma la loro somma deve necessariamente ridursi al
grado n—r, tale essendo il grado di o, .

93. Ponendo mente alla natura de’determinanti V,.ed X, si ri-
conosce agevolmente cheiloro termini affetti dalle pitralte poten-
ze @™, ed 2*~* hanno entrambi per coefficiente il principale de-
terminante della matrice a due scale dell'ordine r—1, vale a dire
D,__, il quale perd nel primo & moltiplicalo per —b,, e nell al-
tro per a,; di modo che i detti termini sono rispettivamente

71 LR |
—b,D,_, x ed a,D,_,x7".

9%. Nella formola (11) i valori regolari dell'indice r sono tutti
gli interi 1,2,.., n. Nel caso di r—=1 si ha

0, —AV +BX,;

ma dal paragone di questa refazione con la prima delle (10) si
deduce

T s i * 5+I P .
‘x“"""_al“‘""‘_?’bo ’ Xr"’-ql’

cosi la funzione V, & una quantitd costante, ed X, equivale al
quoziente intero della divisione di A per B, regolata com’ ¢ detto
o’ numeri 8 e 19: quoziente figurato da g, ; ma cio del resto risul-
ta direttamente dalle stesse espressioni di V, ed X, essendo
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a, a, a..; Q. 1 a, (11 d._, da; 0

00 .0 b O o0 .0 b
V== 0 0 b, b, O X = 0O 0 .b b x

0 bo bE"'ﬂ E—-1 0 0 bo . bswz bs 1 R

bo bx c—1 be 0 bo bI bs—»—x bs €

25. Per r—n—+1 la formola (11) darebbe
Pn+x:AVTn+x+BXn+x ’

ma ¢ 5,,,=0 (n° 20, e nota), cosi risulta in queslo caso
0=AV, +BX,,- (12)

Osserviamo attualmente che i gradi delle funzioni V,,,, ed X, .,
sono rispettivamente uguali a quelli delle funzioni B ed A, poi-
ché la prima & di grado n, e I'altra & di grado m (n® 22).0ra noi
supporremo in primo luogo che le funzioni A ¢ B siano prime tra
loro; e siccome i valori di @, che annullano la funzione A, deb-
bono ridurre a zero il prodotto BX,, .. cosi, non potendo essi
annullare il fattore B, dovranno invece annullare I’altro fattore
V, ... Segue da cid che le funzioni A ed X,,,, che sono di gradi
uguali, e si riducono a zero pe 'medesimi valori di x, non pos-
sono differire che per un fattor costante: fattore che puo ancora
agevolmente determinarsi. In fatti i termini di questc due fun-
zioni, i quali contengono la pili alta potenza ™, hanno rispetti-
vamente per coefficienti a, ed a,D,, (n° 23); ¢ ne conseguila

X,..—DA. (13)

Nella stessa maniera si dimostra che anche le funzioni Be V,,,,
non possono differire che per un fattore indipendente da z, ¢

quindi
Vax=—D,B . (1%)

96. Continuando a conservare la ipotesi che le funzioni Ae B
siano prime tra loro, andremo a porre in veduta alcune interes-
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santi relazioni tra le funzioni V ed X. Si & gia veduto (n® 20) che
tre consecutivi semplificati residui sono legati dalla relazione

2 e
D?‘-—: Fr—a _“qf‘ aor-I+DT—2 ,5;-*:0 ’

e pero sostituendovi i valori di p,_,, p,_;» or » Che si traggono
dalla (11), s1 otliene

(D:i—xvv?‘mz’—_qr‘rr—x =1 Df‘_,z-‘r;r:} A )
- (15)

+(D:-IX7‘-——2 T qrxr——: I D:——z Xr:’ B=0: s
]

formola in cui i valori regolari di » sono tutti gl'interi da 3 ad
n, e sard anche lecito di porvi r=n—1. Per r=—==2 si avrebbe

(D;V,—¢.V,+D V) A+ DX —¢,X,+DX,) B=0;

ma qui i simboli D, V,, X, esigono interpetrazione. A tal’ efletto
sostituiremo direttamente nella seconda delle (10} i valoridi p e
pe, tratti dalla (11); e si ha in tal guisa

{-——-qzvl-f—a,VE)A-%—(Df——-_.qu,—i—%X_z}B:O .
Paragonando questa relazione con la precedente si conchiude
D=y, =it , V=0 , X, =L

(iid posto & chiaro che nella (18) il moltiplicatore di A ¢ una
funzione di x di grado r—1, e quello di B di grado m—n-+r—1;
cosi, finché » non superi a, il grado di A sara maggiore del
grado del moltiplicatore di B; e quello di B maggiore del gra-
do del moltiplicatore di A. Intanto,siccome i valori di x, che an-
nullano A, debbono ridurre a zero il moltiplicatore di B, ne se-
gue che questo moltiplicatore e identicamente nullo finche r sia
minore, o tutto al pil1 uguale ad n; e percio sotto questa limita-

zione ¢ identica I'equazione

Dr_ Xro—4r X+ Dr_. X, =0.
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Per r=—n-+1 il moltiplicatore di A ¢ di grado n, cioé dello stesso
grado di B; e viceversa il moltiplicatore di B ¢ di grado m, ch’' ¢
il grado di A. In questo caso potremmo solo affermarc che 1" e~
quazione

D; Xn_, — Gt Xﬂ—i—Di_l Xn_ﬂ_—_"_ﬂ

& verificata da’ medesimi valori di , che annullano A; ma sic-
come questi valori riducono a zero il termine D2 X, » €ssl
ridurranno a zero anche la rimanente parte; e da cio risulta che
I ultima equazione & parimenti una identita. Dimostreremo in
un modo consimile che il moltiplicatore di B ¢ anch’esso identi-
camente nullo per tutt'i valori di r da r=2 fino ad r—=n-+1; ¢
quindi abbiamo le due relazioni generali

DV, .—q,Vr+Dr.V,=0, (16)
DX, ,—¢.X, ,+Dr_.X,=0, (17)

la prima delle quali stabilisce un nesso fra tre consecutive fun-
zioni qualunque della serie Vo, V,, .., Vs Vyiys € 1" altra
fra tre funzioni della serie X,, X,, .., Xu» Xpir-

27. Se si elimina g, tra le (16) e (17) si ha la relazione

Dr_.(V, . X,—X,_, V) =Dr (V.. X, i — X Xo)

la quale, facendovi successivamente r=2, 3, . . , 7, porge una se-
rie di identita, che moltiplicate tra loro, membro a membro, dan-
no per prodotto

DE (Vr—xxr """Xr—xvr) = Di—l (Voxx '_"“XOIVI> >
ma siccome (0’ 2% e 26) V=0, V,=—D;, X,=1, cosi risul-
ta secmplicemente
V,.__IX,.-—XT__IV,.ZD?-_; ’ (18}

o sott’ altra forma
\Vr——x Xr——:}:]):—x *

vV, X,



150
In fine, se si risolvano rispetto ad A ¢ B le due equazioni

Py—y— AV, ,+ BX,_;
— AV,,. -+ er ’

by

e si tenga presente che il loro denominator comune equivale a
D,_, , otterremo

1
zxr_"'PrXr—x) b4 B::: D'e (Prvr._;"—P r—-xvr}’ '

r—1

—_— e {
A== D Py

98. Le formole qui stabilite si applicano con vantaggio ad im-
portanti quistioni, e segnatamente allo sviluppo di una funzione
fratta razionale in frazione continua. Osserveremo intanto in que-
sto punto che,fino a che le funzioni A e B sono prime tra loro, ed
i principali coefficienti de’semplificati residui diversi da zero, due
funzioni successive qualunque, tanto nella serie Vyiys Voo« -
V,, V,, quanto nell'altra X, X,, .. X,, X,, X,, sono ne-
cessariamente prime tra loro, vale a dire non possono esscre an-
nullate da uno stesso valore di 2. Di fatti se Ve V,_, potessero
esser nulle ad un tempo,allora in virti della (16) sarebbe pur nulla
la funzione seguente V,_,; ma quindi, mutando in questa for-
mola 7 in r—1, si troverebbe anche nulla V'altra funzione V,_,;
¢ cosi continuando, si perverrebbe a conchiuder nulla Pultima
funzione V,; il che & assurdo, perche quest’ultima funzione ¢ una
costante. Similmente, per essere X, =1, si conchiudera per
mezzo della (17) che la stessa proprieta compete eziandio all’altra
serie. Del resto questa proprieta pud dedursi anche piu immedia-
tamente dalla (18), la quale a colpo d’ occhio dimostra impossi-
bile I’ esistenza di un fattore in 2 nel primo membro; impercioc-
ché questo fattore dovrebbe essere un divisore del secondo mem-
bro; il che & impossibile, essendo D;_, una quantita indipenden-
te da x.

99. Passeremo ora ad esaminare quali modifiche subiscano i
risultamenti, che precedono, quando le funzioni A e B non sono
pit prime tra di loro. Noi dunque supporremo ch’esse ammetfano
un massimo divisor comune di grado n—r, che dinotiamo cou G,
ma che non pud differire che per un fattor costante dal semplifi-
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cato residuo dello stesso grado, vale a dire da p,, di modo che
dovranno a tale uopo verificarsi le n—r condizioni (n° 21)

D,—=0,D.,,=0,D,=0,.., D,=0.

Ed ammetieremo inoltre che D, D,, .., D, siano tutti diverst
da zero. Cid premesso, se indichiamo con A ¢ B i quozienti, che
si ottengono dal dividere per C le funzioni A e B, avremo

A=—CA' , B=CB;
ma &, secondo lipotesi, p,,, = 0, e quindi a cagione della (11)

AV, +BYX,, =0

adunque, per la sostituzione de’ valori precedenti di A e B, sop-
presso il fattore C, del quale non abbiamo a tener conto, risul-

tera
AV, +BX, —0. (19)

Osserviamo attualmente che le funzioni A" e B’ sono I'una di gra-
do m—n—-r, Valtra di grado r; e poiché lefunzioniV,, ed X,
sono rispettivamente di gradi r ed m—n-+-r (n°22), ne segue che
i gradi delle funzioni A’ ed X, sono tra loro uguali, al pari di
quelli delle altre due B' e V,.,,. Ora, siccome le funzioni A’ e B’
sono prime tra loro, si vede che la relazione (19) si trova esatta-
mente nelle medesime condizioni della (12), e ne deriva che le
funzioni A’ ed X, , non possono differire tra di lero che per un
fattor numerico, al pari delle altre due B' e V..

Cosi noi siamo condotti alla conseguenza singolare e merite-
vole' di attenzione che « il determinante X,,,, faita astrazione
» da un fattor numerico, esprime il quoziente della divisione
» della funzione A pel massimo comun divisore tra A e B; e che
» similmente l'altro delerminante V,_ . esprime anch'esso il quo-
» ziente della divisione della funzione B per lo stesso massimo
» comun divisore ».

30. Siccome le funzioni V,,, ed X,,, hanno per principali
coefficienti — b,D,.,, ed aD,.,, e che D, ,==0, parebbe a
prima giunta che queste funzioni dovessero ridursi ai gradi di
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V,..ed X,,,; ma poscia in virtu delle relazioni generali (16) e
(17) & agevol cosa ariconoscere che queste funzioni e tutte le altre
di grado superiore V,,, V,,, ete., X,,, X, etc. debbono
essere identicamente nulle. In quanto poi alle due serie di fun-
zioni di gradi inferiori V., V,,.., V,ed X;, X,, X,, .., X,
& chiaro che debbono sussistere tutte le relazioni stabilite nelle
formole precedenti; e due funzioni successive qualunque, sia
dell’'una, sia dell’altra serie, non potrauno avere un fattor comu-
ne funzione di . |

Trasformazione de’semplificati residai
nella ipotesi che 1a funzione B sia la derivata di A.

31. Quando la funzione B & la derivata di A le quantita D,,
V,, X,, e quindi i semplificati residui, si possono facilmente
esprimere per mezzo delle somme delle potenze simili delle ra-
dici dell'equazione A=—0. Supposto in questo caso

A=—a 2" +ax" 7+ +a, x+a,,
B=b&"*+bx" "4+ +b,,,
se dinotiamo con s, la somma delle um¢ potenze delle radici del-
I'equazione A—0, & noto, o facilmente si dimostra, che un coef-

ficiente qualunque b, della funzione B, che ora riguardiamo come
derivata di A, & espresso da

b, ==01S ;g Sy Ajp_oS,+* * =+ S (20)

espressione che si annulla tostoché k£ supera n—1; di modo che
si ha la serie di relazioni

b, =a,s, s ApSy QS+ - +as, —0
b, —a,s,+a,s,; y QS =y Sptvr 0,5, =0
b, =a,s,+a,s,+as;s, I T S SRR o I |

e v e e s e e . y QpSy0y_ S, ++ 4D 8, =0

by =l So=0y o5, ++ +0sS,_5 5 €lC. etc. etc.
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serie che puo continuarsi a piacere. Ma d’altra parte bisogna te-
ner presente che, essendo B la derivata di A, si ha pure

b—=na, , b=(mn—1a, , b~—=m—2a, , etc.

Cid premesso considereremo dapprima il determinante

a, - ar—~p o Qg Op y Qp Gy - Upy o Uy

0 . a, . a,,0a,, a QG . Ao g . Uy

0 . 0 a, a, a, a Qs + Opig
b 0 . 0 | S I M
r— 10 0 0 0 b, b, . b, . b,

0 0 0 b, b, by . by, . b, |’

0 . 0 b, b, by by . by, . b,

0 by bpy bp i by by o by o by

bo . b-r-— p ° br——»z br—» 1 br bﬂ”—i—: . br+q . bar

nel quale, oltre alle prime, ed ultime orizzontali di ciascuna sca-
la, abbiamo pur messo in veduta la (p+1)™* orizzontale dclla
scala inferiore, e la sua associata nella scala superiore; e lo som-
metteremo alla seguente trasformazione, che punto non altera il

suo valore:
» Rimanendo immutata la scala superiore, da ogni orizzontale

» della inferiore toglieremo la sua associata nella superiore, mol-
» tiplicata per s,, con tutte le altre che la seguono in questa sca-
» la, ordinatamente moltiplicate per s,, s,, s,, etc. »

Sia b, un elemento qualunque della (p+1)™® orizzontale della
scala inferiore di D, , e s'indichi con g quello che gli corrisponde
nel trasformato; cosi per la legge di trasformazione avremo

B==b, (@S0, 5+ 0y paSpy) - (21)

In questa formola I'indice di @, in generale, si estende decre-

scendo da p fino a p—p--1; ma & chiaro che quest’indice si esten-
21
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derd fino a zero, se I'elemento b, appartenga ad una delle prime 7
verticali di D,, perche in ciascuna si trova I'elemento iniziale a,.
Per siffatti elementi adunque il secondo membro dell’'ultima for-
mola & sempre nullo, perché il polinomio chiuso tra parentesi, in
virti della (20), equivale a b, ; e ne risulta che per ciascuno di
essi si ha 5=0. Cosi, mentre le prime r orizzontali del tras-
formato formano una scaladi grado 7, sono poinulli tutti gli altri
elementi delle prime r verticali; e percid sara lecito di soppri-
merne le prime r orizzontali, e le prime 7 verticali, a patto che
il nuovo determinante ottenuto in tal guisa,e ch’¢ di grado r+1,
sia moltiplicato per a;. In conseguenza, chiamando D' questo

nuovo determinante, avremo
D,=a’D’; (22)

e supporremo intanto

O

z r = /
00 Po,x Poz * Pog * Bor |

Iex,o 191,1 ﬁx,z * ﬁz,q * @x,r

|

D’ » »
lep.o pp,x 5}?,2 . iep,q * @P;’!‘

* -

2 Pl
Uro Ur.x 161",2 ' ﬁr,q o Pra

Siccome I’ elemento £, , di questo determinante provviene dal-
I'elemento by, della (p+1)"" orizzontale della scala inferiore di
D, , ¢ chiaro che per avere espressione di 3, , basta cangiare

nella (21) I'indice ¢ in p+q; ¢ con cio si avrebbe

ﬁp,qf’:bmq"_(ap+qso+ap+q—xsx+ ** +aq+:5p-—z) :

ma essendo per la (20)

Op+

(A, Sot0prg xSt SOy 1Spg) T+ OgSp o+ T AoSpug 5
risulta pilt semplicemente
Bp.—0gSpOg—sSprat * T hedpig -

Questa formola porge le espressioni di tutti gli elementi di D".
Facendovi successivamente p=0, 1,2, .., r, sl ha la serie degli



155
elementi della (g+1)™? verticale, espressi nel modo che segue :

Bo,7=0gSoH g1 o 88
By ¢S+ 0y S, + 0 Seiy

- - L L.

ﬁr'qz_—aqs,-}—aq__,s,.ﬂ “+ .0 -+ a08q+,. .

Ponendo in queste formole g==0, si ottengono gli elementi della
prima verticale di D', espressi tutti da monomii; ponendovi g=1,
‘si hanno quelli della seconda verticale, espressi da binomii; e
cosi continuando fino a porvi g=r, si avranno quelli dell'ultima
verticale, ciascuno espresso da un polinomio di r+1 termini ;

talché sara

a’aso axso+aosx azso -+ axsx—}—aosz £ arso+ «o A5,

a,$; 4,5,+05, Qe = A8, 0S5 oo ApSy e QS
oo v

D'=ias, a5,+05; s+ 05+aS, . QSytr+qSr s

- L] L] » ) *

aySy A8+ 00Sr 1 oSy 0 Sy AoSpine » St —+AoSor

E chiaro attualmente che, se questo determinante si decomponga
in determinanti ad elementi monomii, i parziali determinanti
debbono tutti annullarsi,eccetto quello che si forma col prendere
Pultima verticale semplice in ciascuna verticale complessa (parte
12, n° 48) ; e siccome tutte le verticali di quest'unico determi-
nante hanno il fattore a,, chiamando H, il determinante di gra-
do r-1, che si ottiene dopo aver soppresso da ciascunaverticale

il detto fattore, vale a dire ponendo

S, S, . &

: S2 8 e Sp.x

s‘!‘ sf‘-}-l ST‘+B ‘ 321"
si avra D'==a’""H, ; e quindi in virta della (22) risultera
D,—a; "H,. (23)

32. Siccome la funzione B & di grado n—1, sara p,_, I'ultimo
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de’semplificati residui, quello cioé che ¢ indipendente da z; e
percio i valori regolari dell’indice r nell’ ultima formola saranno
tutti gl'interi da 1 ad n—1; pe’ quali adunque si ha la serie di
relazioni | |

—g 3 —_— —e s TIY — 2R3
D,—a H, , D,—aH, , D.=aH,,.., D, ,—a;"*H, .,
dove

HI: 80 SI L] HQ": 30 51 82 ’ 9 %0y HR""'I:— 30 SI 33 [ ] s“(___! -
A

Sﬂ-*—l Sﬂ Sﬂ—!' 821@—2

Per r=0 si avrebbe D,~—a,H,; ma & H =s,; percid sara
Dj/=a,, . Ed in fatti, essendo attualmente :==1, si ha (n° 26)
D;=b;, e D,=b,;donde segue, com’esser dovea (n°31), b—=a,s,.
Del rimanente, essendo la funzione B la derivata di A, si ha nel
caso presente b —na, ; quindi na,—a,,; e ne segue s,—n.

Per r=—n si ha

o SR g
Dn"""ao Hn ’

ma ¢ D,—0, perché¢ ,,—0 (n° 20, e nota), quindi sard pure
H,==0; come in fatti risulta dal sistema di relazioni

a,s, +a’n—-xsx = +aosﬂ =0 ’ \

a,s;, -+a, S, ==& o +aosn+1 ==() ’

ApSp +Ap 1Spyy =0 -+Q,8,, =0, - (‘)!l-)
ApSpts +8pySprp o +aoszn+x::0 ’

. . - . . . . s & » . -

QpSpip +an--xsn+p+: e '+aosan+p““‘”0 >

L] L] L L] L] L] - » L L] *

le quali debbono sempre coesistere ed in qualsivoglia numero ; e
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ne deriva ch’' & sempre nullo il determinante di n-1 delle prece~
denti relazioni,qualunque esse siano;e percid & nullo H,, il quale
non & che il determinante delle prime n-+1 di tali relazioni.

33. Dopo cid possiamo affermare che ogni determinante di
grado superiore ad n-1, che abbia la forma del determinante H,,

& identicamente nullo. Ed in vero essendo

So L . Sn Snx

S, Sg . Sn+! S,n+2
Hn+r x L] L ] L ]
sn Sn+1 * 82’!& 82n+:

sﬂ-+r sn+a * snn+1 sz’n-,-a

se si sviluppa questo determinante nella somma de’prodotti de-
gli elementi dell’'ultima verticale pe'rispettivi complementi alge-
brici, e si osservi che ciascuno de’complementi ¢ il deferminante
di n-+1 equazioni del sistema (2%), si riconosce che i comple-
menti sono tutti nulli; ¢ quindi & nullo lo stesso determinante.
Da ¢id poi segue senza pilt che dev’ esser nullo ogni altro deter-
minante di grado superiore, in guisa che si avra in generale

H,_,.,=0, per tutt’i valori interi e positivi di p, a cominciare

da p==1.
34. Applicando a ciascuno degli altri due determinanti X, eV,
le medesime trasformazioni per le quali siam passati dal deter-

minante D, ad H, , & evidente che in quanto al primo di essi X,
debba risultare

Ay o Qp_,0p 4 Oy o Qop 0

o.

S

-3

I
OSSO
SO o R

_— 2T
by =l s =a, {S; Sy S; o Spq T |’
L] bo b! » br L * -* *» [
2 T
. b, b, b,.b. . 8¢ Sp58pige Sepy X

»

-
L
L
L

)
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ed in quanto all’ altro determinante V, , se si ponga in generale

qusoa:}‘—}— 5, TH% -+ -l--sy__,[-iv-l-s,,c ’
& chiaro che gli elementi dell’ ultima verticale del trasformato
saranno 0 , —u, , —U, 5 - » , —U,_, ; € Si ayra in conseguenza

o1

ao ¢ ar—e a’r-——x ar * a’zr—l T

0 .a, a, a,-0,, & S, 8, S; S 0
0.0 a a,.a 1 S, 8, S5 S Y
V=0 .0 0 b, .b._, 0 [==a)|s,;8 & S % '
0.0 b, b.b 0 e e e e e
0.b b, b,.0. ., 0 8 Sy s Srin » Sar—z Yr—1

bo by br—-'z b-r « by s 0
3%. Ponendo per compendio
S, 5, + Sp_p 1 So Sy« Spes
s, 8, .« 8§ X S, Sq - Sy U,
Ly e 9 —_—
r S, Ss - Sr+1 &z ’ Ur‘"’ Sp Sy * sr+z u’: ’

x?‘

S‘I" sf'-i-l * ssr—-r 31" Sl"+l ¢ Saf—l u‘f—-l

le formole precedenti diverranno
X, =0, Zy ’ V,y=— a’err ’ (25)

ed i valori dell'indice r saranno ancora tutti gl'interi da 1 ad n—1;
ma sard anche lecito di porvi r=n (n.° 25). Per =0 si avrebbe
X —=1Z,, e V;=—"U,; e cosi & in fatti, poiche si ha 1=X =—Z,
e 0=V =U,. Per r=n--1 sarebbe

s, S, S, 1 S, 8§ 8, O

S, S, +Spay T S, 8¢ o+ Spig U
pei=] » a =« + = s Upes=l s = o« @ :

Sn Sn+x * San x" 5, Spexc Sen Up

Snix Sn+e * Senaax " Snix Snie o Sanga Un
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ma ciascuno di questi determinanti é identicamente nullo; il
che subito si riconosce considerando, come al n.° 33, i loro svi-
luppi in somme di prodotti degli elementi delle ultime verticali
pe'rispettivi complementi algebrici: complementi che gia sappia-
mo di esser nulli.Quindi risulta che le funzioni Z, ,ed U, ., le
quali appariscono rispetto ad « di gradi n+1 ed n, sono identi-
camente nulle; e con esse lo son pure in conseguenza tutte le al-
tre di grado superiore Z, ,, Z, ,,etc.ed U, ., U, ,, etc.

36. Per le formole stabilite in questo articolo tutte le relazioni
sviluppatle dal n.° 22 al n.° 26 possono trasformarsi in termini
delle potenze simili delle radici dell'equazione A—0; ed in par-
ticolare mediante le relazioni (13)e (14) potranno esprimersi per
mezzo di queste potenze la stessa funzione A, e la sua derivata B,
per le quali risulta evidentemente

H, A= aoZn y Hn—-xB: a‘oUn ;

vale a dire

S, S, - 8, S, 8, 8, 1

S]; sg . sﬂ Sl Sz . Sn {L‘

Sa Sy + S8, A=@,l85, 8, . S, & ,
n

Sp—1 S - Sen—e Sn sﬂ-+r » Sop—r L

So Sy ¢ Sp_, S,8, =+ Spy 0

$; 8, =8y B—a S, 8, .8, U,

$i 8« Spg 018, 8 o Sy Uy .

S 5 Sn. o Sor S Spag « Ssu_p ity 5

37. Daremo termine a questo articolo con una osservazione di
molto interesse , comune alle tre funzioni D,, V., X, ed allo
stesso semplificato residuo o, , la quale consiste in cio che cia-
scuna di queste funzioni é divisibile per a,. E di fatti, siccome Ia
prima verticale de’ determinanti che le rappresentano , contiene
due soli elementi diversi da zero, cioé il primo a,, € I'ultimo &,
essendo attualmente b,=—na, (n° 31), gia si vede che questa ver-
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ticale & divisibile per a,; € per sopprimere un tal fattore basta
scrivere rispettivamente 1 ed n in luogo del primo e dell’ ultimo
elemento della prima verticale.

¥ chiaro intanto che, in seguito della soppressione di questo
fattore,il determinante D, diviene una funzione omogenea di grado
2r rispetto ai due sistemi di coefficienti a,, a,, a,, elc., € b, by
b, , etc.; ma sostituendo agli ultimi i loro valori na,, (n—1)a,,
etc., risulta che il determinante diviene in fattl una funzione
omogenea di grado 2r rispetto ai soli coefficienti dell’equazione
A—0. Cosi, in particolare, il determinante D, _, sara, dopo la
detta soppressione, una funzione omogenca di grado 2n—2 dei
coefficienti a@,, G, Qs ¢ + 5 Q- ()

38. In conseguenza di queste dichiarazioni, quando nelle ap-
plicazioni avremo a considerare le funzioni D,, V,, X, pr, ID
rapporto alla funzione A ed alla sua derivata, supporremo co-
stantemente che da ciascuna sia stalo soppresso il fattore a,,
con modificare semplicemente nel modo detto poc’anzi la prima
verticale del corrispondente determinante.E, cio bene inteso, per
non alterare la nostra solita notazione, continueremo a dinotare
queste funzioni con i medesimi simboli D, V.5 Xypy pr3 di tal
che, nella ipotesi di cui si tratta, le formole (23) e (25) diver-
ranno rispettivamente

— T o271 QP or—i1 ¥7
])’----—---'Cl0 Hr ] .‘ r—-—'—au Zr ) ‘ r— — ao I”T .

(*) La proposizione enunciata in ultimo luogo sembra dovuta all’itlustre
Jacobi, e dessa & quasi il fondamento della sua bella memoria sul numero
delle tangenti doppie che puo ammettere una curva di grado n. {Questa me-
moria pubblicata in tedesco nel tomo XL del Giornale diMat. di Crelle, trovasi
ancora inserita nel tomo 1L degli Annali di Mat. del Tortolini, tradotta in ita-
liano dal ch. Prof. Rubini}. Pud intanto osservarsi che la proposizione, di cui
si tratta, e che si estende a tutli i semplificati residui, risulta immediatamente
dalla estrema evidenza alla quale abbiamo ridotto la legge tanto semplice,che
presiede alla loro composizione, ed a quella de’ loro coefficienti, e che fa ac-
quistare a queste funzioni una positiva importanza; di che saranno una prova

alcune delle seguenti applicazioni.



§. IIL.
ELIMINAZIONE TRA DUE EQUAZIONI.
1. Supponendo che debbano coesistere le due equazioni

A—a x"+-a, 2" +ax" 4 o 4-a,=0 ,

:bomn +b1wn-! _{_bﬁxnw2 + ‘e -,L-—bn :-:;0 "

cid importa che esse abbiano per lo meno una radice comune; ¢
quindi i coefficienti dovranno soddisfare ad una certa condizione,
la quale & il risultamento della eliminazione di 2 tra le equaziom
medesime, e che chiamasi risultanle; ma queste nozioni saranno
meglio chiarite dal seguente evidentissimo principio:

Se due o pin funzioni intere Alx), B{x), etc. sono annullale da
uno stesso valore di x, ogni altra funzione infera che possa dedur-
sene col combinarle in qualunque modo, anche dopo averle molli-
plicale per arbitrarie inlere funziont, dovra necessariamenle essere
annullata dal medesimo valore di z.

Siano infatti ¢(x), ¢{x), cte. arbitrarie funzioni intere di x; ¢
consideriamo per escmpio la combinazione

A (@) g (@) = B (z) b (@) = ele.

Allora, se dinotiamo con F(z) il risultamento che si ottiene in
seguito delle possibili riduzioni, avremo I'equazione identica

A (@) 5 (@) == B (@) 3 (1) = ete. = F (2

e perd, se « sia un valore di x capace di annullare le date funzio-
ni, risultera

A (ac) o («) =B (2} (2) 4= ete. = F(«;

ma il primo membro ¢ nullo a causa di A(«)=0, Bl«)=0, clc. ;
percid sard pure F(«)=0. Cosi qualunque radice comune alle
equazioni A—=0, B=0 & ancora necessariamentc una radicc del-
I'equazione F=0.

9. Date due funzioni inlere A(x), B(x) vedremo che general-
mente & possibile di dedurne novelle intere funziom di qualsivo-

t) )
T
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glia grado determinato, non escluso il grado zero. In quest’ultimo
caso la nuova funzione sara indipendente da x, e pero funzione dei
soli coefficienti di A e B, la quale, in virtu del principio poc’anzi
dichiarato, sara nulla, se le equazioni A=—0,B=—0 ammettano una
o piu radici comuni; e, se si tratta di equazioni generali, quella
funzione uguagliata a zero esprimerala condizione per I'esistenza
di una radice comune; vale a dire sara la risultante delle date e-~
quazioni. Se poi la nuova funzione dedotta dalle primitive siadi 1°
grado, ammessa l'esistenza di una sola radice comune, il che im-
porta lo svanimento della risultante, I'espressione della radice st
avra nel valore di z tratto dalla detta funzione uguagliata a zero.

3. Ma tuttavia convien riflettere che Ia proposizione inversa
non ¢ generalmente vera; vale a dire potrebbe svanire la risultan-
te, senza che csista la radice comune; il che dipende dal fatlo
che, potendo otlenersi una risultante con metodi e procedimenti
diversi, nulla v’ha che obblighi a supporre esattamente identici
i risultamenti che si otterrebbero in siffalta guisa. Puo dunque
bene accaderc che nella risultante trovata con un certo metodo
s’'incontri qualche fattore, che un altro metodo non introduce; al-
lora I'annullamento di quel fattore trarrebbe certamente con sé
I'annullamento della prima delle due risultanti, ma non pero
quello dell’altra; e quindi la non esistenza di una radice comune.
Segue da cio che non possiamo indifferentemente tenere come ri~
sultante di due equazioni una funzione qualunque de’loro coefii-
cienti dedotia dal combinarle in qualsivoglia modo; ma € mestieri
che la medesima soddisfi a delle condizioni, che or ora verranno
dichiarate, le quali assicurino esser dessala vera risultante, cioé
non ingombra da fattori estranei, ¢ quale percio fu detta da Eu-
lero aequatio finalis genuing.

%. In cio che segue noi continueremo a supporre che il grado
della funzione A non sia minore di quello di B; vale a dire che m
non sia minore di n. Cid premesso osserviamo che tra i molti me-
todi che si possono immaginare per dedurre dalle funzioni A, B
una novella funzione intera di grado assegnato ¢ minore di n, si
presenta naturalmente quello del massimo comun divisore, il
quale con processo uniforme porge una serie di funzioni di gradi
decrescenti da n—1 fino a 0 ; funzioni che sono per lo appunto
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i successivi residui. Cosi, in particolare, T ultimo residuo di
grado 0 ¢ gid una risultante delle equazioni A=—0, B=0; ma
essa & ben lungi dall’essere la vera risultante, poiche la natura
istessa del metodo ordinario introduce necessariamente nelle suc-
cessive divisioni do'fattori estranei (veggasila dimostrazione nelle
note alla fine), che crescono di numero da una divisionc all'altra
fino allultima; e che percid rendono inutile la risultante che si
ottiene in siffatta guisa. Ora questi fattori estranei sono quelli
precisamente , che abbiamo messo in veduta nel §. precedente
(n® 14); e quindi nella presente ricerca noi potremo ai completi
sostituire i residui semplificati p,, pyy « o5 P> l'ultimo de’quali
indipendente da x, equivale a D,, vale adire al determinante
della matrice quadrata a due scale dell'ordine n, relative alle se-
rie de’coefficienti di A e B: determinante il quale & di grado m-+n.
Adunque secondo queste indicazioni sard
D,=—0

la risultante delle equazioni A=—0, B=0; ma resta ancora a pro-
vare che sia questa una vera risultante.

Osserviamo a tal’effetto che D, ¢ una funzione omogenea det
coefficienti di A e B, di grado m-+n; ma in particolare omogenea
e di grado m rispetio a'coefficienti di B, ed omogenea ¢ di arado
n rispetto ai coefficienti di A. Posto cid supponiamo che in un
caso particolare I'equazione B—0 sia ridotta a due soli termini
contigui qualunque, per modo che in ogni caso con la soppres-
sione del fatlore in x , comune ai due termini, potra ridursi ad

un'cquazione di 1° grado, come per esempio

b,,..’L‘ = b*r+1 ' (1)
da cuil poscia ricaveremo
— b'?'--]-!
X == ——
b,

Sostituendo ora questo valore di nell’equazione A==0, e poi li-
berando da’ fratti, si ottiene I’ equazione

m

Abyrry+a ,b?‘:I b+ azbz.—fbﬁ ..+, b =0,

necessariamente omogenea e di grado m rispetto ai due coefficienti
b, eb,., Oraquesta equazione non ¢ che 1a risultante dell'equa-
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zione A=0, e dell’equazione (1), la quale dev'esser contenuta co-
me un caso particolare nella risultante delle equazioni A=0,
B—=0, e deve potersene dedurre annullandovi tutt’i coefficienti
di B, eccetto i due considerati b, e b,.,,. Segue da cid che nella
risultante generale i coefficienti di B non possono ritrovarvisi ad
un grado minore di m; e si dimostra nella stessa maniera che
quelli di A non vi si possono trovare ad un grado minore di n.
Dunque questa risultante generale & necessariamente 1'equazione
D,=—0, nella quale non puo esistere alcun estraneo fattore; dap-
poiche con la soppressione di un tal fattore la funzione D, non
piu conterrebbe al grado m i coefficienti di B, o al grado n i coef-
ficienti di A ; il che é impossibile.

9. In siffatto modo abbiamo nella maniera la piu semplice ed
immediata la risultante delle equazioni A=—=0 ¢ B=0, rappresen-
tata da un determinante di grado m—+n ; che del resto pud subi-
to trasformarsi in un determinante di grado m (par. 12, n* 123
e 127). Pero qui bisogna tener presente che, se questo determi-
nante ¢ simmetrico, allora la risultante sara divisibile per af,
dove : ==m—n; ma questo fatlore puo sopprimersi all’ istante,
mutando solo le prime ¢ orizzontalt in una scala inversa di gra-
do ¢, formata con la serie de’ coefficienti della funzione B; e con
tal modifica si rende anche pit semplice lo sviluppo ulteriore del

determinante.
Cercando per un esempio la risultante delle due equazioni

A=—=ax'+bx’+cx’+dr+e=0 ,
B=px’+qx’+rax-++s=0 ,

possiamo immediatamente ¢ senza calcolo di sorta averla nclla

forma
a b ¢ d e 0 0

d a b ¢ d e €
0 0 a b ¢ d ¢
lo 0 0 p g r s{=0,

O 0 p gr s 0
O p g r s 00
p g r s 0 00
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ovvero nell altra pitt compatta

ap aq ar as
aq ar-+bg—-cp as-+br—dp bs—ep 0

ar as-+br—dp bs—ep—+cr—dq cs—eq |
as bs—ep cs—eq ds—er

Essendo attualmente =1, questa risultante dev’essere divisibile
per a ; e di fatti il fattore a apparisce, com’esser dovea, nella pri-
ma orizzontale del determinante, od anche nella prima verticale,
dappoiche il determinante é simmetrico; e bastera quindi di sop-
primerlo nell’una o nell’altra linea.

6. Passando a considerare il caso di piu radici comunti alle date
equazioni, osserveremo che pel principio del num. 1° queste ra-
dici debbono tutte, senza eccezione, trovarsi in qualunque equa-
zione dedotta dalle primitive; mentre se potesse mancarvene al-
cuna, come B, si cadrebbe nell’assurdo

0=A(5)5(8) = B(8) ¢ (§) = ete. =TF (5 Z0.

Quindi supponendo che le radici comunisiano al numero di k, la
funzione F(x) non potra essere di grado inferjore a k; ¢ qualora
il suo grado sia precisamente uguale a questo numero, I'equazione
F x)—o comprendera per lo appunto tutte le £ radici comuni, ed
esse soltanto. In questa ipotesi adunque ogni funzione di grado
inferiore a £, a cominciare da quella di grado A—1, dev’essere
identicamente nulla; e quindi non ¢ piu possibile di avere né una
risultante, né I'espressione di una sola radice comune, né alcuna
cquazione di grado piu piccolo di k.

7. Queste cose debbono adunque accadere quando le date equa-
zioni abbiano in effetti piti radici comuni, ma se si tratta di equa-
zioni generali, possono allora domandarsi le condizioni cui deb-
bono soddisfare i coefficienti affinché esse ammettano un numero
definito di radici comuni. Ora dopo i principii stabiliti possiamo
facilmente risolvere questa interessante quistione. Supponiamo
infatti che le radici comuni debbano essere al numero di £, ed
immaginando che dalle date funzioni A e B sia dedotta una scrie

53
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di k41 funzioni di gradi &, k—1, .., 1, 0, che ora dinotiamo
con ¥, ¥,_,,..,F,, F,, sianod,, d,__,..d,, d, i loro ri-
spettivi principali coefficienti.Posto cio,segue dalle cose poc’anzi
dette che le k radici comuni saranno tutte comprese nell'equazio-
ne I,—0; e di piu che le fanzioni ¥,_,, ¥;_,,.., F,, F, deb-
bono esser tutte identicamente nulle; ma perché cio possa aver
luogo ¢ necessario e sufficiente che siano nulli i loro principah
coefficienti; il che si dimostra precisamente come al n° 21 del §.
precedente; e quindi risulta che I'esistenza delle k radici comunt
¢ subordinata alle k condizioni d,_,—0, d, ,=—0,..,d, =0,
d,=—=0, le quali in tal caso costituiscono un sistema di £ risultan-
ti. Se non che é mestieri di esser sicuro che siano queste delle
vere risultanti, vale a dire non ingombre di fattori estranei; ed
a cio soddisfa pure assai bene il sislema de’ semplificati resi-
dui p,, p,y 05, €lc.Adunque,essendo p,_j > py_piys - » pyp fUNZIONI
di gradi %, £—1.., 1, 0, possiamo enunciare il seguente teorema:

Affinche le equazioni A=—0 ¢ B—0 possano ammeltere k radic:
comunt e necessario e basta che siano nulli i principali coefficieni
di tutti gli uttimi k semplificati residui corrispondenti alle funziom
A e B; vale a dire da quello di grado k—1 fino a quello di grado
zero ; ed allora Uequazione, che comprende esclusivamente queste k
radict, ¢ quella che si ottiene uguagliando a zero il semplificalo re-
stduo di grado k.

Cosi le condizioni di cui si tratta saranno espresse da

D=0,D,=0,D, .—=0,..,D, 4,,=0;

e,quando in effetti esse sono verificate,ogni radice dell’equazione

P%k:Dnﬁk,o xk"i"Dn—k,xxk_I'—I_ i +D’ﬂ-—k;k‘“‘l w+Dn“'k’k:0

sara una radice comune alle due equazioni date A—0, B=—0.
D’altra parte ¢ evidente che le condizioni qui stabilite non pos-
sono essere affette da fattori estranei, perciocché qualunque fat-
tore estraneo, capace di annullare tutte le funzioni D,,, D,,_;,..,
D, ..., sarebbe un fattore estraneo alla prima D,, che gia sap-
piamo di non poterne ammettere.

8. Nelle applicazioni del teorema che precede e utile di tener
presente che 'annuilamento de’ principali coefficienti de’sempli-
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ficati residui, da quello di grado % fino a quello di grado zero,
importa anche I'annullamento di tutti ghi altri coefficienti di que-
ste funzioni; il che rende manifeste altre relazioni, le quali, quan-
tunque non diano luogo a novelle condizioni, valgono non per
tanto a rendere piu semplici le & condizioni necessarie per l'esi-
stenza delle & radici.

Considerando per un esempio le due equazioni

z'+a,x”+a,2+a,—0
.:c"‘—i—b, X —{—bz — 0

perché possano ammettere una radice comune bisogna che sia ve-
rificata la condizione

1 b, b
b, a,b,—a,+b, ab,—a, | =0, (1)

a

b, ab,—a, ab,—b.a,

il primo membro della quale & il determinante simmetrico, con
cul possiamo rappresentare I’ ultimo de’ semplificati residui, in-
dipendente da . Volendo che le equazioni proposte ammettano
due radici comuni, alla condizione che precede bisognera ag-
giunger l'altra

1 b,

=0, @
b, ab,—a,+0b,

che si forma uguagliando a zero il principale determinante delia
matrice costituita con le due prime orizzontali del determinante
in (1), poiché & desso il principale coefficiente del residuo di 1°
grado. Intanto, dovendo ancora esser nullo il secondo determi-
nante di questa matrice, vale a dire dovendo essere

1 b,

==() , 3
b, ab,—a, )

se si sviluppa il determinante {1) nella somma de’prodotli degli
elementi dell'ullima orizzontale pe'rispettivi complementi alge-
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brici, & palese che di questa somma non resta che il termine mol-
tiplicato per b, , primo clemento dell'ultima orizzontale; e quindi
la condizione (1) si riduce a

; b, b, — 0 -

*lab—a,+b, ab—a, ’
¢ siccome non & nullo il primo fattone b, , poiche cio farebbe ac-
quistare una radice nulla alla seconda delle equazioni date, che
non & il caso nostro, dovra invece esser nullo il secondo fattore,
il quale pud ridursi in virth della (2), con sostituirvi b invece
di ab,—a,-+b,; e si vedrad cosi che questa condizione non &
diversa dalla (3). In conseguenza le (2) e (3) sono le condizioni
sufficienti perch¢ le equazioni proposte ammettano due radici co-
muni; o, cio che attualmente & lo stesso, affincheé la prima sia
esattamente divisibile per la seconda (7).

9. Tra moltissimi altri metodi immaginati per ottenere la risul-
tante di due equazioni dobbiamo qui limitarci ad esporre breve-
mente quello conosciuto comunemente sotto il nome di metodo
abbreviato di Bezout, che pud ridursi a quanto segue. Siano le

due equazioni di gradi uguali
A:a.ox”‘+a,:c”“’+..+an:0 5 :boxn—{—blw”“’—{—..—i—bnzﬁ :
Riunendo in ciascuna i primi p termini possiamo scrivere

A=(a P +a,xP ..+ a, 2" T awt Pt =0,

B=—(b &P +b,aP " +..+b, " P bp " P 40, =0,

e cade sott'occhio che, se si moltiplica la prima equazione pel
coefficiente della potenza 2™ ¥ nella seconda, ¢ questa, vicever-
sa, pel coefficiente della stessa potenza nella prima, e quindi si
sottragga il primo prodotto dal secondo, la differenza sara di gra-

(') V. Serret, Cours d’dlgébre supérieure, 2.* edizione, pag. 66, ove lo
stesso esempio ¢ trattato col teorema di Lagrange.
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do n—1; e pero dinotando questa differenza con Y,,, si avrd
‘rpIB(auwpnI—{_ . +ap—1)“A {bomp_z make +bp—~1)

=(a,@" ey ) (b " P Aby VP D) |

=0; 4
(b2 4 4-b, N P a,, n"’"—i—..—}—an)s N

ma, immaginando eseguiti gli sviluppi, questa equazione di-gra-
do n—1 ordinata secondo le potenze decrescenti di x prendera
la forma

([ 1n—2 n ¢
Y=t X" 4y y " T A A (X T ey =0, (B)

dove si ha in generale

Cp— G p+q a0 prgez T o o - lp 2bq-:+ p—qu
(boawq__,—f—bl Aprgot=e -+l o0 b, a)),

o piu brevemente, secondo una notazione concisa altra volta con-
venuta (part. 12, n® 122) |

pQ'_ \ obp-+—q 1) (axbp+£]- )+ +( p—zbq—l)+(ap~—lbq) * (6)

Cid premesso dando a p i successivi valori 1, 2, 3, . ., n, si ot-
tiene dalla (6) il sistema delle seguenti n equazioni, tutte di gra-
do n—1, |

_ n—t n—2 0
=y X A€, X -0, , 2°—0
n—1

Y, =0, & 4 €, BT A e, =0
' o n—x N—2
Y, =€, 2" 4, 2" 4. e, , =0 ), (7)

T n—x N—
Y, =, 2"+ Cpa® = .. €y, 2°=0 /

le quali debbono coesistere con le equazioni date, se queste hanno
una radice comune; ed in tal caso i coefficienti delle (7) dovranno
soddisfare ad una equazione di condizione, che pud subito otte-
nersi eliminando da esse le n potenze 2", 2", .., z, 2°,
considerate come altrettante incognite a 1° grado. Chiamando

adunque K, il determinante delle equazioni (7), la condizione di
23
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cui trattasi sara cspressa (§. I, n®7) da K,=—0, dove si ha

cl,l (.1,2 * Cl.’ﬂr

(12,1 (;2’2 * Cz,n

hni

- e

{ .1 Cﬂ,ﬂ * C'n)n'

e quésta condizione in conseguenza sara unarisultante delle equa~
sioni A=—0, B==0. A ci0 puo ridursi in sostanza il cosi detto me-
todo abbreviato di Bezout per otlenere la risultante di due equa-
zioni di gradi uguali; e poiche le quantita ¢, 4 sono, come vedesi
dalla {6), funzioui lineari tanto delle a,, a,, a,, etc., quanto
delleb,, b,, by, ete., & chiaro che K, ¢ una funzione di grado n,
tanto rispetto aile prime quantita, quanto rispetto alle altre; ¢
percio la risultante K, =0 non puo essere affetta da fattori

estranei (n° 4.

Ma, a prescindere da queste considerazioni, faremo osservare
che la formola {G) coincide esattamente con quella sviluppata nel
n.° 12% della 12 parte per trasformare 1 successivi determinanti
delle matrici a due scale di gradi uguali, formate con le serie di
coefficienti delle funzioni A e B; ¢ da cio segue che K, ¢ un de-
terminante simmetrico equivalente a D, determinante della ma-
trice quadrata a due scale ciascuna di grado n, relatlive alle deite
serie di coefficientl.

In siffatta guisa noi stamo condotti nella pitt semplice maniera
o riconoscere che la risultanle ottenuta col metodo abbreviato di
Bezout, nella ipotesi che i gradi delle equazioni siano uguali,
coincide nel fondo con quella cui mena il metodo del massimo
comune divisore, modificato con la nozione de’sempliticati residui.

10. Del rimanente nella stessa ipotesi il metodo di Bezoul puo
comminisirare immediatamente anche la serie completa de’sem-
plificati residui. In fatti ¢ gia evidente che la funzione Y, ossia
il primo membro della prima equazione del sistema (7) , ¢ per
lo appunto lespressione del primo de’ semplificati residui, vale
a dire di », . Iuoltre ¢ manifesto che I'espressione del residuo
semplificato 4, si ottienc eliminando tra le due prime equazioni
del detto sistema la piu alta potenza "7, a patto pero che que-
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sta eliminazione si esegua formando un determinante di 2.° gra-
do con i coefficienti di tale potenza ¢ con le rimanenti parti delle
due equazioni ; in guish che si avra

n—z2 LRI
Cry Cro x A= Cy s X =+ S Gy l

Pe n--2 n-—3 =
s 1 » ¢ b E 2
Co 4 02,2 X - Uy, N = g 00 .

Similmente si ottiene il semplificato residuo 4, , eliminando con
lo stesso metodo tra le tre prime equazioni le due piu alte po-
tenze 2™ * ed 2™, per modo che sara

N3
€., €, Coy X e Cpy

1,x 1.2
n—3 ‘
x . ¢ GI)n .

it

PS"’“—' 02,1 Cz,z Cz,s

n—3
Cs,x Cs,2 Cs,a X ~+ ..+ cs,n

E cost continuando si avranno gli altri semplificati residui; ma in
generale & chiaro che I'espressione di un residuo qualunque p,. ¢ il
determinante di grado r, che si forma con le prime r orizzontali
della matrice del determinante K, , riunendovi in una le ultime
n—r-4-1 verticali, ordinatamente moltiplicate per le successive
potenze ", 2", .., 2", X, 1; ¢ quindi avremo

b

Nt
Crx Cyp » Cipex Ci® T T sk Y TR A el P

7 ;
csa,: 62,2 * Cz,'r-—-x Ca,’r’w + .t Ca.n——lw_i"cz,u

" A G X Cr

a L] ] L] .

C’r,l cr12 2 CT,')"-—I CT,T'

Ma se si trasforma V'ultima verticalc, aggiungendole tutte le altre,
ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla prima, per le suc-
cessive potenze 2"*, "%, .., 2" """, osservando alle {7) e pa-
lese che gli elementi della verticale trasformata divengono Y, ,
Y,,.., Y,. Inoltre siccome in virtu della {¥) si ha

Y IﬂBao—Abo , 2
Y,=B(a,z+a,)—Abz+1,) .

Y,—=B(a,x*+a,2+a,—Ab " +bx+b,)

- * L] - L L] L] » L - L L

Y’r:'"'—B(aoxrmJ"‘}—a 1-50?‘-2—*" s i ar--x?’"""A 'i;b(;’r'rmr 'J-_b 1‘11" - i hr‘m- :\ s
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si comprende che il nuovo determinante pud spezzarsi in due
parti, Puna moltiplicata per A, l'altra per B ; e quindi se 1 mol-
tiplicatori di A e di B si dinotano rispettivamente con V;. ed X;,
vale a dire se pongasi

2 + € d,
Cox Ca ¢+ Coppg a,r+a,
X’"___ Ci:C30 » Car—: aoxg+a1m+a2

I,r—1I1

» » * i - L] - ] - - ]

b -1 r—3
cf.x C?‘,a * C'r,r——x aox +a1x g ¥ 8 +ar—~x

b

CI,I 61,2 s CI,'?'—I 0
Cax Coz « Cop_y D 2D
'
V=] €31 €32 + Car—s box2+b1x+bz

Bra T = Gy box""‘—}—bxw"“z + ..+ b,

pel semplificato residuo p, avremo evidentemente I’ espressione
PFBX; = A-‘T;. .

Ma & poi manifesto che i due determinanti X', ¢ V', non sono al-
tra eosa,che quelli in cui si mutano i due determinanti gia dino-
tati con X, eV, (§. prec. n° 22), quando si applica a questi ultimi
la trasformazione sviluppata nella 12 parte dal n® 123 al n°® 126,
in guisa che, nella ipotesi della uguaglianza de’ gradi delle fun-

zioni A e B, si ha

f - !
X=X, , r:vf ;

11. La risultante di due equazioni di gradi disuguali 7 ed n
(sempre ritenuto m maggiore di n, e, come al solito, m—n=r¢)
pud ancora farsi dipendere dal metodo di Bezout, con riguarda-
re I'equazione di grado n come caso particolare di un’equazione
di grado m ; il che pud farsi in due modi, o supponendo nulli
i coefficienti delle : piut alte potenze 2™, ™%, .., &%, o invece
supponendo nulli quelli delle « pia basse potenze x*~%, °,.. , &,
2° . Esamineremo brevemente questi due modi, entrambi censi-

derati dai geometri.
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Secondo la prima maniera si tratta di applicare il metodo alle

due equazioni
ni+i

A=—a 2" +a,2™ "+ e -a,_ " "+ax"+ .- +a,,=—0 ,
bomm __i_bla.’.m——l__k . +bs_1$n+x+b8$n+ - —{—bmmo 5

dove perd, a calcolo finito, bisogna porre
U=, =0 5 0,=0 ;. +. b ;=03

con che la seconda equazione va ridotta a
B=b.x"+b,, 2" "4+ +b,=0.

Ora, conformemente al primo caso, nella ipotesi attuale perver-
remo alla risultante K,,—0 , essendo

CI,I cx,a " cl,’m

Cz,t ca,s * Ca,m
K-m: s

*

cm,: cm.s = Cm,m

ma, siccome gli elementi del determinante K,, sono sempre defi-
niti dalla formola (6), ne segue ch’esso e identico col determi-
nante simmetrico nascente dal trasformare, col metodo svilup-
pato nel n° 127 della 12 parte, il determinante a due scale di gra-
di disuguali D, , il quale esprime P'ultimo de’semplificati residui
corrispondenti alle funzioni A ¢ B, di gradi m ed n; ma allora
il determinante K, sard divisibile per a; ; e pero dovendo essere

1
D,— — K, .
aO
la vera risultante sara
1
By g — |
agZ ™

Del rimanente per sopprimere dal determinante K, il fattore ag,
bastera mutarvi le prime ¢ orizzontali in una scala inversa di
grado ¢, formata con i coefficienti di B (par. 1%, n° 128); ed allo-
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ra, se si dinota con K/, cid che diviene il determinante K,, , 1n
seguito della detta modifica si avra

1

— f
-y Km et Km ’
a'o

e quindi sara K/,=0 la risultante delle date equazioni.

12. 1] metodo del Bezout pud, nel caso che si considera, fornire
ugualmente le espressioni di tutti i semplificati residul p,, 5, ps
etc. Ma ora, seguendo il procedimento tenuto nell’ altro caso
(n° 9), per ottenere 1’ espressione del primo semplificato residuo
¢y » Ch’¢ una funzione di grado n—1, bisognera impicgare tutle
le prime : + 1 equazioni del sislema

Y=0, Y,=0,..,Y, =0, Y=0, Y, =0,.., Y,=0,

[

dalle quali col metodo allora indicato possono eliminarsi tutte le
potenze superiori ad n—1. Ed a tale uopo ¢ necessario di osser-
vare che le prime ¢ —1 funzioni Y, , Y,, .., Y._, non sono gia,
al pari delle altre, di grado m—1, ma sono rispettivamente At
gradi n, n+1, n+2, .., m—2, poiché nel caso attuale es-
sendo b =0, b,=0,.., b,_,==0, si ha (7)

Y, =Bq,,
X, :B(a0x+ax) ’

Y ZB{QO.Z'E—Q—F‘QI AR S +a-£__2) >

- E—1
Y, =Bla& " +a,a + - +a. ),
YE_H:B(GO.Q‘:S -f—alxe“‘_g_ vo d, )—Abs .
etc. etc. etc.

Similmente impiegando le prime & -2 equazioni otterremo o, ;

(*) Da cid risulta che nel caso presente la funzione Y, & mancante delle
pitt alte & —1 potenze; che la seconda Y, manca delle ¢ —2 piu alte potenze;
che la terza Y, manca delle ¢ —3 pit alte potenze, e cosi di seguito fino alla
funzione Y._,, che manchera solo della pili alta potenza ™. Ora tutto cio
equivale a dire che per la primasibac,,,=¢ o==.. =0, e~ = 0 ; che
similmente si ha per la seconda ¢, ; == ¢, ,==..==C,,¢-s=0; € COSI di se-
guito fino alla funzione Y., per la quale si ha solo ¢z, ;=0 .
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ed in generale avremo I'espressione di o, impiegando tutte le pri-
me ¢ + r equazioni. Ma d’altra parte & chiaro che questa espres-
sione puo subito aversi nel determinante di grado : + r formato
con le prime ¢ + 7 orizzontali del determinante K_,, riunendovi
in una le ultime n—r—-1 verticali, ordinatamente moltiplicate
per le successive potenze 2", 2" ,.., x , 2°. E se all'ultima
verticale del determinante, che siottiene in tal guisa, si aggiun-

gano tulle le altre,ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla
n—-r+1

prima, per le successive potenze x™*, ™, .., x , Ti-
sultera

CI,I 61.2 * CI Cia ‘ X

‘2,1 c-z,z ke (‘2 g+r-—1 } 2

(.E——I,l C"—x,:! * CE—1_."-4~T—1 1 Tl 8\

Ly - & VO
C;.I € 2 . O ERHESE ‘ £
CC+1,1 CS+I 2 CE-‘*I;E—;-?"—I } g4+1
r
c£+r,1 CE—!—?“,E » CE*PT,E"E-?"—'I -1 E+r

13. Inoltre, tenendo presenti le espressioni delle funzioni Y,
Y., .., Y., ¢ manifesto che I'ultimo determinante pud decom-
porsi in due parti, I’ una moltiplicata per B, I altra per A; ¢
quindi si ha, come nell altro caso,

] B
sr=BX_ — AV _,
dove X7 € cio che divienc il determinante in (8) mutandovi solo -
gli elementi dell'ultima verticale nelle espressioni
a, , @,x+a, , .., ax a2 4 4q,,

E similmente V. ¢ cié che diviene lo stesso determinante in (8)
annullandovi nell'ultima verticale i primi : elementi, e cangian-~
do gli altri nelle espressioni
. 7— r—o
b, , bx+b., , .., b.x I—I'"bs-q-rx e tbpg,

Del rimanente ¢ chiaro che X/, e V. sono i trasformati de’ de-
terminanti gia dinotati con X, e V. (§. II. n® 22) | mediante il
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metodo sviluppato nel n® 127 della 1* parte; ma quindi essi sono
divisibili per af; e per sopprimerne un tal fattore si comincera dal
mutare in ciascuno le prime & orizzontali in una scala inversa di
grado ¢, formata con 1 coefficienti b, , b, 5+ ., b,y mMa poscia
per riguardo al primo X, dovranno annullarsi nell’ ultima verti-
cale i primi ¢ elementi ; ed in quanto al secondo ¢ chiaro che bi-
sogna mutare gli stessi  elementi nelle successive potenze 1,
x. x°,.., x". In conseguenza chiamando X,” e V," cio che
rispettivamente divengono X,’ e V,' dopo la detta modifica,
avremo

1 3
i % e 7
X,= —X,=X],
1
| hfd : v;”

0

14. Risulta da tutto cio che le k condizioni necessarie per
I’ esistenza di % radici comuni alle equazioni A=—=0 , B=0 equi-
valgono alle seguenti

!

K,=0, K. _=0,..,Kyu;.,=0.

le quali nel caso presente costituiscono il sistema delle risultanti
delle equazioni A=0, B==0; ed intanto Iequazione che com-
prende le k radici comuni sara

Pﬂ—"k:K’Tn'—kx + Bﬂl—-—k,l I + L +Kﬂl——k.k£ 0 =

Inoltre le rimanenti m—¥k radici dell equazioni A—0 saranno le
radici dell’ equazione di grado m—*%

1 r

S ’ D nap— »
Xn«—k+1"""‘ '"'a_e' X n—k41 Xn—-IH-I =0;
n

e le rimanenti n—Fk radici dell’ altra equazione B—0, saranno
quelle dell'equazione di grado n—~K
1 1! M
Vn—-k—t—xz TE V n—k+1 — ¥ n—k+x

a

L)

=0 .

15. L’altra maniera di far dipendere la risultante delle equa-
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zioni A=—0 e B=0, di gradi m ed n, dal metodo di Bezout,consi-
ste, come gia si ¢ detto, nel riguardare I’ equazione di grado n
come un’ equazione di grado m, ma nella quale fossero nulli 1
coefficienti delle : pitt basse potenze %, x*7*, .., &, 2°; di
modo che nel fatto quesia equazione ¢ ¢io che diviene la B=0
moltiplicandola per ™", ossia per x°. Cosl nel caso attuale trat-
tasi di applicare il metodo indicato alle due equazioni di gradi
uguali

A:anx’"-i—a ' 1+ -—}——(In.’.b +a,., 1x°_x+“+am—--0

ZEB==b, 2" +b, " e b, =

la seconda delle quali puo ritenersi come completa, ma a patto di
porsi, a calcolo finito ,

b, ,.—0, b, ,—0,.., 0,—0.

N1

Ora, senza entrare in altre considerazioni, osserveremo che la ri-
sultante delle due soprascritte equazioni puo aversi uguagliando a
zero il determinante della matrice quadrata a due scale, ciascuna
di grado m, formate con le due serie di coefficienti

g a’; LA | an ’ a’ﬂ-—%-: yeey Gy s

bo ’ b;’--abn ’ bn+x"'3 bm;

ma siccome in ciascuna orizzontale della scala inferiore bisogna
annullare gli ¢ elementi b,,.,, 0,.,, .., b, , ponendo mente alla
forma del detto determinante , si fa manifesto che sia lecito di
sopprimervi tutte le ultime « orizzontali della scala /a,) (par. 12,
n°® 42), a patto tultavia che il determinante che si ottiene in tg)
guisa sia moltiplicato per @, . Ma d’altra parte ¢ evidente che
questo determinante non € altra cosa che il determinaate della
matrice quadrata a duc scale di gradi » ed m, costruita con le
norme dichiarate nel n® 115 della prima parte; e che percid & F'ul-
timo de’ cemplificati residui corrispondenti alle funzioni A e B.
Adunque, se si cerca col metodo di Bezout la risultante delle due
equazioni A=—0, z°B=0, questa risultante sard divisibile per a;
e sopprimendone un {al fattore si avra la vera rlsultante delle

equazioni A=0, B=0.
24
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16. Si pud modificare questo metodo in guisa da giungerc
direttamente alla vera risultante. Se I’ equazione A=0 si mol-
tiplica successivamente per le potenze "%, "7, .., &°, %, 1,
e I'equazione B=0 si moltiplichi per le m potenze successive
1,2, 2%,.., 2™, 2", siotlliene un sistema di m--n equa-
zioni, delle quali le prime n sono di grado decrescente dam—+-n—1
fino ad m; e le altre m equazioni sono di grado crescente da n
ad m—+-n—1. Ora le dette equazioni contenendo le m—+-n potenze

R M~+N—2 2 0
X s & sy ooy L 5 Xy, T,

potremo eliminarle riguardandole come altrettante incognite a
primo grado , ed il risultamento di tale eliminazione, il quale
non & che il determinante delle cquazioni medesime, sara una ri-
sultante delle equazioni A=0, B==0. Ora ¢ chiaro che quesia
risultante riproduce il determinante della matrice a due scale di
gradi n ed m formate con le serie de’ coeflicienti di A e B, ¢
quindi I'ultimo de’ semplificati residai (7).

§. 1V.

DETERMINANTI DELLE EQUAZIONI, E RADICI MULTIPLE.

1. Dinotata come al solito con A una funzione di z di grado n,
e con B la sua derivala, supporremo

A=—a " +a "+ +a, x4a,
. B=b,x" " +b, 2" s b, ;
e sara quindi

b=na,, b=—(n—1N)a, , by=(n—2)a, , .., b,_,==a,_, .
Cid premesso, se si considera in ordine inverso la serie de’prin-
(") Questo metodo elegantissimo per ottenere la risultante di due equa-

zioni & dovuto all’illustre Svlvester, che lo ha detto metodo dialitico di eli-
minazione. V. il Philosophical Magazine. June 18i1.
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cipali coefficienti de’semplificati residui, corrispondenti alle fun-
zioni A e B, otterremo il sistema delle n—1 quantita

Dn--; ’ Dn-—z LI | Dn—’r ’ D’n--—?‘-—l r:ED Dz s D1 b4

le quali sono funzioni omogenee delle costantiaq,, a,, .., q,,
ciascuna di un grado doppio dell’ indice corrispondente (§. 1I.
n* 37 e 38). Ora noi distinguercmo questo sistema col nome di
sistema de’ successivi delerminanti della funzione A, o dell’equazio-
ne A=0; e perd sara D,__, il primo determinante delia funzio-
ne; D,_, il secondo: D,__, il terzo; e cosi di seguito ("),

2. Risulta da questa convenzione che il primo determinante
della funzione, non ¢ altra cosa che |’ ultimo de’ semplificati re-
sidui corrispondenti alla stessa funzione ed alla sua aerivata, il
quale & di grado zero in riguardo ad x ; mentire poi il secondo de-
terminante, il terzo, il quarto, etc., sono rispettivamente i prin-
cipali coefficienti de’ residui di 1° grado. 2° grado, 3° grado, etc.;
di tal che, in generale, il £™° determinante D,,_, sara il principale
coefficiente del residuo di grado k—1.

3. E gia noto che se il primo determinante della funzione A ¢
diverso da zero, questa funzione e la sua derivata saranno prime
tra loro; ma nel caso opposto queste funzioni debbono aummettere
un divisore comune in &, il quale sara di grdo n—r (§. 1, n® 21)
se, insieme al primo, siano nulli nel tempo istesso tutti 1 primi
n—r determinanti

-Dnux ’ Dfnv—-a-’ *e D?'—I-l ’ D'r :

Ed in questa ipotesi il quoziente della divisione di A pel detto
comun divisore sara la funzione di grado r, che sotto forma di
detcrminante abbiamo indicata col simbolo X, (§. 1, n.* 29 e 3%).

Ora {utto cio in aliri termini equivale a dire che le radici della
equazione A—0 saranno tra loro disuguali, se non ¢ nullo ii suo

(") Il primo di questi determinanti, fatta astrazione da un fattore dipen-
dente solo dal principale coefficiente, cquivale , come si vedrd poco mnanzi,
a quello che fu chiamato dall’ illustre Gauss deferminante dell’ equasione;
e che poscia ha formato il soggeito di profonde ricsrche de’pit grandi anali-
<tis ma pare, e cio che segue ne sard una pruova, che non sia meno mnteres-
sante la cousiderazione degli altri determinanti, che abbianto messo in veduta.
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primo determinante D,_,; ma in altro caso I equazione avra per
lo meno due radici uguali; e fin qui si tratta di una proposizione
conosciuta. Ma ora possiamo aggiungere che, se ¢ nullo il primo
determinante, senza esserlo il secondo D,,_, , I'equazione avra due
sole radici uguali, vale a dire una radice doppia; e perd n—1 ra-
dici distinte, che saranno tutte le radici dell'equazione X, . .=0.
Se poi siano nulli i due primi determinanti, senza esserlo 1l terzo
D,_., I'equazione potra ammettere o una radice tripla, o due ra-
dici doppie; ed in conseguenza n—2 radici distinte, che saranno
le radici dell’equazione X,_,—0. Se fossero nulli i tre primi de-
terminanti, senza esserlo il quarto D,_,, I’equazione potra avere
o una radice quadrupla, o una radice tripla ed una doppia, OV-
vero tre radici doppie; ed in ogni caso n—3 radici distinte. Ma
ora, senza piu, & manifesto che, se sono nulli i primi n—r deter-
minanti, 'equazione potra ammettere diverse radici multiple, ma
le radici distinte saranno al numero di r, contando, come gia s'In-
tende, una sola volta ogni radice multiple ; e quindi possiamo e-
nunciare il seguente tcorema:

L’ equazione A=—=0, di grado n, ammettera soltanto r radici di-
stinte quante volte siano nulli ¢ suoi primi n—r determinanti. E

X

tali radici saranno tuite comprese nell’ equaszione di grado r ()

{a, . a_,0a._, 4a . (0
O a, . Gy Croy@_, « Qyg U
0 . a a da . G, 0
60 . 0 a a . a 0 :
1, . —
N=100 o 0 b . b, 1t |=U.
6 0 0 b, b . b x |
00 . b b b, b, &
00, . bbb, o by, &
kg
nb . b, b0, . by,

(") Non esiste, per quanto e a nosira notizia , verun altro teorema che
possa dare all’ istante, come quello che qui si enuncia, 'equazione che com-
prende le sole radici distinte di un’ equazione , che ammette radici multiple.
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%. Segue da questo teorema che, se sono nulli tutti i determi-
nanti dell’ equazione , la medesima avra uguali tutte le radici,
vale a dire avra una sola radice multipla di grado n, che sara ra-
dice dell’ equazione
1a O
X, =|0b, 1=0,

nb x

la quale, sostituendo a b, e b, i loro valori na,, (n—1) a,, e pol
sottraendo dall’ ultima la prima verticale moltiplicata per #, si
riduce ad

na, 1
0 :naom—l—alzo.

—a, x

Cosl nel caso che si considera la funzione A non pud differire che
per un fattor numerico dalla potenza »™* del binomio na o+d;.
5. Invece delle funzioni D, ed X,., che sono espresse immedia-

Ma oltre a cid osserveremo che i principii, ond’esso deriva, possono condurre
a risolvere delle quistioni di una difficoltd anche maggiore, come sarebbe per
esempio, se si trattasse delle condizioni, cui debbono soddisfare i coeflicienti
di un’ equazione di grado assegnato , affinche la medesima possa ammettere
una o pit radici di un dato grado di moltiplicita: quistione questa importan-
_tissima specialmente in fatto di singolarita delle curve.Cosi, se si domandano

le condizioni affinché un’equazione possa ammeltere una radice tripla , si ve-
dra che in primo luogo bisogna che si abbia Dp_,=0 € Dp—=03
e che di pitt in questo caso debbono essere uguali le due radici dell’equazione
di 2° grado
Dn—awz -t~ Dn_.s,xx + Dn—s,zzo s

il di cui primo membro & I’ antipenultimo de’ semplificati residui; e cid esige
com’ & chiaro che sia soddisfatta la terza condizione

2 =4 D, Dn,—a,n .

H—3,x
Se la proposta equazione dovesse ammettere due radici doppie,oltre alle due
condizioni D,,_, =0, Dp—p=0, sl esigerebbe evidentemente che fosse un
quadrato perfetto la quantita D2-s,,—4Dp-3sDp_s,2 . Ma queste quistioni
meritano uno sviluppo piit esteso, che ci riserbiamo di dar loro in altra oc-
casione.



182

tamente in termini delle costanti della funzione A, possiamo nelle
applicazioni del precedente teorema far uso delle corrispondenti
funzioni H, e Z,, che sono espresse per mezzo delle potenze simili
delle radici dell’ equazione A==0 (§. H, n* 31 e 33). Quindi sic-
come si ha in generale (§. 11, n°® 38)

D,=a" H,,

X,=a, "2, ,
risulta che la detta equazione di grado n ammettera soltanto »
radici distinte quando siano soddisfatte le n—r condizioni

H, —0,H,_,=0,.., H.=0,

equivalenti ordinatamente alle seguenti

¥ [

S, Sy « Sp_y L T S, S, « S,

S, S, .8, S, S, S, S, S, o+ 8.,

S, Sy + 8.5 1=0,5 85 o8k =08 8 - Br[=03
Sn»—-x sn * 5231-—-—2 S-n——z sn-—x * szn——4 Sr 3r+1' Szr

ed in tal caso le r radici distinte saranno tutte le radici dell’e-
(quazione

r . o

Sp Sy Sor—y

6. Stano ¢, , «,, .., a, le nradici dell'equazione A=0, e
pongast

| 1 1 .1
i
sz 2 2 2 I
Iy
3 3 3 3
%, Uy x4 . Up
-1 f—1 N1 n-—i
1 2 3 * “n
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Egli ¢ noto che questo determinante equivale al prodotto delle
differenze a due a due di tutte le radici, prese secondo un’ordine
gia dichiarato (par. 12, n®52, es. 2°); ¢ pero usando una notazio-
ne convenuta, sara

P—n/{ o )
S \6!1, .2,..,(2“;.

Intanto, se si elevi a quadrato il determinante P, operando per
orizzontali, e si tenga presente che

r T r r o

si riconoscera subito che il quadrato di P é identico al determi-
nante figurato per lo innanzi con H,_ ; vale a dire si ha

P'=H,_,:

¢ quindi risulta

<<<<<

S, S, S, .« Sp_.

81 82 33 * Sn
2 L S

S

Sﬂ-—-! sn sn+x * 2n—2

Questa relazione dimostra che il derminante H,_, esprime il va-
lore assoluto dell'ultimo termine dell’'equazione ai quadrati delle
differenze delle radici dell’ equazione A==0; e pero questo ter-
mine sara espresso da

¢ i
M1

A —y ————r

(_1; ] H,., s

e siccome D, —a""H,_,, ¢ manifesto che il detlo ultimo ter-
mine pud ancora essere rappresentato da

nin-—i;

/ * B
\—1> w—

a'O

Ciascuna delle espressioni qui recate equivale adunque al prodot(o
di tutte le differenze, si positive che negative, delle radici dell'e-
quazione A=0 ; ed & questo prodotto che suol chiamarsi deter-
minante dell' equazione (nota al n°3).Vedesi pertanto che 11 deter-
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minante dell’ equazione A=10 non differisce dal nostro primo
determinante D,,_, che per un fattore funzione del solo principale

coefficiente dell’ equazione.
7. Dinotando r un numero qualunque minore din, & evidente

che il determinante di grado r

S, S, S8, .« 844
S, 8, o S

¢ 57'.4-1 ’

=
|
utn

r—1 ="

L] * - - -

Sr—z 8  Srax -+ Seres

& il principale minore determinante di H,_,, formato nelle pri-
me 7 orizzontali; e quindi pud essere riguardato come il quadrato
della matrice costituita dalle prime r orizzontali del determinan-
te P (par. 1%, n.° 69), vale a dire come il quadrato della matrice

2 2 ] 2 2
. - . » . . .
r—x r—1 ¥F--1I r— r—x
-’ZI az 0’3 . C(r . an

Ma il determinante che si ottiene elevando a quadrato questa ma-
trice equivale alla somma de’ quadrati di tutti i suoi determinanti,
cio¢ di quelli che si ottengono combinando le sue verticali ad r

ad r, cosl potremo scrivere concisamente

2
S, 8.8, + S 1 1 1 |
2 2 2 a 2
r—1 r—1 -1 r—1x
sr—-x sr 5r+: ¢ sz?’--z \ 31 %q Oy « &y

.avendo messo in veduta sotto la caratteristica della somma il qua-
drato del determinante principale della matrice, ossia di quello
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che risulta dalla combinazione delle sue prime r verticali, e la
somma dovendo estendersi a tutte le altre combinazioni.

Inoltre, siccome ogni combinazione di r verticali della matrice
in discorso comprende una combinazione di r radici, e ciascuno
de’ corrispondenti determinanti puo essere trasformato , a somi-
glianza di P, nel prodotto di tutte le differenze di queste r radici
a due a due, cosl avremo ancora |

90 SI " 51‘——-1
D,._, i S, S, . 8, o/ -
or—g A S I oy s Zpae e s %)
a'o [} L] L] *
S 1 Sp +« Sor_p

e quindi ponendo r==1,2, 3, %, etc. si avra la serie di relazioni

Do :HOISO
D S, 8 i .
a: =—=H, = ‘ = E I (Gfl, @) »
o '51: 52
D S, S, S,
2
pr —H, =185, §, 8. :2 1% (ay s 0y @3) 4 :
0
S, 85 S,
S, 85, 8, 8,
D3 SI 82 s.‘i 34 2/
o '——Hs'— — If \“1?“2’“3’“4}?
a’() 52 ss 84 ss
S5 S, Sy S,
etc. ete. etc. etc.

8. Supponendo che I equazione A—0, di grado n, abbia ra-
dici multiple, ed r radici distinte «, , «, , .., «. , Slano u,,
wa s+« » up 1 loro gradi rispettivi di moltiplicita, taluno de’quali
potra essere uguale ad 1, in guisa che sara

by A py e A p =0 (1)

In questa ipotesi le n verticali della matrice di r orizzontali -
25
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considerata nel n° precedente potranno essere distribuite in r
gruppi, ciascuno costituifo di verticali identiche ; vale a dirc in
un gruppo di g, verticali, in cui figura la sola radice «, ; in un
gruppo di p, verticali con la radice «,; € cosl di seguito. In que-
sto caso adunque de’ determinanti della detta matrice debbono
annullarsi tutti quelli, in cui si trovano almeno duc verticali
:dentiche ; e rimarranno solo i determinanti, che si ottengono da
combinazioni di r verticali , prese una per ogni gruppo ; donde
poi segue ch’essi sono uguali tra loro in valore assoluto, ed il
Joro numero sara uguale al prodotto de’gradi di moltiplicita di
tutte le radici. Dopo cio & manifesto che, nella ipotesi attuale ,
il determinante H,__ , principale minore di grado r del primitivo
H, ., formato nelle sue prime r orizzontali, equivale al deter-
minante delle successive potenze delle  radici semplici molti-
plicato pel prodotto de’loro gradi di moltiplicita; laonde se s’in-
dichi con u questo prodotto, vale a dire se pongasi

b X< e X (2)
i avra
2

So Sy« Sey 1 1 . 1

S, S, - § &y ay - %

—_— e 7 2 o
Hr___r-—-—- S’ S3 . g_'-+! —_— UL Ly &g » Ct,- (3)

r—t fT—1 r—1
Sp—x Sr ¢ Sar e %y &g o+ X

— 2
———-EI.H(\“I,&'B,OQ,&T}.

Intanto, siccome le quantitd «,, a,, .., a, SO0, per ipotest, le
r radici distinte della equazione A=—0, le quali d'altra parte sono

| Ad

tutte le radici della equazione di grado » (n.° 5)

S, $y + S 1

S, S, - Sp X

S, § $ xz* =il ‘&
Vg 3 . r+1 l\ ")
S S 5 x’

r Yra4uv "-’zr—r

s¢ dinotiamo con ¢, la somma delle polenze p™e delle radici di
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questa equazione, vale a dire se pougasi per compeudio

Gp“:—stf-l—az-{— oo 4 af '
avremo cziandio

¥
S S: Sy—x G, Cg ¢ 9r—x ( )
Sr—x Sr ¢« Sar_a Cp—y O °* Ogrea

(") Cade quasi sott’occhio che un’equazione di grado 7, le di cuiradic
Si®0 a, , &, , - - » a4, pud mettersi sotto la forma

1 1 .1 1

oy oy . &y X

a: a: n cn?- x® g | . ¢
. . . . .

az——: a‘:—x . a:—-: m‘f‘—-—l

a: a: . a::: .SL’T

perche questa equazione ¢ verificaia sempre che si supponga x uguale ad una
delle quantitd a,, ag,. ., @y . Segue da cio che il primo membro di questa equa-
zione, ed il primo membro della (4) nel testo non possono differire che per
un fattore indipendente da x. Ma siccome nella (4) il coefficiente della piu alta
potenza z¥ & H,_,, ossia p II® (@55 254+ ar), €mnella equazione attuale il
coefficiente della stessa potenza € II (xy, oa,. ., 2r); € risulta che il primo
membro di quest’ ultima equazione, moltiplicato per uIl (2, 2gy. .y 0p), di-
viene identico col primo membro della (4); ed in tal guisa noi siamo condotti
alla relazione osservabile

s, Sy - S 1 1 1 . 11

S, 8 .« 8 X xy Oy . a, &
o | __ . 2 2 b

S Sy o+ Spq & — Tl (ay y 2gyesy @y) |0 o5 - or X
r T r r T

la quale, paragonando i eoefficienti delle potenze simili di x ne’ due membri,
porge una serie di relazioni, tra cui vanno compresc la {3) e la {5): relazioni
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9. Del rimanente queste conchiusioni si possono estendere a qua-
lunque minore di grado r del primitivo H,,_,, purche le linee che
concorrono a formarlo, tanto orizzontali, quanto verticali, siano
successive. Allora infatti esso puo riguardarsi come il prodotto di
due distinte matrici del determinante P, costituite entrambe da
due diversi sistemi di r successive orizzontali (par. 1%, n°® 66),
per esempio i'uno contato dalla i™*, I'altro dalla £™* orizzontale;
e sara propriamente uguale alla somma de’ prodotti di tutti i de-
terminanti dell’'una pe’rispettivi determinanti omologhi dell'altra.
Ora in primo luogo ¢ chiaro che a ciascuna di queste matrici &
applicabile tutto eid che si ¢ detto nel caso precedente, fino al
punto di conchiudere che i determinanti di ognuna di esse, i quali
non si annullano,sono traloro rispettivamente uguali, e . di nume-
ro. E evidente inoltre che i determinanti della prima hanno per

fattori le potenze i, «5*,.., o, e quelli dell'altra le po-

fattori si sopprimano, i primi determinanti diverranno uguali ai
secondi, e pero tutti uguali al determinante delle successive po-
tenze delle radici semplici e, , «,, .., «,. Nerisulta che, nel caso
attuale, il detto minore di grado r del primitivo H,_, equivale al
quadrato del determinante delle successive potenze delle radici
semplici , moltiplicato per la potenza (i+k—2)"" del prodotio
delle stesse radici, e pel prodotto de’ loro gradi di moltiplicita;
ed in conseguenza e espresso da

tenze of—*, J4—*, .., of*; ma quindi & chiaro che , se questi

4 ‘i-}-—k.._z ]
p(alaz,..,ar) H (ar,ﬂaggo.’ar)o

10. Se nel determinante P si considera una matrice qualunque

che noi avremo oceasicne di applicare ad importanti quistioni, e segnata-
mente alla integrazione delle equazioni.

Faremo intanto osseri are che Fultima formola sussiste anche quando r==n;
vale a dire , quando sono disuguali le radici dell’equazione primitiva A=—=0,
e quindi p=1; e le relazioni, che essa porge in tal caso, col paragonare i
coefficienti delle diverse potenze di x, costituiscono- un leorema gia dato dal
ch. prof. Mainardi {Anpali di matematiche di Tortolini, tom. L. pag. 76).
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costituita da un numero di erizzontali maggiore di », che siano,
0 no successive, & evidente che i suoi determinanti debbono tutti
annullarsi, perché in ciascuno vi saranno in ogni caso almeno due
verticali identiche. Segue da cid che, quando I' equazione A=—=0
ha radici multiple, ed r sole radici distinte, ogni minore del pri-
mitivo H, ,, che sia di grado superiore ad r, & necessariamente
nullo.

11. Per applicare ad un esempio le precedenti conchiusiont,
supponiamo

A—x"+ ' —Br*—x® + 8x—4=—0 ,

e quindi |
B=5x* + 42" —152"—2x + 8 .

Calcolando le somme delle potenze simili- delle radici della data
equazione A==0 troviamo

s=5 , §——1 , s,—=11 , s,—13 , s=3b ,
s ——61, s,=131, §,=—253, s =615

e sara percid

Sy S5 5, 85 8, 5—1 11— 13 35
$.5,8,8, 8, —1 11 —13 35 — 61
S, 858, 8, $.|=| 11 —13 35— 61 131
Sy 8y Sy S¢ Sy —13 35 —61 131 —253
8, Ss 8¢ 5, 8, 35 —61 131 —253 515

Ora basta osservare che in questo determinante la terza verticale
equivale al doppio deila prima diminuita della seconda per con-
chiudere che esso ¢ nullo insieme ai principali minori di 4° e 3°
grado, costituiti rispettivamente nelle prime quattro e nelle pri-
me tre orizzontali; vale a dire sono nulli nel tempo istesso anche

1 due determinanti

Sy S5 Sa S 5—1 11— 13y
S, 8,881 |—1 11-—-13 35
.8, 8,84 | 11—13 35— 61}’
Sy 8, Sy Sg | —13 35 —61 131
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Sy S5 8, ) 5—1 11
s, 8,8, |]= — 1 1113
S Ss 8, 11 —13 35

Da cio risulta che 'equazione proposta ha n—3=—=%—3==2 radici
distinte , le quali adunque saranno radici dell’ equazione

s, 5; 1 o—1 1
s s, x| —=—1 11 = |=0,
S, 8, &° 11 —13 z°

¢che si riduce ad

x® + x—2—=0 ;

e percid le due radici distinte saranno 1 e —2. Per quest’ultima
equazione abbiamo

=2 , o,)=—1 , 0,=9;

e perd, dinotando p il prodotto de’gradi di moltiplicitd delle duc
radici rispetio all'equazione primitiva, siccome dey’ essere (n°8)

lSO S, G, Oy
:P ’
S, = Gy T2
Si avra
b— 1 l 21
—1 1] Fl—1 B

Ricavandosi da questa equazione 54=9.., ¢ quindi p—=0, si avra
v, =6 ; ma dev’essere inoltre, in virtu della (1), », + p,==9,
dunque i valori di p, € p, non possono essere diversida2e¢ 3 ¢
ne segue che delle due radici distinte della data equazione una &
doppia, e I altra & tripla; e di fatti si ha

A=(w+ 2)"(@—1)",
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§. IV.

SUL TEOREMA DI STURM.

1. Ritenulo per A e per B lo stesso significato attribuito a que-
sti simboli nel §. precedente, ed ammettendo dapprima che equa-
zione A—0 non abbia radici multiple, supporremo istituite tra
le funzioni A e B il processo del massimo comun divisore (§. II,
n® 12), e dinoteremo al solito con R,, R,,.., R,_, i residui
completi co’segni cambiati, e con p 5 5,5+« ppy 1 COIrispon-
denti semplificati residui. Inoltre, richiamando il significato dei
simboli D,, X,., V, (§. 11, n* 31 e 34), & qui d’ uopo ricordare
le relazioni (id. n* 26 e 27).

; Xr—z“qrxrﬂ-x_FDimaXr:O ’ (1)

r—1

err——x'""x r— ,V,,fo._, ’ (2)

e tener presente che le equazioni A=0, X,=0 hanno le mede-
sime radici, al pari delle altre B=0, V,=0, (id, n® 25); osser-
vando ancora che nel caso attuale si ha

Xpo= DA, 1 3
vn:"—Dn—lB ’ 5 (t)

Cio premesso & noto che, per definire il numero delle radici
reali dell’equazione A=0, comprese tra due limiti qualunque,
conformemente al teorema di Sturm bisogna impiegare la seric
di funzioni

A b B L] RI L] BB § 0 v 3 Rﬂ""l ; (‘5‘)
ma siccome si ha in gencrale
1
R,=— ¢,
Ly

ed il moltiplicatore di p, ¢ una quantitd essenzialmente positiva
(id. n® 13}, & chiarissimo, per la natura del detto tcorema, che
ai completi ¢ lecito di sostituire i secmplificati residui, e quindi
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invece della (4) potremo impiegare la serie molto piu semplice

A, B’ Prs Pprsrys fn g ° (5)

2. Ora noi andremo a far vedere che si puo soddisfare all’og-
getto medesimo con quest’altra semplicissima serie

Xo ’ Xz ’ Xz ’ Xa b & 3 Xn—-: ’ Xn’ (6)

che si traduce in

1, ta,a, 0}, a,a,a,a,0 , 10a,a a,a,a,a,0 ,etc.
{0 b 1 0 a,a,a,0 0 a,a,a,a,a,0
b, b, @ 0005 0,1 0 0 a,a,a,a,0
0b, 0,0, x 0 00 b,b 0,1
b, b, b, b, 2 0 05b, 0,00, x
0 b, 6,0, b, b, x*
b, b, by b, b, b, x°

ed a tal’effetto bastera provare che le funzioni, dalle quali ¢ for-
mata, sono dotate delle stesse proprieta che caratterizzano le fun-
zioni di Sturm, e che si riducono alle tre seguenti:

I. Due funzioni consecutive della (6) non possono essere an-
nullate da uno stesso valore di x (§. I, n° 28",

I1. Se un valore di x annulla una qualunque di queste fun-
gioni, esclusa Pultima X,,, le due, tra le quali & situata, pren-
dono segni contrarii per lo stesso valore di x; e cio risulta im-
mediatamente della relazione (1).

II1. Dimostreremo in fine che, se x sia una radice reale del-
I'equazione X, =0, le due funzioni X, ed X,_, debbono prendere
segni contrarii per un valore di x alquanto piu piccolo di «, e
segni simili per un valore di « alquanto piu grande di «. In fatti
siano h ed &' due numeri qualunque, 'uno piu piccolo, 'altro piu
grande di z, ma tali che tra ciascuno di essi ed « non cada alcuna
radice delle tre equazioni X,=—0 , X,,_ =0, V,=0 ; cosi tra’
detti numeri ed x non cadra neppure alcuna radice detle equazio-
m A—0 , B==0 ; e ne deriva in primo luogo che e funzioni A
e B debbono prendere segui contrarii per x==h , e segni simili
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per x=h"; ma quindi segue dalle /3) che le funzioni X, eV,
prendono, viceversa, segni simili per x==h , e segni contrarii
per x=h',

St osservi intanto che la (2}, cangiandovi r in » diviene

2

! 4 F — %
Xn\ 1tm1#3nﬂ_x\ n“"“l-}n-wx ’
e siccome questa refazione ponendovi ==« deve ridursi a
“_‘\'nr--x" II:D?-?-wx '

dappoiche 1n siffatta ipotesi si ha X,=—=0:; cosi risulta che
per x—q« sono conftrarii 1 segui di V,, ed X ,_, . Ma 1 segni
che prendono queste due funzioni per x=—« sono rispettiva-
mente simili a quelli ch’ esse prendono per x=h , perché tra
ed & non esistono valor1 di « capaci di ridurle a zero ; dunque
per x=h i loro segni saranno ugualmente contrarii. Segue da
cio che 1 segni delle funzioni X, ed X,_, sono, come voleva di-
mostrarsi, contrarii per x=h. E si conchiuderebbe esattamente
nella stessa maniera che questi segni debbono, viceversa, esser
simili per z=M'.

Dopo cio ¢ manifesto che per definire il numero delle radici
reali dell’ equazione A=—0, comprese tra due limiti qualunque ,
possiamo avvalerci della serie (6), che sembra la pii semplice di
quante se ne conoscano finora per I' oggetto medesimo, essendo
essa formata immediatamente con i coeflicienti della data equa-
zione.

In quanto al caleolo numerico le funzioni che formano la se-
rie (6) si possono subito trasformare in determinanti di grado
molto piu basso merc¢ I’ espressione generale di X, , o meglio
di X', , data al n° 10 del §. I11; e quindi alla detta serie pud so-
stifuirsi la seguente

| S O N 2 , ele. 7]
€, A, 244 | Cor Cop AT+,
Cyy €y, 4,2°--0,T+d,
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3. Inoltre essendo in generale (§. II, n° 3%} X,=—a;'Z, , dove

S, 8. 8, <S8, 1
) ]
r v 2
Zz, S, S, S, 8., X,
N ) r

& manifesto che, invece della (6}, & anche lecito di adoperar la

serie
ZO,Z:,ZQ,qu-'sZns

vale a dire

1 . {% i , S{, 'Qz 1 . ; SO S - Sha_s i ' (8\
!s, X §, 8, X Se S, 5, &
5.8, @ S, S Spig T

Sﬂ sn—w " 82’1—2
e siamo cosi condotti ad una serie gia conosciufa per la defini-
zione del numero delle radici reali di un’ equazione , comprese
tra due limiti assegnati (7).

k. Se si tratta di definire il numero totale delle radici reali
dell’equazione A=0, tutte le serie precedenti si possono ridurre
a quelle che risultano da’ principali coeflicienti delle funzioni ,
che le compongono. In riguardo alla (5), siccome le due prime
funzioni A e B hanro per principali coefficienti a, ed na, , & chia-

(") Questa serie sembra dovuta al ch. Joachimsthal. V. Crelle t. XLVL

Egli & evidente che le due serie (6} ed {8) sono la traduzione P'una dell'altra,
quella espressa immediatamente per mezzo de’coefficienti dell’equazione A==0;
questa per mezzo delle somme delle potenze simili delle sue radici. Secondo
noi la serie (8) & una trasformazione della (6), alla quale siamo direttamente
pervenuti; ma aggiungiamo che fino a questo punto rimaneva tuttavia incogni-
ta la trasformazione delia (8) in termini de’coefficienti dell’equazione primitiva,
quantunque melti tentativi veggansi fatti a tale oggetto.
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ro che il primo diviene inutile , ¢ che all’ altro puo essere sosti-
tuita |’ unita; sicché il numero totale delle radici dell’ equazione
puod definirsi mediante la serie

1,D ,D ,D,,..,D.,,

che puo essere trasformata in

1 * ‘Clx cxﬁ l ’ Cu sz C13 ) y T Cu cm i ﬂxn *
Cor Cag Car Caz Cps Coy Coa + Cyp
J Cqp Cap Cag . . . .
CrnrCna » Can

dove agli elementi ¢, , ¢,, , . . . ¢,, POssono rispettivamente so-
stitdirsi b,, b, , .., b,_,; o meglio na,, (n—1}a,,.., a,_,.

Egli & poi evidente che questa serie medesima si otterrebbe
dalla (7) , sopprimendone il primo termine 1, ¢ mutando inve-
ce in 1 il suo secondo termine a,,, , poiche a ¢, ¢ lecito di so-
stituire na, .

In fine risulta dalla (8) che il numero totale delle radici é an-
cora definito dalla serie

1  H;,  H, o 8 « Hy oo o Hy |

in culi puo sopprimersi il primo termine, e che si traduce in

S, s lso Sl 0 1S Si Sl 8, S 8]
S, S, ls, S, 8, S, 8, . 8,
S 8, 8, s ® 3
Sn..—q S-n * s'?.-n——z

5. Fin qui si & supposto che le » radici dell’ equazione A—0
fossero tra loro disuguali ; ma se questa equazione ammetta ra-
dici multiple, ed r sole radici distinte, & facile a riconoscere che
il numero delle radici reali comprese tra due limiti qualunque ¢
ancora defirfto dalla serie (6), la quale in tal caso si arresta da
sé stessa alla funzione X, , poiché le altre di grado superiore
X, X,.., etc, sono identicamente nulle ‘§. 11, n® 35", A tale

"1 7
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effetto basta osservare che sussistendo nella attuale ipotesi le due
relazioni (§. H, n* 29 ¢ 30)

AV, +BX,=0,
X,V —X,, V=D, .,

quanto si ¢ detto nel primo caso (n°® 2) a riguardo delle quattro
funzioni X, , X,_ eV, , V,_, orasi applica parola a parola,
senza veruna eccezione alle quattro funzioni X,., X,_,e V., V,_,
E percio , nel caso che si considera, il numero delle radici reali
dell’ equazione, comprese tra due limiti qualunque sara, definito
dalla serie di funzioni

X Xl L] 32 s+ 5 9 X;r L]

0 ?
le quali sono espresse immediatamente in termini de’coefficienti
dell’ equazione data ; ovvero dall’ altra serie di funzioni

// L. s &g s s 5 &y s

o ?

le quali sono espresse mediante le somme delle potenze simili
delle radici dell’ equazione medesima.

§. VI
DETERMINANTI FUNZIONALL

1. Supposto che w, , wu,,.., 4, siano n funzioni di n variabili
X,y Xyy.., X, il determinante delle loro derivate prime

i rre———

!
| du, du, du, o duy,

dr, duo, dr, dr,

du, du, du, du,,
Uy =1 dxr, dx, dr, dx,

- -

dv_ du, du, , du,

dr, dr, dr, dr,

chiamasi determinante del sistona delle date funzioni, o semplicc-
mente deferminante funzionale ; ¢ spesso ancora Jacobiano dal
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nome dell’ illustre Jacobi, al quale & dovuta la teorica di questi
determinanti. Se le date funzioni seno lineari il loro determinan-
te coincide con quello gia definito nel n® 1 del § 1.

Talvolta per rendere pit semplice la scrittura del determinante
delle fuuzioni u,, u,, .., u,, la derivata di , rispetto ad una va-
riabile x, s’indica con u,., ; ed allora si ha

Uy Upp Uy« Upy
Uy, Ugy U, o« Uy,
Up==1 Uy, Ugy Uss - Usp

Upy Upy Uy - Upy

2. Quando le funzioni non sono tra loro indipendenti, ma le-
gate da una equazione

@ {ul s Ug g v oy uf,njz(] ,

il determinante u, & nullo identicamente. In fatti in questa ipo-
tesi tra le n derivate parziali di ¢ sussistono le n equazioni

dqo du dcp du dq: dun
. = e =) ,

du, dx, ™ du, dx, o du, dx,

de du de du de du,
: 2 - =) .

du, dx, + du, dzx, i du, dr,
dp du, . de du, T o e I(Ig: du, —0:

du, dx, du, dz, du, dzx,

e quindi & nullo il loro determinante,che non e diverso da ;. An-
che vera & la proposizione inversa; vale a dire se € nullo il deter-
minante u,, le funzioni, cui si rapporta, non sone tra loro indi-
pendenti; ma per dimostrare questa importante proposizione dob-
biamo permettere una trasformazione del detto determinante, la
quale d'altra parte costituisce essa stessa una proprieta non meno
importante de’ determinanti funzionali.

3. Tra le date funzioni u,, 4,,.., %, se ne prenda una a pia-
cere, come #,, in cui non manchi Ja variabile x,; cosi z, sara una
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determioata funzione di u,, x,, z,,.., x,, che possiamo imma
ginare eliminata dalle altre funzioni w,, u,, .., u, . Indi tra que-
ste, che piu non contengono x,, prenderemo una funzione, come

, in cui non manchi la variabile x, ; ed allora z, sard una fun-
zione determinata di , , w,, «,,.., x,, che supporremo elimi-
nata dalle funzioni u,, u,,.., u,, le quali in tal guisa non con-
terranno né x_, né x,. Ma,continuando questo sistema di trasfor-
mazione, ¢ manifesto che le u,, »,, u,,.., u, possono essere
considerate: la prima u, come una funzione delle variabili «_,
x,,.., &,, in cut non manca xz,; la seconda u, come funzione
di v, e delle variabihh @, , x,,... &,, lra cul non manca x,; indi
la terza u, come funzione di u, , u, e delle variabili x, , X pos Lz
tra cui non manca x, ; ¢ cosi di seguito; di tal che in generale si
pud supporre

ur :fr(ul ’ uz § 2ty ur—: ’ J/'r ’ xr“'i“"l s s s 9 ‘r'nj" ;
¢ da ultimo

du,

dzx,
rispetto ad x,, nella ipotesi genuina e primitiva che u, sia fun-
zione delle variabili o, , z,,.., x, , per esprimere la stessa de-
rivata mediante le u,, u,, .., u,, quando in seguito della trasfor-
mazione hanno il significato or ora descritto, circonderemo di pa-
rentisi i simboli analoghi al precedente, che occorre di impiegare
in tal caso; e quindi coerentemente a questa convenzione avremo

du,

Intanto ritenuto il

) () () ) B

¢ se pongasi per concisione di scrittura

du du
dxi;)::a”"’ ( P)“b 1

du,
du,

d.:z:

sara invece
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du,
dr,

Trasformando con questa formola gli elementi del determinau-
te u, , s1 ha con legge manifesta

mbn a,; + b-ra I R R br,-r»x Ay g5ty »

a:u bz:an bsx 11 =
a, be-.am + Ay, baxam e baaazz *
L bzzan 1 Ay, bsxaxa = bszags + Ay *
a

4 b21a=4+a24 ’sx 14+ b*gaaf i a:u .

oo

] ] » L] - » L ']

bzx “In + azn baxa'xn + bszafm + asn

-

ma quesio determinante equivale evidentemente al prodotto

1 0 0 0 { a,, 0 0 0 .0
b, 1. 0 0 . 0 a,a, 0 0 .0

b, b,,1 0 0 a,, a,, a,, O .0 :
b 0,0, 1 0 a,, a,, a,, a,, . 0

(?21 b?lE bna b s 1 aln azn asn a4-n. * ann

adunque, siccome ciascuno de’ due fatlori si riduce al prodotte
degli elementi principali, si ha infine

u’xmauazaass . ann ’

d u, du, ) du
dx, da:,

¢ quindi risulta che: Il determinante del sistema di n funzioni pue
sempre essere riguardato come il prodotto dialtretlante funzioni, le
quali si otterrebbero, prima trasformando le funzioni date secon-
do la legge dichiarata, e poscia derivando ciascuna trasformaty
rispetto alla variabile che per ipotesi non deve mancarvi.

4. Cio premesso supponendo che u,, sia identicamente nullo,bi-
sogna che sia tale qualcuno de’ fattori del prodotto nel quale si

0ssia
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trasforma.Ma i primi n—1 faltori sono,in generale,diversida zero
perche, per ipolesi u, contiene x,, u, contiene x,, etc., dunque
du”); il che
de,
importa che nelf’'ultima funzione u, non debba trovarsi la varia-
bile &,,. Cosi, quando u, € nullo, una delle funzioni w, , u,, .., «,
si trovera espressa soltanto per mezzo delle altre funzioni, senza
che vi prenda parte alcuna variabile ; e ¢io in altri termini equi-
vale a dire che le date funzioni non sono tra loro indipendenti.

Del rimanente potrebbe ancora accadere che, in seguito della
trasformazione, le due ultime funzioni u,_, ed u, non contenes-
sero 'una e l'altra n¢ la variabile x, , né x,__ ; allora dev'essere
identicamente nullo anche 1] fattore (j;”“ ‘) ; ¢ ne risulta che

n

in tal caso ciascuna delle ullime due funzioni u,_, ed u, si puo
esprimere per mezzo delle rimanenti funzioni w,, u,,.., u,_,,
indipendentemente dalle variabili z,_, ed x,. Ma piu general-
mente ¢ chiaro che, se in seguito della trasformazione si trovi che
r qualunque delie n funziont siano dipendenti soltanto da altre
funzioni,senza che vi figuri alcuna variabile, allora saranno iden-
ticamente nulll » de’fattori in cul si trasforma il determinante w,.,
e tra le date funzioni dovranno sussistere r distinte relazioni.

Viceversa, se le date funzioni non sono tra loro indipendenti ,
e si supponga per esempio, che u,, si possa esprimere per mezzo
delle v, , u,,.. u,_,, indipendentemente da x, , in tal caso il

dev’ essere identicamente nullo 'ullimo fattore (

du w ; \
fattore ( dx" sara 1denticamente nullo, e con esso lo sara pure
i

il determinante funzionale u,, come erasi gid dimostrato nel nu-
mero 2. Quindi, riassumendo, possiamo conchiudere che:

Se un delerminante funzionale é identicamente nullo, le funzio-
ni, cui st rapporta, non saranno ira loro indipendenti; E , vice-
versa, se le funziont non sono tra loro indipendenti, quel determi-
nante ¢ identicamente nullo.

Dopo cio e chiaro di per sé stesso che, se le funzioni sono tra
loro indipendenti, il loro determinante non pud esser nullo ; e
vieeversa , se non € nullo questo deferminante , le funzioni sa-
ranno {ra loro indipendenti.
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5. Supponendo che le u_, u,,.., u, siano espresse per mezzo di m
quantita y,, ¥, , .., ¥, ,» funzioni delle indipendenti z,, 2, ,..,1,,
per definire 1l valore del determinante funzionale u, osserveremo
che 1n questa ipotesi, derivando la funzione u, rispetlo ad una va-
riabile x,, dev’ essere

; ¥ Tl
du, du, dy, au, dy, du, dy,, _
T = e R
15 dy, dx, cil, dr, (i LT,

s

e si vede che wu, puo riguardarsi come il prodotlo che si avrebbe
moltiplicando per orizzontali le due matrici simili ‘par. 1* n® 64)

du, dit, du, du, dy, dy, dy, dy,,
dy, dy, dy,  dy, . dx, dr, dr, = dr,
du, du, du, dit, dy, dy, dy, dy,,
dy, dy, dy, = dy, -+ |dz, dz, dx, ' dx, | »
du, du, du, du,, dy, dy, dy, dy,,
dy, dy, dy, ~ dy, dr, dx, dx, ~ dx,

ciascuna delle quali ¢ costituita di n orizzontali cd m verticali; ¢
ne risulla quanto scgue:
I. Se m<Zn st ha

1, =0,

vale a dire ¢ identicamente nullo il determinante di n funzioni
di n variabili, espresse per mezzo di alire funzioni delle stesse
variabili, in numero minore di n.

H. Se m=—n l¢ due matrici sono quadrate; ed in tal caso il
determinaunte u, equivale al prodotto de’loro determinanti, il pri-
mo de’quali puo dinolarsi con w,, poich¢ ¢ il determinante delle
u,, u,, elc. riguardate come funzioni delle y,, y,, ete., e I'altro
puo essere indicato con y,., poiché & il determinante delle y,, y,,
elc., che sono funzioni delle x, , x,, ete. Cosi quando m==n si ha

U =Uy Yy -

1. Se m>n il determinante sara equivalente alla somma
de’prodotti di tutli 1 determinanti della prima matrice pe'rispet-
-t

~
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tivi determinanti omologhi dell'altra; il che puo esprimersi scri-

vendo
u,— E u.yyx ,

dove u, ed y,, sono 1 principali determinanti delle due matrici.
6. Se le n funzioni u_, u,, .., U,, € le n variabii x,, Z,, .., &,
siano legate da n equazioni

?IZO ’ ?2""—-——_-0 ’ ?320 y o= ?nﬂo s
pel principio delle funzioni implicite avremo In generale

dy, du, 1 dy, du, \ de, du, dy,

du, dz, = du, dr, = du, dr,  dx,

Intanto siano ¢, € ¢, i determinanti delle ¢,, 955+« 5 9 secondo-
che¢ queste si riguardano come fupnzioni delle u,, u,, etc., o
delle x,, x,, etc. ; sara cosi

d?x d’Pz d?’x d‘?x d?z d?n
du, du, = du, dx, dx, = dx,
Yu= - . o e s Py . . y
dop d?n . dyy, dy, d% doy,
du, du, du, dx, dz,  dz,

e quindi, osservando alla formola precedente, si vedra che il va-
lore del determinante funzionale «,, ¢ dato dalla relazione
mo—— n
Pu Uy = ""1) P -

7. In virtu delle equazioni poc’anzi considerate le x,, z,,.., x,
possono inversamente riguardarsi come funzioni delle indipen-
denti u, , u,,.., 4, ; ed in tal caso si ha

Pr Ly =— (—"1 )n‘?u ’
¢ se si moltiplica questa formola per la precedente risulta
Ui, =1 ,

Cosi, in generale: Essendo date pit funzioni tra loro indipendentt
di allretlante variabili, queste reciprocamente sono funzioni tra loro



203

indipendenti di quelle; ed i determinanti de’'due sistemi di funziont
sono tra loro inversi.
Volendo dimostrare direttamente questo teorema osserveremo

che, essendo per ipotest
U =[ (X s Ty res Tp)s ==l (Lo g yery Xp)sers Up™=[p (L 13Ty 100 Tn)s

se immaginiamo ricavati da queste equazioni i valori delle x,,
Ty ,..y T, , € poscia sostituiti nelle equazioni medesime, queste
equazioni diverranno altrettante identitd, dovendo rispettiva-
mente ridursi ad u,=—wu,, u,=—u,, elc. Segue da ciod che, se si
prenda la derivata di u, rispetto ad u, questa derivata sara uguale
ad 1 o a zero, secondo che s & uguale ad r, o diverso da r, e
quindi si hanno le due formole

du, dx, du, dr, du, dx,

dz, du, + dr, du, v dx, du, =1,

du, dx,  du, dx, - du, dx, — 0

dr, du,  dz, du, T Az, du,

le quali per semplicita possono mutarsi in
Upy Lyp = Upg Loyt o+ A-Upy xnr——“l ’ (1)
Upy Lyg = Upg Loy =+ 0 +Upy m:O . (2)

Queste formole dimostrano che, se si moitiplicano per orizzontali
i due determinanti

Uy Uy Uyy um {L'“ Loy m“ * w“‘
2"21 u'az ?.123 . uzn ' x:ﬂ wzﬁ x’ﬂ * :vﬂﬂ
ua’: — uBI u32 u’33 . u3ﬂr ¥ x‘u == wl! xa! x’s . x'ﬂ.! ]

L] L L] * - ] L] ] » L4

u’n: u’nz uns ° uﬂﬂ wlﬂ wan wsn " x‘nﬂ»

nel determinante prodotto ogni elemento principale sara uguale
ad 1, e tutti gli altri saranno nulli; e quindi lo stesso prodotto
¢, come voleva dimostrarsi, uguale ad 1.
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8. Le due ultime formole conducono ad alcune relazioni di
mollo interesse nelle applicazioni de’determinanti funzionali. Con-
siderando ne’determinanti v, ed x, 1 complementi algebrici degli
elementi u,, ed x,,, li dinoleremo secondo le nostre solite con-
venzioni con U,, ed X,,. Indi, siccome pel numero precedente
Pespressione

Upy Tyg F Upp Ty -+ oo Upy Ty

¢ uguale a zero 0 ad 1 secondo che gl’indici » ed s sono uguali o
disuguali, ponendovi successivamente r=1, 2,.., s,.., n, avremo
la serie di n equazioni identiche |

urx x13+i&12 m28'+"+u1n ‘T-nam(} ¥
Uy, Uy, Ty oo Uyy X, =0,
Ugy Ty Upy Ty oo Uy ‘T-nszl ’

Up s Ly Uy Lpg 0o 1 Upy .’L'ns‘“:O ?

le quali addizionate membro a membro,dopo averle ordinatamente
moltiplicate per u,,., Uy, 5.0y Ugp 4ous U, ., porgono la seguente
relazione

Up Tp =gy » (6)

Nel modo stesso considerando il determinante x,, si dimostrerebbe
Xy 1y =Nt (‘)

ma ¢ chiaro che questa relazione puo subito ottenersi dalla pri-
ma, scambiandosi u con x , e consegueniemente U con X.

9. Noi non abbiamo inteso di esporre tutte le proprieta che si
conoscono de’determinanti funzionali; ma abbiamo cercato di por-
re in rilievo quelle che debbono riguardarsi come fondamentali.
Non vogliamo fultavia omettere una importante osservazione, la
quale del resto sorge spontanea da quanto precede, ed e che « Ii
» determinante funzionale ¢ per rapperto al sistema di funzioni,
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» cui si riferisce, quello che la derivata ¢ in rapporto alla fun-
» zione primitiva. » E basta ¢i0 solo a far presentire l'alta im-
portanza de’determinanti funzionali. Quando il sistema si riduce
ad una sola funzione, il determinante del sistema si riduce per
lo appunto alla derivata di questa funzione.

10. Dobbiamo da ultimo far menzione di un caso particolare,
che si presenta in questa fcorica, e che merita la maggiore at-
tenzione. Se le u_, u,, .., u,, anziché essere funzioni qualunque
delle variabili #,, »,,.., &, , siano le derivate prime di una
stessa funzione w di queste variabili, di modo che nel simbolo u,
bisogna intendere la derivata di » rispello ad x,, allora il sim-
bolo u,,, che indica, secondo le convenzioni,.la derivata prima
di u, rispetto ad x, , nella ipotesi attuale esprimera una derivata
secondo di w, vale a dire sara

d’ 1

e, =— m———1
dr,dx,

ryT——

¢ quindi st ha evidentemente
Y= &

Adunque nel caso, che consideriamo, il determinante delle fun-
zionl u,, U,,.., u, € un determinaunte simmetrico, il quale &
formato con le derivate seconde della funzione u. Ora questo de-
terminante, considerato per la prima volta dall'illustre Hesse, per
brevita di linguaggio fu detto dal medesimo deferminante della
funzione w ; ma, chiamato in seguito da Sylvester col nome di
Hessiano della funzione, ¢ sotto questa denominazione che attual-
mente st trova indicato da’ Geometri, e spesso dinotato col sim-
bolo Hu. Cosi I'Hessiano di una funzione w di n variabili non &
altra cosa che il Jacobiano relativo alle n derivate prime delia
funzione; ma quindi, oltre a possedere tutte le proprieta che con-
vengono in generale ai determinanti funzionali, si comprende che
I'Hessiano dev’essere dotato di altre proprietd dipendenti dalla
natura particolare delle funzioni cui si rapporta nella qualita di
Jacobiano. E le piu notevoli di queste proprietd saranno infatli
sviluppate ne’ seguenti paragrafi.
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§. VIL

ALCUNE NOZIONT INTORNO ALLE SOSTITUZIONI LINEARIL

1. Se una funzione di » variabili z,, z,,.., Z, sia trasfor-
mata in una funzione di altre n variabili y,, y,,.., ¥, , legate
alle prime per mezzo delle » equazioni lincari

mI:bIIyI+b12y2+"+blﬂyn ’
'Tg:bzx yx +b22y2+‘ ‘+b2-nyn ’ (1)

éU,n = b'nxyx =+ bnayz .. -+ bnnyn ’ /
questo sistema che pud rappresentarsi semplicemente con

xr:—"brx Y, + bm Yyt o '+b—rn Yo »

a patto che si diano ad r tutti i valori 1,2, 3,.., n, chiamasi
in generale una sostitusione lineare ; ed il suo determinante

bn blz * bxn
bzx bzz * bsm

b'n-x b‘nz " bnn

che non devessere nullo se le &, @,,.., &, sono supposte tra loro
indipendenti (§. 1, n° ), prende il nome di determinante della
sostitusione, ¢ talvolta anche quello di modulo della sostituzione.

La sostituzione lincare dicesi unimodulare, quando il suo de-
terminante & uguale all'unita.

Se nella trasformazione sia prescritta la condizione che la som-
ma dei quadrati delle variabili primitive debba essere uguale alla
somma de'quadrati delle nuove variabili, allora la sostituzione suol
dirsi una sostituzione ortogonale. Cosi, se

T X =Y Y Y (2)

la sostituzione (1) sara una sostituzione ortogonale.



2, Supposto che la funzione lineare
A, L, + Qg Ty—+ o o+ 0y Ty
sia trasformata mediante la sostituzione (1) in
€Y, ClYst oot Cpnlns
& evidente che pel coefficiente di y,. si ha
C,=at, b+ ab, 4+ ..+ 0py 5

vale a dire « il coefficiente di y, nella trasformata ¢ la somma
» dei prodotti de'successivi coefficienti della data funzione or-
» dinatamente moltiplicati pe’ successivi elementi del determi-
» nante della sostituzione.

Dopo cio, se il sistema di » funzioni lineari

Up==0Ap T; 1+ Ay P I L e

(r=1,2,3,..,n)

sia trasformato nel sistema delle n funzionm
U= Cpy Y+ Cro Yo+ o+ + CrnlYn »
(r:;:l, 2, 3,.., n)

se dinotiamo con A il determinante del dato sistema, e con G
quello del sistema trasformato, vale a dire se pongasi

a, a, . a, | @il O
A: 21 aaa * az-n . C-"—'-_"—- ﬂzx {'22 * C’zn ,
a—m anz * a-n-n Cﬂl an ® cnn
MY grizzon-

segue dal principio dichiarato che gli elementi della 2
tale di C sono i prodotti (par. 1* n® 60) della 7™ orizzontale di A
per le successive verticali di B, e ne risulta

C=AB.

Adunque: Quando un sistema di pits funzioni lineari di altrettante
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variabili ¢ trasformato mediante una sostitusione lineare, il deler-
minante del sistema trasformato é uguale al prodollo del determi-
nante del dalo sistema pel determinante della sostituzione,

Se la sostituzione e unimodulare, il determinante del sistema
trasformato sara uguale a quello del sistema primitivo.

3. Supponiamo ora che mediante la sostituzione (1) sia trasfor-
mata una funzione qualunque w delle variabih x,, %,,.., x,, €
dinotiamo con Hu, i'Hessiano della funzione primitiva u, ¢ con
Hu, I'Hessiano della stessa funzione dopo la trasformazione. Cio
posto essendo

d’u d’u dx d’u dx, d’v dzx,

dy,. dy, — dy, dEE; dy, £ dy,dx, dy, B dy,.dx, d-y; ’

in virtu della sostituzione si avra invece

d’u d’u b d’u ; d’u B
Bydy. — dy.dz. T dydx, 2t T T Ay, dx,

HnHs?

e quindi risulla evidentemente
d'u d’u d’u
dy dx, dy, dx,  dy, dx,
Huyx . p . . . ’ . B '
d’u d’u du
dy, dx, dy, dx, ~ dy,dx,

e se si dinota con D il determinante del secondo membro si avra

Hu,=DB . (3)
Inoltre essendo
du duv dx, Ju dx, du dx,

dy, — dz, dy, ™ dz, dy, A dr, dy, '

0S51a
duv  du B e du b e o du 1
dy, ~ dx, '"  dx, *' T dx, "
§i avra
d*n d’u d’u d’u
bl 132,.—{—---—!——————-—-—-()“,..

dy.dx, dr,dr, ' T dx,dx,
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In conseguenza di quest’ultima formola si ha
D=Hu,B,
e s¢'si moltiplica questa relazione per la (3) si otterra
Hu,=—Hu, B* ;

da che risulta la seguente proprieta de'determinanti Hessiani:

Se¢ una funszione di piu variabili sia trasformata mediante una
sostituzione lineare , U Hessiano della trasformala sara uguale
all’ Hessiano della primitiva, moltiplicato pel quadrato del determi-
nante della sostituzione.

%. Tra i coefficienti di una sostituzione ortogonale si verifica-
no alcune relazioni di molto interesse, fra le quali notiamo le
segucnir:

I. La sostituzione {1) &, come si ¢ detto, ortogonale, se tra
le primitive e le nuove variabili sussista la relazione (2), la quale
adunque dev'essere identicamente verificata, quando in luogo di
L.y X,y o« 5 &, SLpongano le slesse espressioni che si hanno nella
sostituzione. Quindi risulta che nello sviluppo del secondo mem-
bro il coefficiente del quadrato ¥ dev’essere uguale ad 1, e nullo
quello del prodotio y, y,; e da c10 poi segue che per tutti i valori
di r ed s da 1 fino ad n si avra

2 2 P @ : 2
bx,-r —+ bz,r -+ bﬁ,r % Bhe = bn,rz 1,

\
(/

| bpbygtbyp by oo tby by =0 . ®
Reciprocamente ¢ chiaro che la sostituzione ¢ ortogonale quante
volte siano verificate queste relazioni per tutt’i valori di r ed s da
1 ad n; e quindi ¢ palese che il numero delle condizioni, cui deb-
bono soddisfare gli n” coefficienti della sostituzione (1), affinche
possa essere ortogonale, ascende ad

nn—1),  n(n+4-1)

1l - o e,
+ =3 5

Traducendo le formole precedeuti sitha, che:
Nel determinante di una sostituzione ortogonalela somma de’qua-
drati di twiti gli elementi dil qualunque verticale ¢ uguale all'unitq;
: - - : ]
28
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v ¢ nulla la somma de'prodotii de'corrispondents clementi di due
gualunque verticali.

O, pitt brevemente (par. 1%, n.° 59) :

Nel deteiminante di una sostituzione orlogonale il quadrato di
quatunque verticale & uguale all'unita; ed é nullo il prodotto di due
qualunque ©crlicalt.

17, iusulta immediatamente da questo teorema che, se si
eleva a quadrato il determinante di una sostituzione ortogonale,
ogni elemento principale del quadrato sard uguale ad 1, e tutti

gli altri saranno nulli. Dunque:
Il quadrato del determinante di una sostituzione ortogonale ¢
nquale all’ unita: e percio il valore di questo determinante e, in gene-

rale, -+ 1, o — 1.

M. Se il complemento algebrico di un elemento qualunque b,
del determinante B s indichi, com’¢ nostro costume con B,,, si
hanno le due relazioni per verticali (par. 1.%, n.° 46)

bm Bxs = bzs Bes = w A f’fn.s Bm--'-_—" B,
hn‘ Bxs =il bm‘ st el _'l— bm* an ==l .

Paragonando la seconda di queste relazioni con la seconda del-
le (&) si vede che gli elementi b, bygsers by, SODO proporzio-
nali ai loro complementi algebricl B, g, B, ..., B,,, ¢ quindi sup-
ponendo in generale

PR

Brsﬂ:"k brs y I\i))
si avra
Buﬂkbxs ’ stxkbas 30y B-nsmkbns .

Per questi valori la prima delle relazioni superiori divienc
(bt by o o A bng ) k=B 5

ma la quantita’chiusa tra parentesi equivale ad 1; percio ri-
sulta k = B, e consegucniemente la (5) si muta 1n

B, ,=Bb,,. (6)

Questa relazione dimostra, che:
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1l prodolilo del determinante di una sostituzione ortogonale per
qualungue de’suoi elementi equivale al complemento algebrico dello

stesso elemento.
IV. Considerando ora nel determinaunte B le relazioui per

orizzontali
bastx+bsaBss+ <t bsn Bsn:B ’

bpy By 0, Byt o + by By =0,

in virtu dell’'ultimo teorema potremo eliminarne i complementi
algebrici; e pero sopprimendone in seguito il fattore B, si otten-
gono le due relazioni

by +bpy + b5 + .o+ b, =1,
Opy Osy +0py byy 4+« o + 0, =0,

le quali dimostrano che la proprietd poc’anzi sviluppata per ver-
ticali (1) a riguardo del determinante B sussiste ancora per oriz-
zontali; e quindi il teorema allora enunciato dev’essere cosi com-
pletato:

Nel determinante di una sostituzione ortogonale il quadrato di
una linea qualunque é uguale allunita; ed ¢ nullo i prodotto di due
linee qualungue parallele. |

Dopo cio ¢ manifesto che, se il determinante di una sostituzio-
ne ortogonale si elevi a quadrato, sia che si operi per orizzontali,
sia che si operi per verticali, avverra sempre che ogni elemento
principale del quadrato risulta uguale ad 1, e nulli tutti gli altri.

Y. Se sidinotano con b,, ¢ B,, duc determinanti minori omo-
loghi di grado m del primitivo B e del suo reciproco (par. 1%,
n° 8%) si ha

B,=—B" X compl. alg. di b,, .

Ora, se ad ogni elemento B,, compreso nel minore B, si sosli-
tuisca I’ espressione corrispondente Bb, , (111, siccome quel mi-
nore ¢ di grado m, ¢ chiaro che si otterra

—_ M .
Bm—B hm ’



e quindi la formola precedente porgera la seguente relazione
B b, = compl. alg. di by, ;

la quale si traduce nel teorema:

1l prodotto del delerminante di una soslituzione ortogonale per
qualunque suo minore equivale al complemento algebrico dello slesso
Mminore.

Se il minore che si considera & principale, allorasi ha sempli-
cemente

Bb,, = compl. di b, .

VI. Siano P,, P,, P, cle. 1 determinanti minori di B, i
quali si oftengono dal combinare ad m ad mle verticali {ovvero
orizzontali) di una sua matrice formata con m orizzontali qua-
lunque (ovvero verticali); e slano Q,,0Q,,Q,, etc. 1 rispetlivi
complementi algebrici. In siffatta guisa per I'ultima proprieta
avremo la serie di relazioni

BP,=0, , BP,=Q, , BP.=—Q, , ete.;

e se queste si moltiplicano ordinatamente per P, P,, P,, etc.,
e quindi si faccia la somma de’prodotti, osservando che la somma
de’secondi membri equivale a B (par. 1%, n° 53), otterremo

P’ Pi4 P +etc. =13
vale a dire :

Nel determinante di una sosliluzione ortogonale la somma det
quadrati di tulti i mnore appartenenti ad una matrice formala
con qualsivoglia numero di linee parallele ¢ sempre uquale al-
Uunita.

VII. Se nel determinante B di una sostituzione ortogonale
si dia il segno contrario a ciascuno elemento di una stessa linea,
mutera con siffatto cangiamento il segno del determinanic, ma
la sostituzione , che ne risulta, non cessa di essere ortogonale,
perche rimangono inalterate le equazioni (4) che caratterizzano
siffatte sostituzioni. Cosi, mutando 1l segno ad una linea qualun-
que del determinante di una sostituzione ortogonale, o piu gene-
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ralmente ad un numero impari di linee, si ha sempre una sosti-
tuzione ortogonale, ma il suo determinante sara di segno contra-
rio a quello del determinante della prima sostituzione; di modo
che, se questa prima sostituzione ¢ di determinanie +1, l'altra
sara di determinante —1 ; e reciprocamente.

VIII. Quando la data funzione ¢ stata trasformata mediante
la sostituzione (1), se nella trasformata si sostituissero ad y,,
Y,,.., Y, 1 valori che si otterrebbero dalla risoluzione delle stesse
equazioni (1), si ritornerebbe evidentemente alla funzione primi-
tiva. Ora, siccome si ha in generale

By,=B, 2, + B, &, + ..+ By &y »

supponendo che la sostituzione sia ortogonale, avremo in virtu
della (6 ,

B,,=Bb,, , B.,,=—=Bb,, .., B,,=Bb,, ,
e quindi la formola precedente si ridurra ad

yrmb:rx1+bzrxz+‘°+bnrx?z * (7)

Cosi, nella ipotesi di una sostituzione ortogonale, per ritornare
dalla trasformata alla primitiva basta prendere la nuova sostitu-
zione in guisa che nella espressione di y, i coefficienti di 7,
Z,,.., &, siano ordinatamente uguali agli clementi della »™* ver-
ticale del determinante B di modo che le successive orizzontali
del determinante della nuova sostituzione saranno rispetlivamen-
te identiche alle successive verticali del determinante della so-
stituzione primitiva.

Reciprocamente & chiaro, che la sostituzione (1) & necessaria-
mente ortogonale, se I’ espressione che ne risulta per y,. coincida
col secondo membro della (7); vale a dire, se i coeflicienti di z,,
Z,,.., &, siano gli elementi della »™* verticale del determinan-
te B. Infatti,sostituendo nel detto secondo membro ad z,, &,,..,
x, i loro valori, pel coefficiente di y, si ha I'espressione

Doy bygbop bys ooy by s

ma siccome il risultamento deve ridursi ad y,., ne segue che
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questa espressione & uguale ad 1, se s==r, ed ¢ nulla in ogni al-
tro caso: vale a dire si ottengono in siffatta guisa le equazioni (4),
le quali caratterizzano per lo appunto una sostituzione orto-
gonale.

5. Affinche la sostituzione {1) possa essere ortogonale 1 suoi n°
coefficienti dovranno, come gia si & detto (n°® prec. 1), soddi-

n(n-+1 s . % N
) condizioni; e da ¢id risulta che del numero to-

sfare ad — 5
.. o nn—1) : . ) . n{n+1
tale de’coefficienti, (‘ 5 . sono arbitrarii, e gli altri ﬁﬁ%t_l Si

potranno determinare in funzione de’ primi; od ancora potranno
¢ o a3 . . n{n—1
tutti gli n® coefficienti essere determinati in funzione di ( 5 )

quantith arbitrarie. Questa interessante ricerca, gia trattata da
Eulero per le sostituzioni ternarie e quaternarie (vale a dire re-
lative a tre e quattro variabili), e niente agevole, se si mira ad
esprimere i coefficienti della sostituzione per mezzo di funzioni
razionali delle date quantitd indeterminate, ha finalmente rice-
vuto dall’ illustre. Cavley la bellissima e generale risoluzione,
che brevemente passeremo ad esporre. |
Consideriamo il determinante ad elementi indeterminati, e di

grado n
{1

a’n 2

a’zx a‘zz * azn

" am-

aﬂl ang ¢ ann

£

se supponiamo che questo determinante sia gobbo (par.1*, n°91),
e che gli elementi principali siano tutti uguali ad 1, il che im-
porta che debbano essere verificate le condizioni

Qs+ U =0 a,,=1, 8)

allora gli n® elementi di A si riducono evidentemenle a sole

”(n;—l) quantita arbitrarie; ed ¢ quindi in funzione di queste

quantita che ora andremo a determinare i coefficienti della sosti-
tuzione (1), a condizione che la medesima risulti ortogonale. Si
- ¥
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tratta adunque di trovare i valori degli clementi del determinan-
te B per modo che soddisfino alle condizioni (%), esprimendoli in
funzione degli elementi del determinante A, che supponiamo sot-
tomessi alle condizioni (8).

Ponendo in generale

Tp==ly, L+ lg g by s (9)
Yy, =@a, L, +a,0+..+0,l, 10)
(r=1,2,3,..,1n)

per la risoluzione di questi due sistemi lineari, usando la con-
sueta notazione pe’complementi algbrici, abbiamo evidentemente

At?‘mAx?’ y1+A21‘ yz +"+ Anr y’n ? (11}
A-tr:Ar 1 Yx == A-rz Yo —+ .. Arn Yn - {12}
Addizionando ora le equazioni (9} e (10) si ha per le (8) ,

[ ZYr
=T

ed in virtu di questo valore di ¢, dalla (11) e {12) si otterra

2A,, 2A,, 2A,.,—B 2A,,,
=" &t Lt T HTUIETR o
QATI | 2;‘\7.2 Q.Arr'—‘B 2:\,.,,,
xrm_ﬁ'—'yx'{— B Ypt-oe B Yr—t+ ‘+_§"“ Yn >
ma se pongasi per compendio
2A 2A,,—B .
B”mb,.s ’ r% =b,, } , 13)
le due ultime formole diverranno
gy =0b , &, + b, X+ 0y, Ty (14)
Tp=bp Y, b Yo+ Tl Yn s (15)

e quindi si riconosce (n® prec.VIIl) che la sostituzione (15) & ne-
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cessariamente una sostituzione orlogonale. 1 coeflicienti di questa

sostituzione essendo definiti dalle (13), si vede ch’essi restano de-
terminati per mezzo degli elementi del determinante A, i quali ri-

- . » . ; “1 . . .

duconsi, come gia si & avvertito, ad 92(719 ) quantita arbitrarie.
Osserveremo attualmente che il determinante B della sostifu-

zione ortogonale definita dalle formole (10) ha per valore I unita

positiva. Infatti abbiamo per queste formole
A

A-n""' 9 Ax 2 A, D Ain
A
2 n AEI .Aag-""""é' A2 3 . 2 n
=)| :
A ABI J%\32 Ass""""‘é_ . .Ag_n s
A
An X Anz Ay . Ann"’“ 5

ma, chiamando D il determinante a dritta, si avra piu semplice-

mente
2 n
B— (’X’) D. 16)

Intanto, se si moltiplicano per orizzontali i determinanti D ed A,
si trova che il prodotto della #™* orizzontale dell'uno per la s™*

. : .. A A
orizzontale dell'altro si riduce a — 5 @p , OVVET0 @ = 5@,

¢ pel prodotto delle loro r™¢ orizzontali si trova A— %—aw :
ma, essendo per ipotesi a,,=1, potremo ridurre questo prodotto

ad-—-g—

ch’ & il prodotto de’due determinanti D ed A, & costituita da-
gli elementi

A A A . A
'"Q‘arx ’ T;j‘arz ’ —2-151,.3 "-a"‘g‘a‘rn9

a,. . Segue da cid che la »™7 orizzontale del determinante,

n
e quindi un tal prodotto sard equivalente a quello di (-—3——) pel

n
determinante A; di modo che pe deriva D:::(-%-) . Per questa
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espressione di D la (16) si riduce a B==-+1; e cosi resta dimo-
strato che la sostituzione ortogonale definita dalle formole (13)
¢ di determinante 1.

Cangiando il segno ad una linca qualunque di questo deter-
minante, o ad un numero impari di linee, si otterrebbe una
sostituzione ortogenale di determinante — 1 (n° 4, VII).

Se si tratta, per esempio, di una sostituzione binaria, sup-
ponendo

1 a
A— —14a°,

—a 1

si trova

1—a®> 2a
\b" bml 1+a* 1+a°
bzx bze o "—-—2(1 1-—“(12
1+a> 1+4-a®

vale a dire le espressioni degli elementi del determinante a sini-
stra, che rappresenta il determinante di una sostituzione binaria
ortogonale, sono rispettivamente uguali a quelle de’corrisponden-
ti elementi del determinante a dritta. E cosi pure per una sosti-
tuzione ternaria, supponendo

1 a b
Az —q 1 ¢cji=14+a+0>+c*,
—b—c 1
si avrebbe
1—qa —;b ~+c 9 a;bc 9 b+ac
bex D Do A
bzt bzz bza e 2 LR i—a +b — 2 i
A A A
bSI b32 b33 b 5 1.1 2 2
g —b+ac 2 c—+ab 1 4-a*—b"—c
A A A

Queste sostituzioni sono di determinante +1; ma nel modo gia

dichiarato se ne potrebbero dedurre quelle di determinante —1.
29
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§. VI

ALCUNE PROPRIETA’ DELLE FUNZIONI OMOGENEE.

1. Intorno alle funzioni omogenee di pitt variabili dobbiamo
rammentare due proprietd gencralmente conosciute, e che sono
il fondamento di tutte le alire.

» 1. Le derivate parziali di un’ordine qualunque delle fun-
» zioni omogenee sono anch’esse omogenee funzioni; e, se m sia
» il grado della primitiva, sard m—1 1l grado di ogni derivata
» prima; m—2 quello di ogni derivata seconda; e cosi di se-
» guito ».
» II. 1l prodotto della funzione pel suo grado equivale alla
‘somma de’prodotti di ciascuna variabile per la prima derivata
della funziosie rispetio a questa variabile ».
Questa seconda proprieta e quella che eoslituisce il famoso teo-
reina di Eulero sulle funzioni omogenee.

2. Dinotando u una funzione omogenea delle n variabili
x,, &, ..., T, la sua derivata rispetto ad z, sara, come gia si ¢
detto, figurata da v, ; indi u, , esprimerala derivata di u, rispetto
ad x,; similmente w, ., esprimerebbe quella di »,, rispetto ad x;;
e cosi di seguito. Quindi risulta che le quantita rappresentate
da’simboli w,,, t,,,, elc. sono sempre le stesse qualunque sia
I'ordine degl'indici.

Posto cid , se m ¢ il grado della funzione u , pel teorema di
Eulero, avremo in primo luogo

¥

L

S
et

MU==U, L+ U, T+ . U, Xy (1)

Indi, se si applica di nuovo il tecorema di Eulero a ciascuna
delle u,, u,,.., 4,, che sono funzioni omogenee di grado m—1,
si ottengono le identita

(m__iﬁ U, =u,, XU, ‘x2+ vt Uy Ty oy

(n—1) Uy== Uy T, Uy, Tyt o0 Uy Ty s (2)

m—1) U=y, Ty Uy, Lo+« + Uy Ty

le quali costituiscono un sistema di n equazioni lineari rispetto
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alle variabili x,, «,, .., x,. E chiaro intanto che il determinante
di questo sistema ¢ 'Hessiano della funzione «, ¢ da ora innanzi
lo dinoteremo col simbolo v, di modo che sara

(14 (2

4 11

(2}

U

1z ° in

21 u’za ' uzn

um u’-nz * u‘nn

3. Il sistema delle n+1 equazioni lineari costituito dalla (1)
e dalle (2) porge subito una relazione osservabile tra la funzionc
primitiva u,e le sue prime e seconde derivate; relazione che si ha
nella risultante di quelle equazioni; quindi, siccome 1l primo

- 5 o B e ; mu : ,
membro di (1) si puo scrivere (m—1) 7 s s faccia per
compendio

mu
m—1 o
¢ si ponga
QIO ul u2 * un
u, uzz Uy « Uy
Refu, vy, u,, - u,, !,
u’n ium u‘n-:z - Uy, n

sard R=0 la relazionc alla quale abbiamo acccnnato. Intanto, se
dinotiamo con R, cio che diviene il determinante R,quando vi si
annulla il primo elemento, vale a dire, se pongasi

; 0 ux uz . un
w, U, U U,
RO : t 2!2 Q‘EI ufzg L] ?loﬂ )

=

Juﬂ_ (14 ni u'nz . U i

¢ chiaro che la relazione di cui si tratta prendera la forma

v+ Ry=0.
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Se dinotiamo con U,., il complemento algebrico dell’ elemen-
to u,, a riguardo del determinante v, ayréemo (par. 12, n° 96)

Ry=— 2 usug Uy
ik

formola in cui ciascuno degl’ indici ¢ e k prende tutti i valori
1,2,.., n; ed allora la precedente relazione, restituendo ad u, il

suo valore, diverra
m
PRI T
m—-—-l UL = E U, Uy, Lik ‘
ik

%. Essendo il determinante R simmetrico e nullo, il suo re-
ciproco, che chiameremo R’, sary anch’esso simmetrico e nullo
(par. 12, n‘ 8% e 93). In conseguenza,se i complementi algebrici
degli elementi di R, che sono figurati da u, ed u,,, S dinotano
rispettivamente con V. € Vo, osservando che V,==7v, avremo

V., V., .V,
N

R'=— .V, =0;

‘Tﬂ ‘T‘nl vnz ) Vﬂn
e perd, mentre nel determinante R’ si ha in generale V,,—=V,,,

si ayra pure (id, n.° 103).
v:s*-:vrr Vss > (3)

e quindi i successivi elementi di upa linea qualunque saranno
proporzionali alle radici quadrate de’successivi elementi princi-

pali.
Cio premesso osserviamo che le n-+1 equazioni (1) e (2), po-

nendo per simmetria

—(m—1)=x, ,

divengono



U, Ty~ Uy, Ty + Uy Ly .ot Uy =1} ,
u’x xo+unx1+um m2+"+u1nwn:::0’
ua ;170—-}—%21 331—1—11-22 xa+"+u'snmnzo ?

»

L I ¥ L L ] -
:0,

L L - L 3 - - ’

U, X, -+ Uy, Xy 1 Upg X, + - —+— Upn Ly

e ne risulta che le quantitd z,, &;, Lgs..s Ly SONO proporzionali
ai complementi algebrici degli elementi di qualunque orizzontale
del determinante R (§. I, n°7); o, ch’¢ lo stesso, sono proporzio-
nali agli elementi di qualunque linea del determinante R'. In
conseguenza le dette quantita saranno ancora proporzionali alle
radici quadrate de’principali elementi di questo determinante; e

quindi si ha la proporzione

T,2 L, Lyte ot Ty = \/v: - \/’V’,‘m 5 5V Yan o
— V,: V., : Voy 2o02 Vg

v 1V, :V, .00V,

Risulta da questa proporzione che, se ¢ nullo il complemento
di un elemento qualunque del determinante R, sara nullo nel
tempo istesso il complemento di ogni altro elemento; e siccome
tra essi @ compreso il determinante v, ch’¢ I'Hessiano della fun-
zione primitiva u, cosi ne segue in particolare che, se ¢ nullo
I'Hessiano di questa funzione, sara nullo il complemento di ogni
altro elemento del determinante R; e viceversa.

5. Dalla stessa proporzione si ricavano agevolmente le se-
guenti osservabili relazioni :

|

. X X,
Y, = ~v Vra:—r—‘i‘g v,
0 Lo

la seconda delle quali, considerata nella ipotesi particolare di
r—s=—n, ch’& il caso di frequenti applicazioni, si riduce a

0 u, . Upy_y Uy, Ugg Ygg « Upy
ux uu & ux,‘n—x . u’sx uza uaz * uam
r“s
U, u’_zx . ua,n—x - (m__1>2 Uy, Uso Uss » Usp | -
Upy Upy Ups - Unn
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6. Siccome il determinante v ¢ un delerminante simmetrico, ¢
ciascuno de’ suoi elementi u, , ¢ (n° 1) una funzione omogenea di
grado m—2, ne seguc che il suo reciproco & anch’esso un deter-
minante simmetrico; ed ogni suo elemento U, , sara una funzione
omogenea di grado (n—1) (m—2). |

Supponendo che il determinante v sia identicamente nullo, 1l
suo reciproco lo & del pari; ed in tal caso gli elementi di qualun-
que linea di questo reciproco saranno proporzionali agli elementi
di ogni altra linea; da che deriva immediatamente il seguente
teorema: -

Se UHessiano di una funzione omogenea di piu variabidi si an-
nulla identicamente; e se inolire & nullo identicamente complemento
di un elemento qualunque, allora il complemento di ogni altro ele-
mento sara pure identicamente nullo; o in breve, tulli gli elementi
del reciproco saranno identicamente nulli.

7. Ma I'annullamento identico dell'Hessiano di una funzione o-
mogenea conduce ad una proprieta piu riposta e di grande im-
portanza, la quale consiste in cio che allora le derivatc prime
della funzione sono legate tra di loro da una relazione omogenca
lineare ; e noi crediamo di far cosa utile e grata ai lettori ripro-
ducendo una nuova dimostrazione che I'illustre Autore ne ha dato
nel 1859, (*) permettendoci qualche leggiera modifica che vale a
renderla alquanto pitl concisa.

E dapprima si osservi che, essendo v=—0, per valori uguali o
disuguali di 7 ed s, da 1 fino ad n, si ha sempre

sturx+Uszurz+°'+Usnurn-$0 . M‘)

Supponiamo che per un qualche valore di s le n quantita Ug,,
U,, .-, U,y possano avere un fattor comune di grado p in rapporto
alle variabili (fattore che sarebbe 1, ove non esistesse); e che per

() Questa proposizione e quelle che formano il soggetto del seguente nu-
mero 8 sone (utte dovute ad Hesse, dal quale furono pubblicate {in dal 1851
(Crelle, T. XLII, pag. 119). Tuttavia la dimostrazione di quella, di cui trattasi
attualmente, e dalla quale dipendono le aitre, non era gran fatto soddisfacente;
ed & pero che PAutore vi ritorna di nuovo nel 1859 (Crelle, T. LVI. pag. 263)
per dimostrarla di una maniera piui rigorosa.



223

la soppressione di un tal fattore I equazione precedente sia ri-
dotta a

Uy, Cy Uy oo Crltpy =0, ()
dove ¢, €,,.., ¢, dinotano funzioni omogenee tutte di grado
(n—1) (m—2)—u , le quali non ammettono alcun altro fattor co-
mune ; e che sarebbero tutte costanti, ove il fosse una tra esse.

Inoltre, ammettendo che non sia nullo il complemento di aleu-
no elemento del determinante v, ch’¢ il caso cui si rapporta il
teorema precedente, le quantita ¢,, ¢,,.., ¢, Saranno tutte neces-
sariamente diverse da zero.

Posto cid, se le n equazioni, che risultano dalla (5) con dare
ad 7 i successivi valori 1, 2,.., n, si moltiplicano ordinatamente
per x,, T,,.., T, ¢ chiaro che la somma de’prodotti, 1n virtu del
teorema di Eulero, si riduce a

e U+ Coty—+ oo Cu Uy, =0 . 6)

E se questa cquazione identica si derivi rispetto ad x, , dinolata
con ¢, la derivata di ¢; rispetto ad x;, 1n virtu della () e della
relazione u,.—u,,, risultera

Cop U, Cop Uy =+ o+ 4 Cpp Uy =0 . (7)

Sussistendo questa equazione per tutti i valori di rdaladn,
avremo identicamente

cxnczn * Cnn
e quindi, per tutti i valori di p e ¢ da 1 ad n, sara
qucp:+cq2 sz+"+cqncpn::()' /8)

Derivando ora I equazione identica (5) rispetto ad x,, se si
ponga per compendio

L ?h-,p —+- c, 'u’r‘ep e == 0, Uy p: L (;-P ’ {9)
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( dove & da osservare che t,,==tp, (0° 2) ), otterremo

Crp u-.,.,+cgpu,.z+..+cnpum:trp; (10)

e se in questa formola si diano a p i successivi valori 1, 2,.., n,
e quindi le equazioni che ne risultano si moltiplichino rispetti-
vamente per (g, Cposers Con » & chiaro che, in virtu della (8), st
annulla identicamente la somma de’ primi membri, € ne risulfa

Cyr t,, + Cqs b, 4o+ Cgn =0 .

Osserviamo attualmente che questa equazione, al pari della (8),
sussiste per tutti i valori dig da1 ad n. Segue da cid che le
quantitd &, , lrssers bpn SONO proporzionali alle €pys Cpos s Cpn s
e perd ¢ lecito di supporre

t,,=—kcp, > lpo=kCpss+ > typ=kCpn » (11)

dove il fattore k & necessariamente diverso da zero se tutte non
siano nulle le quantitd ty,, tygsevs ten - Ed ammesso per ora che
non abbia luogo che questo caso, S€ le (10) si moltiplichino ri-
spettivamente per &, Zgsers Tno e quindi si faccia la somma dei
prodotti, tenendo presente che ¢, dinota una funzione omogenea
di grado (n—1) (m—2)—p., in virtu del teorema di Eulero risul-

tera

((n-——i)(m———?) "'_P*) k.c/=ly Lytlpe Lyt oo - lyp Tn -

Sostituendo 012 & fyy, lrasees frn 1 valori, che si hanno dalla (9),
si vedra ch’ & nullo il polinomio a dritta, il quale in virtu dello
stesso teorema di Eulero si riduce al primo membro della (5)
moltiplicalo per —(m—2) ; e quindi sara anche nullo il pro-

dotto ((n—-—l) (m—-——2)-——,;) k. c.; ma per ipotesi ciascuno dei due
fattori k e c, & diverso da zero; dungue dev’ esser nullo il

primo de’ tre fattori; i1 che vuol dire, che le quantitd ¢;, €.y Cn
sono funzioni di grado zero ; e percio costanti.
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Se poi siano nulle {futle le qUAnbili ey bpgsvos bpgs 1D virtu
della (10) dovra sussistere I'equazione

Crp Uy 1+cgpurs+""f'cnp rn“""O

per tutt’i valori dirda1adn;e quindi, sussistendo la (3, pei
medesimi valori di r, ne deriva che le ¢,,, €,5,.., Cyp SONO Pro=
porzionali alie ¢,, ¢,,.., €55 ¢C percio sara lecito di supporre

c,p=he, , Cop==MCs 5+ s Cpp =hey (12)
ossla
de, dc, de
L — e, e, —=h¢ (13)
dzx, ’ da:p oantd dz, Ly e

dinotando h una funzione delic variabili, che resta a determina-
re. Integrando le ullime equazioni , se si faccia per compendio

avremo
e,—=¢e Gy, c,=¢" (g, .., G =8 Uy

dove le costanti della integrazione C,, G, ..., G, sono, in gene-
rale, funzioni indipendenti da z,. Queste relazioni proverebbe-
ro che le funzioni ¢c,, ¢,,.., € hauno il fattor comune ¢*; ma
essendo invece prime tra loro, dcv essere h=>0. E da cio deriva,
osservando alle (13), che sono nulle le derivate delle funzio-
nic,, C,,.., €, Tispetto alla variabile x,; ma quindi sono nulle
le loro derivate rispetto a qualunque variabile, ¢ percio que-
ste funzioni sono costanti. Esistendo adunque tra siffatie costan-
ti elew,, u,,., u, la relazione (6), si ottiene la proposizione
che trattavasi di dimostrare, cioe:

Se I Hessiano di una funzione omogenea di pi variabili st an-
nulla identicamente , le derivale prime di questa funzione saranno
legate per mezzo di una determinala relasione lineare.

8. Quando tra le derivate prime della funzione w esiste una

)(i
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qualunque relazione, I'Hessiano v di questa funzione deve identi-
camente annullarsi (§. VI, n° &), poiche ¢ desso 1l Jacobiano del
sistema delle deite prime derivate ; e pero, in particolare, dovra
verificarsi questo identico annullamento dell’'Hessiano anche quan-
do le derivate siano legate da una relazione lineare della forma

CoU, - Cotly b Gy =0,

dove ¢, ¢,,.., €, SONO quantitd costanti. Supponiamo intanto
che la funzione u sia trasicrmata mediantc la sostituzione lineare

‘T'x 01 ?}I"J_hz?!z+ '"%'"bxnyn »

'T:a‘:: (‘2 yx "Jr- baa y2+ v _‘%_bzn yn 4

Ty = Cytfy 4 DY o Dap ¥ s

in cui i coefficienti di una delle nuove variabili , come y, , sono
le costanti della data relazione. Ora subito si riconosce che la
trasformata & indipendente da y,. In fatti essendo

du du dx, du dx, du dzx,
e s — e . e i %
dy, dx, dy, dx, dy, dx, dy,
. ; : du " s o s
siccome si ha in generale Tl ed ¢ inoltre, in virtu della
r

G dx : : . .
sostituzione, —-I-—'"— —-¢,., cosi 'ultima formola si muta in

X

{%i;:.—_rxu, R I S o

ma il secondo membro & nullo per ipotesi, dunque lo sara anche
il primo; e ne segue, come si & detto, che la trasformata di u e
indipendente dalla variabile y.. Dopo cid; essendo stato dimo-
strato nel numero precedente che, se I Hessiano di u si annulla
identicamente, le derivate prime sono legate da una determinata
relazione lineare, risulta evidente il seguente teorema :

Se una funzione omogenea di b variabili possa, mediante una
sostituzione lineare , essere trasformala in una funzione di n—1
variabili , il suo Hessiano sard identicamente nullo.
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Reciprocamente : Una funzione di n variabili, di cui I'Hessiano
si annulla identicamente, puo , mediante una determinata soshitu-
zione lineare,essere trasformata in una funzione di n—1 variabili.

9. Ecco altre relazioni che menano ad osservabili conseguenze.
Risolvendo le equazioni (2) rispetto ad z, abbiamo

vxr:(m'"l) (Uzr u, + Upp g+ ++ + Usr Uy, ) ’ (14)

e se quesla identitd si derivi una volta rispetto ad x, ed una
volta rispetto ad «x,, tenendo presente che

U:ru1r+U9ruar+ """Unrunr:“"‘ ’
U r iy, +Ugr 44, + . AUy ty, =0,
si otterranno le due relazioni

dU, dU
oyl t) (o o P ) 2 v, (13
r

v,2, =(M 1)(d

z,
UIT dUﬂr
d.ﬁL‘s ux—i—”-}——az-: u,n) . (16}

E derivando I'ultima di queste identitd rispetto ad x;, troveremo

d: orT
l‘:txr::{m—l)( UIT u1+.,+ dLm‘ un)

dz,dzx, dx,dx, \_
17,
“("‘“1) (U:r U, ts sl o Uﬂ?‘ unts) ’
poiche si ha
du., dU .
d-’.vx, ul‘+ Y d;;r Uy =—— (Un' U, { s+Us ru'n ¢ s+ . "‘{‘Un rUy $ s) ’

come segue dalla identita
Uzr uxt+Uar Upg + .. Unf‘ untzo s

derivata rispetto ad x,. Osservando ora alla relazione (1) cadra
sott’occhio che , se si abbiaw, —u, =— .+ — u,, =— 0, sara pure
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u==0: ma inoltre vedesi dalla [14: che si ha nel tempo stesso v=—0;
e quindi le (13) e (16) dimostrano che ne risulta v, = v, ="
= v, =0. In couseguenza:

Data una funzione omogenea di pits variabili. qualunque sistema
di valori di queste variabili capace di annullare tutte le derwate
prime della funzione, annullera ad un tempo la stessa funzione, ed
il suo Hessiano con tutte le derivate prime dell’ Hessiano. E conse-
quentemente annullera pure U Hessiano dell’ Hessiano.

10. Supponendo che w,, ,,.., u,, anziche essere le prime
derivate di una stessa funzione u, siano funzioni omogenee qua-
lunque di gradi m, , m, ,.., m,, ¢ che v indichi il loro Jacobiano,

T

in tal caso pel teorema di Eulero si avra il sistema lineare
My Uy T= Uy Ty~ Upy Ly~ oo = Uy Ty
el o 2 g B

che, risoluto rispetto ad x, , da I' equazione identica

4
{

v, =m, U, u,+mU, u,+ ..+ MUyt 5 18)
la quale, se le funzioni sono dello stesso grado m, si riduce a
TVr,—Mm (Elrul'{"uzruz o +Uﬂ?"uﬂ) 2 {19"

Se questa ultima identita si derivi una volta rispetto ad z, ed una
volta rispetto ad @, , ¢ chiaro che i risultamenti sono, in quanto
a forma, cio che divengono rispettivamente (18) e (16) mutan-
dovi m—1 in m; e quindi tenendo ancora presenti le equazio-
ni {18) e (19), ne dedurremo il seguente teorema:

Se pit funzioni omogenee di allreltante variabili sono annullate
da un comune sistema di valori di queste variabili, un tal sisteina
annullera pure il loro Jacobiano. E sec di ptu le funzioni sono di
uno stesso grado , quel sistema annullera benanche la derivala del
Jacobiano rispetto a qualunque delle variabili,
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§. IX.

ALCUNE TRASFORMAZIONI E PROPRIETA DELLE FORME ;
ED IN PARTICOLARE DELLE BINARIE E DELLE QUADRATICHE.

1. Le funzioni omogenee razionali ed intere di qualsivoglia
numero di variabili per brevitd di linguaggio sogliono chiamarsi
attualmente col nome di forme (*); le quali poi diconsi binarte,
ternarie, quaternarie, etc. secondoché contengono o due variabili,
o tre, o quattro, etc.; ed in quanto al grado una forma ¢ lineare,
se del 1° grado; quadratica, se del 2°; cubica, se del 3°; biqua-
dratica, se del 4°; quintica, se del 5°, etc. Cosi delle tre funzioni

ax® + bxy + cx”®
ax’® + bx®y4-cxy® + dy°
ax® 4 by’ -+ ¢z 4 dey + exz 4+ dys ,

la prima e la terza sono due forme quadratiche, 'una binaria,
l'altra ternaria; ¢ la seconda € una forma cubica binaria.

2. In generale & chiaro che i termini di una forma completa di
grado m, relativa ad » variabili z,, «,,.., x,, fatta astrazione
da’ coefficienti, sono tutti i termini che risultano dallo sviluppo
del polinomio (x,+ x,~+---+x,)" ; laonde per aver la forma
basterebbe effettuare lo sviluppo, senza tener conto de’coefficienti
numerici polinomiali , dando invece ad ogni termine un coeffi-
ciente indeterminato. Ma tuttavolta si trova sovente opportuno
di ritenere anche i coefficienti numerici ; e questo sistema suole
specialmente adottarsi per le forme binarie di qualunque grado,
e per le forme quadratiche. Laonde, dinotata con » una forma

(") Nome introdotto da Gauss per indicare funzioni omogenee , non solo
razionali ed intere, ma che di piu avessero numeri interi per coefficienti. Tut-
tavolta il significato di quesia parola é ora alquanto pil esteso, essendo con-
venuto di aversi riguardo all’ultima condizione solo nelle ricerche aritmetiche
relative alle forme.
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binaria di grado m, relativa alle variabili z, y, si avrebbe

m(m-1; .
u:aowm__*_malxm-dy_{___l('__é.l .‘Z?m—?y ,+..+mawxxym:+amytz:;

e, se pongasi per compendio

m(m—1)(m—2) . . (m—r-+1) (

15¢25<3>< +o X7 M)y 5

notazione da cui deriva (m),=1,potra scriversi pil concisamente

— g, 2™ + (m), a, &Y + (M), @, & g .0y (1)

Y= 2 (m),a, 2™ Y 3
r

con che s intende la somma di tutti i termini, che si ottengono
dal tipo (m),a,.z™"y", dando ad r tutti i valori 0, 1, 2,.., m.

3. Se w dinoti una forma quadratica ad n variabili &,, Z,y:+s Typo
e sia @,, il coefficiente di z,%,, si avra

U — E Oy Ly Ly s
r s

a condizione che ciascuno deglindici r ed s prenda tuttii valori
1, 2,.., n, ed inoltre che sia @, == Gy * allora i termini che con-
tengono i quadrati delle variabili saranno quelli che risultano da
valori uguali deglindici 7 ed s; mentre per ogni sistema di va-
lori disuguali di questi indici, si ottengono due termini @y Ty Ty»
a,, x, &,, i quali si coniraggono in un sol termine 2a,, Ty &, .
Del resto & chiaro.che possiamo anche scrivere

u’::"z Oy v x, + 2 2 ;ara Ty Ly s (2)
r rs

ma in questa espressione, mentre la prima somma va estesa a
tutti i valori di r da1 ad n, nella seconda i sistemi di valori di r
cd s saranno le sole combinazioni binarie de’ numeri 1,2,..,n.

od ancora
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%. Una forma binaria di grado dispari pud, in generale, essere
trasformata in una somma di potenze dello stesso grado di deter-
minate funzioni lineari delle due variabili; vale a dire, supposto

m—2n—1, la forma (1) pud essere cangiata in
A, (@a, 4 A (@ 4 0 Y A (@ ) (3)

dove A,, A,,eey A, €d ;5 @gyny 2y SONO costanti pienamente de-
terminate. In fatti il numero di queste costanti & precisamente
uguale al numero de’coefficienti della forma data, a,, a,, a,..,
a,, . ; equindi, paragonando le due forme , si comprende che
quelle possono, in generale, essere determinate per mezzo di
queste. La novella forma ¢ conosciuta attualmente col nome di
forma canonica della forma binaria di grado dispari, nome 1ntro-
dotto dall'illustre Sylvester, al quale & dovuta la idea ¢ la teoria

di queste importanti trasformazioni.
Eguagliando i coefficienti delle stesse potenze di x nella forma

primitiva e nella forma canonica, si ottengono subito le seguenti
2n equazioni

g, =M ~+ A, 4+ ..+ A, , ‘\

a, == A, + Ao, 4+ .o+ Ap ey, y

a, ==A, a;  + Ao, +..+A, an ) (4)
A=A, "+ Ay A, G

per mezzo delle quali si determinano facilmente 1 valori delle 2n
incognite costanti. In fatto, se in questo sistema si considerano
n + 1 qualunque siano successive equazioni, per esempio quelle
che hanno per primi membri @,, @, .5 Gr 5sees O q> poOlremo
eliminarne le A,, A,,.., A, (§. I, n° 6); e perd sopprimendo
dalla risultante il fattore («, «, - . «,)" , otterremo I'equazione

a, 1 1 .1

(yo |, ay Gp o Gy

o 2 o s 0
App 0y . ’

.-E}c’

n n n
ar+n Yy *

la quale sugsiste per r=0,1,2,.., n— 1: ¢ che, chiamando
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P,,P,,P,,.., Py} complementi algebrici degli elementi della
prima verticale del determinante, si trasforma in

Poa,+P,ap .+ PosOypppy+ Py = 0. (6

Posto cid, se dinotiamo con [(z) cio che diviene lo stesso deter-
minante mutandovi gli elementi della prima verticale nelle suc-
cessive potenze 1, z, z°,.., z" , avremo ancora

&

f(Z)EPO—i—PIZ—I—PaZa—I—. .+P,z";

ele s, a,,.. a, sarauno le n radici (pag.187, nota) dell’equazio-
ne f(z)==0. Inoltre supponendo

4 (z) — <z““1:’ (z'_'“z) (zﬁas} e (z""“n.)
ﬂkn+kn_lz+kn_2z2+ .o +k15nwl + 3",
SICCOME « , a, -, 2, SONO ancora radici dell’ equazione
?{z)zkn-}—kn_,z—l—kn_gz“—l-..—}-kzz”"‘ =0, (7

risulta che le funzioni f(3) e y (z) non possono differire che per
un fattore indipendente da z, e percio si avranno le relazioni

Poxpnkn 2 Plﬁpﬂkﬂﬂt ’ Pﬁzp‘nknmz yrey Pn—-l'-:"'—PnkI ]

per le quali la (6) si muta in
ky@p+Fky Qs+ kst Oy =0 .

Questa formola, dando ad r i valori successivi 1, 2,.., n, porge
il sistema di identita

k,a, +k, a0, +..+ka, +a, =0,

k,a, +ky_,0,+..+ka, +a,, =0,

kn an-—x == kﬂ-—x an + v +k1 azn-——z+ azn-—-lz O b4

ed in fine, eliminando tra queste n equazioni ¢ la (7) le quan-
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tith le k,, k,_ .., k, siottiene I'equazione di grado n

1 = . -T
a, a, a, a,

4 az '3 * n--x '
Ap_y Ay Qpiq - yp—s

le cui radici sono i valori delle costanti «,, %, ..., #,. Delermi-
nati questi valori, quelli delle altre costanti A,, A,,.., A, po-
tranno ottenersi dalle prime n equazioni del sistema (4).

Se I'ultima equazione avesse radici uguali la trasformazione
sarebbe impossibile, come subito si rileva dalla (3) ; poiche in tal
caso il suo primo membro & identicamente nullo. E da cid deriva
che la trasformazione in discorso esige per condizionc essenziale
che siano disuguali le radici dell’ equazione in .

I evidente che per la forma canonica, di cui ci siamo occupati,
potrebbe ancora adottarsi il tipo

tn—1

(“: X ;Sx y)sn_t+ {“2 x—+B, y}m-—l_{_ e (“n x+r€n y)r *

perché il numero delle costanti ¢ sempre uguale a quello de’coef-

ficienti della forma data.

5. Proponendosi la medesima irasformazione per una forma
binaria di grado pari, che ha un numero impari di coefficienti,
questo numero non pud essere uguale a quello dei coefficienti inde-
terminati, che si richiederebbero per la forma canonica, il quale
& sempre pari; e da cio facilmente si conchiude che, in generale,
le forme binarie di grado pari possono in modi infiniti essere ri-
dotte a forme canoniche.Del rimanente il sig. Cayley ha da ulti-
mo meglio fissato Ja nozione delle forme canoniche delle forme
binarie di grado pari (Crelie, 1857 tom. LIV, pag. 48), nozioni
che si vanno estendendo alle forme ternarie, quaternarie, etc; ma
qui non possiamo che arrestarci a questo cenno, trattandosi di
ricerche che si collegano a teoriche di altra natura.

6. E importante ad osservare che le funzioni non omogenee di
due o piu variabili, e specialmente le algebriche razionali ed in-

tere, possono sempre cangiarsi in omogenee, introducendo ne'di-

3
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versi termini le convenienti potenze di una nuova variabile ; il
che permette di applicar loro le proprietd delle funzioni omoge-
nee, salvo a ridurre i risultamenti con porre, a calcoli finiti, la
nuova variabile uguale ad 1. Cosi invece della funzione

m M1
a{)"c +a1x +"+a:’n v
o dell altra

flr=a,x" + (m, d, 2" - (), @, T A e A=Ay,

si pud considerare la forma (1), la quale diviene identica ad fix)
per y=1; di modo che, se quella forma si dinoti con ¢ (x, ¥),
si hag(x, 1)=[(x.

7. Data una funzione omogenea di piu variabili , se si ugua-
gliano a z-to tutte le suc derivate parziali del 1° ordine , e dalle
equazioni cost formate si eliminino le variabili, la funzione dei
coefficienti, che si ottiene in tale guisa, & cio che Sylvester ha
chiamato discriminante della funzione omogenea. Il discriminante
adunque della forma binaria ¢ (x, Y}, poc’ anzi considerata, sara

il primo membro deila risultante delle due equazion

del'x,y) 1y q
— {) BN S e /8)

_ = ’ . \O)
dx dy

Cio premesso, essendo pel teorema di Eulero

. d T, \ d'(x91)
Mo (X, Yy) = ?émy}m+ de.l ¥

s¢ in questa formola si ponga y=1, siccome in tal caso il fattore
variabile del 1° membro equivale ad f(z), ed il coefficiente di x
nel 2° si riduce ad f’(x), chiamando y(x) cio che diviene il coef-
ficiente di y per y=1, ne dedurremo

y (z)=m [ (@) —[' (@)

Ora ¢ chiaro che, tanto ¢ eliminare le due variabili x ed y dalle
due equazioni (8), quanto & eliminare la sola x tra le due equa-
zioni ['(x)=0, e y(x)=0 ; ma d’altra parte bisogna osservare che
tanto & eliminare la z tra queste due equazioni, quanto ¢ climil-
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narla tra le due [{2)=0 ed f'{x)==0; ¢ da cio risulta che il di-
scriminante della forma binaria ¢(x,y) non pud differire che per
un fattore numerico dal determinante dell’ equazione [(x)=—0
(pag. 179, n° 2), o dall’ ultimo termine dell’equazione ai quadrati
delle differenze delle sue radici (pag. 183).

8. Supponendo ora che u dinoti una forma quadratica ad n va-
riabili =, , z,,.., Z,, se si prenda la sua derivata rispetto ad x,,
si avra in virtu della (2),

du 2
T
4

I'indice s dovendo prendere tutti i valori 1, 2,.., n; talche sara

1

b2 Gt g, ()

Questa formola, facendovi r=1, 2,.., n, porge il sistema lineare

w[-ﬂ-

uzﬂan w1+a’mwz+' '+a1ﬂa’.n ?

1| ~

Uy == Aoy Ty Qoo Tyt -+ = Aoy Ty (10
e M

]
?tbn:aﬂl‘rx —i—amw2+ . '+ annmn ’

ed ¢ chiaro che 1l suo determinante ¢ il discriminante della for-
ma «; di modo che chiamando A questo discriminante si avra

. a

all aIB It

A — azl aﬁz * azn

a’nx a‘nz * ann
Derivando ora I'equazione identica (9) rispetto ad x, risulta

1

"Q'“urs*_“:ars ’ (11)

quindi, chiamando v I'Hessiano di , si ha evidentemente v==2"4A;
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e ne segue (§. VII, n° 3) che: se una forma quadratica sia trasfor-
mata mediante una sostituzione lineare, il discriminante della tras-
formata sara uguale al discriminante della primitiva moltipticalo
pel quadrato del determinante della sostiluzione.

9. Siccome la forma u & una funzione omogenea di 2° grado,
pel teorema di Eulero sara

Qu=—=u, &, + Uy Lyt « « T Up T 5 (12)
e quindi, in virtu delle (10), la u si pud esprimere come segue

U — {a'u xl + a‘:-a ‘rz_{" .. + az’n) xl )
=} f\azl 'Ti + azz x2+ L + az'n) 332

+ {.a'nx w1+ azsa '172 —+ e == aa‘n} xn f

(13)

10. Ma la forma « pu0 ancora rappresentarsi con un determi-
nante di grado n+4-1. Sia A, il complemento algebrico di a,,
a riguardo del determinante A, ed A’ il reciproco di A ; sard

A

¥ 51 sz ¢ Am

Af____ Azx Azz . Azn

Ans Apa - Apa
Cio premesso ¢ facile di vedere che si ha identicamente
0 =, x, . Ty

x, Ay Al - A
U= "2 Xy Az: Aza . Azn *

e

Ty A-n: Am . Am&

In fatti sia «,, il complemento algebrico dell'elemento A, @ ri-
guardo del determinante A'; sard (pag. 71) e, = A" ay; €
quindi ia formola precedente si traduce (pag. 76) in

1
N:Kﬁ"—-ﬁ ayg Lp g = E ;arswr Ls
rs rs

11. Se nel determinante, che figura nell’ Itima espressione della
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forma u, si cambiano gli elementi A, negli elementi primitivi @,
e le variabili z, , «, ,.., &, in altre variabill ¥, » Yo s-+s Yn> si ha
un’altra forma quadratica

10 ¥, Yu + VUn

yl atl aIE " alﬂ

V= Yy Aoy Gy, - Ay | —— E A'rs Ur Ys >
T3

]

yn anx ana * a‘nn

la quale dicesi forma aggwunta, e talvolta forma reciproca della
forma u.

Supposto che le nuove variabili ¥, , Yz 5-+s Un siano legate alle
variabili primitive z, , 2, ,.., X, Per Mezzo delle relazioni

1
u, . yzﬂ?uz"'S Y =

wl.-a-

U,

1o =

’ylﬂ

in tal caso la forma aggiunta si pud immediatamente esprimere
per mezzo della primitiva. In fatti, se dalla prima verticale del
determinante superiore si tolgono tutte le alfre, ordinatamente
moltiplicate, a cominciare dalla seconda, per &,, &, s..» Zp te-
nendo presenti le (10) e la (12), si vedra che si annullano tutti
gli elementi di quella verticale, eccetto il primo, che si muta
in —u ; e quindi si ha evidentemente

V=——Au.

12. Immaginando che la forma quadratica u sia trasformata
per mezzo della sostituzione lineare

wf:brl yx+br2y2+"+brn yn: (14)
sia

W= E,Crsyrys y (Crs==0sy) "
rs

Intanto la composizione de’ coefficienti ¢, , si pud mettere pit fa-
cilmente in evidenza operando 1a trasformazione sulla (13); ¢ perd,
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cominciando dal trasformare il sistema delle funzioni lineari chiu-
se tra parentisi, supporremo

U— (kxzy:+"+k1nyn}(b11yt+"+blnyn.‘.)
+<k21 yl T “+k2n yn} (bzx y1+"+bﬂn yn)

+(kn1y1 +' '+knn yn) (bnx y!+"+bﬂrﬂ- yn) E

dove si ha in generale
kyg=0p, b, g4 0y by g+ -y by g (15)

Posto ¢id, cercando nello sviluppo di u il coefficiente di y,y,,
coefficiente gia dinotato con 2¢, ; , troviamo

kl‘l‘ bxs+kzr bzs+" +knr bns

26,.,: _
+k:sb:r+kzs b2r+"+kns bnr .

Ora, se nella (1) si muti ¢ in r, e, dando a p i valori succes-
sivi1, 2,.., n, le quantita k,,, k,,,.., k,, si moltiplichino
ordinatamente per b_,, b,,,.., b, ,, addizionando i prodotti, e te-
nendo presente che a,,—a,, , risultera

krrbxs+k2rbzs+"+knr bns
=k b+l by iy by s

e quindi pe’ coefficienti della trasformata si ha la formola

C,.s.."‘:k”. bxs+kzr bss+"+knrbns ’

che conserva lo stesso valore quando vi si muta r ins, e nella
quale i valori di k,,, k,,,-., k,, sono determinati dalla (15).

13. Se i coefficienti della sostituzione fossero assoggettati a
verificare la relazione

Crs==kyp byg+Kyp byt Y |

per tutti i sistemi di valori disuguali di r ed s, risultanti dalle
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combinazioni binarie de’ numeri 1, 2,.., #, in tal caso 1 rettan-
goli delle variabili, vale a dire i loro prodotti a due a due, spa-
rirebbero tutti dalla trasformata, la quale pitt non conterrebbe
che i loro quadrati ; ed allora ponendo

ap==Cpp =N, b,y + hgr by p oo by buy s

la trasformata si ridurrebbe a 2 a. Yy, 0881a ad

-
0?:1’3‘*‘%!!2"‘% y§+"+“ny:: .

I coefficienti «,, w«g,.., 2, POSSONO €SS€re, a seconda de’ casi,
quantitd positive o negalive; ma per brevita suol dirsi che la
forma primitiva & ridotta ad una somma di quadrati.

Pud intanto osservarsi che la particolare trasformata, che qui
abbiamo considerato , & propriamente la forma canonica della
forma quadratica , dovendo tenersi presente che le nuove varia-
bili 4, Y, +-» Yn SODO, in virtu della sostituzione, funzioni omo-
genee lineari delle variabili primitive.

E del resto evidente che una forma quadratica puo in modi
infiniti ridursi alla sua forma canonica, perche¢ il numero delle
condizioni cui debbono soddisfare gli n® coefficienti della sosti-
tuzione per la scomparsa de’ rettangoli delle variabili, 1 quali

nin—1) . . : e
5 ! ¢ minore del numero de’coeflicienti.

1%. E a notarsi in particolare che la detta trasformazione puo
essere operata mediante una determinata sostituzione ortogona-
le ; perché in questo caso i coefficienti della sostituzione debbo-
no soddisfare non solo alle condizioni per la scomparsa de’ ret-

n{in—1)

tangoli, che sono ~~—5—=, ma anche a quelle che caratterizzano

sono

4
la sostituzione ortogonale (§.VIIL, n°® 4, I), e che sono 2_\__12_&—);—_1_)_ :
Laonde, siccome la somma di questi due numeri equivale ad n’,
ne segue che nella ipotesi attuale i coefficienti della sostituzione
sono completamente determinali; ma resta ora a definire le¢
espressioni di questi coefficienti e di quelli della trasformata.
A tal effetto supporremo che la forma w sia traslormata me-
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diante la sostituzione (14) riguardata come ortogonale ; ed al-

lora tornando dalla nuova alla forma primitiva (§. VI, n° 4, VUil
col mezzo della sostituzione

yr:b:rm:+barxz+"+bnr$n ’

avremo idenficamente

_
— - : 2 5
Z,a”wfms—— z,ar(bxr«cr—%bwwﬁ---+bmwn) ,

rs r

da che risulta
Ay g — & brxbsx+“2brabsa+ .« '+'“nbfrnbsn .

Se ora in questa relazione si diano ad s i valori successivi
1, 2,.., n, e le identita, che si ottengono, si moltiplichino ordi-
natamente per by, Dysyeer Dngs S vedra subito che la somma dei

prodotti si riduce (§. VII, n° 4,1V) ad
a\rxbzs'*"'a'rabzs+"+arabus:°‘sbrs ¥ (16)

Questa formola, facendovi r—1, 2,.., n, porge un sistema di n
relazioni, da cui si possono eliminare le quantitd by, by sess Upg
(§. L, n®7); ed in tal guisa si ha I’ equazione

axl_"—'ys arg * a’l n
a a, —x, . | |
2 § 29 .4 an : 4
E — 0, {11)
i Ap LPAN Apn %

che determina il valore di z,; ma quindi ¢ chiaro che, se pongasi

0“—*5 a, ., . a,

N a,, 0’22_'"; . Qypn

ll\"' = Y
a,, U, Ay —3

le n radici dell equazione f (z)==0 saranno i valori de’ cocfficient
della trasformata, vale a dire delle quantitd a,, 2,5.05 %a
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Inoltre, siccome il primo membro della (17) & il determi-
nante del sistema lineare (16), dal quale sono state eliminate le
by, byys-. bns, DE segue che queste quantita sono proporzionali
alle radici quadrate de’ complementi de’ principali elementi (pag.
79, ¢ 120); e percido chiamando M, il complemento dell’ele-
mento principale a,,—e,, si avra la proporzione

jT—= "~ -
bt Dag¥met b,,—V Mj;: \/Mzs:..: \/Mﬂ,s;

e quindi, essendo per la natura della sostituzione ortogonale

b3 r b+ b3 o +bp =1,

se si ponga M, + M,,+ ..+ M,, =P, , i coefficienti della so-

stituzione saranno deferminati dalla formola b,.,,\/_f’_,::\/l\l,., :
15. Le radici dell’equazione f{z)==0 sono tutte reali, e tra le
varie dimostrazioni sembra semplicissima la seguente dovuta a
Sylvester. Osserviamo dapprima che, per trasformare I’ equazio-
ne f(z) =0 in un’ altra ¢ ({)=0, le cui radici siano i quadrati
di quelle della prima, converra porre t—2z*, e la trasformata st
otterra eliminando z tra le equazioni f(z)==0, t==2%; ma questa
eliminazione puo subito farsi moltiplicando la funzione f(s) per
la funzione f(—z), perché il prodotto non pud contenere poienze
impari di z; e quindi bastera mutarvi z in t per otienere la

trasformata che si cerca. Gio posto essendo

aI! +; a"l?. * a‘:n
L a,, iy, 5 . Uy
f{—g)== ;

se si dinota con C il quadrato del determinante A, e si supponga

CII 612 * Clﬂ-

C C2l 022 * 627!

cﬂl C‘nz * cﬂaﬂ

si riconosce agevolmente che il prodotto f(z) ><f{—#) & cio, che
92
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diviene il determinante (G, sottraendo z* da ciascuno de’ suol ele-
menti principali; e quindi mutando z® in ¢ si ha 'equazione

C-“--—! Cyo + Cip
. Cox Cza—“t » Cop
?{!}z =0,
Cnx ('nz * C:nn"""'t

le cui radici son~ i quadrati di quelle deli’equazione f{z)=0.
tatanto, chiamando S, i -omma di tutti i principali minori di
grado r di C, Pequazione ¢ ()=0 si sviluppa (pag. 58; in

(S, ()" S T8 () T e 8 =05

i
!

ma siccome S, € una quantita essenzialmente positiva (pag. 89,
n® 69),risulta coe que:is equazione ha i segni alternati, e quindi
non pub avere radici negative.

Segue immediatamente da cid che I' equazione [ (z) == 0 non
pud avere una radice della forma z:—-q\/—-l , poiché 1'equazione

» {1)==0 dovrebbe averne una della forma t=—¢"; il che & as-
surdo. Se poi I'ecuazione f(z)==0 avesse una radice della forma

Z—=—p-+q \/-——-1, ponendo s—p+3, la trasformata in z',

(a. —p\—2z' a a
\“Yrx PiI—= Uy . ‘1IN

!
L ((12 2mp>"’“" . Ay
0,

m—-

L] L] > L

(an n—-P}—Z ,

aﬂ X a-nz

mmelterebbe una radice z' della forma gy —1, il che & im-
possibile, E quindi risulta, come voleva dimostrarsi, che 'equa-

zione f(z)="0 non pud avere che radici reali.
16. La riduzione della forma quadratica u alla forma canonica

0 Y Yo as Yoo e Yn (18)

pud ancora essere effettuata a condizione, che le nuove variabili
Y.» Ygsees Yp S12N0 funzioni omogenee e lineari delle variabili
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primitive x©_, x,,.., &,, della seguente forma particolare :

/ ’ / / A\
Z,-+a, Z,+Qq, Ty e | PP ~+ Ay Ty Y, ’

/” " " |
x2+as ma + e + a’n-—xxﬂ*——x + a’ﬂ xﬂ ya

" 1y -
ws"i_"_l"an—xxn-—x =t a‘-n Ty — Ys y (1()\

|

|

lt

Ynx s
Yo -/ .

E la possibilita della trasformazione risulta immediatamente da
¢io che il numero de’ coefficienti della forma primitiva ¢ uguale
al numero delle costanti, che entrano nella (18) e nel sistema hi-
neare (19), le quali sono in tutto mn;—l) .

Ora quello,che pil di tutto interessa nella presente trasforma-
zione, si & la determinazione delle n costanti , , 2, .., @,; €d @
cid si perviene di una maniera semplicissima. Egli e chiaro che
la forma primitiva puo riguardarsi come quella in cui si trasfor-
ma la (18}, mediante la sostituzione lineare (19); ed allora,essen-
do A il discriminante della primitiva, se dinotiamo con B quello
della (18), e con D il determinante della sostituzione, sara (n° 8
A=—BD?; ma ¢ B=— &y Up ve Xy s D=1, cosi risulta A=—u«, a, .+ 24-
Resta cnsi determinato il prodotto delle costanti o, agy..y ap; MA
lo stessc principio puo subito condurre al valore di ciascuna.

Si osservi che la (18) pe’valori (19) ¢ identicanmente uguale
alla forma primitiva, della quale or giova tcener presente l'espres-
sipne (13); e la identitd tra le due espressioni non cessa di su--
sistere annuliundo nell' una e nell’ altra le stesse variabili, qua-

lunque esse sieno; e pero, annullandovi Te ., » Tyopsers Lp, SAT

» » » L ] - L] L -

(A3}

Ln—x En a';a Ln

L

|

|

; { ! -

(A, &, Oy Xy .o+ a,) x, \ ( o, (X, AL, -,
/ ‘ / Hoon 2

+ Kaﬂl xl + 022 "r?‘ + . . + a2'r) xz + ag {\xz + ** +(IT"I;J‘_}}

2
e (A, Xy A Oy By o o~ Q) Xy S ( Y

Intanto, siccome il primo membro di questa identita ¢ la forma
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quadratica ad r variabili @, , #,,.., %,, cul si riduce la primi-
tiva con porvi uguali a zero tulte le altre variabili, se pongasi

an a”m * an‘

a2i a'22 * aﬁ?‘
AT': ’

- L]

Upy g+ pp

avIemo a, , .- ap =A, , € sard di seguito u, u,.. oy, —A,_,. Da

cio la formola «,=— , la quale, dando ad r i valori succes-

r—I
sivi 1, 2,.., n, porge i valori di tutte le costanti; e cosi risulta

A

o

A,
A,

2 Aa 2 A 2
Yot Y H eV (20
2 “*h—1

dove A,—1, come segue dalla identita di poc’ anzi; ed inoltre

A::an ’ ;\2: Ayy Ayp | » AS: Qyy Gyp Qs | > ete. ;
Ay Qoo Aoz Gpp Aoy
Ayy Qyp Ay

17. Per cio che riguarda i coeflicienti del sistema (19) ci limi-
tiamo ad aggiungere che, se si dinota con v, cio, che diviene 1l
determinante A,, quando agli elementi dell’ ultima verticale si
sostituiscono le meta delle derivate di u, prese ordinatamente
rispetto ad z, , x,,.., &,, vale a dire, se pongasi

1
1
U, = Aoy Ayp - az‘r——l "E;:uz .

» L * * »

i

(Qpy Apy « Qp _é-'uT :

si avra in generale A, y,=v, (*); ma bisogna osservare che,
quantunque v, apparisca come funzione di tutte le variabili
L,y Xyoery Ty, PUTE essallo ¢ delle sole z,, &, ;,.., &, In fatli,

(*) Ci dispensiamo per brevith dal dimostrare questa relazione, che facil-
mente deriva dalle cose precedenti; ma pud al bisvgno riscontrarsi una me-
moria di Jacobi nel tom. LIII di Crelle, pag. 265.
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sottraendo dall’ ultima verticale tutte le altre moltiplicate, a co-
minciar dalla prima, per Z,, &g+, Lyy, i0 virtu delle (10) siavra
IaII a!ﬂ % al,‘l”—l a:rwr + al r+I ?‘+I + + a’xn 'xn

Ay, Qg+ Oopy OopTpr T Gy roy Lpyg=—t= e - T Qop Xy

- a * . L] » L] * - -

Apy Qpy + Qpp—yx Ay =y piy Ty + e A X
In conseguenza I’ espressione di v, ¢ della forma

Op==hp Ly Py oy Bror RpyioTpog e+ P Ty, 5
dove Rpp Ry iy voesltpy SODO i SUCCESSTVI determinanti delle matrice

au a‘xz e a’xr a’: r+1 ° a:n
a a22 * aﬁ‘l" a21+1 . a‘an

L] L ] . L] -

Apy Qpg o Qpyp Ay g » Qpy
di talche si ha in generale

a, . a . a

b B § 12 . 9—I axs

azz a’an * aa r—x azs
hpy=— , (s=r,r+1,..,n),

] ar: aﬂz * a‘r,r—-—z ars

ed h,,=—A, . Avremo adunque h,y,=v,, e dando ad r i valori
successivi 1, 2,.., n, otterrcmo il sistema lincare

h:u y1:h11x1+h12$2+"+hxnwn9
h X = h g Lyt Ryn Tn s \
] ys 2 2 + 29N T {21)
hwn ynx h’nn xn y

equivalente al (19), ma con coefficienti pienamente determinati.
La forma (18), essendo A, y,=—v,, A,=1, pud cangiarsi in

2 ] "3 2
g D Y % U (22)
A, KA, A, A A,

ed i valori div,, v, ,.., v, saranno i secondi membri delle (21).
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18. Intorno alla riduzione di una forma quadratica a forma ca-
nonica & necessario di osservare che la supposizione,che la forma
data sia una funzione di n variabili indipendenti, esige che il suo
Hessiano o discriminante (n° 8) sia diverso da zero; senza di che
questa forma sarebbe in realtd una funzione di meno di n varia-
bili (pag. 227); il che & contro I'ipotesi. E di fatti le trasforma-
zioni precedenti sarebbero impossibili ove fusse A=0.

19. Ma le innumerevoli forme canoniche di una stessa forma
quadratica sono dotate della proprieta rilevantissima, che forma
il soggetto del seguente teorema:

Data una forma quadratica a coefficienti reali, se mediante una
sostituzione lineare ed a coefficienti reali st trasforma in un’ alire,
che contenga solo i quadrati delle nuove variabili, sara costante nel-
la trasformata il numero de’ quadrati affetti da coefficienti positivi,
e quindi anche quello de’ quadrati affetti da coefficientt negativi.

Per dimostrare questa proprietd, denominata dal Sylvester
legge d inerzia delle forme quadratiche, supponiamo che la for-
ma u sia ridotta alle due forme

a Y e Yo g Yn s BiUr BV Paly s

mediante due diverse sostituzioni lineari e reali; ed osserviamo
in primo luogo che, in virtl di queste sostituzioni tanto le y,.
Yorees Yno quanto le vy, v,,.., v, sono funzioni omogenee lineari
delle variabili primitive z,, x,,.., z, ; ¢ sile une che le altre
sono tra di loro indipendenti. Laonde,se si considera un numero
di queste funzioni che sia minore di n, & sempre lecito di sup-
porre che tali funzioni siano annullate da un convemente sistema
di valori delle variabili, senza che alcun’altra funzione rimanga
da questo sistema annullata.

Cid premesso supponiamo, per fissar le idee, che nella prima
delle due trasformate vi siano ¢ termini negativi; ed ammettiamo
che nella seconda ve ne sia un numero maggiore i+ k. Allora,
dovendo le due forme essere identicamente eguali, se mediante
un sistema conveniente di valori delle variabili @,, Z,,.., &, 1M~
maginiamo che si facciano ad un tempo sparir daila prima tutti 1
termini negativi, e dalla seconda tutti i positivi, il che ¢ sempre
possibile, percbé il numero totale di questi termini e minore di n,
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saremmo condoiti ad un’eguaglianza tra una quantita positiva
ed una quantitd negativa, vale a dire ad un assurdo. Dunque la
identita delle due forme puo sussistere solo se abbiano uno stes-
so numero di termini positivi, ed uno stesso numero di termini
negativi, come si & proposio a dimostrare.

20. Risulta da questo teorema che, qualunque sia la sostituzio-
ne linearc e reale, che riduca la forma u alla forma (18) , la ri-
dotta avra tanti termini positivi e tanti negativi, quanti sono ri-
spettivamente i termini positivi e negativi della forma (20) o
della (22); e percid, quante sono rispettivamente le permanenze
e le variazioni di segni nellaserie 1, A, A, -, A,, 1 cul ter-
mini, eccetto I’ unita, sono i successivi principali minori deter-
minanti del discriminante della forma primitiva.

21. La determinazione del numero delle radici reali di un’equa-
zione algebrica di grado n, comprese tra due limili qualunque, ¢
una delle piu belle applicazioni della legge d’inerzia delle forme
quadratiche; ed il metodo generale per siffatta ricerca si e quello
di considerare una convenicnte forma ad n variabili, che sia pure
una funzione simmetrica di tutte le radici; e quindi esaminare
qual sia ne’segni de’termini di una sua forma canonica linfluen-
za caratteristica delle radici reali e delle immaginarie.

Sia f(z)==0 un'equazione di grado n, esiano z,, z,,.., 5, 1¢
sue radici. Se si tratta di determinare il numero totale delle ra-
dici reali bastera considerare la forma quadratica

2 w— 2 s
S (004 5t B ) 2
i
I'indice i dovendo prendere tutti i valori 1, 2,.., n;e che, se st

ponga per compendio
Z,== X, + 5y Xy B Xy B Xy (24)
si syiluppa nella forma
22 +1+ 2+ + 1y,

dove ad ogni radice reale corrisponde un quadrato positivo di una
funzione omogenea e lineare delle n variabili z,, x,,.., Z, . Non
puo dirsi altrettanto di una radice immaginaria ; ma se sl consi-
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derano due radici immaginarie conjugate come z, € z,, le espres-
sioni di Z, ¢ Z, saranno della forma v-+y V—1 e v—y \/:T,
dove v e y dinotano funzioni omogenee lincari e reali delle n
variabili , e sard quindi 724 Z;=2v" —2y*. Cosi ogni coppia
di radici immaginarie conjugate da luogo a due quadrati, uno
positivo Ualtro negativo, di funzioni omogenee lineari e reali delle
variabili &, , &, ,.., &, ; € da ci0 risulta che l'equazione f(z)=0
avra tante coppie di radici immaginarie, quanti sono i quadrati
negativi in qualsivoglia forma canonica della forma (23); e pero
quante sono le variazioni di segni nella serie costituita dall'unita
e dai successivi principali minori determinanti del discriminante
della forma istessa (n® prec.).

D’ altra parte, se dinotiamo con s; la somma delle potenze yme
delle radici dell’equazione data f(z) ==0, si vedra subito dalla (23)
che i termini «} ed x; x; hanno rispettivamente per coefficienti
s.. . €25, o3 quindi la forma puo scriversi (pag. 236, n° 9)

212
( so ‘x1+31x2+' ‘+sn—-—1 xn) wl
4 (8, X4 Syt ..ty Z,) T,
- (Spy Ty + Sa @y - 4~ Sen2Tn) Tn >
ed il suo discriminante sard percio il determinante

S, 8 + Sps

S, S, ¢+ Sp

] L] -* -

s'ﬂw—-l sn ¢ Sgn__g

Fssendo adunque s, una quantita positiva ne segue che il numero
delle coppie delle radici immaginarie della data equazione f(z)=0
¢ uguale al numero delle variazioni di segni nella serie de’ prin-

cipali minori determinanti
S, ,‘sos,\ 15,8, Salsec |So Sk o+ Sp—x |-
S, S, Sy S5 S5 S, S5 + 8

sz ss SA L ] L] L] »

sn——x s?!» * szn——a
com’ era gia noto per altra via (pag. 195).
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92 Per definire il numero delle radici reali comprese tra due

A el

limiti assegnati possiamo considerare la forma pilt generale
o ) T + 2 _,‘.",x ' o g 2 I.f.‘a!.r
Ty % ~ g sz + g g '—l'— o S B ;I‘n ) y k.-t))
- 7. L] /C)’ \ L3 il -
la quale in virth della (2% si sviluppa In

J
4

A A b PR 2 - -~ v Tp2
: (Z———ZI\ LI'J[— (""—""22‘ Z2 "I"‘ . + {"’m""ﬂ,f Lﬂ s

e dove ad ogni radice reale s, corrisponde un termine reale
(5—5,) Zy, vale a dire un quadrato di una funzione omogenea ¢
lineare delle n variabili x_, Z,,..,&,, il quale € positivo o nega-
tive, secondoché si attribuisce a = un valore maggiore o minore
della radice z,. Considerande poi due radici immaginarie conju-
gate, come z, € z,, polremo supporre

sz, =p+qy —! , L=r+y\V—1,

e

5—35,=p—( \:Ti , Ly—v—yV —1,

e sard di seguito
{ - p - ‘-". ¥’ P ™ . —
L g ZL - B “p Zz -—_

<)

2p (v"—y —hgqry = —;‘ ( pr—qy "=y )T—Vg—Ygs
dove v, y, V, Y dinotano funzionl omogenec lineari e reali
delle variabili; ¢ percid, qualunque sia z, ad ogni coppia di ra-
dici immaginarie corrisponderanno duc quadrati, uno posilivo,
Ualtro negativo. Adunque, se¢ si supponga attribuito a z un valore
qualunque «, e si supponga ivoitre che la data equazione abbia r
coppie di radici immaginarie, { radici reali minori di «, ¢ k mag-
giori, ogni forma canonica della (25) dovra coutenere:

1.° r quadrati positivi ed r quadrati negativi, provvenienti
dalle r coppie di radici immaginarie;

2.° { quadrati posilivi, nascenti dalle radici reali minori di «;

3.° k quadrati negativi, nascenti dalle radicireali maggiori di «.

E pero la detta forma canonica conterra in tutto =1 quadrati
positivi, ed r+k quadrati negativi.

Si osservi intanto che nello sviluppo della forma (25) rispetlo
ad z_,x,,..,1,, il quadrato x; ed il prodotio x;%; hanno rispetti-

Yy
)
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vamente per coefficienti §,;_ 53855 ¢ 2 (8 jp 5 Sitk—s)s C
ne segue, che 1l suo discriminante ¢ il determinante

5, 2 —S$; S, T8, = Sp—1 5 8,
Sl :; ‘__82 52 :‘: '-""'Ss . Sn z _s’1+l
Sp—y S8 Sn B8y - Son—sa 5 _San—l

Draltra parte & manifesto che in questo determinante il principale
minore di grado r, coslituito nelle prime » orizzontali, si trasfor-
ma nel determinante di grador—+1 ,

s, S8, $py 1
s, 8, 8 B 1
y

n

Sa‘ s‘?‘+1 ¢ Sm”«wx 2

e da cib risulta (n® 20) che ogni forma canonica della (25) avra
tanti quadrati positivi ¢ negativi quante sono rispettivamente le
permanenze ¢ le variazioni di segni nella serie

1,\501\, s, V1, .., 18 & R I |
S, < 5.8, 5 S. § . 8 ~ . 2
i ' 2 “8 , b 4 2 n . {26)
Slsgﬂ - - . . .
n
Sﬂ S-n-a—x * san——z 2

Riassumendo, siamo condotti al teorema seguente :

Data Uequasione di grado n, {(z)==0, ed un valore reale « di z,
il numero delle radici reali minori di «, ¢ quello delle radici mag-
giori di «, luno e Faltro aumentato del numero delle coppie di ra-
dici immaginarie, sono rispettivamente uquali al numero delle per-
manenze ed al numero delle variazioni di segni nella serie (26) (*3.

Quindi se nella serie (26) si sostituiscano successivamente a
z due numeri disuguaii « e g, la differenza tra i numeri delle
corrispondenti variazioni sard uguale al numero delle radici reali
dell’ equazione [{z)=0 , comprese tra « € f.

(*) V. una memoria del Brioschi pubblicata nel tom. X¥..des nouvelles
annades de math. pag. 275. Sur les series qui donnent le nombre de ra-
cines réelles etc.
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S X. -
ALCUNE APPLICAZIONI ALLA GEOMETHRIA ANALITICA.

1. Equazione della retta che passa per duepunti (x,, y ), (2, Y,

Supponendo che I'equazione della retta sia
ax—+by 4+ c=0,
dovranno essere soddisfatte le due condizioni
ar, + by, +c=0 , ax,+by,+c=0,

e quindi, eliminando da queste tre equazioni le costanti a, b, ¢,
Pequazione della retta che passa pe’due punti dati sara

xz y 1
xxyxl 30‘

2, Ya 1

Questa stessa cquazione esprime adunque la: condizione perche
tre punti (&, Y) (Tg, Yy)s (Ta) Y, siano situati in linea retia.

2. Lunghezza della perpendicolare condotta da un punto (x, Y)s
alla congiungente di due punti (z,, y,) 5 (Lo Yo)- L’equazione della
congiungente de' due punti, che ¢ quella del n® 1, chiamando
X, Y, Z i complementi algebrici degli elementi della prima oriz-
zontale del determinante, prende la forma

Xe+Yy+2=0;

ed allora, dinotata con p la perpendicolare condottale dal punto
(x, y) si avra, com’ ¢ noto,
' NS 0 VE
VX +Y*—2XY cos xy

sen xy .

Ora essendo X=y,—y,, Y—=—(&,—a,), ¢ manifesto che il de-
nominatore del fratto equivale alla distanza de'due punti (2, ¥,
(x,, Y,), che indicheremo con d¢; ¢, siccome il numeratore eqii-
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vale al determinante superiore , cosi risulta in valore assolulo

x oy 1
| senxy
p=|x, Y. 117
x, Y, 1

3. Superficie del triangolo determinato da tre punti &,y .

(‘TI ’ ylj 4 {'TE’ yz?’
Sia T la superficie del triangolo, d la lunghezza di un lato, e p

la perpendicolare condottagli dal vertice opposto; carda 2 T=pd;
e quindi per la formola precedente sara, in valore assolutlo,
lx y 1

QT =, y, 1 |senry.

Z, yzlls

%, Superficie del triangolo determinato da tre relte ,

ax-+by+c=0, (a)
axw+b1y+ciz':0 ? {:ax)
02.$+b2?]+02$0 . (a'g)

Siano (X, ¥) » (&, ¥ s (@as Yo) 1 vertici del triangolo rispetti-
vamente opposti ai lati (@), (a,), (a,); € sl osservi che, se nella
equazione del lato (@) s'intendano per & ed y le coordinate del
vertice opposto, la quantith az -+ by—+-¢ sarh necessariamente di-
versa da zero ; e per la stessa ragione saranno ancora diverse da
zero le altre due quantita a,%, + b, + €, » 0,0, 4 by T~ C
In conseguenza , se queste tre quantitd si dinotano rispettiva-
mente con k, k., k,, si avranno i tre sistemi di equazione

ax-+by-+c=k ax, +by,+c= ax,+by,+c=0
a.x-+by—+¢,=0 » a,x,-+by,+c. =k, \ , a,x,+b.y,+c,=0 \:
a,x + by -+, =0, a,x,—+by, ;=" J o a,x, by, ==k,

ed il determinante di 3° grado formato co'primi membri sara u-
guale al determinante di 3° grado formato co secondi; ma que-
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st'ultimo determinante cquivale a 7 7, 7,, ed il primo si trasfor-
ma nel prodotto de’due determinauti

a b c x y 1
ax bx cr ’ ':UI yx 1
a2 b2 C?. mﬁ y2 1

adunque , chiamando a il primo, e T la superficie del triangolo,
avremo

QAT—--}' 7: Ve SE XY .

Eliminando ora da ciascuno de’precedenti tre sistemi di equazio-
ni le coordinate de’vertici, si ottengono le tre relazioni

a b ¢c—Fk a b ¢ a b ¢
a b, c, —0,la b c—k|=0,a b c e |
a, bz €, a, bz Ca a, bz 82_k2

le quali, chiamando €, C,, C, i complementi algebrici degli ele-
menti dell’'ultima verticale di A, porgono rispettivamente

kC=4s . kC,=4a , kC=4;

ed in virtu di questi valori si ha in fine, in valore assoluto,
o

A
2T = ———
s CC.C,

sen xy .

5. Condizione perche tre rette s’ incontrino in un punito. Gonsi-
derando le stesse tre rette del numero precedente ¢ chiaro che la
condizione, di cui si tratta, ¢ la risultante delle loro equazioni

a b c

aA=la b c =0,

a, b, c,

dappoiche le dette equazioni debbono essere verificate da’ medesi-
mi valori per « ed y. L'ultima espressione di T riproduce ia me-
desima conchiusione ; ma essa fa pur vedere che I'incontro effet-
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tivo delle rette esige che non sia nulla alcuna delle quantita

a b a b
, Cy=
az bz ‘ a'x bx

a, b,

C: ’ C = ’

1

a, b,

e di fatti, se una di queste quantita & nulla, due delle tre rette
sarebbero parallele.
6. Equazione del piano che passa per {re punti P,, P, , P,.
Indicando, in generale, con z,, ¥, , 3, le coordinate del punto
P, , l'equazione di cui trattasi sara

x y z 1
x, Y, 5,1
x2y2521
| T3 Yy 55 14

=,

essendo verificata dalle coordinate di ciascuno de’tre punti.

La stessa equazione esprimerebbe la: condizione perche swano
situati in un piano i quaitro punti P, P,, P,, P,.

7. Condizione perché quattro piani I, U,, I, I, s’ inconirino
in un punlo.

Supponendo, in gencrale, che I’ equazione del piano H, sia

a,r + by + ¢,z +d, =0,

la condizione, che si cerca sara

a b c d
a, b, c d,
a, b, c, d,

a, b, c, d,

8. Volume del tetraedro determinalo da quatlro punti.

1. Coordinate ortogonali. Sia T la superficie della faccia trian-
golare determinata da’ tre punti P,, P,, P;5 p la perpendicolare
menatale dal vertice opposto P; e V il volume del tetraedro; sara
3V=pT . Supposto intanto che il piano del triangolo T abbia
per equazione,

ar + by +cz4+1=0,
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essendo dinotate con x, y, 3 le coordinatle del punto P, sara

ax—+-by+cz1
P !
Va +b*+c

ed i valori di @, b, ¢ saranno determinati dalle equazion

ax,+by —+cz,+1=0, ax,+by,+cz,+1=0, ax,+by,+cz,+1=0,

le quali, chiamando Q il loro determinante, porgono

Y, % 1 r, z, 1 x, y, 1
Qa=—=— |y, 2, 1|, Qb=|x, 2,1}, Qe=—|x,y,1|;
Y, 5, 1 x, 3,1 xr,y, 1

ma,siccome questi tre determinanti esprimono, in valore assolu-
to, 1 doppii delle projezioni del triangolo T su’piani coordinati,
avremo per un noto teorema

Qﬂ(aﬂ_*_bﬁ__{_c?):!“rrz ;
e sara di seguito,

QV a*+b*4-c*=2T .
1l risultamento della sostituzione de’valori di a, b, ¢ nel nume-
ratore della espressione di p puo aversi indipendentemente dalla
risoluzione delle equazioni (pag. 121); e si ha per tal modo

z y z 1
T, Y; 51

(ax + b (3
Q\ + y+ / xgyzzal

Z, Y, 55 1

Dividendo questa espressione per la precedente si ottiene il valo-
re di p in funzione delle coordinate de’quattro vertict; e pero,
essendo 3V==pT, risulta in fine

xy s 1
T, Y 5 1
xr, Y, 5, 1
Ty Ys 35 1

6V—

11. Coordinate obbligue. Rapportiamo lo stesso tetraedro a

*
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tre nuovi assi OX , OY, OZ, comunque condotti per Porigine O
delle coordinate primitive z, ¥, 3, © pongasi
s —anz. XY\ o=—cosxX y a=—COSYyX‘\ o, ==COS zX
—ang. XZ 2 , 2

s ==ang.YZ . o=cosaxl / <,==COS yL / +7,=C0S3

‘a
f=—cosxY ; , 3,==C0S yY € , B,==C08 Y 5 .
/4

Avremo in siffatta guisa il sistema di relazioni

aﬁ—-}—alﬁl—}—azﬁgzcosl y aa—i—rxxrxl—i—acaazil\
a,‘,—}—a,'/l—l—%fzzcosgs ’ ﬁﬁ+§1§x+ﬁzﬁgz1\, (2)

BY 05,7, By 7,=C08» VT At Tty ==1

e le coordinate primitive x, y, 5 saranno espressc in funzione
delle nuove coordinate X, Y , Z per mezzo delle formole

mﬁaX-{—‘Blr—]—?Z ’ y:“cxx—i—igxlr—'{_rhz ’ Z:sz+§zlr+'fzz ’
le quali cangiano I’ equazione (1) in

X YZ 1 a,lﬁ'/()
XI Y le %y 81 710

) 3 I

6V =
’ Xz-Y Z,1 mzaezrfzo

2 2

X, Y,Z, 1110001

Chiamando M il secondo fattore, ed elevandolo a quadrato per
verticali, in virtu delle (2) risulta
« 8 9| 1 cosk cosyu

Mi=\a, B; 1 cosr 1 cosy

I

@, Ba Vs cos cosv 1
— 1—083—C08°p~——C08"s—+2C08 ) COS 1 COS »

e sard quindi in valore assoluto

~ X Y Z1
XY, 7,1

V=|%"y 7.1 M.
X,Y,Z, 1
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E chiaro che la quantita dinotata con M, in valore assoluto, e-
quivale all'unith quando gli assi sono ortogonali; dappoiché in tal
aso, essendo cos) =0, cosn=0, cosv=10, i ha
1 00
M=01 0}|=1,
0 01

¢ sara in conseguenza M=—=1.

9. Volume del tetraedro determinato da quatiro pani.

Questa ricerca puo essere condotta con un metodo esattamenle
identico a quello tenuto pel caso analogo del triangole nel n® %.
Siano P, P,, P,, P, i vertici rispettivamente opposti alle fac-
cer,u, n,,I,, eritenute le precedenti notazioni per le coor-
dinate del punto P, e del piano 11, , s’indichi con £, il valore della
quantita a,.x, + by, + ¢,5,.+d,., la quale & diversa da zero, per-
ché il punto (x,, y,, 5,) € per ipotesi fuori del piano 11, . Dopo
¢id, siccome in ciascuno de’quattro vertici s’incontrano tre facce
del tetraedro, avremo 1 seguenti quatiro sistemi di relazioni

ax +by +~cs+d=Fk, ax, +by, +cz, +d=0, etc. ete.
ax+by+czs+d=0.ax +by +cz +d=Fk,clc elc.
a,x by —+ e,z +d==0, a,x,+by, +¢,3,+d,=0, elc. elc.

a,z-+by+e,z5+d=0, a,r + by, -+c,z, +d,—=0, ete. elc.

Ora, chiamando A il determinante di ciascuno de’quattro sisle-
mi, e V il volume del tetracdro, abbiamo

a b e d ry s 1
_} ‘ir ﬂl br (‘1 dl G" xl yl Z:I 1 .
3 — e o . '
i ag hg (‘2 (?2 .NII ‘T'z g’2 “z 1
! ; T N
la, b, c, d, XY, 5, 1

e siccome il prodotto di questi due determinanti equivale al de-
terminante di 4° grado formato co’primi membri de’quattro si-
stemi , cosi, osservando che il determinante formato co’ loro

2
)1
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secondi membri equivale al prodotto k kkk,, ne conchiuderemo

6Va
M

Inoltre, eliminando da’ quattro sistemi di equazioni le coordinate
de'vertici del tetraedro, per la solita notazione de’complementi
algebrici del determinante A, avremo

—kk kK, .

Dk=a , D k,=4A , Dk,=A , Dk,=4;

e quindi, in virta dell’'ultima relazione, risulta in fine
AS
6V— M.
DD DD,

10. Superficie del triangolo in funzione delle lunghesze de’lati.
Chiamando T la superficie del triangolo P P, P, possiamo sup-
porre in valore assoluto

1x ¥y
2T=(1=x, y, |
1z, vy,

¢ quindi potremo serivere in due diverse fornfe (pag. 24, n.° 43;

1100 0 010 0
,_ Otz y 10xy
=l01a,y,| ! 10 2, y,
01z, 10,9,

Moltiplicando tra loro questi due determinanti avremo

0 1 i 1
AT — — 1 zx+yy xx,+YY, TT,+YY, .
" 1 XX 4+ Yy, X,.2,+ Y,Y, X, X+ Y1Ya ,

1 XL+ YYg .'231.5!33—-{— Y:Y, wzwa+ YUY,

ed attualmente, se si cambiano i segni alle ultime tre orizzontali
e quindi alla prima verticale, ed inoltre se si moltiplicano le ul-
time tre orizzontali per 2, e quindi Ja prima verticale si divida
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per 2, con cid6 avremo solo moltiplicato per % il determinante;
ed in conseguenza sara

0 1 1 1

1 —2(@z+yy) —2(xz, +yy:) —222,+yy.)
1 —2(@x,+-yy,) —2(2,2,-+Y.Y,) —22:ZAViYs)
1 —2(wa,+yy,) —2(2,Za+Y:Ya) 2T +Yala)

TP —=—

Ora questo determinante non cambia di valore, se alle tre ultime
orizzontali si aggiunga la prima successivamente moltiplicata
pe’ binomii x* +y°, x; +y; , .+ Y, , ¢ similmente alle tre ul-
time verticali si aggiunga la prima moltiplicata pc’'medesimi bi-
nomii. Per siffatta trasformazione si annullano tutti gli elementi
principali del determinante, e si avra

| I —
0 1 1 1
1 0 (0 —a,)°+Y —y,)° (2 =)'+ —¥a)"
|1 () ) 0 (2~ (Y,—y.)" |
1 (2—2,)"+{y—,)° (#—,)"+(¥:—¥,)" 0
Ponendo adunque PP, =a, PP,=0b, P,P, = ¢, risulta in fine
01 11
o 10 a*b
VT =— 1 a0 ¢ ’
1 6% ¢* 0

di accordo con quanto gia fu annunciato a pag. 34 intorno ad un

determinante di questa forma.

11. Volume del teiraedro in funzione delle cosiole.

Si perviene alla espressione di questo volume con un metodo
analogo a quello del n® precedente. Dinotato con V il volume del

tetraedro P P,P,P,, si pud supporre in valore assolulo
1x y =
1z, 9 2,
tx,y,z,
tx,y, 7,1

6V—
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quindi scrivere questa espressione di 6V nelle due diverse forme

160 ¢ 0 010 0 0
01 x y = 10x y =
6V=|01x y, 21|, 6Y=—|10x 9y, 5;
0'[;1323/252 10x2yazz
6 1 X, Y, Z4 10"1‘"3 Ys %5

e poscia moltiplicar tra loro i due determinanti; da che risulta

6°V'=
10 1 1 { 1 |
’1 y XL Yy +33, XL, +YY, =53, TL,+YY, +33,, st-i—yya—i—zzgi
1, 22 ~yy,+535,, 2,0, Y, Y, 5,50 T8, HY, Y55, T, T, +Y,Y;+E5,5
b, 28,4y, 55, B0, Y Yo FiSyr BoTyHYaY o507 To®s Yol s 20%

1, 22, ~+yy, 25, 2,00, Y Y, 5,5, Lyl Y Y~ H3,55, Lyly +Y3Y 1555,

Ora, come nel caso precedente, cambieremo i segni alle ultime
quattro orizzontali, e poscia alla prima verticale; ed inoltre mol-
tiplicheremo le ultime quattro orizzontali per 2, e divideremo la
prima verticale per 2; e con c¢id non faremo che moltiplicare 1l
determinante per — 2°. In seguito alle ultime quattro orizzontali
aggiungeremo la prima successivamente moltiplicata pe’trinomii
Byt , By5t, Teyi+sl, Xi+ys+5; s e simil-
mente alle ultime quattro verticali aggiungeremo la prima succes-
sivamente moltiplicata pe'medesimi trinomii,con che non si alte-
ra il valore del determinante. Ma frattanto si saranno annullati
tutti gli elementi principali ; ed essendo rimasti immutati gli
elementi della prima orizzontale ¢ della prima verticale, gli altri
saranno divenuti uguali ai quadrati delle costole del tetraedro; ¢
pero, dinotate le loro lunghezze con a, b, ¢, d, ¢, f, si avra in fine

: 01 1 1 1]
10 a® b ¢
a* 0 d° ¢
b d: 0 [
¢® e® f* 0

26"V =

e T N

24
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12. Equazione generale delle linee di 2.° ordine sotlo forma di

delerminante.
Considerando Yequazione generale di 2° grado nellaforma omo-

genea |
o= ax® + 2bxy - cy® + 2das + 2eyz 4 hz* =0,

se dinotiamo con A il discriminante della funzione omogenca ¢,
avremo (pag. 235, n° 8)

a bd
a—!b ¢ e};
d e h

e quindi, indicando come al solito i complementi algebrici degli
elementi del determinante A, vale a dire con le stesse lettere ma

in carattere majuscolo, si avra (pag. 236, n° 10)

0 £ Yy 3

1 l A BD
=" 7% ly B CE
z D EH

.

Dopo cid & chiaro che I'equazione della conica y = 0 non ¢ diver-
sa dall’equazione

0% Yy 3
xA BD
yB C E

zD E H

Ed inoltre, se si dinotano con ¢,, ¢,, ¢, le derivate parziali di 5
rispetto ad «, y, z, sard evidente che a questa equazione puo
anche darsi la seguente forma (pag. 236, n°® 11)

O %1 P2 s
vy O b d

:abC(?

V2

=10.

Ps d e h
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13. Condizione pel contatlo tra la conica =0 ¢ la retta rap-
presentata dall’ equazione

IX4+mY+nZ=0.

Si sa che la tangente della conica nel punto (x, y, z) ha per
equazione

6. X +3Y42,2—=10;

quindi, se la retta debba toccar la conica nello stesso punto,
le equazioni delle due linee saranno identificabili, e si avra
2, =1, o, =m, o, = n. Sostituendo questi valori nell’ ultima
equazione della conica, la condizione pel contatto sara espressa da

0O Imn
'l a b d
m b ¢ e
n de h

=) .

14. Equazione della polare reciproca della conica ¢(x, y, z)=0
in rapporto alla conica direttrice de’poli F(x, y, z)=0.

E noto che in riguardo alla conica F==0, la polare di un pun-
to qualunque (z, y, z) esistente nel suo piano, ha per equazione

FX+F,Y+F,Z=0.

Ora supponendo che il punto appartenga alla polare reciproca
della conica ¢=—0, la polare di questo punto sara tangente della
conica istessa; ed in conseguenza dovra sussistere la relazione

¢ 2

I

F
@ —0,
b

d

® O o kM
= o o ™

.y e O
»

3

la quale adunque sara I'equazione della polare reciproca di »==0.
15. Formole per la curvatura delle linee piane.

Considerando I'equazione di una linea piana F (z, y) =0, se
dinotiamo con F, ed F, le derivate parziali di F rispetto ad x ed v,
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con F,, ed F,, quelle di F,, e con F,,=F, ed F,, quelle di F,,
riguardata la y come funzione di x, le sue derivate del 1° e 2°
ordine, che indicheremo con y' ed y”, saranno determinate dalle
equazioni

F,+Fy=0 , F,+2F, y+F,y"+Fy=0.
Eliminando y’ {ra queste due equazioni si oftiene
Foy'=—=—(F,F,,—2F, F, F,+T.F, )
ma, chiamando A il secondo membro, si ha evidentemente

0 F, F,
5‘-:———{F2F12—-—2F1 F3F12+ FzFu\’: Fl F!I Fm ¥
| F, F,,F,

¢ quindi i valori di y' ed y” saranno determinati dalle formole

; K, , A

Y= —

F, °’ o

Ci0 premesso siano «, 3, e p le coordinate del centro ed il rag-
gio del cerchio osculatore della curva nel punto (x, y); ¢ noto
che questi elementi sono determinati dalle formole

1o\ —=
_ y )

/4 ’ y_ﬁ_ 7 s P....._..

Yy

-
L

, 14y 1+-y" A+
Yy "

ma i precedenti valori di ' ed y” le cangiano nelle altre piu sim-
metriche

2 2 ‘2 ‘2
x—*a:-—FIEl_j—_.F_g- y y___jgm Farl+ Fa
A A

(PP FYy
i’ A *

Ora queste formole possono rendersi piti semplici mediante la
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considerazione delle funzioni omogenee (*). A tal’effetto rendere-
mo omogenea 'equazione F(x, y)==0 con la introduzione di una
terza variabile z (pag.233, n° 6); e supposto che si abbia I'equa-
zione u(x, y, 3) =0, sara ¥ una funzione che diviene identica
ad F per z = 1. Intanto ritenuto per le derivate parziali di u lo
stesso sistema di notazione adottato per la funzione F, se m & il
grado di u, sara identicamente (pag. 221, n.° 5)

0 u, u, | Ui Uy, Uy
u, u-u u"m :m—? um uzg ?123 .
ua uzx u’zz u’ax u’sz usa

dove il determinante del 2° membro ¢ 'Hessiano di u, che al so-
lito dinoteremo con v. Ponendo z==1, il primo membro di questa
relazione diviene identico a A; e quindi si avra

(m—1)°
— ?

v

bene inteso che dopo le derivazioni debba porsi z=1; ¢ le for-
mole di poc’anzi si muteranno percid nelle altre

X —a U,

— U
2 2\ 3 y i 2 /. .7 ]
U, +U e ‘u+-u?)
m—1)° v (t,—+y) =1 p 2/
? ('u.’+u.2)'"g'
X 2
fian s *
(m—1) v

Se si osserva che le funzioni A e v sono rispettivamente di gradi
3m—4 e 3m—=6, si vedra che le ultime formole sono pilt semplici
delle precedenti.

("} Le osservabih trasformazioni, che qui vengono sviluppate, sono dovute
all’ illustre Hesse. V. due memorie di questo Geometra nel Giornale di Crel[c,
Puna nel t. XXVIII, pag. 103, I'altra nel t. XXXVUI, pag. 242.
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16. Formole per la curvalura delle superficie.

Supposto che una superficie sia rappresentata dall’ equazione
F(x,y,s)=0, porremo per compendio, come si usa ordina-
riamente,

5 dz ¢z _ s __ 'z _,.

T =4 > gt~ 7 dxdy *ody T

ed allora chiamando p, € p, 1 TAZE principali di curvatura nel
punto (&, Y, %) si avra, com’ ¢ noto,

(Pt

6. &
SR — - )
r{—s=

ma esprimeremo questo valore di p,p, per mezzo delle derivate
parziali di F, sostituendo a p, q, 7, s, 1 1loro valori determi-
nati dalle cinque equazioni derivate del 1° e del 2° ordine ,
F, + F:,,p:() ; F, + k,¢g = .
F 4+2F, p+F,.p°+Fr=0,
sz + ¥, p"’f_Fxs q+ ¥iprg+ F, s=0,
¥, +2F,, g+ ¥ +Fi=0.

Ricavando dalle due prime equazioni i valort di pegq, ¢ s08ti-
tuendoli nelle rimanenti si ottengono le tre formole

Fir=—(F, F:—2F,F,F, +F, o)
F)s=—=— (FmFi-—Fng,F_,,—-—-F,,,Fng—}—F”FIFz} ;
F: [_m-_—{ing F:""""C)FgngFa'i_Fas z} :
ma ponendo
0 F, F, L,
LR
F, F, Fo Fou |’
F, ¥y Fou Ty

si vedra che i secondi membri di quelle tre formole equivalgono

9
o
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rispettivamente a’complementi algebrici di tre elementi del de-
terminante A, cio¢ di F,,, F,,, F,,. In conseguenza, sé a riguar-
do di questo determinante conveniamo d’indicare con g, 1l com-
plemento algebrico dell’elemento F,, si avra

3 s N3 .
Farz?zg ’ Fas“"?m ’ I‘st_—-q:",

e sard di seguito
P1 Pe — I3 E2+F:+I:§ : .
Prx Pae ™ Fie

Si osservi attualmente che il denominatore di questa formola e
un determinante minore principale di 2° grado del reciproco
di A, ed & percid uguale al complemento del suo omologo nel
primitivo, moltiplicato per lo stesso primitivo (pag. 67, n® 85);
vale a dire si ha

?II ?12 0 F3 o
Prr o T Pre T — a=—F,4;
90 9221 |Fs Fus
e quindi il prodotto de’ raggi di curvatura risulta espresso da
2 3 "
Py lo— (FI+F:+F:\?
A :

Ma, come nel caso precedente, anche questa espressione puo
trasformarsi in altra pia semplice mediante la considerazione

delle funzioni omogenece. Sia
u(x,y,z,1,=

I'equazione, in cui si cangia l'equazione F(z,y, 5)=0, resa
omogenea con la introduziene di un’altra variabile ¢, che riguar-
deremo come quaria nella serie delle variabili z, y, 2z, ¢, ad og-
getto di applicare il selito sistema di notazione alle derivate
parziali della funzione u.  Allora, supposto che questa funzione
sia di grado m, avremo identicamente (pag- 221, n° 9)

0w, w, | Uy, Ugy Upg Uy
w_ooH U, U | L t Uy, Uyy Uy Uy, |
w, U,y H, Upy o) vy, g, Uy Uy ’
U, Uy Uy Uy U, Uyy gy Ugy

dove il fattore determinante del 2° membro o I'Hessiano di u, Po-
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nendo in questa relazione (=1, il primo membro divienc iden-
tico a A; e quindi si avra

A Y >
— (m—1)*’

a patto che nell’Hessiano v si ponga ugualmente t=1; ed in
conseguenza V'espressione del prodotto de’raggi principali di cur-
vatura verrd tradotta in

2 (u-i+u§+u§£

PxPzﬂ--(m-—-l) P .

Ge si osserva che le due funzioni A e v sono rispettivamente di
gradi 4m—6 e 4(m—2), si riconoscera che la nuova formola ¢
pitt semplice della prima.

17. 1 punti di una linea piana ne’quali il raggio di curvatura
& infinito sono, in generale, punti d’ inflessione. Cosi a riguardo
della linea F=0, ovvero u=0, sono punti d’inflessione quelli pei
quali le coordinate hanno tali valori da render nullo il denomi-
natore della formola che esprime il valore di p, e per conseguenza
o A, 0 v. Ne risulta che i punti d'inflessione della linea, che si
considera, sono quelli ne’quali essa & incontrata dalla linea rap-

presentata dall'una o dall’altra equazione

0 FI FB uII uIE ulg
aA—|F, F, F,|=0 , v=u, Uy Uy == »
112 FIE F22 u3I u32 )II’SS

Siccome la funzione F & di grado m e a ¢ di grado 3m—7%, par-
rebbe che la linea F=0 potesse avere un numero di punti d'in-
flessione espresso da m(3m—4) ; ma nel fatio questo numero &
minore, dappoiché paragonando invece le funzioni u e v, che
sono rispettivamente di gradi m e 3(m—2), risulta che il nu-
mero dei punti d' inflessione della linea u=—0, la quale non ¢
diversa da F=0, non ¢ maggiore di 3m(m—2); e si ha cosi il
bel teorema dovuto a Pliicker, che:

Una linea di grado m ha in gencrale Jm(m—2) punti d infles-
sione.



268

Merita di essere distinto il caso in cui la funzione v fosse iden-
ticamente nulla. Allora sarebbe nulla la curvatura in ogni punto
della linea; e siccome questa proprietd non appartiene che alla
retta, dovrebbe conchiudersi che la linea, di cui trattasi, ¢ in so-
stanza un sistema di rette. Ma, cosi ¢ in fatti; dappoich¢ la fun-
zione v & I'Hessiano di u, e Pannullamento identico di v annun-
zia che la funzione omogenea w di tre variabili pué, mediante
una trasformazione lineare, ridursi ad una funzione omogenea di
due variabili ( pag. 225, n° 8 ); ed allora I' equazione u=—0, an-
ziche una linea curva, esprime in realtd un sistema di rette, che
passano per uno stesso punto; e si ha cosi il teorema dovuto ad
‘Hesse, che: _

Se ¢ nullo U Hessiano di una funzione omogenea u di grado m a
tre variabili, Uequazione u==0 esprimera un fascio di m relle.

Analoghe conchiusioni si hanno per le superficie dal conside-
rare la seconda delle espressioni date nel numero precedente pel
prodotto de’ due raggi principali di curvatura, e si oltengono in
tal guisa i due seguenti teoremi:

Se u dinota una funzione omogenea di grado m a quallro va-
riabili, e sia v I Hessiano di u, la linea d'inflessione della superficie
u=0 risultera dalla sua intersezione con la superficie v=>0, ch’é di
grado 4m(m—2). :

E quando U Hessiano v ¢ identicamente nullo, Uequazione u=—0
esprimerd una superficie conica.

FINE



