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sz’vg:’zr la teoria generale delle CGUASIONE di reeti i
gradi , quella delle serie , delle funsion: circolari e [o-
garitmiche ; insegnare U applicazione dell’ A lgebra alla
Geometria , dar gli clementi della Trigonometria sfe-
rica , ed aggiungere tutte quelle teorie , che gutdano
all’ intelligenza del calcolo sublime : ecco il S0ZTCHO
prescritio nel Piano degli studj del 1803 per la scuo-
la & Introduzione al Caleolo Sublime . contemporaned-
mente eretla nelle Universitt del Regno & Italia , ed
a me per la prima volta da quel Governo affidata in
guella di Pavia. Mancava perd un libro opportuno «a
servir di testo alle lesioni giornalicre : ed i Corss Jire
gui adoperati dei celebri nostri Italiani Sz Paoli, e
Sig. Ab. Vemini, non essendo fatzl per quesia  sola
scuola , avevano I inconveniente di non esser per une
parte sufficienti alle lezioni annuali . mentre per [ al-
rra ridondavano di trattati estranei alla scuola nede-
sima. Giunsero opportunamente in soccorso nel 18306
le belle Leviout di Geometria Analitica a due coordinate
del Sig. Collalio ora Professore della suddetta Ia-
colta nella . Universita di Padova ;s ma esaurita pre-
sto ledizione , ed altronde abbisognando un altro vo-
lume che i trattati analitici abbracciasse , SL concertd
Jra me e lui di comune accordo ., ch’ cglt riproducesse
la parte geometrica , io la parte analitica compilassi

del nostro Corso ; e la Direzione Generale dell” Istru-
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cione Pubblica ¢t incoraggt nel nostro impegno. Libe-
riamo ormai ciascuno la nostra fede . il Sig. Collalta
pubblicando , stccome teste ha jatto . la nuova sia
Geometria Analitica a due ¢ tre coordmnate . contencnte
la teoria analitica delle linee ¢ delle superficie di tutii
gli ordini : io con qucste mie Liezioni : ed abbiqamo i
gia la compiacenza i wvederc per parte della sulio-
data Dirczione Generale presceritlo I wuso dell’ un libro e
dell” altro per 1o tre Universita del Regno.

Oltre del Sig. Paoli . che mi SOMININISLrO  presso @
poco il piano e gran parte delle dottrine , ¢ da cut non
mi scordo di crer avwto sw di questa Universita me-
desima la mia prima matematica istrusione , ho approfi-
(ato di un gran numero di Scrittori italiani ed estert :
¢ parrcbbemi un’ affettazione il nominarli ad uno ad
uno . essendo io contento che ciascheduno vi riconosca
il sito , ne resti poi o no del mio. Le citazioni , e le cose
che spettano «ll crudisione algebrica saranno supplite
a voce nella scuolz: io non doveva aver di mira cne
di wnire lc teorie preparatorie al Calcolo sublime . o le
P OSSN wrale per quegli Allieve specralmente che son de-
stinati alla projessione dell’ Ingegnere. Forse un altr O-
pera , cie ho gia quasi in pronto , sviluppera con mag-
gior estensione ¢ profondita le stesse dotirine . ed altre
ne conterrd che non potevano trovar lwogo in questa .,
la quale non doveva formare che il testo di circa la
meta delle lezioni annuall.

Che sc poi malgrado le mic faliche nel raccogliere le
dottrine . nello svilapparile . ¢ nel  diregerne la stampa,
. [ <i troveranno tiitavia delle cose oscure od inesatte .
St risovvengd il Lettor discreto delle (‘].jf}f}?colt.f}. inerent! @
cimili meatcric - e della jucilita con cul st sono talvolta

fegannati gli womind wel piw distinto merito.



CAPO I

Delle funzioni in generals,

§ 1. Si dice funzione di una o piu ,q}lantitz‘l un’ espres-
sione analitica, in cui queste entrano.in qualsiasi modo per
mezzo delle operazioni elementari o syblimi dell® Analisi.
Queste quantiti, che a preterenza di altre si contemplano
nella funzione , ne formano in certo modo 1l cavattere, e
percid si posson chiamare quantitd principali a differenza
di tutte I altre che vi possono ugialmente comprendersi
1n qualunque numero e forma, e che potremo chiamar
secondarie. Cosi 1 coefficienti di nn binomio innalzato alla
potenza m sono tante funzion dell’ esponente m; le ra-
dici delle equazioni non son mai altro che funzioni de’
loro coefficienti ; e le equazioni medesime sono funzioni
dell’ incognita che vi si contiene, sehbene vi entrino dap-
pertutto anche delle quantita cognite, L’ espressione
a*+bxr+x? & una funzione di @, &, ed x, ma si dice
soltanto di ¢, o di b, ovvero di x secondo che a, b,
ovvero z € la guantita principale,
§. 2. Distinguiamo le funzioni nelle seguenti classi ;
1° Funzioni determinate di quantita determinate
2° Funzioni determinate di quantita indetermninate
32 Funzioni indeterminate di quantita determinate;
4° Funziom indeterminate di (uantita indeterminate.
Nella prima classe comprendjam_o tutte le eSpressioni ana-
litiche conosciute st i forma che di valore, come sons
2 2 :
a’*+4-be g 5 :b 3 \/(am--—-'lf; 5 ec,
C C
dove le lettgre impiegate sono tutte di valor noto, come
la forma delle frasi algebriche ¢he le raschindona.

e
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Nella seconda classe comprendizzmo tutte le espress!oni

analiiche conosciute bens: di forma ma imfiluppate di

qnamiié mmcognite ovvero indeterminate , le quali tutte

gogiionst rappresentare cole lettere x . 3. 5, ec. Tali

sarebbero le espressionl
. N rzr-}-:r r
a*—x?; v/ [) ; (ax4-by)m 5 ec.
—x

Alla terza classe riferiamo quelle funzioni. le quali

sebbene non dipendano che da quantita note e determi-
nate come a, b, ¢, cc., purec o non si conosce la forma
sotto cui del;bono Preseriarsl, 0 POssono presentarsl sotlo
mimite forme. & 3u per es. che il valore di wn'incognita,
ossia Ia ruice di un’equazione qualunque, non puo di-
pendere che dai coefficienti di essa; ma in quelle su-
periort al gnarto srado non sapendosi sotto qual forma
abbiano ad introdursi i coefficienti stessi. la radice ri-
mane tuttavia incognita, e non puo rappresentarsi che
per mezzo de’ simboli generiel , come sarebbe
FDHBYC) . ... in cul la lettera £7 significa funzione
ed 4, 8., C, ec. sono 1 coefficient noti dell’ equazione.
Parimenut se st eccrcano 1 coefficienti de’ termini, che
debbono rappresentare lo sviluppo del binomio (1+x)™,
31 sa chie ¢uest non possono essere che funzioni di e,
ma finchi¢ non si conosce il loro valore, clascuno di essi
potra rappresentarsi col simbolo indeterminato LI(m) .
quale ricevera pot tanti valori particolart quanti saranno
1 coefficientt che si anderanno determinando, e se m
sard rolto o negalivo, ['(m) avra infinit valori. Cosi
pure la periferia d'un cerclio di raggio r ¢ una funzione
di 7, ma non avendo noi un’ espressione fmita con cuw
rappresentarla , non possiamo che indicarla con un’ espres-
sione simbolica e generale come sarebbe P . o alwa

qualunque che si velesse adottare,
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Alla gquarta classe finalmente spettano tutte quelle espres-
sioni, la forma delle quali & ignota, o puod variarsi in in-
finiti modi . e nelle quali siano involte delle quantitd -
cognite 0 indeterminate e variabilt. I..dicando (uest ulume
conx, ), s, ec le funzioni di cui parhamo si potranno
esprimere con F(x), fir)(r), ec., ovvero, come si pra-
tica da molll oggidi nella subilime Analisi, con Lo, Lo, i
Z,y.1. €C s 1 quall medi tuttd significano delle funzfom
& forma indeterminata di quantita parimenti indeter-
minate. |

§. 3. Fermandoci particolarmente su le funzioni della
seconda classe. le distingueremo in diverse specle seconde
i diversi rapporti sotto cui possono (:umemplarsi.

Prima di tatto divideremo le funzicm 1n algcbraic}z:? e
trascendenti. Le prime derivano la loro formg dalle sole
sel operazionl elementari dell’ Algebra , e possono rappre-
sentarsi con un numero finito di termini; le seconde na-
scono da operazioni proprie dell Algebra sublime, e non
possono rappresentarsi in termini finil colle operazioni
elementari, A queste ultime apparterrebbe per es. i va-
lore della superficie o periferia circolare per mezzo del
raggio 3 lo $pazio ellittico o iperbolico per mezzo di dati
quadrati o rettangoli; ec.

Le funzioni algebraiche si suddividono inoltre in ra-
~ionali ed irrasionali. Nelle prime le quantita ,princz'pali
on sono affette né da radicali, né da esponenti {razio-
narj; nelle seconde hanno luogo tali segni od esponentl.

Fra le {unzioni algebraiche , e razionali si distinguono
le inticre dalle frasionarie: in quelle la quantita princi
pale non si trova nel denominatore e non ha esponénti
negativi; in queste succede il contrario. La forma gene~
rale di una funzione intiera e razionale dell indeterint~
nata x ¢ la scguente
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a-4-bx-cx?~-dxd- .., .. S hxm
dove ¢ , b, ¢, ec. sono (uantiti note o determinate,
ed ;m € un numero intiero e positivo. Per simil ragione la
forma delle funzioni razionali e frazionarie della stessa
indeterminata z sara
a-+bx—+ cx*4dx3+4 ....+hxm
d+bx4cxidr3i+ . s

in =eul 1l numeratore e il denominatore pres: a parte

sono funzioni razionali intjere.

Finalmente le funzigni s algebraiche che trascendenti
si distinguono in uniformi e multiformi, Le uniformi
son quelle, le quali, se all'indeterminata si attribuisce
un certo valore, acquistano un solo ed unico valore deter-
minato ; ma se per un sol valore, che si dia all indeter-
minata, la funzione ne riceva pin di uno , allora questa &
mulitforme. Tutte le funzioni razionali intiere o fratte
sono frazionm uniformi, le irrazionali sono multiformi. Cio
e evidente se si riflette che ogni quantitd radicale ha
tanti valor: diversi quante sono le unita nel di lei espo-
nente. Quind; la funzione

Vaxr—x? avra un valor biforme,
3 s ‘ ,
vadl—a3 avra un valor triforme ,

4

va~+bx-+cx? avra un valore nforme,

Tra le {unzioni trascendenti cos. x per es. ha un sol
valore corrispondente all’ arco x, ma 1 arco, il cui coseno
sia ¥, ¢ una funziope infinitiforme , perché infiniti sona
gl archi dotati del medesimo coseno 7.

Abbisognando nuove distinzioni le dareme ne’ rispet

vl luoghi nel progressa dell’ Opera.



CAPO IL

Delle Permutazioni , Combinazioni

e Funzioni simmetriche.

-

Art. L
Permutaziont.

§. 4. Cosi si chiamano le disposizioni o cangiamenti di
sito ehe si possono d.are a pin cose senza variare ne il
loro numero , né¢ quello de’ luoghi che esse debbono
occupare | e scnza aver rignardo alla loro gmndezm. Le
cose da collocarsi possono e€ssére in numero uguale ,
maggiore , e minore de’ luoghi ne’ quali vengono dispo-
ste ; onde ne nascono tre distinti casi da considerarst.

Fingiamo per es. esserci dodiei sedie . e dodici per-
sone destinate ad otcuparle: in quanti differenti modi
polranno (ueste distribuirvisi ? Lcco una quistione relativa
al primo caso. |

Sopra le stesse dodiei sedie abblan diritto a collocarsi
venti persone : in quante maniere si potra collocarne una
per sedia? Feeo una quistione relativa al caso secondo.

Finalmente le dodict sedie siano a richiesta di otto
sole persone : I quantl modi esse potranno occuparle ?
Questa sara una (uistione speftante al terzo caso.

§. 5. Proposizione. Se le cose da collocarsi sono tante
quanti sono 1 luoghi, e il numero delle prime sia m,
il mumero delle permutaziomi possibih é

' 1.2.3......m.

Siano primieramente due luoghi marcati rispetivamernte
(1), (@), ¢ le due cose da collocarvi siano a . b. &’
chiaro che volendo porre & in (1), dovra collocarsi b in
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che in (2). Le permutazioni saranno pertanto in nu-
mero 1.2

Siano ora per le tre cose @, b, ¢ 1 tre luoghi (1)
(2), (3). Pongasi @ in (1), e le altre dus b, c po-
tranno pel caso preccdente disporsi in due maniere ne’
luoghi (2) e (3). Mettasi b in (1) e rimarranno due
permutazioni per @ e ¢ ne lnoght (2) e (3). Si ponga
finalmente ¢ nel Inogo (1), e si avranno altre due per-
mutazionl ne’ luoghi (2) e (3) per le cose @, b. Dun-
que raccogliendo tuite queste permutazioni, il loro nu-
mero sara tre volte due, ossia 1.2.3. |

Potendost poscia dispdrre quattro cose @, b .c¢c,d ne
quattro huoghi (1), (2) , (3) , (4) in modo che il luogo
(1) sia prima concesso ad a, poi a2 b, indi a ¢, e per
ultimo a d , ed avendosi ognmi volta, come abbiam ve-
duto poc’ anzi, sei permutazioni, & facile a vedersi che
tuite le permutazioni del caso presente saranno quattre

volte sel , ossia 1.2.3.4.

Continuando a piacere quest’ induzione si scorcrera i
cilmiente , che le Pezmutazwm per cinque cose In altrel.—-
tanii luoght saranmo 1.2.3.4.5. 5 per sei cose 1.2.3.4.5.6;
ec., e finclmente quelle che spettano ad m cose saranno,
conie ablram proposto, 1n numera '

1.2.3.4 71,

Dunque dodici persone sedute sopra dodun sedle se le
potranno scambiare in modi 1.2.3..... 11.12=479001000
numero cnorme. Pavimenti le 52 carte. del giuoco della
bassetta possono cangiar di luogo le une rispetto alle altre
col mischiare il mazzo in modi 1.2.3..... 51.52 , numero
visnftantz da GS cifre , per cui si puo asserire che se
iesto gitaco avessz la sua origine comune col mondo,

nou sarebbero ancora esaurite tutte le permutaziont pos-
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sibili qnand’ anco 1" uso i esso fosse assa piu frequente
neila societa di quello che & al presente.

§. 6. Osservazione. Quando alcune fra le cose da col-
locarsi diventino identich~ . o debbano come 1ali consi-
derarsi , dovranno pure diventare identiche alcunc delle
disposizioni 3 ma non volendo not teuer conto che delle
disposizioni differenti . queste dovranno ridursi a nunor
wamero, ed ecco in qual modo. Ripigliamo I'induzione
precedente , e suppomamo in primo luogo che le due
cose a , b disponibili ne’ due luoghi (1) e (2) diventine
identiche . cioé b si cangi in a, allora resta lo stesso
<ia che l'una o laltra occupi I'uno o T'alro de’ due
Juoghi 3 quindi i due modi, che prima si avevano per
disporle, si riducono ad un solo, e percio le permuta-
: 1.2
zioni non saranno che - =1

Se poi di tre cose a. b .e disponihii 1 we luoghi
dne si faranno identiche. cosi che esse diveniino a. @ . ¢,
allora fra le sei permutazioni assegnate di sopra tre di-
venteranno identiche colle altre tre, e quindi le permu-

tazioni dissimili che prima erano, siccome veduto abe

1.2.3

biamo, 1.2.3 , diventeranno -

3
r—a LF 8

2

Dove le cose siano quattro, e due si facciano idenu-
che, di 24 permutazioni dodici si counfonderanno rispet-
sivamente colle altre dodici, onde le permutazioni dissi-

’

- L\ 1.2.3.:
mill non saranno pid che —-

Proseguendo quests

discorso si vede in generale che se di m coze due si

faranno identiche, le prrmutazioni primitive st ridurranno a

[

Cost pure sz tre fra quatiro ecsz diventeranno ident-
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che, le permutazioni di prima si faranro identiche a sei
a sei, onde si ridurrarrno alla sesta parte, cioé a

1.2.3.4

— 3 E se invece di quattro cose ve ne fossero cinque,

sci, ¢ in generale m. sempre st ridurrebbero alla se:
sta parte , cloe &
i.2.3.....m
2.3 '

Mz se fra m cose quattro saranne identiche , allors

le permutazioni primitive si faranno identiche a ventis
quattro a vemtiquattro , e percio le dissimili si ridur:

ranno a sole

2.3.4
Spingendo avanti quanto si vuole questo ragionamento
si vede, che quando di m cose se ne considerino 7 identi-
che . il namero delle permutazioni di prinra si ridurra a
1.23.4.....m
ﬁ2.3.4. oidw o A >

cioe al mumero delle permutazioni totali diviso per quello

delle permutazioni competenti al mumero delle cose 1den-
tiche. se queste fossero diverse tra loro.

§. 7. Che se fra le m cose a, b,c.d. ... alcune si
faranno ugnali wa loro. ed altre parimenti uguali fra loro
ma nonr colle prime ., allora il numero delle permutaziom
prinitive dovra dividersi pel numero delle permutazior
identiche che si ottengono inm ciascun caso, cioé prima
per 2.3.4.... fino al numero inclusive delle prime cose
identiche ;
delle altre cose separatamente identiche ; e se vi

poi di nmuovo per 2.3.4. ... fino al rumero
fosse
un terzo aggregito di cose di nuovo identiche separata-
mente , si dividerebbe ancora per 2.3.4. ... fino al nu-

mero di quaste; e cost di seguito,



Se si cefca per es. i1 numero delle permutazioni dellé
nove lettere a . b.c;d.e.f.g.h.i, questo sarebheé
—1.2.3.4.5.6.5.8.9. Ma se facciamo a=——b==c==d, essd

1.2.3....9

LN

i riduce 2 — ~ Se inolire volessimo supporr
s1 riduce 234 pporre

e—f—=g, le precedent permutazion diventerebbero
v.2.3....90
2.3.4 x2.3°

anch’ esse tdentiche, il nunrero di cur si tratta sarebbé

; 4,3‘

E se le altre due lettere & . i diventassero

1.2.3....9
2.3.4x23x3" | -
§. 8. Prop. Se il numerc m delle cose da distribuirsi

supera il numero 7 de’ Inoghi , 1l numero delle per-

mutazionl e
m(m—i) .....(m—n+1)

Difatti supponiamo da prima tre cose e due luoghi , e
si vedra facilmente che quelle si potranno distribuire 1n
sei maniere. ossia che Te permutazioni saranno 3.2. Per
due luoghi e quatiro cose le permutazioni si troveranno
dodici , ossia 4.3. Per due luoghi e cinque cose si tro-
verd 5.4 3 ec. ; onde per m cose e due luoghi e permu-
tazicni saranno m{m-—1) .

Siano ora (uatlro cose e ire lliogﬁi . e le p'ermmazionf
totali saranno 24, ossia 4.3.2. Ma per tre luoghi e cin-
que cose ; esse saranno 0o, ovvero 5.4.3; e proseguendo
quest’ indazione s trovera che per tre hioghi ed m cose
le permumzioni SONO n.::'(i?z-—l)(m-——fz) ;

Per quattro’ hiogii e cinque cose §i hanno permuta-
zioni 5.4.3. Per 4 Inoghi e sei cose 6.5.4; ec.; e per 4
luoghi ed m cose m(m—~1)(m—=2)(m—-3) permutazioni.

Si vede pertanto che la formola eésprinrente le permiu-
tazioni ¢ un prodotto di tlanti fattort im progressione

aritmetica pranti sono i Juoghi, ed 1l primo di essi e il
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numero delle cose , & la differenza | unitas onde per
cose ed n luoghi si avranno , come si & pProposto . pe:-
mutazioni

m{n—1y(m—a) ....n—n--1).

§- 9. Cio che ablhiamo asserito nel §. precedente <
rendera pin chiaro se si rappresenterauno in un piceiols
quadro tutte le possibili distvibuzioni che s possono fay:
di date cose in dati Inoghi. Per esempio le quatro cos -
2,0, c,d siano da distribuirsi in e hioghi : §" incomine:

a dar loro le segunenti distribuzioni.

(0 (%) (3)
a b C
c b 7/
@ % d
b C d

Osservando poi che a ciascuna di queste CONVeNgONo Sc:
disunte permutazioni (§. 5), si vede manifestamente ch.
il numero totale di esse sara 4.6 » ossia 4.3.2. In simii
modo si verificheranno ttti gli alwi risuliati.

Se dunque si cercan le manicre con cui collocare ao per-
sone sopra 12 sedie, quesie verranno indicate dal prodotto

20.19.18. .. .. 0.

§. 10. Prop. Se il numero m delle cose da collocarsi
sara minore del numero n de’ lnoghs® il numero delle
permutaziont sara

n(—r1)(n—-z2)....(n—mn-+ 1) .

Potremmo qui pure servirci dell’ induzione simile alla
precedente per dimoswrare questa verita, ma possiam
anche ricavare Ja dimostrazione dalla proposizione del
§. 5 mel seguente modo. Giacche si ha m<n agging-
giamo ad m un aliro numero p di cose, che lo renda
nguale ad 72, onde si ablbia m +'p=n. Distribuiamo ora
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m -4~ p ossia m cose o n luoghi , e riteniamo come
identiche le p cose aggiunte 5 € clmro che le permuta-
zioni dissimili saranno quelle che nascono dalle m cose
date , e le simili quelle che nascono dalle p cose ag-
giunte. Ora le pernmtazioni totall sarebbero in numero
n{n—ri)(n—a)....3.2.1 (§. 5), e logliendo le identiche

nn—1u)(n—2)....3.2.1 | I
si avrebbe — _> . S omm 5 combia

A p—1)p
p in n—m, quest ultimo numero si riduce visibilmente
n(zz-———i\ (n—2)....3.2.1
3.4 ... (r—m—1)n—m)
n(n—1)(n—:2)....(n—in+41),
che ¢ il proposto.

, 0 finalmente a

A

Se per es. otto persone hanno dodici sedie a loro co-

modo, potranno collocarvisi in maniere
12.11.10.... 5.,

§. 11. Anche alle due proposizioni de’ §§. 8,10 con-
viene per intiero I osservazione del §. G per rapporte
alle cose che si debbano considerare come identiche.

Per es. Se si domanda in quante maniere si possano
disporre su 1 quadrati dello scacchiere ottanta monete .
delle quali 20 sono d'un conio, 50 d’un altro, e 10
di un terzo , come sarebbero scudi, doppie , ¢ sovrani,
si prenderebbe la formola del §. 8, e si farebbe m=8o
n=~04 , e si avrebbe per risposta

COEGTY . , ¢ . o 1
2.5...20X23...50X23... 10"
Ma se invece si domandasse il numero delle permuta-

zioni di 24 pezzi o pedine su i trentadue quadraty nert
dello stesso scacchiere , delle quali pedine dodict son
bianche e dodici nere come nel cinoco della dama . la

risposta si avrebbe dal §. 10, facendo m=2i, n=32,

-
\1“ A |

e quindi sarebbero le permutazioni richiesle
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32.31.30....¢
23....12x23.... 12

Se poi si volessero escludere tutte quelle che non somo
sonsentanee alle legei di questo giuoco . 1l numero  si

farchbe assai minore.

§. 12. Fermandoci all'ipotesi di m > n possiamo os-
servare che il permutare m cose in n luoghi torna alle
stesso come il distribuirle ad 7 ad n , ossia come unirle
in numero 7 in tutti i modi possibili. Quindi dalla for-
mola del §. 8 abbiamo le permutazioni di m cose

a due a due . . . . . m(m —i1) .

atre atre . . ..., m{m—i)nr—>2).

& quatire a quattro . m{m —r1)im-—2)(m=3),

ec.

apap ..o mim—r)Ym-==2)...(m—p+1),
dove si dec ritenere che in ciascheduma di (Jireste unioni
non si replica mat la stessa cosa. Cosi per tre cose d, b, ¢
s1 hanno le sei permutaziomi ab . ba . ac.ca,bc, ch,
ma non si trova mal né a@a. neé bb . né cc. C051 dicasi
di tutte le altre.

Ci faremo strada a trovave le permutazioni di pill cose
quarrdo si ammettano le ripetizioni di esse, colla seguenté

§. 13. Prop. La somma de' coefficienti del binomis
(a-+by & ar; la somma de’ coefficienti del trinomio
(a+b+cy é 37; quella de coafficienti del quadrinomis
(a+b+4c+dyr é 473 ec.. ¢ in generale la somma de'
coeflicienti del polinomio (a+b4-c+ .+ ..y di m ter-
Iminl é m”.

Nel binomio la somnma de’ coefficient; e

n(n—r) 17{n—13Y(n-—2)

} = ec.
n R e 3 H ,
I+ "l' 5 1 2.5

]

la ¢quale non ¢é altro che leo sviuppo del binomio

(1+1)'==2"; dunque cc,
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Nel trinomio se si evnsidera b -+ ¢ come un monomic,

si ha lo sviluppo

(I,”-FH(I""“‘(!J“}"C) —5~ {z_g.‘._.'__.._?.anq-z (b+ca) +

n{n—1)(n—2)
2.3
Ma nelle potenze (b+c)',(b+¢)?,(b+c)3, ec. la som-

1

ma de’ coefficienti & 2, 2%, 23, ec. per cio che ora ab.

a—3(b+c)3 + ec

biamo dimostrato ; dunque nello sviluppo del trinomio
(a+b+cy* la somma de’ coetlicienti di tuti i termini
sara

nin—1 n{n—1i W n—a2
1+ n.2 + (2 ).2" t ( 4)5 ).23-;.-...—}—2'-',

¢loe (1+2)*, ovverc , eome s1 ¢ proposto, 37

Per gli altri polinomj successivi si potrebbe ragionar
similmente , ma bastera di porre tutti I termini successiyi
a,b,c.....=1, con che il polinomio di termni m
diventerd {14 1431-+i+4....5 . e la somma de coefli-
cienti di questo essendo usmxlmeme la stessa che queila

del polinomio (@+4b+c+....)", ne segue che neil’ uno

%
e nell’ aliro essa sara w” come st ¢ asserito in ultimo
luogo.

§. 14. Prop. Se si hanvo n lucghi da occupare €on
cose di due specie . le pernnuazioni savanno 27
con cose di tre specte, Te pr>11nummu11 saranno J3%;

con cose di quattro specie . o permatazioni savanno 7
ec., e se le cose saranno di m specie, le permuiazioni si-
ranno I’

Stana in primo luoge @.b due specie di cosc, per c=.
due mucchi di sassolini , bianchi gl uni, neri ghi alt:i,
e siano dau 2 luoghi da cecuparst clascuno da un susso

Lno o bianco o nero. Per vedere in quanti madi si posia

Clo eseguirz . nello sviluppo del Dbincmio
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n{n—1)(n—=z)
2.3

s1 sostituiscano alle potenze a*.ar—1  ec.,b 02 b3 ec.

a*—3{)3 4+ ec,

1 prodoti equivalenti aaa ..., b,bb,bbb . ec. . onde s!
abbia

aaaa . . ... a invece di an
aaaa . ... ab di a1}
aaaa . .. abb di a3 b?
aaa . . . abbb di a3 b3
ec.

Tutti 1 termini insieme della prima colonna formano tante
wmiont ad 7 ad n quani sono 1 termini del bLinomio . ed
ognuno di questi termini € un prodotto di n fattori. Ora
se cuesu fossero tutt diversi fra loro. ciascuno ammet-
terebbe un numero di permutazion: espresso da
n(n—i)(n—=2)...3.2.1 (§.5); ma essendo nel primo
prodotto identiel tutu i fattori, le permutazioni si ridu-
n(n—rx)..... 3.2.1
2.3....n
Prodotto essendoci i—1  fattort identici, le permutazioni
n(n—i1)...,.3.a.1

. Sl 2 o
cono ad , ci0e ad una sola. Nel 2

si riducono a = n; nel 37 prodotto ;

2.3....(n—1)
1 fattori identici sono n-—2 negli @, e 2 nei b, quindi
o n(n—i)..... 3.2.1 n(n—r)
le permutazioni sono 23—y xa — 2

Similmente nel 4° termine vi sono n—3 fattori a, 3 fat-
tori b identici, e percio le loro permutazioni sono di nu-
n(n—iy..... 3.2.1 n(n—1)(n—-») oo

: — 5 ec. Quindi
2.3....(n—3)x23 2.3
si vede che ciascun termine dello sviluppo del binomio
porta con se nel proprio coefficiente il numero delle per-

mero
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wutazioni che gli competono. Il pumero totale di questa
dovra pertanto desumersi dalla somma di tutt 1 coefli-
cienl 5 € s1Ccome ip.lgsta ¢ appunto (§. 13 ) == 2%, per-
cio tale sard il numero delle lxemnutazioni competenti a
due specle di cose disponibili 1 n luoghi.

Per es. ritenendo il segno -+ innanzi del primo termine
d'un’ eqrazione generica

a4+ Aan—t T Par 4= ec. = 0
it 1 segni dopo il primo termine potranno permutarsj
in maniere 2%, giaccheé, escluso il primo, il numero de
terminl restanti € = 7.

Siano ora e specie di cose @ . b.c. ed n sia i
nuovo il numero de’ luoghi. Tutie le unioni possihi}i S i~
ranno rappresentate dai termint di un tmomio svilup-
palo ., purche in luogo delle potenze di a.b.c¢ s se-
stituiscano le lettere veplicate quanto basta, Quindi si
serivera

acda . . . . . . a invece di an

aaa . . .. . db =1}

aaa . . .. abb ar—:2ph2
aata .. . . GOC av—ec?
aca . .. . abe a—2he
acca . .. . abbb a'—3b3
aa ... . abbe a—3b2ec
aaa ... . abee ar—3bc?
G ec.

e racco;,;’liendo tutte le permutazioni competemi a clascurn
prodotto s1 wovera che pel 12 termine a"=—aua...a

non si ha che una sola permutazione

n(n—ru)(n—az).... J.2.1

I)Cl 2? sc ne hanno ——; 3 < f . ossia 713
s iy 1 )
Pf‘l B o ”(73""‘"1)(72-—*2)....3.2.1 7:(n—1)
& T . AR —

L S (n-—:.a)_X W, | 2 >



n(rn—1)

o M(n—1)....3.2.1
pel 42 ———; pel 3

_ 2.3....(n—a)
——— ’ ey ( A S
6o n(n—i1)....3.2.1 __n(n—1){n—a)
pel 62 —; - . =
3.3...(n—3)x2.3
questi sono appunto i coefficienti de’ termini medesimi
del trinomio, come chiunque puo accertavsene collo syi-
luppo attuale di (a+ b+ ¢)» ; dunque il numero totale
delle permutaziont sarg la somma de’ coefficienti del tri-

nomio siesso. che abliam wveduto essere 37,

= nn—1);

2.3 ; &c. 3 ma

Operando similmente sy i termini dello sviluppo di un
quadrinomio si troverebbe che le permutazioni relative a
quattro specie di cose song appunto in numero 4. F se
s1 spingera questo discorso innanzi (quanto s1 vuole, si
vedrd clie le permutazioni relative ad m specie di cose
ed 7 luoghi saranno in numero m*, come fu proposto.

§. 15. Prop. Assegnare il numero delie permutazioni
di pitt cose , quando nelle unioni sono concesse le ripe-
tiziom delle medesime.

La presente quisione si riduce intieramente alla prece-
dente. Siano difauti da unirsi a due a due in tutti i modi
possibili le tre lettere a,b,¢ comprese le repliche: tutu
(questi modi sono

aa .ab .ba.ac.,ca.bb.be,ch, ec.
Ora questo ¢ lo stesso che pccupare due luoghi con tre
specte di cose @, b,c, c1o che abbiam veduto farsi in
modi 32,

Similmente se si avessera ad unire cuattro cose a tre
a tre, cio sarebbe lo stesso che occupar tre luoghi con
quattro specie di cose, e percio le permutazioni sarebbero
43: e cosi di seguito; onde ¢ facile di conchiudere, cosi
proseguendo, che per unire secondo I attual supposizione
m lettere o cose a due a due, a tre atre, a quattro a quat-
Y0, ec. . S1 gvranne rispettivamente maniere m?,mi,m?;
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e per uniffe ad 7 ad 7 si avranno m” maniere . che fore
mano allreitante permutazioni.

§. 16. Prop. Se il luogo (1) non potra esser occupate
che dalle cose a’.a”,a”,...at, il luogo (2) dalle cose
b'.b",... b9, il luogo (3) delle cose ¢’,c”,¢",...ct),
¢c., il numero delle permutaziom sara pgr...

Supponiamo prima i due soli luoghi (1), (3), e che
si metta & in (1), indl in {2) successivamente tutil i b,
le permutazionl saranno evidentemente in numero g. {ane
giando poi @' in @”. in @’”, ec. si avranno alre ¢ per-
mutazionl ogni volta . onde il numero totale sara pg.

Se i luoghi saranmo tre, & chiaro che le pg permuta-
zioni del caso precedente combinandosi con ciascuna delle
r permutazioni delle cose ¢/, ¢, ¢, ec., il numero to-
tale sara pgr. Un smmil ragionamento avra luogo per un
maggior numero di classi di cose, onde in generale il
numero delle permutazioni sara il prodotto  de’ numerj
delle cose disponibili in clascun Inogo.

Abbiasi a cagion d esemipic la funzione x4y . ovvero
ay ., e si sappia altronde che & ha p valori diversi come

7 T

', 2. aw, e y alirl g diversi valorl come

/

>ty

scuna pg valori, Nello stesso modo le funzioni ax4y-+43,

... .p@. le precedenti funzioni avranno cia-

xyz, nelle quali oltre 1 valort precedenti anche z ha r
ciller¢nti valori, avranno ciascuna pgr valori,

Art. 1.
Combrnazioni.

§. 17. Se piti cose si uniscono secondo un certo nu-
mero , come sarebbe a due a due., a tre a tre, ec.. cié

&1 elvama combinarle. In queste unioni non st ha veran

2
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riguardo all’ ordine eon cui si prendono lo cose , ma scl-

&

tanto al numero secendo cui esse si uniscons, e quests
st chiama [’ esponents della combinazione. Percid pren-
dendo alcunc cose ad una ad una I esponente ¢ | unita :
prendendole a due a due Iesponente ¢ il 2, ec.;e pren-
dendole a p a p I'esponente sara il numero p. Le cose
presec ad una ad una da taluni si chiamano g/ union: :
prese a due a due si dicono ambi o binarj o ancora
birioni 5 a e a tre terni, ternarf, o ternioni ; ec.; noi
chiameremo in generale pvaJ "accozzamento i piu cos9
apap.

ni{1—-1)

§. 13, Prop. 1 numero de’hinavj di m cose € ;3
] , o o m{m—1Y(im—aj
quetlo  de' terni & P §
e o omlm—u ) (m—2)(n—73)
quello de’ qnaterni ¢ 5 ;
2 . J . 4
ec. 5
mln—m—aY ... (e p41)

e queilo de’ pmai é

In primo lnegn essendo m(m-—1) Ie permmtazioni &
mcose @, b,c. ... due luogln (§.8,12), ed al-
tronde trovandosi fra queste tauto ab quants b . tanto
ac quanto ¢, ec., st vede che le permutaziom di pit
cose a due a due saranno il doprio delle loro combins-
rioni, quindi il pumerc di queste sara, come st & assc-

n(m—1)

rito .

sl

Secondariamente le permutazioni di m cose a tre a tro
1 sono trovate in numero m(m—i)m—2). Cra e &
queste cose , come a ,b ,c¢ somminisivano sempre <ol
distinte permutazioni, che sone

abe , ach | bac , bea , cabd , cba,
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le quali si debbono considerare come ideniiche neila
dotirina delle combinazioni , e percid si riducono alla
sesta parte 3 € cio valendo di aitre ire cose qualungue, s
vede chie le combinazioni di pit cose a tre a tre, cige

- m(m—1 (mn—2)

11 numero de’ terni, sara 5T 3

*

come s €

p:'{.‘.?osto.

Th 3¢ luogo le m{m —1Mm—2"m—3) permutazion:

di m cose a guattro a quatlvo s ridarranno alla venue
(uattresiima parte soltanto , alteso che quattro cose (na~
lunque come @ , b .c,d presentano ventiquatiro distinte
permutazioni . le gnali. parlando di combinazioni, diventano
tutte identiche. Quindi le combinaziont di m cose a quat-
m(in—1){(m—2)(m—3)

{iro a ({uattro $ATaNNO . 3 4 : , come

parimenti si ¢ asseruo.

In virta pertanto di quost’induzione, che non ha b
mite . siamo condctu a conchiudere a divitto, che com-
binando m cose a p a p si avra il numero de' pran

m(m—1)(m—zoi. . (m—p+1)

2.3.4....;}

espresso da , ciot uguale

al numero delle permuiazioni di m cose distribuite in p
lnoghi diviso pel numero delle permutaziont di p cose in
p luoghi (§. 5.8).

§. 19. Osservazione. Si e veduto (§. 15> che m>,
m3,....n sono le permutazioni di m cose a due a dus ,
atre atre,....ad n ad n, comprese le ripetiziont dolle
niedesime cose ; ma se si canglang queste potenze risiyck—
tvamente ne’ prodotti

m(mn—1), mim—i(m—2) ... .,
m(m-—1 (m—2)....(m—n-+r1)
s1 hanno le permutaziont di i cese escliuse Io ripetizio-

3 .. ,-.,4-. & . . .1 b " '__" 4 - .
ni; e se quest ultmi prodouti i dividone zispetiivamente
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pe’ numeri 2,2.3,......,33...1, si hauno le semplici
combinazioni secondo gli esponenti 2.3,..... n. Quindi
xiceversa dalle sempiici combinazioni si potrebbe far pas-
saggio alle permutazioni semplici, e da cqueste alle pers

mutazionl con replica per mezso delle operazioni i1verse:

t

ArT. IIL

Funsioni invariabili, o simumetriche.

§. 3e. Se una espressione algebriea. in cul entra un
rumero m di lettere . é tale che rimanga identicamente
la stessa col permutare le lettere medesime fra loro in
tutu 1 modi possibili ; essa dicesi una funsione invariar
bile , ovvero simmetrica.

Tali sarebbero le (manita

ab+ ac+bec, abc+ abd + acd + bedd,

a b ac be ab = —_—
ya "{;5-2)“'1-";“}-'?5 va’ +ab+ 675 ec

Adotteremo alcuni simboli opporlunl a rappresentare
queste espressioni relativamente alle diverse forme che
p'ossono avere , e pereio rappresenteremo con S la
somma di due o pin letiere , guando quesie non con-
tengono nel loro esponente che I wuita. Cosi sara

SO —a+b+c+ .. ..
Similmente 8¢) significhera Ia somma di pia lettere ,
¢gquando ciascuna i esse abbia per esponente il 2., e
sara percia

S —a? b " ...,
In generale sard

SO —ar b .,

Indicheremo con S™» la somma &i tuiu i prodotu
possibih , che si posson fare con due delle lettere

€,b,c.... wmmode che menire Yuna ha per espo-
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pente m, 1 altra abbia per esponente 7, e viceversa; e sara
St = @nhn = @b —= o 0o s hright == bie™m = oo vt s

Parimenti Stmmp), Smmpg) . ec. saranno sinboli , ché
rappresenteranno tutd 1 prodoui possibili di date lettere
o re a tre , Ovvero a (uattro a (uattro , OVVero ec.,
¢quando le lettere di clascun pr’odotto abbiano per lora
rispettivi esponentl i numeri m ., n . p; ec. perinutatl 19
tatti 1 modi, e sara quindi
Semnp) = gmlicy = arbmcp S aPhTret = oo
Senmp @ = arbrcPdd = arbmerdd 4=+ . . .

Se ciascuno degli esponenut m. 7. p:{ ., ec. si fara =1,
allora S0 Sinnsty , Sonnn - ec, significheranno nispews
tivamente le somme degli ambi, de'terni, de’¢naternn,
ec., che si fanno colle date lettere senplicl.

Il numero scritto sopra le § e compreso fra le parens
tesi si chiama 1 fndice della somma, e questo ¢ sempli-
ec, doppio, triplo, ec. secondo che consta di uno;
due o pin numeri tuttl separati con virgole.

§. 21. Vediamo adesso come le funzioni invariabili di
indice composto possano esprimerst per merzo delle fun-
sioni di indice semiplice , cio¢ come si possa esprimere
Simnpgted per mezzo di sole funzioni della forma S,

Si moltiplichinro fra loro le due seguent eguaghanze
membro per membro:

Stmr = e S Wy /L A — PP
S = ar b e et =L
e il prodotto sara
S §() — amtn - amhn
sl Lym—n -+ arbn
e €T o @MiCR
: + ancm.
. -] Lmier
. ) bncm
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La prima fila verticale econtiene tutu i termini delia
forma S+ Ta quale é d indice semplice come S ; e
la seconda centiene tutti quelli che noi abbiamo rap-
prescntato con S, onde il precedente prodoto potra
tradursi in
S S = Sm-r) o §imn) |
da cut si ricava la formola
(1) Smn == 8§ S6) — Slmdn),
Moluplichiamo similmenie fra di loro le uguaglianzé
Sl @b = gl e | L e e e b e
S a4 P =P ... ..
ed avremo il prodotio
S S =  artr b artr b = ap b .,
= O tr @t - P a4 ap biiem . . L .
e CHFF O e CETP O e D CE L

+
O 5 T
v -« —1“61 0 Lv‘).ocon
» ) | ]
- » ¢ ;
-
» . '
Iy

- L ] L]

La prima {ila verticale non ¢ altro che § m1pid . la seconda
SCmom e la terza §¢nrp), Dunque s” avrd l uguaglianza
u("n}""} \_\)‘(P) m\s:.?‘:—{‘-p,rﬁ + S{fl"’-—‘;',m) = L}‘\r"a:}") "

e (L’. (;ui ricaveremo la formola
( 3 rr,r,},} """b\i} 5(7"")'——-5(’—{—?’")“‘- \m—LF,m)

.Nclla siessa muallera niohip;icaudo fra di lero le due
1z.g1_1.;:_5-iiuuze
Sy — ol ey — (l"b‘v""CF—I— R Dmongd: - bucma’_‘u_i__ v
5@ =aT 4+l mdiag—. .. ...
AVICIo per I}i'odott,o la segueite
S@) Simap) = §timp) e Stotgmp) 4= Setoma) - Simnpe)
dalla quale ricaveremo la formola
(3) Stumpal i SW S nm eyt —--..SW-‘-% Top) e S UM
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Queste formole, che si possono contiuare senza fine ,
soadisfanno a (uanto si ¢ proposto , siccome ¢ chiaro.
€ 22, Osservazione. lLe formole (1, (23, (3) , ec.
soiao esatte finche ol esponenlt m.n.p. g, €c. sSono
Civerst Vun dull altvo 5 ma per vedere come debbano
1:odificars: nel caso che alcani fra quest o tuttt ancora
Civentino uguali, bisogaa riflettere che se per es si ha
o=, 1 prodotl @b aibm diventno identicl , e quindi

3
Vi

che raccoglirndo nelle somme i seli termini dissimih, 1l
riunero di questl sioriduce alla meta, Cos1 Lt sei ternarg
. mhnep e (FbmeP =~ QELIET e @ nhpen -~ af‘b’”C“—{-—fz“f):”c-”" 3
«he nascercbbers dal permuwtare i tre esponenti m . n.p
s.pra le we lewtere «, 0, ¢, siriducono u we soli nel caso
¢t m==n. ciod ad @®lmept- @?bie” == arbmem. Bisognera
dungu= nel caso di due numert ugnali nell indice - della
somma éividere il valore somministrato  dalle precedenti
firnale per 20 I ose sard separalamente mE=LpiERg
st dovia per ugunl ragione dividere il valor cuedesimo
due volte per 2. cioe per 4. Sc por degli esponentt delle
cuantita @, b, ¢, ec. ossia dei numert degli indici se ne
uguaghieranno tre. e fosse per conseguenza m==n=p,
sMora 1 prodot forman colle lettere a. bh.c.ecc. e con gh
esponenti m.n.p. ec. si ridurrebbero olla sesta pavte . e
percio in questo caso bLisuunera dividere 1 valor dat
dalle formole precedent per O, wossie per 2.3, Cost si

dovranno dividere 1 valort medesiwni per 2.3.4 nel caso di

== pe=g e cost dioseguito.
“ara percio dalla formela (1)
S S — S

;:‘;{2)1}:_____ .
2 >
S 856) — §i

§(53) — . :

2y
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dalla formola (2)
S1).5052) — 2,503:2)
3 2
S:)1501.1) e 2 §551)
2 )
S8 13) e 2 §7402)
2.3 >

S(2:2,1)

S(‘:“s’).___

S(%’sz) —

ec.

dalla formola (3

S(DS 2215 o 2 500733 e §202,3)
2.2 T

R ; S S,z o 3 §03522)
3,2,2,1) — , ‘
’ 2.3 2

S(z,z’,:‘,n —

ece
Indi sareble
S§03),505238) e 3 84253)
2.3 .4 B

;S(ziiﬂ”) o

€Co
Ii ¢questi e somiglianti casi bisogna attentamente avvertire

di non porre nelle formole susseguenti 1 valort delle pre-
cedenti quando siano gia stati divisi, ma di riserbare una
sola divisione nell ultima formola a cui si vuole arrivare.
Cosi nell' ultimo esempio St»uu2i dipende da SG23, e
da S@»», ma non si porrebbero i valori di gueste ul-
time dopo essere stati divisi la prima per 2.9, la 2.3 per
2, come dovrebbe farsi se si considerassero 1solatamente.

Vedremo quanto prima I'uso di queste {ormole nella

teoria delle equaziout,
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L

CAPO IIL
" Af‘Op?’f{:‘-téi generali delle equ.czzioni.
ArT L

Dgﬁn{zs’mzf , € ;_-;ropr*i}zfd delle radict.

§. 23. Tutu 1 valori che pud avere 1incognita di nna
cquazione sl chiamano radici. Ciascuna radice ha la pro-
prieta di rendere un membro dell’ equazione identico col-
I"altro, qualora venga sostituita invece dell incognita, Qua-
11111(’{1_18 quantiia dotata di questa proprietd € una nuovi
radice , e soddisfa all' equazione. La seguente

x3 4 3xr*=8xr 44
e soddisfatia dal valore x=—2, perch¢ sosuituito questd
numero invece di o s1 ottiene

84 12=—10 ~~ 4 , 0ssia 20==20 ;
percio 2 ¢ una radice della medesima. Similmente L'equazioné

ha per una delle sue radici la frazione e= —— , perche

3

sostituita questa invece di x si riduce a

1520 1020
27 27

eioe idenuca.

§. 24. Le radici di un’equazione hanno diversi nomi
secondo i diversi aspeti sotlo cui si contemplano. Si di~
stinguono quindr

1¢ in reali ed immaginarie ;

a¢ in rastonali ed irrazionali;

3?2 in positive e negative ;

4° m ugualt e disuguali.
Ci-éscuna di quesic specie porta secg nel p‘ropi'io nome
anche la rispettiva definizione.

§ 33. Up equacione dicesi ordinata, qrando posuiuits
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i termini In un sol membro questi siano poi scritti i
modo che il primo contenga la potenza pin alia dell in-
¢ gunita, indi ¢l alirt che contengono gli esponent gra-
datymente minori, e per ultimo 1l ternune tuito eognito,
e nel secondo membro non vi sia seritto che lo zero
Quindi un’equazione ordinata non puo contenere l'inco-
eaita nol denominztore di nessun termine . e percio deve
esser ridotta alla forma delle funvioni intiere e razionah
( §.3). Deve inoltre la massima potenza dell meognita
non averve altro coefliiciente che l'unita positiva: man-
cando quaicheduna di qneste condizioni bisognerd ope-

rare copveiasvohnente afna-obd T eqiazione proposia sS4

ridotta alla forma preseriam. (Gos! l‘equa;i(;ne

3

¥ r’ R - B

— 2X3 = ox 2= K e
5

s1 ricdiarra wlla forma

A 5 3

Pt o e e g
2 2 2

1? col trasportare tuitl 1 termin dal 2® nel 1° membre 3
2? col moltiplicare tuti 1 termini pel denominatore ar;
3° col dividerhi tutu por 2
4? col cambiare tutt i1 segni,

Un’ eqquazione del grado generico m, per cio che si e
€cito . potra sempre ridurst alla forma
R B B ol —t Barm—i gqu Caxrr—s o e o {STI-[— T=—o0 :
incw A, B,C...5. T sono quantita tutte cognite , po-
s:live 0 negalive,

Alcune volte. affinché si conosca il posto, che clascun
coefficiente occupa nell’ equazione . ci serviremo de’ coetii-
crenit namerigzall A, Ay, A5, o000 Ay, ed allora ] equa-
zione generica sari

x A 7 ol B N | 22 . X T

‘ff” :'!&—-*-J" ¢ b e +¢fm~.lfc"i"".f!m Gt 03
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Oceorrendo di trovare un coeefiiciente mareato collo zero,
come sarebbe Ay, questo non sara che I unita, cio¢ 1l
coefficiente di x™; e s¢ si lrovasse A soenza numero,
questo sarcbbe lo stesso che A ..

Se I' eqquazione non e cotitpicia . cloe $€ Vi Mancauo uno
o piu termini, si marca talvolia la maneanza col segno
-*}E-. messo nel loro lunogo. Quindi ' equazione incompleta

2% = Q) =2 =10
si scriverehbe
x5 % 4 6xd ¥ KX 4 2=o.

§. 26. Prop. Suano a b.c....tante radict dell equazione

) e At e BT e s = =0
essa poira esalluniente dividerst per x ==« . per X -7,
per r—c., ec.

Prendiamo la radice @, e pereid dividiamo la (L) per
x—a . e sia il quoziente |

(£7) am=t A= A 'x 3 e B3 el - S
ed 1nolre siavi, se & possibile. un residuo r: e chiaro
cire sussistera I uguaglianza

L= (o —a Y =T
Ma per 1potesi L& si annulla al  canglarsi dl xr o«
(§. 23), e si anunulla nel tempo stesso anche il prodotta
(x—a)l’; percio la precedente uguaglianza si vidhuce a
re=o,

da cui impariamo che £, civé 1 equazione proposta &
esattamente divisibile per x — a.

Si replichi ora lo stesso discorso sule radici b, ¢, ec.
e si trovera che la proposta e divisibile simlmente per
x = b, x = c,ec.; dunque ec. Quindi e chiaro che
un’ equazione (ualunque potrd sempre rappresem:u'si col
prodotto de’ fattori lincari come segue:

(X)X =l ) X mmC)iess. (X =—t)=0.
§- 27, Frop. Se non si vorranne contemplue che le
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tadic realt dell equazione prepesta . guésta s péira dés
comporie colla divisione in tant fattori linecari (uante
sono le radici reali; e se il numero di fqueste sara mi-
nore del grado dell’ equazione, vi sara di piv uwn fatore
ehe non diventera mal negativo per quaisivoglia valore si
dia all ineognita , e che sara di grado part coll’ alume
termine posttivo.

La prima parte dipende immediatamente dalla propo-
sizione precedente: per dimostrar Ja 2.? parie supponiane
clie dopo aver tolto dalla proposta tutil 1 fattor linear
provenieni: da n radici reali non rimanga che il polinomie

AT e T e 0 ¢

Se fosse possibile ehie un valor reale di = per es. p
TEACSSE  (qHeSLo polinemio == «— K . cioé una cuantits
necaiiva , ¢ factle a vedersi che ee ne sarebbe sempre
wn alivo g che potrebbe farlo tornar positivo: e per g s
NG 1:1'(-#11(1{‘1‘9 o I'mmtinito. o una quaniita tale che renda
M termine w7 maggiore della sommta di taue gl aleed,
Ciio posio : prima che x cresca dallo stato p con cui ha
dato il risultato — K allo stato ¢ con eni da il risultato
positive /. dovra passare per uno stato o valore reale
mtermedio, i cni sioavra un risultato =o. Sia [ questo
valore 5 ed 1l polinomio @7 4 ecc. sava di nuwovo divie
sthile per o —~f. cio? avrd un altro fatiore lineare e rea-
le contro Vipotesi.

Che poi 'ultimo termine di questo polinomio debba
esscre di grado part coll’ ulthimo termimme positivo ne  sa-
remo convint riflettendo che se egli fosse dr grado im-
pari, el savebbe qualche quantita negativa che sostituita
invece di  darcbbe un risultato negativo . che abbilamo
4 gia escluso. E se I'ulumo termine fosse negativo , la
supposizione di =0 ridarrebhe i1 polinomio ad un ri-

-

suitilo nuovamente negatuvo., Dundgue ce,
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§. 28. Osservagrone. Dall’ esscre pol un polinomio i
x di grado pari ; ed nreductbile ad un risultato ncgativo
non ne discende di necessaria conseguenza che non possa
avere alti fattori lineari e reali: egli ditatti potrebbe con-
i aere un numero (ualunque di fattort uguail aella forma
(x =g ). Quindi conchiuderenmy che se un polmoinic

.1 x non ha fattorl lincarl e reali, 1’

esso &ara i gradu
pari: 2° avra ultino termine positivo; 37 non ¢ suva
acun valor reale di x che il renda negativo: ma se un
i:] polinomio avri queste ultime tre condizioni , o aviu
1noasun fatiore reale d}. Pl‘ilno_ gradob 0 (;011&31‘1‘21 Ul e
mero pari di tali fattord.

§. 29. Prop. Se uu equazione avrd tutte le sue radic
y-oli e positive, avra altresi tuttl 1 segni slternativainente
positivi e negativi 3 e se a.rd tutte lo sue radicl reai ¢
yoogatlve , avia tulll 1 segut positivy,

Nel 12 caso 1 fationn hneart saranno x —a , x — &,
x— ¢, ve., e perein Pequazione sara della forma

(x —a}{x—b;{x~—¢)....(x—t)=0
prodotio che sviluppato ha appunto 1 segni alternativi,
com’ ¢ noto dalla natura della moltiplicazione. Nel 27 caso
la forma dell’ equazione sara

(x4a)x-+b)x—4+c).... (x4¢t)=0,
ia quale svilappata ha evidentemente it 1 segni POSILIVL,

§. 36. Prop. Se un’ equazione ha tutti 1 segui alierna=
{ivi, non polra avere nessuna radice reale negaiiva; e se
ha tati 1 segni positivi, non potra avere nessuna radice
reale positiva,

Nel primo caso . se fosse possibile che ci fosse una ra-
dice reale negativa . questa sostituita nella proposta reu-
derebbe 1 termini o tutti positivi o tulti negativi, secondo

che lesl)onente massitno dr x fosse pzzri o di's;l)z:ui . e

pe-

iy

.y . . s . . ) .
percic non potrobbere distrugeersi, Nel 28 swstituifa e
- S _
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guontita positiva invece di x 81 avrebbe wun risuitato no-
stitvo , 1l quale di nucvo nen powrebbe annichilavsi, Dun-
que ec.

§. 31. Prima i passare ad esporre il seguente tepre-

ma de¢

vuto a Corte sio , ¢ d'uopo sapere che si chia-
mano waIriasioni «i $eoN0 1 paqs“ffﬂl dal SOUNG w4 2]
scgno = , ovvero dal segno — al <4~ in duoe termini
cotizocein: dioun’ equazione ordinata ; e che si dicono
pri'.-';;;.’:;zg‘.‘--;:;:.’ di segno 1 passagst da un segno ad un aliro
delian nodesima nn Hira . come da = iIn -+ . ovvero
— in — . Ameciodue questt aceidenti si possono chiamare
couonome comune successioni di segno. B pm facile a

Y
t
|

. . .
veaorst chie i onumero di queste suecessioni i un’ equa-
zicne eomipleta del geado m € appunto == m 5 e se le-
g :aztone ¢ incompleta . il nunero delle successioni sara

ciiecra il medesiioo . purché siosupnliscano 1 termini man-

caii

%

cattr col segno = e col coefficiente o.

Frop. In up’ ecuazione aqualunque i1 numero delle ra-
dici 1‘}{_)sil.iw§ non puo ecccedere 1l numero delle variazion:
di sexno, e quelio delle negauve non puo eccedere il
numero delle permanenze. I. se le radici sono tutte reali.
lo positive sarznuo precisamente tante quante le variazio-
ni, ¢ le negaive quante le pérm;menze.

Sup yontamo per fissar le idee che st abbia I equazione

x 0 ff‘J——-f)x*---(,xd—{—ffx — L% =
la quale contenga di gla sei radiet o tutte reali o tutte
jnmaginarie , 0vvero in parte reall ed in perte innnagi-
narie  dun eguazicne, che deve asecendere al grado .
Sia « vna nuova radice. ed il fattore x — a s1a un fattor
lincere che deve comporre la medesima. Esesuendo la
niottiplica st formerauno 1 due prodetti parzial
5 e i a0 BAS e OxV e D3 = IXP -1

7

=D .
20— adx’ = abxt4-aCx3 =~ aDx? o Lix=al ‘
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s X

dove nolla linea supzviors sl ¥OTZONO gl stessi seoni chie
nell’ equazione proposta, e nell” interiore 1 contrary.
nel raccogliere la somima de' termini che si corrispondono

-~

YCrucajn;ﬂite. dove (Iuﬂstl sono di s R0 corxrarhi. tanto
pud aver luogo il segno della linea superiore , quanto
quz;i]o dell inibriore gmm_hc non supponiamo aleun rap-
HOrto pwllca,- re fra 1 coelfictenn A .0, C.,ec. ¢ la
mdlce a. Finché dunque staremo neﬂa Lnoa superiore ,
noi trasvorteremo nel prodo{to le medesime snuccessiont
della proposta ; ma se discenderenio nell inieriore per
raccogliere 1l segno velalivo a’ due terminl verucal , allora
una permanenza ¢i cambicora in variazione. Per es. se nolla

J]xﬁ . .
seconda colorna -t 6 st dovra ]ncn?orﬂ il segno in-

feriore . allora la permanenva —=x° = _fxf sara cangizia
in nna veriazione. Discest pol che saremo nell mieriore
vi et avremo da fermare finché 1 segni delle colonne ves-
tieqli soranno simili. ed in tal caso continueranno le me-s
desime snceessioni della proposia 3 ava tornando quesii
ad esser dissimili , potra aceadere tamto A1 tornare aila
inea sunerlore , quanto di rimanere ancora neil inivrioro.
Se si toria aila superiore , o una va HazIONT Sl ocatuiia ik
permanenza ., 0 A PArmMenenza variazione , giacelis
vio pen pno accaders chie per ua accidente sauie  al

due segnent

e— BXx5 e Oy} . - Bad o Cxi
— . Ax% 2 ablxt s AR s TN

Nel primo se dul termine g 4x° dovremo passure al ter-
minte C'x* per raccogiiere il sceno. vi ha visibilmente un
canglamento di variazione in permanenza, e nel secoudo
un cangiamento di permanenza in variazione. Se poi aver-

mo a rimanere nelia linea inferiore, proseguwra ¢ ordue

ru—m-'

11 . % o
;rz‘.-) 2y c T ., s . Ll ] 1
dele cueeestionl carge agll 4'('uaum € Pronteiar Ly Quli-
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(e accadere indistintamenie 1 passare pin voite dala
hnea saperiore all' inferiore , e da questa alla superiore ;
ma da quest uluma s1 dovra necessaritamente discendere
almeno una volta per raccogliere 1l segno dell’ ultimo ter-
mine al’, e questo passagglo prodirrd sempre una varia-
zione di piu che nella propos{a. ‘Dunque  coll introdurre
nella proposta una radice posiuva il numero delle va-
riazionl puo crescere pin dell’ unita ; e valendo queste
discorso per qualunqgue altra radice positiva 6, ¢, ec., ne
viene che 1l numero delle variazioni di segno potra esser
maggiore del nuniero delle radict positive , ma viceversa gue-
ste non potranno mai superare il numero delle variazioni.

Se ora la stessa equaziope |

X6 e AX5 e Bxt = COx3 4= Dx* 4~ FEx - F—o0
5] molliplicher& per un fattore x = b proveniente da una
nuova radice negativa — O, s provera collo stesse di-
scorso. che si aumentera almeno di un unita il numere
dcl]e_pernmnenze . € quindi che se¢ le radici negative sa-
yanno pift di una , 1l numero loro non potra mai superare
il numero delle permanenze, con che resta dimostrata la
Prima parte.

Se ])oi le radici saranno intte reali, siccome 81 avra
tonto 1l numero delle successionl. quanto 1l numero delie
yadici medesime =m , se s1 dira

il numero delle radiei positive =1/,

quello delle radici negative =4,
i1l numero delle variazioun: =g,
iquello delle permanenze =p,

sara 7l+kz‘v+p; e non potendo essere 77>v, ne
k¥ >p ., dovra essere h=—v, A=p , ei0é il numero delle
radici po-itive uguale al numero delle variazioni, e quello
delie neyative uguale al numero delle pérmanenze’, come

51 eva preposto m secendo luogo.
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§. 33. Se I'equazione sard incompleta , siccome vi si deb-
bono interpolare i termini che mancano col segno doppio =+,
e col coetficiente o, possono accadere due casi, cioé che si
abbiano le medesime variazionl € permanenze lauto prene
dendo il segno superiore come I' inferiore , pvvero cle ne
risulti un numero diverso. Nel priiuo caso uon si potrd
conchiudere altro che cio che é siate or ora dimostrato
nella presente proposizione ; ma nel secondo, siccome sj
ricaverebbero delle conseguenze discordanti sul numero
delle radici pasitive e negative , percio ve ne saranno dj
sicuro di immaginarie,

Si osservi che tutte le volte che si supplisce un termine
fra due di segno diverso, non possono aver luogo che le
due disposizioni seguenti di segni, ciod

+ £ - 5 — = A+

nelle quali si ha sempre una variazione ed una permae
nenza; ma se i termini collaterali a quello che manca
hanno 1 medesin:i segni, allora le disposizioni possibili
essendo ' |

e A, = o —
si vede manifestamente, che prendendo nella prima il
segno superiore si hmimno due permanenze, e prendendo
I'inferiore st hanno due variazioni, risultati fra loro div .
scordi : lo stesso vale per la seconda disposizione. Dun-
que nel caso che in un’ equazione manchi un qualche
termine , ed i collaterali di questo abbiano i medesim3
segni , saremo sicuri che essa avra delle radici immagi
narie ; e vedremo ben presto che queste nen possons
gssere meno di due.
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§. 33. Prop. Nell' equazione generica, ed ordinata

() "o A= - Brm=r 4 Cxm=3, , 4 Hxm—r. , 4 T—n
17 il coefficiente di 2% preso col- segna contrario s
ugnaglia alla somma di tutte le radiciy |
2" 1l coefficiente di 77— si uguaglia alla somma de’ bi-
narj, che si posson fare con le radici medesime g, .
32 1l coefficiente di xm—3 preso col .segno' contrario si
ugnaglia alla somma de’ ternarj che si posson fare colle
radiet 3 ec. In generale 1l coefficiente di am—r & ngnaghia
al - somma de’ prodoui che si posson fare combinando ad r
ad 7 In radici della proposta. prendendolo per¢ col pre-
pro segno o ecl contrario secondn che ¢ nar: 0 dispari,
Finalimeate 'wltimo termine 77 ¢ ugnagha al prodoito
ai tutte le radict o col preprio segio o col contrario se-
condo che m € pari o dispuri.

Supponiamo vera la proposizione per I equazione del
grado m ., essa dovrd verificarsi per [ equazione di grado
m - 1. Siano dungne le radicy della prima @.b,¢....p .
e sara per supposizione
—d=a++btc ... 4p |

B—=ab 4 ac....4+be+1Ld. ...

— C=abc 4 abd .. . + bed. ..

-+ T—abec . .. 9
St mohiplichi la (F) pel nnove fattore x—q., e st it
prodotio

5y by L Blam—) $ O ... 4 =0
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‘Ura ¢ chiaro che 1 coefheicni i uesta 130D sone al-
tro che
A=A—gqg
' B — f!q
C'—C— Bg
e,
) e Tq
cio¢ , vimettendo 1 valori di 4, 8 .C... T, e lasciande
i sccondi membri sotto forma posiuva, si avra

—A'=a+b+c.....4+p4+gq

—C'=abc+abd.....+pcd..... 4 abg..... 4 npq

ec.
F V= abe...pq,
cioé 1 coefficienti di {F) segnomno la legge dei coefficients -
di (£). Ora la legge proposta si verifica nelle equazions
i 22 erado, com’ ¢ facilissimo a vedersi , dunque si ve-
yifica in quelle del 32, 47, ec, gradog ed in tutte gnelle
de” gradi superioni,

Mancando in un’equazione il 2?7 termine, sarebbe

a+b+c+.:...:::o,

ed allova la somma delle radici positive s1 ngunaglierebbe
alla somma delle radici negative. Quindi un’ equazione
mancante del 2” termine non puo aver tutte le radici
reali e positive. Gos: se mancherva il terzo termine, le re«
dici avranno una tal relazione {ra lovo , che la somma
tutti i binary positivi si uguagliera alla somma di it
binarj negauvi ; e cost dicasi degli alui coefficient. In
generale la mancanza di un qualunque termine & un in-
dizio stecuro, che la pronosta equazione 1o UG avers
witte le sue radici reali, e positive. h

bia per es. I equazione

' ¥ —ax 4 fr—i1i=oc

5
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1 cut coefficienti paragenati eon ‘quelli della (E) danne
Ad=o0o, B=—23.C=16,D=— 15.

Questa risoluta co’ noti metodi ci somministra la quattea

rad;ci

T, Xome=3 == 4 23— 1, 2= — 3\/—T1.
Sommando queste radici prese ad una ad una, a due a
due, a e a tre, e per fine a quattro a quattro, si ha

1—3+ 1432y —1+41—2y/—1=—0;
— 1.3+ 1(142V —D 4 1(t—ay—1)— 314 2y/—1) —
I(—2y—1)+(42y—1){1—2y—1) = — 2
—1.3(1 42/ =—1)—1.3(1—2y—1)
1(1 4 2y/—1) (1—2y/—1)—3 (1 +2y/=~1)(1—-2\/~1) = —168
— 1. 3(1 42y —1) (1—2y/—1) = —15.

§. 34. Prop. Assegnare il valore de’ cocfficienu di una

data equazione , quando questa si decompone colla divie
sione per alcuno de’ suoi fattori lineavi.
Canglamo nella proposta (£) x nella radice in a. e si
avra il rsultato
a4 Aam—1 4+ Bam—?>+ Cam—34- . ... 4 T=—o.
Soutraggasi questo dalla (&), e si avrd un residuo , che
sl potra mettcre sotto la forma
M — a4 A{xm—r — am—) 4 B(xm—1 — gm—2) -
Clarm—3e—mqgm3) ... +8@x—a)=o;
evvero dividendo per X —a, ed ordinando 1 termini in
file verticahi

XM G AKX e @2 X adxm®i + .... - gm=t
- Axm-i 4 Aaxm=3 4 Aa?xm-4 -4~ ... .. ~+ Aam:
4 Bxm3 & Baxma-+ .. ...+ Ba=i}
4+ Cxms 4 ... .. + Cam™4 .
+ Ra



Questo si riduce alla nuove forma ‘.
gt 4 A'xm—- 4 B'xn—3 - C'xm=a. .. 4 J=0
ponendo
A =a + A
D'—a>+ad 4+ B
C'=ad + a*4 4+ aB + C

i

r

S = am—t 4 Aav—3 - Bam—s + ... .. 4 Ra 4+ 8.
Fali sono 1 valori domandati ; e quesu st sarebbero otte-
nuti anche dividendo immediatamente la (£, per x—a.

L inutle di far ossevvare che se lu proposta st spo-
gliasse del fauore x— b invece di x—a , 1 coeflicient
precedenti involgerebbero la radice b in luogo di a.

§. 35. Prop. Se nell equazione (£), che rappresente-
yomo coil cocthicienu namerizzati come segue
5o Axm 1 d x4 A vt d o xnr Ay =0,
§LipPOIrEmo = 0 una alla volta watte le vadici @ b, ¢, .. .t,
¢ che siano A‘(,a) " .zl,(.b} . Iic) . ec. 1 valorl particolart, che
in tali supposiziont riceve un coeiliciente gaalunque A,
si avra 1 eghaglianza |
.-_fff) sl A?) -+ Af.c) G+ ,15’) — -+ (m—1r)A4,
vaendo il 4 per r pari, ed il — perroe dispart.

Non essendo _4, altro che la somma di a1 prodoti
possibili, che risuliano combinando ad 7 ad r le radia
della proposta (§. 33). ogni termine del valore di A,
deve contenere un numero 7 di tali radici tuute fra loro
diverse (facendosi ui astrazione dal caso che la pro-
posta contenga delle radici uguali ). Percio ognuno di
questi termink svanirda &l annullarsi di qualunque delle r
radici chie contiene, ma sussisterd all annullarsi delle altre
m— 1 redicl ¢he non eentisue. Dangne nella semma a¢’
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risultati 13-{,(,5) e _.4;” ~- ec. iogni terinine del cocfficienté
-4, sard ripetuta m—r volte , e quindi si verifichera 1 u-
guaghanza che abbiam proposto.
Prendianmio per esempic 1 equazione del 5° grado

X e L1 _i_jjng _i.__(ffsxz—'-/fq_xl-i—- ffs == 0 .
e cui radici siano «.b.c,d,e. Consideriamo il coeffi-
ciente A, che sappiamo esserc pel §. 33 =

~— {abc -+ abd 4 ded 4= bed - abe 4 ace =

boe ~ ade 4 bile - ¢de).

Se suppeniamo, 1 dvra
BE=0 w5 5 . {;’: -—(bccf + bee bde == cde)
b=o . . . . A= —(acd - ace4ade -+ cde)
c=o . . . . .-af‘:_;” o= = (abd - abe 4-ade 4 bde)

=0 . . . . A o= —(abc 4 abe 4~ace + bee
c=—0 . . . . ﬂ’g’J — -'--(a,bc“ —+ abd -4 acd—+-bed ;.
e i-,f-».ra;ib sommando tutli questi risultati pacziali . sara

4»1‘3"“ AP 4 49 o AP o 4D
— 2 (abc - (55«:1 +acd 4. ... ¢dé) = -—-'(5--—3)1—!3‘__

Si vede poi facilmente che I equazione , a cui si riduce
la proposta col porre uguale a zero una delle sue adici g
come «. deve essere identica con quella che si otterrebbe |
se la proposta st dividesse per x—a ; mentre ncll’uno
¢ nell” aliro modo si deve ottenere un’ alura eqguazione
depressa di un arado priva della radice @, e contenente
tutte le alive b, ¢, d.ec., i coefficicnti della quale deb-
bono essere Hldlp(}LdPlllI da 4.

§. 306. Assumiamo i simboli S(*). S - 3B, ec.. come
al §. 20, per indicare le somme delle guantita se‘mplici
a,b,c,....t, de loro quadrati, de’ loro culi. ec.,
e se queste saranno le radici dell’ equazione
(£ xm—dd xm =t e A xm—s e oxm—i | A =0

varra 4 eguagliauza
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S“*E—“/tl &ﬁ-—-l)—Aab(ﬁ‘-—l) 4;_;{35(?‘“3) -'-—_.4_.; S{"""*i) L :{:}"4,
dove r & scmprc un numero Intiero posilivo non mag-
siore di m, e nell’ ulumo termine vale il segno superiorc
se r & pari, e Iinferiore se r ¢ dispart.

Dividiamo la (£) per x—a, pui la stessa per x— 0,
indi per x—cgec., e per ultimo per x—1, e sup-
poniamo

E D
- =y = B xm e Byx™ - =B, =0

x —
ez =t . O X e O X3 e A= O == 0

x—0

— — x" 1 - D xtr—i B xS =Dy =0

£ |
;——ﬁ} —— A} —i—S,xm-“* 4 ngm—'s i +Sm__x - .
Sonunando tutti 1 fquozienti ne nascerebbe
Mx?— e (B 4= C =D = .. . 4§ )xm—?

(B, C oD, 4 . . =5 ) xm—

B A+ Coi D = . =S =0.
Ma B,,B,,B;,ec:C,,C,, ec. mon sono altro che cio
¢he diventano A, ., . {., 45, ec., cio¢ 1 coellicienti della
(E) quando si annuilaio una alla volta le radict @ ,b;¢,
ec. ; dunque per la proposizione precedente sari
B,+Ci+D 4 ....+8 =—(m—1)d,
B, 4+Co =D, . 8, = (m—2)4,
By - Cy Dy oy ... 4= 8, == —(m—3)A4;

Bm—s "'f"“ Cm—-x e Dm""; + TR e Srr:--; e *‘4-"’**-1-
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Ineltre avendosi im wvirta del § 34 le uguaghmg.

B, —a— A4,
C,=b— A1,
Dlm —

S, = t, —tAd, 4 4, :

as —-a?.dl -t an '—4.{43‘
b — b dy - bd, — A,
65— ¢* A, 4= cd, — A,

bwq w B
Wil

& .
Ly
I

13 — 134, 4=tAd, — A&;
ec.
se sommeremo in clascuna classe le file verticali, e so-
sttuiremo nel tempo stesso alle somme i valori gla asse-
gnati , mtroducendo 1 simboli convenuti ; avremo le nuove
uguaghan-e
—(m—0A4, = — St) — m4
(m—2)A, = S — S0 )_Af; -+ mA,
—(m —=3)d; = SG = S A = S A, — mA
ec. ,



dalle qnali si ficava
S = A,
S == A; 5§V — 2A
H | S =d,8) = .A4,8004=31;
ec. |
§) o= A SU=1) em 4, SC—) = A S TF rAd;
formola che si doveva dimostrare.
Nel caso di 7 —=1m si avrebbe |
Sm == 4 Sim—t) — A Sim—>) 4= 4, Sm= T md,
Per estenderé questa formola al caso di g>m . molu~
plichiamo la proposta per x"; sicché ne nasca la nuova
equazione |
amtn e Jxmtr— - A et — A prrn—3, 3 A xrrm=0.
Mu_tando successivamente a nelle udlcl a.b,c, ec. na-
sceranno le seguenu :
antn — Aamtn—i g 4 amtr—i— A ;a3 A pari=—=0
bt e At e A i bt A A =

tm+" — A f”‘+”“"' e A} tm—}-n—-:._’___Ag ph-r—s3, .4 4 =0

Sommandole tutte insieme. ed introducendo 1 simbeli gix

usall, avremo |
Simtm — 4 Scmtn-0) | Stndnes) g Semtn-3) 4 A, St =04
€ se In questa porremo snccessivanmente 71== 1 g 2, 3 G CC.T,
otterremd una serie di formole particolari
St = 4§ — o SO0 i o, S F A, S
Stntr) o A0 o S S g A Sl T S
ec.
te quali entrano nella formola proposta.

Questo teorema ¢ di Newton.

§ 3-. Siccome dati i ecoetficieni A, ., 4, A'3 § €ty
abliam sempre in nostro pofere i volorl (L DI EAN A (S SS



per cio che ora abbiam diméstrato; cosi dati questi uloms
valori potremo viceversa determinave 1 coefficienti dell’ es
quazione a cui appartengono. Infan niente di p facile

ehe il ricavare dalle formole A del §. precedente

(A=
S’(’)-——-S(I)
l A
3
’ . AQ S(’)—-q-A S(x) + ?(3)
), A= 3
! A - ﬁg ag(')-——- A Sh')—‘— A ‘)}’3)_._._ér’4)
A
4
€Cs

38. Vogliinsi a cagioni d’ esempig Te sumiue delis
‘pote ze delle vadier dalla prina fino alla sesta almen<
nell equazione

a3 —2x? —x - j=—=o0.
Fatto il paragone de’ coetficienti di questa colla generaie

del §. 36 si ha A,=2, d,=—1, d;=—4,
percio s trovera per mezzo delle forinole H

N1) = 5

N — 6

33— 2

863 == B

NG = - 18

S06) == = 42
ec.
Siano 1nvece date le somme
St = 32 ; S == 336, S&) = 3630 , S(4) = 41024 ;

S68) == 463232 ; §) — .):ztiuooo e st cerchiuno 1 coefl-
cienti da 4, fino ad 4g: st trover& colle formole K del
§. precedente

A, =32 , A,=344 , 4d;=1313

Ay =81, A;=128 , 4dg==0; Y
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pnde I eqilazione dotata delle somme proposte sareble
26 — 3203 4= 3440t — 131205 4= 78;’}.1?*'; —128x =o.
§. 39. Sara ora facil> di esprinere mediante i coefil-
cienti d-li’ equazione le sonune simmetriche de prodotii
delle sue radici. che al §. 20 abbiame indicato per mez-
zo de’ simboli SO Stmap)ee. Vogliasi per es. la som-
ma S>3 nell’ equazione di sopra
Xt — 2" A [ 0,
Richiamando dal §. 21 la formela (2), e posto 1 essa
me=i.n===2.p==23, sl avrd in primo }ftu_.»;__;o
81,530 — §GY S0 — §G.2) el §5it
Inolire vsando della fornrola (1) dello stesso §. si trovera
S = 8856 — 8§ — io
§0) = § § ) — §O = 54
SEG1) = FH N — §61 =0,
e percio sara . dopo cseguite le sostituzioni d prest valor

SHn3) == 2,10 —Ii4 — 0 = — jo.
§. 4o. Prop. Asscgnare la somma delle potenze reci-
proche delle radici di un’ equazione.

Una quantita st chiama reciproca. quando cssa forma il
denominatore di una frazione, il ¢ui nameratore ¢ P uniti:
L1 I v . . . p " . X \r . .
cosi — & la quantita reciproca di a; pray el la reciw
preca di a2 4-b? , ec. Inolwre si chiama reciproca uun’ e~
quazione , le cui radici sono reciproche di quelle di un’
altra equazione. Cousi se saranno a . b, ¢, ec. le radici
di una data equazione , Guelle della reciproca sarauno
T 1 | ) 5
75 oo ¢ Quest ultima ha la propricta, che la
massima radice della propesta per lex diventa la mintma,

e ViCevorsa,

. - o 4 I - 3 .
Cio posto st cangi = in — nella proposia
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(E) xm....-_-__»{.x;ﬁ—*‘-‘! =} ngm———‘a oy :{__: . mﬂ§5

e dopo aver moltiplicati tutti i termini per ™, si otterra
! equazione in y della forma
1.7:.]'3“'""" 44:::*-*1]’%1 =} J‘{m-—-n&?‘ﬁﬂa - Am-—-y,bfm—a RN
A,y 4 Ay +1=0
ehe ¢ la reciproca di ().
Indichiamo per un momento con SCY. ¢ g0, ec. 1é
symme delle potenze positive delle radict di quest’ ulima ;

ed avreino dalle formole H del §. 36

; p . . )
s = 2" evvero, toghendo la frazione
m

Ay sV = A, .

¢ siunilmente

A, s = Ay S0V —2A

L §®) == A e A ) 434,y

Am 5{?) sl Am_‘ J(f‘.—-ﬂ’ i A!ﬁ-——-l 5{;.—_:) + /f,,,__.‘ 5!;.___3} o

. i I ?
Ma dall’ essere oo = .’ ovvero y == — nc scgue che sé

&

dinioteremo le somme delle potenze reciproche della pro-
posta co’ segni 4 indice negativo §1, §=3), §=3), ec..
Jolremo sostitire (qnesti altimi a1l precedenti sU), st ec
Avremo percio le formole domandate nelle segnent

Am SO 2= Ap

A st e= A, STV —2450 .

A, 5¢ o P I S{-——z-) — A 1 3/},,1-__1,3 -,s'

e 1n generale
A ) = A, ST — A T A

Apeey ST F rd gy

dove sempre vale il scgno superiore nzi caso di 7 pan.
Co si volessero le somme dellz potenze reciproche

%
[N

celle rae: qoll eqnaziclie prsf;":de;:.}te'



23— 2p? —x - {0,
menidhim=3, 4d,=4,dnn=1, Apsy = — 2,
Ay Ere— L Am__.,,:: o, ec., si troverehbe

- --I-- S0 = =Ly §O ) == 2
g § e i
8,

Art. Il

Alcuni caratteri delle radicé reali, inunaginarie

ed irrazionall.

§. 41. Prop. Se un' equazione ha I'ultimo termine pu-
sitivo , ed altronde abbia delle radici reali, avra un nu
mero part di radici positive ; e se ha D'ulimo termuwz
pegativo . avra di sicuro un numero dispuri ¢ radici recil
parimenti posiuve.

Ia proposta sla in primo luogo

x® e Ax=—t g fxn=t e . e T = 0,

in cui 1 coefficienti 4.5, C, ec. siana positivi o negati-
vi, e Iultimo T sia positivo. Suppongasi questa nata du}
prodotto di alire due, la prima deile quali non abbia che
yadici reali @, b, ¢ ... h in numcro n, e la seconda nea
ne contenga pitt aleuna, e percio sia di grado pari coa
I'ultimo termine positivo ( §. 27 ), Potremo dunque supr
porre P uguaghanza

XM A xm—t g Bxm—2r e T =

(X7 A axi—=T e .. = G 3 X e gl P e g Y
e dovendo il secondo membro, svituppato che sia, di-
ventare identico col primo, si avra T'==g¢q’ ; e siccon.e
si € suppesto T’ positivo, e tale pure deve esscre T
percio anche ¢ sard positivo. Ma perche g sia positiv @
bisogna distinguere il caso di n pari da quello G

dispari. Nel prime ¢ oecupa un poste dispari nel P
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HOMLD X7 o X"~} =f= . ..., @ pereio preso col suo seina
( §. 33 ) ugnagliera 1l prodotto di tutte le radici, onde
sard g=abc ... h. Sari dunque positivo questo pradotto,
e quindi o tutte le radici a,b.c,.... A saranno positive,
o lo sararno a due a due. Nel caso dunque di n pari
pumerg delle radicr reah e positive sara pari. Nel caso
Imi di n _,dispari trovandost ¢ 1 liogo part si ugunagliera
col segno  mitato al prudotto delle 72 radici, e quindi
sara g==—abc...h. Ma dovendo ¢ essere positivo, tale
dovra essere anche il prodoito —abe. ..k e non poten-
dost c1o verificare senza che wna o tre o cinque ec.
stano le radici negative , resterannoe le positive 1n numero
di due , o di quanro, o di sei ec., cloe sempre in nu-
mero part. |

Sia in seconde luogo negativo I'ultimo termine T dclla
proposta ., e questa al supponga nata dal Pmdouo de’ dune
Polinomj
('t ax't . . —g)(@m 4 a'xmr g ') 0.
E’ chiaro che dovra reggere I'uguaglianza — T'—=-—g¢q’;
ma siccome se 71 ¢ pari q st trova 1 sedp dispari, quindi
sara —q=—abc...h ; prodotto che non puo essere negati-
vo senza che una o tre o cinque ec. delle radier a@.b.c. ..
sizinb zlegntiffeg e quindi in numero dispart quelie che
restano. Nel caso finalinente di 72 dispart sarebbe - ¢ ==
abc .. f, prodotia che per escere ]"}<1sit.iy'0 non puo ams-
metteve fattori negativi che In wumero pari, e percio in
pumera dispart 1 posiuvi. Qundt nel caso di T negative
le radici 'rea]‘i e positive della proposta noun potranno es-
gere che in numero dispari, come si ¢ proposto.

§. 42. Prop. Se R, r rappresenteranio delle qnantit
qua']unque reali , ed I,i delle guanuia iramaginarig di
Qualunque valore e forma; ed inclue I' equazione
(B prrder T
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4,
51 suppouga avers per sua radice x = R 2 /. essa aviu

seinpre anche la sua conjugata x == Ai—1.

Siccome dalla prima di queste radict si forma il faltor
lineare x — R — 1. cosi sava dunostrata la proposizione
so faremo vedere che Iequazione (£) ¢ divisibile anche
per X — R+ 1 | |

Divisa la (E) pel fattore x — R — 1 suppongzs r+¢
il gquoziente, onde abbia lnogo I uguaghanza

FE =(r+{(x—R~—1)
Esecuendo questo prodotio si avra
(x—AR)r=(x— R )1 § —
— I — Ir -
Ora ¢ evidente 1° che il prodetio di una quantitd reale

per un altra immaginaria non pub essere che unaginae

rio ; 2° che dovendo annullarsi I' equazione , ne poteudo
1 termuni reali venir distrutt d:igli inmxagiuarj-, bffsogna
clie questl sl distruggano f{ra loro, affinclié non resting
che i termini di forma wuita reale; 37 il termine fi, che
comprende i prodotto i dug parti tutte immagina-
ie . deve essere tutto reale , altrimenti al disumggersi
dei termini immaginar] non rimarrebbe di reale che
x == It)r=o . da cui si conchiudercbbe cssere x — I
il fattore della propoesia . cioé tutto reale conlrg 1} iPotesi.
ovra ql‘ziz‘adi essere

(X = R )i~ Ir=o;
» siccome ¢a (uesia siocliene

* (x—fi/

e 7 .
sostittendo questo valore nel quoio r-4=i. esso diverra

(x = fO¢ . (x = £l 4= 1)1
7 - 7. ovvero 7 .

e siccome questo & manifestamente divisibile per x 7

resta pm'c_i(‘a dimostrate quanto {u proposte.
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8 poi sara J==8y/'—1, e quindi R4-T=R+4S\/ 1,
cioe della forma competente a tutte almeno le funzioni
algebriche immaginarie , ' equazione proposta , oltre il
fattore g — R — Sy/—1, ammetterebbe necessariamente
anche 1l suo conjugato x — R—+ §y/—1, e quindi ancora
il fattor reale di 2° grado x* — 3Rx 4+ R?> 4 52, che
risulta dal loro prodotto, e che si puo rappresentare solto
la forma x2 = px = q. |
§. 43. Da queste due ultme proposizioni ne segue 3
che un' equazione qualungue dotata dell’ ultimo tere

mine negativo ha almeno una radice reale positiva;
2? un equazione di grado pari avente l'ultimo termine
negativo ha almene due radici reali, I'una positiva, e
¥ altra negativa ;
3° un’ eqilazione di gr_adq dispari ha almeno wuna radice
reale positiva o negativa secondo che il suo ultimo ter-
_ﬁlilm ¢ negativo 0 Positivo.

§. 44 Pmp Se un’ equazwne ¢ dotata del fattore irra-
zlonale x-—-—a-——-\/b. lo sara ancora del fattore x— a-/b.

E chiaro m pl‘lm() luogo che se si ha un’ nguaglianza
fra quaniita miste di razionali e di irrazionali, debbono
nguagharsi fra di Joro le une e Je alue separatamente.
Se infatti si avesse

A+ VB=F+VG,

questa non Potrebbe sussistere 2 meno che naon fosse nel

teinpo 51esso
| A=F , VB=vVG;
avvegnaché se cosi non fosse , si avrebbe
cios una quapiita raziomale uguale ad una irrazionale,
Jo che é impossibile.

Cio posto si panga nella (£) a + Vb Invece di x ., e s?
avra un risultato, che poird rappresentarst sotto la forma
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| P4 Oyvb=o,
in cui P & I aggregato di wutti 1 termini raziouali, Q quel
lo de’ termini affeti dal fattor irrazionale yv&. Dovende

pertanto essere a parte
P=o , Qvb=o,
se sottrarremo la seconda equazione dalla prima, avreme
P—QOvb—=o;
e siccome questo non e che il risultato proveniente dal
porre a — \/b nvece di x nella (F) , percio essa sard
ugualmente soddisfatta anche dal valore x=—=a—v/b; ¢
quindi sara divisibile tanto pel fattore lineare x —a—v/b,
guanto per x —a +vb; e quindi ancora pel fattore di
secondo grado tutto razionale x? — 2ax 4-a?—b.

CAPO 1V,

Eliminazione delle incognite dalle equazioni
de’ gradi superiort.

§. 45. 11 grado di un' equazione contenente pin inco-
goite si valuta dal massimo esponente che ha una di esse
guando si trovi sola in un termine, o dalla massima som-
ma che vien formata dagli esponenti di due o pid inco-
gnite , quando queste si trovino moltplicate mnsieme 1n
qualche termine. Due equazioni a due incognite potranne
rappresentarsi sotto la forma

A Ayt 4By .. T=o
(B yr—4Ady—+RByn2. . 4+ 1T'=o0,
purche § ceefficienti siano delle forme seguenu . cloe

4



A== a3 bz
b —= ¢ 4 dx 4 ex®
C=f 4 gr—+ hx? 4 kx®

L

T =p-—4gx-rx*. ... txe

_::J’m (Z’—[— I)'x
B—=c 4d'x®
C!____;fr_i__gvx:} _l_/t;xg +4Zi"«¥§"$

M= p - e d=r"x2 . ... =4 t'xn

Quesie equazioni s ranno poi complete o incomplets
secomdo che 1 loro coefficienti conterranno o no tutti 1
termuni . che abbiamo loro qui assegnato.

Qui parleremo specialmente  di due equazioni a due
mcognite ; e 1 equazione che gencralmente si otuene d.il-
I' eltmimazione , ¢ che non comprende che una sola inco-
guita , sara da noi chiamata la finale o risultante.

§ 46. Prop. Assegnare le condizioni ed il grado che
deve avere la risultante delle due cquaziont (4. e (B).

Pingiamo che queste due equaziouni siano i gl riso-
bote per rapporto all’ PRSI ¥y . e che percib stansi gl
ottenuti dalla (Lf) glt m valori di v . i quali saranno al-

wettnte funziour di . che chizmeremo rispettivamenie
a', a’.a’”, ec.. .o a™. e dalla 7B aitvr novalua della
medesima p ., croe b, b7, . b it in fanzioni di x
Potremo rappresentare le due l‘)rop(}sl.(-? con

() (y=—ay—a"Wy—a”).... (y—atm)y=—o
(B) (=0 )y—=—b"Yyr—=—=0")....(py—b)=o.
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©ra ¢ chiaro che non pouanno aver luogo quasic e(ua-

zioni nel tempo stesso ; se uho almeno de’ valori di y,
che soddista alla prima, non soddisieceia anchie alla se-
conda. Sia @’ questo valore , e si sustituisca nella 2.3,
onde ne nasca la |

(O) (« —b' ) a'—b")a — ") .(a — DN x=0,
e questa verrd soddisfatta all’ anoullarsi di un gualunque
de’ suoi tattori. Ora cio che vale rapporto alla cadice &’
dee valere rapporto a qualunque altra radice della (_f;
onde avranno luogo ancora tuite le seguentl equagioni:
(D) (a" — b Ra" — b"Yy. ... (a7 —b)y =0

(£) (a7 —0b ja"—b"). .. (@ — b )=z

t

(0) (am—=D'Yatm —0")....(am —bW)=0.

In questo modo avendosi tante eqguaziont (€, (1) . ec
quante sono le radier di (_f) . cioc in numero m, ness
suna di queste a parte potra  esseve la risuttante demane
data, ma lo sara benst i prodoito di tutte, al uale vnis
caniente compete la Pz'o]n‘ietd di andare a zero con (e
junque de’ fattont @’'— 0’ 07— b’, ec. Percio ia risultante
di due equazioni a due incognite sara 1l prodotto di tuite
fe equazioni particolari . che si possono oltencre col n-
solvere una di esse rapporto ad una delie 1ncogniie , ¢
sosttuendo successtvamiente tutte le radict wovate in Iuoge
della stessa incognita nella scconda equazione.

Dopo queste considerazionm sava facile di imdovinare il
srado a cul, generalmente parlando . dovri ascendere la
ristliante. Linperciocchic essendo essa il _lm_)dm_t_.o delle m
cquaziont (C), (1), ec., ciascuna delle quali ha n ra-
dici , iF nwmero di gueste sard in cencrale = mn , cioe

-y i b N S - — T . o) R & i '
al prodotio de’ numer: esprimenti 1 gr:..:.do rispetilvo delle
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due equazioni proposte. Ma passiamo ad indicare alcuna
de’ metodi , con cui si possa eseguive I eliminazione ne'
casi particolari. In questo Compendio non faremo cono~
scere clie quello di Bézous.

§. 47. Prop. Trovar la risultante di due equazioni 8
due Incognite.

Incominciamo dalle due del 2° grado
(1) Ay*+By+4+C=o,

(2) A'y’+B'y+4-C=o.

Moliiplichiamo la prima per 4", e la seconda per 4, &
sottraendo 1l secondo prodotto dal primo avremo per
residuo |

3 AB—=A4B")Yy 4 AC— AC' =0

equazione di primo grado rispetto ad y.

Sottracndo di nuovo dalla (1) moltiplicata per .47y~ B/
1a (2) moltiplicata per 4y + £ avremo un altro residue
dr Pt grado in y
4) (d'C—4C)y 4 B'C—BC'=o.

Moltiplicando finahnente 1" equazioni (3) e (4) pe’ coetli-
cient alterni di y, e sottraendole, avremo per residuo
&) (4C—AC'Y* —(4'B — AB'Y(B'C — BC )= o ,
la quale ¢ la risultante richiesta.

§. 48. Siano adesso due equazioni del 32 grade in y:
() Ady3+ By* 4+ Cy + D =—oe0
€a) Ay3+By* + Cy+ D= o.

In 10 lnoge della (1) moluplicata per 4" sotrauta la (2)
moliiplicata per 4 rimane ja
(3) (A'B—ABYy* 4 (A'C—dC"y + AD—AD ' =—o.
In 27 luogo dalla (1) meluplicata per Ay -~ B’ sotraiia
Ja (2) moliplicata per Ay - B, rimarra la
&) (A4'C— AC)y* + (A'D — AD'+B'C — BC")y

. B'D — B = o.
a 3° leoge dalla (1) melupheata per Ay? 4+ By + ¢’
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gotiratta 1a (2) moltiplicata per Ay® 4= By -+ C restera la
(5 (4 D—d4dD"y* A=~ (B'D—=BL") y 4+C'De=CD'=0.
Facciast ora per compendio

AD — AD' = G

A = AB = H

8D — BD'— K

AC — AC' = L

BIC — BC' == M

P e = N
e lo equazioni (3). (4), e (5) diventeranno
(D) Hyt 4Ly +G=o0
€4 Ly* +~ (G +M)y 4+ Kk =o
€5 Gy* 4+ Ky—+ N =o.
Da queste combinate a due a due col moltiplicarle pe’
coeflicienti alterni di »? e col sotrarre 1 prodotti . &
avranno Je tre seguenti di primo grado in ), croe
(a) [L? — H(G 4+ M)y —Hh 4 GL =0
H (GL — HR)y =+ G? = [N =0
(0 [GGH+M)—KLy+GR —LN=o0,
dalle quali ricavansi le tre espressioni di y, eloe

18 o= HK — (%L .

Y T L — G — HM 3
n.2 ._{{V“ G2 .
)= G —HK ?
LN — GK

G*+~ GM—KL -

Paragonando ora la 1.2 colla 2.2, poi la 1.2 colla 32, e

SR E—

per ultimo la 22 colla 3.2, si avranno le tre seguent ri-
sultanti :

(G3+MGr*—~ (N 4+ 2 KDYG+ (K*—~MNYH+L*N 1H=o0
(G 4+ MG (HUNF 2K DGR —MUNYH 4 L2 N L =0
(GG —(HNJ-asKLYGH(K? —MNYH+ LN 1G=o.
Tulle ¢ tre gueste risultant sono idemiche in tavto fuor-



ché nel fattore fuori delle parentesi, che ne altera il rinie
sto grado . e che deve togliersi colla divisione ; giacche
nessuna delie tre equazioni
H=0o0.L=0,G=o0
puo esser la vera risultante , non contenendo qgueste che
dei rapporti fra alcuni soltanto dei coefficient delle due
proposte. Tolu percio quest fattori inutili, la risultante
domandata sara
(P) G34+MG?*»—(HN++2KL) G4+ (K*—MNYH+1L>N=o.
§. 49. Siccome ne’ casi particolari sarebbe difficile a
discornere 1 futori inutli, che nel corso di molte opera-
zioni da praticarsi si potrebbero insinuare. quindi sara
vantaggioso di dedurre immediatamente I equazione finale
dalla generale (P) col sostituire alle specie G, H, ec. 1
valort dedottl dai easi particolari. Vediamone un esempio.
Siano date le due
() x3—=06r* —zy4-06=0
(2) 293 = 3xy? — 2%y 4 3’ =—o.
Paragonati i cosfficienti con quelli delle due generah si

troverchbe
A —= x | A = 2
B— —6 Bl =— — 3x
C — —~x C' = — 22*
D—06 D= 3x3.

Pa quest con somma facilita si deduce
G=3(f—-=x"), L — 2x({x* — 1),
H=3{x*—4) ., M = — gx?,

K = i8x{x*—1), N z= 3z (x* — 4),

e finalmente la risultante
37§ =2 ¥)3 = 817 (e ®)? = (4= 2D [0x® (2? —4) 4=

=22 (x? e 1))+ 3{e? —4) 324" (® 12—~ 2=t (- ’i)j

-l, o - 2 : 2 / —
A laxt (k-1 (T —4) = 0,
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dire & del 127 grado, come dev essere, poiché le date
sono Puna del 42, e I alra del 32 grado (§. 40).

Il metodo presente si pao applicare anche alle equa-
zioni di pin alto grado. ma bisogna confessare che 1 cals
coll necessarj per trovar I equaziorw finale vauno sempre
piu complicamlosi fino a diveniare unpraticabili.

§. 50. Prop. Trovare la risultante di tre equazions it
arado superiore al primo ; € a we incognile.

Siano rappresentaie le tre equazionl dalle tre tormole
(1) Eey,==o0; (2) By gas=oy B

Si elimini col metodo precedente la 3 dalle (1) e (

o
< '

Uyt
2] 5
e-ue risuliera un’ equazione fra x e y , che rappreseate-
TOII0 GOl Oy, 4 == O, Elimimisi ancora la z dudle (1) e
(3.

#rmail Ccon g]i stessi metodi la risultante delle oqtmzioﬂi

ed avrassi un’ alua eqnazione e’y y == o. Si cerchi

br,y == 03 €5 y==0,
¢ questa sara la domandata: Gio basu per vedere come
si pussa procedere nel caso di un maggior numero d'in-
gognite.

§. 51. Alle volie accade che avendosi un numero din-
eognite ugnalé a quello delle eguazioni; non st possono
©i0 non pertanto determinare, ma solo st arriva ad una
relazione fra le quiantita cognite , che Vi sono conteinte,
Ln esempio ci viene somministrato dalle tre eyuazioni
(1) xy —ma—Dbxs, (2) xy=a'—=bxs, (3) xy=a"—b"xz,
dalle ¢uali comunque maneggiaté non sl ricaveranno azl

i valori di &, », z. Infawd st ha

(1 — (L

per mezzo della 12 ¢ 2° x5 =— ———
b—1it’

i

- . a—da
per mezzo della 13 e 33 xz 0= ——,
b0t
G == it

CPper mezzo della 22 e 32 g3 = 5‘ [97"'
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Paragonando di nuovo a due a due questi valéri di xs,
eon lo stesso ordine, §i dtterranno le tre relaziom fra
le yuantita cognite a.,a’,a”’,b,b’,b":
(a~=a')(b—b") = (@ —a”)(b—b")
(a—a')(b'—b") = (a’' —a")(b~—b)
(@a—a"y(b'— by = (a'—a”) (b— b").

Se si riflette che facendo il prodotio @z =1, le irico-
gnite si riducono alle due sole ¥ ed n., si vede che
la quistione si riduce alla classe dei problem: piu che
determinati, ne’ quali sempre ha luogo una simile rela-
zione fra le quantita cognite, accio essi siano possibili.

§. 52. Prop. Elimisare 1 termini irrazionali da un’ e~
quazione.

Il presente problema st scioghie d ordinario pit spedis
tameunle col formare ne’ membri dell’ equazione quelle
potenze che sono atte a distruggere 1 radicali. che a caso
contenesse. Cio non ostante si puo far uso della dottnas
dell’ eliminazione , ed eccone un esempio.

. 3
Sia I equazione y =\t — yx.
_ 3
Poniamo Vite=z ., V=14,

e da queste formeremo subito le equazion razionah
(1) t=—33, (3) x=u?;
quindi la proposta diventera
Jy =%~ U, OVWero y <4-uU = 2z.
Sostituito questo valore di z nella (1) ne nasce la
t=_y—41)3. ossia t=y> +=3r?u—43yu’+u;
da cui per essere u* == ax ricaviamo
f-—-—_]‘3—--3.2::}‘::_."‘(3{}"1—{—1‘)&,
. t—y3 =3y
e da questa U=~y 3 -
)y
(¢ “"'"7_?"3 o 3?“7") 2
Br% 4 x)t

e quadrando u’=xr=




é finalmente I equazione tulta razionale
3y 4 x)? = (t—y3 —3x)y)2

CAPO V.
Tmsfommzfoni delle equaﬁioni.

§. 53. Chiamasi frasformazione di un’ equazione quella
epervazione analitica, per mezzo della quale da un’ equa-
zione data e determinata se me ricava un’ altra, le ca
radiei hanno con quelle della prima delle date relaziom.
Cost data I equazione

(L) e Axm—' o« Bxm—3 o4 ., 4= T =0
si cercano il grado ed i coefficient della

() yra-Adyr—r 4 Blyn—3 ;. ==o,
riel supposto che fra = ed N4 pés“si un rapporto qualuncque
espresso da un’ equazione, che si chiama di relazione.
Noi non parleremo che delle trasformazioni pit semplici
¢ piu utill insieme.

§. 54. Prop. Trasformare 1' equazione (E) in un’altra
(I'y, sicche le radici di questa si ugnaglino a quelle
della prima moltiplicate per la data quantita A.

L’ equazione di relizione sara

¥y hw,
da cui avendosi x — -—}E— potremo sostituire questo valo«

re ad =, ed otterremo

:7.’!1. | 4 ,r- 7R | B ]ﬂﬂl—-:-' > ‘ ' )
-];;; -+ hm-—-'x -+ n—];n...-‘-‘-z +_' ¢ v i T"""“ o,

e moltiplicando tatti i termini per A7 si avra la doman~
data

(£ yme A hym—1 Bh? ym—2 . 4= Thm =g
Osservando i coefficiemi di questa ; troviamo che non
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sono altro che quelli di (F) moltiplicati rispettivamente
pe’ termuni della progression geometriea
1, kLR LURS R
§. 55, Onuesta trasformazione ¢ utilissima per liberare
una data eqnazione dalle frazioni che per avventura con-
tenesse , scnza che il primo termine acquisll  percio un

s e 2 * B 1 , :
coetliciente diverso dall’ unita. Si ponga mfatu = "“[y :
__ | | JEL .-

rappresentando f, g. [, ec. i denominatori che si wovas-
sero ne coefitcient dell’ equazione ; e la nuova equazione
in y sari la domandata:

Cost nell equazione

: 3 . 2 i
e AR A Sl
2 N I
. :‘/ & 3 : . . h 1 - - «
posta & == 3 2=, 8L avra dopo tuite le riduziom Ia‘
L] L) ;) :

trasformata
y3 w— 4Ov? = 600y - 5400 =0
11 e ne v ha coefficiente fratto, nc¢ si € cangiato quello
del primo teruune.
Pariment per liberare del denominatore 5 I' equazione

x! _31’3“'—:1’3—1—:&—730
J

s1 porrebbe x=—=. ¢ si procederebbe come dmnz:g ma
=
sari l)il_‘t semp]ice il formare la Progressione
I O . 25, 125 ., 025,
¢ moltiplicare per ordine 1 termini della proposta per h

corrispondenti di questa, onde si avra subito la trasformata

AL

yte—10y} —1dy < 125y —43-5:=0.
§. 56. Prop. Fare che le radici posiive di un’ equa-
zione diventino negalive , e viceversa.
Facciasi & == — y; e la wasformata dell’ equazione (£)
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dope aver cangiati tutti i segni, se fa d’ uopo , affine di
render positivo 1l 12 termine . sara
(Z,) ym' —— Aym-*l -t B’},m—-z o Cy”‘""‘*i R Y A — 5
1a quile non differisce dalla (£) che ne segni de’ termi-
ni posti ne’ luoghi pari. Si pOllTl?])}.ie dunque ritenere la
stessa incognita ar ; € mutar sollanto 1 segut de’ lerming
anzidetu.

Cos I equazione

3 = 32? — ap -1 =0
s1 cangera in v’ aliva a radiei di segno contrarig scrivendo
X3 e Jr? = 2 - | = 0,
Sunilmente se inveee di
Xt = 2% e 102 — =1
¢l scrivesse
X1 4= 22> — 0L = =0,
quest’ ultima avrebbe positive le radici, che nells primas
$0110 negative , e viceversa. E qui ¢ da avvertirsi che
mancando uno o piu termini il cangiamento di segno dec
tarsi come se quegli esistessero ., ed avessero lo zero per
loro coelficiente.

§- 97. Prop. Trasformare 1 equazione (F) in un’ altra
sicche le radici di questa siano quelle di (J7) diminuite
della data quantita £.

L’ cquazione di relazione sara

Vo= It ;
onde se si prendsi da questa il valore di x, cioé y -{-725
e s1 sostiturra in (£), si avra
(L) (y+15m 4= A(ya=h)m— B(y—h)ym—: ...4=T==0.
Questi  binom| si possono sviluppare ed ordinare se-
condo le potenzé ascendenti o discendenti di y ¢ ciascun

modo c¢i fornira delle utili osservazioni. Incominciamo dal
Pl‘in‘lo".-

Sviluppatt 1 precedenti binomj . ¢ raccolu parte: s



o
coeflicientt di y° ,y? . 4®. ee.. si trovera la trasformata

(I vy Ahm-r g Bhmrgp Chm3. . . 4 T
é{—(m]rm*'—{-(mv;x) Ahm-: 4 (m—2) Blim-3, . 4.8 )y

+(f" (m "I)};m-z 4 (m==1)(1n1~2)

" 2
3 . Al 3...+R)y .\

, =0,

m(_m-——}-")(ﬂ?*ﬂ) e 3
M

..;}_ }.'m ;

Chiamiamo per brevita 4’ B/, C', ec. 1 coefficienti rispets

vvi di oy, gt 32, ec., onde la teasformata si possa rap-
presentars pint succintamente sotto la forma
(F)y A+ By4+Cy* 4. . .+ ym=o.
Se ora paragonercmo fra di loro i valori di quesii eoefi:-
cienti successivi. vedremo che fra di essi regna una ceria
legge o dipendenza ., per cui gli uni si possono ricavare
dagli altvi, la qual operazione si chiama derivaszione.

Difati 47, ossia 1] polinomio senz” y, non ¢ altro che
il 12 membro dell” equazione (F). cangiatavi la = in /.
B’ . ossia 1l coefficiente della y, si vede facilmente che
deriva da 4" col moltiplicare ciascun termine di 4/ per
I esponente di ., col dividerlo per i, e col sopprimere
il termine tatto cognito 1, in cwi I esponente di A ¢ zero,
C' deriva da B' colla stessa legge com emi BB7 deriva
da A', ma di pin clascun termiue si trova diviso per 2.
IV deriva da C' ancora colla stessa legge., ma ciascun
termine vien diviso per 2.3: e cosi degli alin.

E' mutle di far osservare, che se A fosse negativa,
hisognerebbe cangiar di segno tutte le potenze impari di
fr ne’ valov: di questi coefficient.

§. H8. Vogli'asi per es. la trasformata  dell’ equazione




-

O
‘I’i — : 3 3’ ‘9 f"’ N y——
& RIS = D D=0
secondo le condizioni esposte nella presente proposizione.
I coefiicienti 4d’', B', C', ec., saranno 1 segtient
Al bt em 2h3 - 302 — f11 4~ 5 |
D= 43 — 3.2h% 4+ 2.3h — 4 = 4h3 — Oh? -~ G 4

3,503 3.0/ 2.3 , ,
C':B L 23 tF{ == 0A% —~— 0O/ 4= 3
2 2 2
234/
TP .,,_.3%]: 2.3.2 s 4% —

2.3 '_ 2.3

i i
B 1204
P My

"'-':."'...."15

¢ volendo pourre k=1, la trasformata

3 % 4+ 337 4 2y 4+ y =
savebbe quella, le cul radici uguaglierebbero quelle della
proposta n a scemate dell nnita,

§. 59. Se nel computo de’ coefficients 47, B, €', cc,
che non sono che I'ultimo , il penultimo, ec. dela wasfir-
mata, (Ill:llldu sta scritta secondo I ordine naturale e non -
verso, che qui abbiame adottato, si rovasse 4'=o , alloiu
i sarebbe radice della proposta, e la wraslormata divisa
per » si abbasserebbe di un grade.

Se poi oltre aver wovato 4’/ z= o s8I trovasse ancorz
B'=o0, la proposta aviebbe dne radiet =7, e la trasfor-
mata 1n y divisa per 3 si abbasserebbe di due gradi; er.

§. 0o. Se nelia trustormata del §. 57 eangeremo 1 o=
tine delle potenze di y. e @' ordineremo secondo le poten-

ze discendentt della medesima | essa diventera

[m Wi~ ’}./‘, —(m—1) Al +B]ym“

€G) y"+ (mh+ A) yo-i +

{ m(m—1) (m—2) 13 (re—3) (e —2) Ah?

+l. 2.3 2
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Questa nuova forma ci somministra le condizioni che pos-
sono aver luogo ., accioecche una trasformata manchi del
22 termine , o del 37, o di un’ altro qualunque pin rimote
dal primo. Difawi manchera il 2° termine, se sara
A
mh -+ A4 =0, ovwero h == — —
m
gioe si togliera da una data equazione i1l 2° termine, se
in luogo di x si porra ys=— ——; ovvero se si accrescera
-- m
y del coefliciente A4 preso col segno opposto, e diviso pel
grado m della data in .
Manchera similmente nella trasformata (G) il 32 ter-
mine . se sara
m(m—i)h?

=+ (m—1) Ah—- B —o,

2

i

cio¢ se nella proposta in x st porra

A I/A“L - aB
1‘:_—_)1-——————i _

m  m?>  m(m-—1)

In maniera somigliante si trasformerebbe la (£) m un’al-
tra mancante del 4%, 5°, ec. termine. Ma questo d or-

dinario ¢ mnutile, e la mancanza solamente del 22 termine

¢ , gencralmente parlando, assai comoda.

~

§. O1. Osservasione. Per togliere il 2° termine abbiam
risoluto un’ equazione di primo grado in /i ; per toglere
i1 37 ne abbiamo risoluto una _dli 22 grado: una del 50
gr;ldo }_.)isognerebl)e risolvere a fine di annullare 1l 47 ter-
mine , e cosl in progresso 5 quindi per toghiere dalla (£
il termine (m4-1)""m ossia I ultimo, sarebbe d uopo di
risolvere un’ equazione del grado msm in k. che sarebln
la proposta medesima cangiata la x in A, onde non se
ne potrebbe trarre zessun partito per In risoluzione della
medesima. Ma passinmo ad aliri wsi della wrastormazipne

¢i cni trattiamo,
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§. 62. Prop. Trasformare I'equazionc
() xete Ax" =V e Bxrm—1s Ao | e M + T=o,
in cal — M ¢ il massimo coefficiente negalivo , in un’ al-
wa 1 di cul termini sian tutti posiuvi , ovvera alternativa-
mente positivi, e negativi.
Adla prima domanda sara soddisfatto ponrendo
=M 41 4y
Alla seconda se si porra
x4 41 — .
Rapporto alla prima , siccome la trasformata che ne nasce

dce essere della forma
A =By Oy m - ym = ,
m cui sia (§. 57 ).
A== (M 4=1)" = A (Mg )= e B( M Hym—2 4T
B =m Y 4 )yt 4 (n—1) A(MaAg-1)—2 4= .., :

P m—1) . (ni-=1) (ni—2)

(M4 )ym—2._
2 2

AWM 45

ec.
percio se proveremo che tutti questt coeffietenti sono nes
cessariamente positivi, qualunqgue sieno | segnt i A, B
C. ec., sara giustificata la soluzione addotta. M, per pro-
varlo dimostreremo la seguente.

§. 63. Prop. Se m ¢ mn intiero qualunque pasitivo ,
varra sempre la formola

(O) (P17 == p(pe D" =1 e p( pom)m—2 g
PP =3 - p L

Difaui si ha sempre
(P+1)"=(ptes) { pope 1)1 =
pPlp~—d=gym—s (p==1)m—*%,
Ma per questa stessa formola dee. ancora essere
(POt = ppe 1) e (pger )2

e sumilinente
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(p+-1)m=2=p(p—4-1)"=3 4 { pt-1)m—3
e cosi di seguito. Dungne continuando sempre a svilup-~
pare il secondo termine dell’ ultima formola finché I’ espo-
nente si riduca a zero, e sostituendo sempre nelle pre-
cedenti , arriveremo finalimente all' equazione
p+"=ppp+1)""+pp+)>—+4pp-F)m—i4f . ..

+plp+1)° 4+ (p+1)°,

in cui due ultimi termini, com  é noto, si riducono a
p -+ 1.

Torniamo ora ai coefficienti A7, B', ", ec. del §. pre-
cedente. Se nel primo termine del valore di A’ sostituires
mo al binomio (M+4-1)™ il suo sviluppo tratto dalia for-
mola (0) , avremo

A = MM 1)t = M(Mg-1)m=> 4= M(M 4 1)»—3
+ A+ 1)"" 4 BMA4-1)"— 4+ C(H4=1)m2 ..

ma essendo per supposizione M maggiore di qualunque
‘altro coefficiente negativo, si vede chiaramente che tutu
i termini , i guali si corrispondono verticalmente, non
daranno dopo la riduzione che dei risultati pesitivi, qua-
lunque poi sia 1l segno di 4, B, C, ec.

Sviluppando similmente per mezzo di (O) il prime
termine del valore di B', si avra

(=1 AM 1) (m—2) B(M-1)"—3 . ..

in eni di nuovo i termini verticalmente scrittt danno una
somma sempre positiva. Cost st p{oseguirebbe a ragionare
pei valori di €', D7, ec.; e percio si troverebbera tutts
posIuvL,

Se dunqgue in un’ equaziope proposta si ewngera
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;n wna nueva incegnila ¥ accresciuta del massimo coeffi-
ciente negativo preso posilivainente e dell’ unita, la trasfor-
juata avra di sicuro tutti i segni positivi , e quindi nes-
suna radice reale posiuwa (§. 30 ). Vedremo in appresse
che molte volte si ottiene lo stesso intento con de’ nu-
meri minori di M 4 1.

Rapporto alla seconda parte , in cul sl sostituisce
M 41—y invece di x, st vede facilmente, che ritenuta
12 precedente dimostrazione della prima, non si cange-
ranno di segno che i termini contenenti le potenze dispari
di y, e pero che i segni de coefficienu A", B’ ", ec.
saranno necessariamente positivi e negativi a vicenda,

Sia per esemplo I equazione

xrt 4 axd — 5xr? —3xr 4 7=—0.

Per eseguire la prima trasformazione si porra =y -+6,

e si avra la trasformata
yi4-26y3424~y* 41017y 41527 =0

a segni tuttl positivi.

Per eseguir la seconda si porra x=6—y, e si otterra

yt—20y3 4 247y* —1017y 4 1527 =0

a segni alternativi.

§. 64. Prop. Trasformare I equazione
(E) g A =1 A a2 A A=
in un’ altra, le radici della quale s'uguaglino ai quadrats
delle differenze fra le radici della proposta.

Siano a, b, c,....t le radici della proposta; quelle
Jdella trasformata dovranne per 1potesi esscre

(a—Db)*, (a—c)?*,....(a—1t)?
(b—a)? , (b—c)?, . ... (b—1t)?

(c—a)?*, (c—b)*,....(e—28)"

o
T
N

e’

]

%}

P
[

i

Qﬂ

!
o
%

P
e
G

p—

| )
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Ora queste sono visibilmente in numero m(m-—1;;: ms
inolure essendo (a@—>b)? lo stesso che (b—a)?, e
cio valendo per qualunque altro binario di radici, il

_ oL ‘ m(m—ri) .
nnumero di questi si ridurra ad — p . e tale sara in

conseguenza il grado della trasformata in y. Faecciamo

m(m—1i) I desit
pra - —n, e la medesuna s1 POlld rappresen-

tare coll’ equazione

(F) yr=B,y—'+By»*=—B;y»—34 .. ..+ B, =
In cui non restano a trovarsi che 1 coef‘ficmnu.

Stano Z¢) T v 23, ec. le somme delle potonze pri-
me , seconde . terze ., ec. delle radiei dv (F), cioe sia
= (a—W*+@a@a—a)* +...+b—c)? 4.

T = (a—D)t + (a—c)t + ... G- (b—0Y1
= (a—08 4+ (a—f + ... F(b—c)F6 + ..

3O =(a—b0)7+(@—e) 4 ... (D—) 4. ..

e siano inoltre le somme delle potenze delle radics
a.,b.c. ec. della proposta rappresentate al solito co se-
gni 80, 8¢, SCr. ec. come al §. 36: vediamo ora
come $I possano determinare le = per mezzo delle §.
Assumian'm con la Grange la somma dr” seguent hinom;j.
che svilupperemo nel tempo stesso col canone newtoniano -
(x—a) ¥ + (2—b)*" 4 (=) . ()=

2r 2r—iyy)
¥V —3rax’ ! + a‘xiy—:. . .. —ara¥lr4-a¥

b2uxi—: .. —aorbyv—rgx4 v

L e Q7@ Clx V1. ., e grCHIT O

LT
v
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Sommando 1 termini delle file verticali, e introducende
i simboli 8V, §%), ec., avremo
(x—a)" 4 (x—b)r. .. +(@—DV=

{ ar—1
ary ) .~

2

3P S(:) p—

mx:r__ nrxir——l S(l, +

ar ar—i)(ar—2
3 )(, ) =3 S, . . a7 SOr— 4 §6N,
2.3 |

Cambiando successivamente * in @, 1n b,inc, ec,

e sormmando tuiti i risultatt coll’ avvertenza che trovan~
. a - ¥ * .

dosi nel 1 membro tanta (a—Db)>, che (b~—a)* s1vens

gono a duplicare tutl 1 termini , si avra

1/4"‘ ‘-—H

?k-‘-] I)‘ ‘S‘\‘} S(’r'—"z)-—l
2

ta

220 = 67 — 2rS0) §iar—1 -

2r(2r—1) (217=2) g0y Gar—y) ., —arSM Ser—1) 4-mSC.

2 .
In questa serie sono identici 1 termini equidistanti dagh
estremi, € per essere 27 un numero pari non vi ha che
un termine medio irreducibile con alui; onde facendo Ia
riduzione , e dividendo I'un e 1 alwo membra per a, si

avra finahnente

ar{ ar—1
S 0)=— 1m.527) — 21§ SGr—3) 4 \ ) S Sor—2) .,
: _ _ p

ar(2r—1)..(r41) S0 50
S G T 2 9

ar(ar—1)(2r—2)
2.3

valendo nell’ uliimo termine il segno superiore se r sara

LS'(S)S““"3) .

pari, e I'inferiore se r sara dispari. Non restera pertanto
che di dare ad r i valori particolari 1,2, 3, ec. per 1~
cavarne i valori di S, E(), 262, ec. dati per mezzo delle
S, 8§68, ec., le quail s1 ayranno per mezzo de’ coeffi-
cienti della proposta, come si ¢ insegnato al §. 36. Trovate
fueste somme si cercheranno 1 coefficienu L, B, ., B,,
ce. per mezzo delle formole K del §. 57.

51 dﬁ;e rifiettere che se la Proposta avesse celle radic
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nguali , la trasformata avrebbe tanti walori di ¥ —
quanti' sono 1 binarj che si posson fare con le radici fra
loro uguali; onde mancheranno tanti termini finali quantu
garanno questi binarj medesimi.
§. 05. Sia per primo esempio I' equazione
x3 — 2x 4 5= o0. |

. : m 1
ESSG]ldO m questa m=— 3 , Sara n == ( ) o 3
3

&

"}
.

percio la trasformata sara
y}—B,y*+ B,y —B;=
Inolire sara ( paragonando la proposta colla generica ( E))
Ay=o0, d,=—2, d;= =15,

e quindi

\S‘F(U e 0
AIE— 4
19(3)3-— 15 Z20) = 12 . “B.I:z z;}
Sl = 8 (3 200 = 723 '.BQ = 3{’
$6) = — 50 Sl 1400 By= — 643,
$i16) — Qi

Onde la trasformata sara
y3 —12y2 = 30y + 643 =nqa,
e questa avra per radici I quadrau delle differenze fra
le radici della proposta.
Sia ora per secondo esemplo P equazione di 4° grade
2t — fx? =~ for— 1= 0.

4.3

— =6, ed inolue

Essendo m=4., n=:- -

A =0, A,y—=—14, 4, =—14. 4, =—1, sl trovera

St —=—o0. S =—8. G =—=—12, S& — 30 .

56 == — 80 . & = 200 , §O = —4-6, §® = 1150.

809 = 2-84, S0 = 6728, S0V — —16230, S0 =—3g204,
T = 32, E= 336, Z@= 3030 .

o

A = 41024, T =4063222, Z'6)==J5280000,



‘B, = 32, B,=344, I;-
onde la trasformata sara
56 —30y5 4 344yt —1312y° + ~84y* —128y =0
§. 66. Prop. Trasformare la stessa ecquazione generiea
(E) in modo che le radici della trasformata siano quelle
della proposta sommate a due a due.
Il grado della trasformdta sara evidentemenlie
m(:n«--;)
o = .
che a determinarehi coefficienti dell’ erjuazione
y"-—-B, = 4 B, y+—2 -—B3y”—-3 ... B, =o.
Qui pure chiamando =W, 0, cc., e in generale Ztr)

le somme delie potenze ana]oghe delle radicy della trasfor-

e chiamando n gnesto numero, non restera

mata , le determineremo eol seguente artifizio simile al
precedente. Assuriasi la serie de’ binomj
(x+a) 4 (@+b) 4+ @+ +. . .+ @+
Dallo sviluppo di ciaseuno ne nascera
r(r—1)

AL e e AP ETR T @
2

rir—1) ; .
x?+rbxr—-—l’ } ____& - ) ngr-‘“’z + o v Y + }"Z’Iﬂ""l x + b}‘
: 2

-

F{r—1 i
oL = TET 1 +_§______2, 252 wdu .= PR
2

Sommando le file verticali si avra
(x+a) =+ (x+bB) 4. ... A= ()=

oy r{r—r1)
g e 77— §o1) e o2 2 S@) A
2

L r{r—1)

o e e a2 §o—=3) -t T Sf-z) s S(r)f
<
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{Jumndi s1 avra finalmente dividendo per 2
rir-—

; - v 1 ‘v 4/ :
S = (m—2"—"1) $C) 4-rSM e 4 ) S Se=vec,

2
e I'ultimo termine di questa serie sara
} Y, v
r(r—i)....g{r-2) NE, S(‘i’”)

= . - se r € parl

2.3....4r 2 | petts

OVVEro

r(r-——-1}....—;}(r+3} L

i A (r—-1) 62"+ 1) ge r sara dispari.
J.-.).,..':;tf-—-l

Facendo poi in questa formola r==1,2,J, ec. si avran-

-y

no tutte le somme Z per mezzo delle e quind
cocflictent £ . B,. B, ec della trasformala.
Lis. L equazione cubica
k3 e G 20T — 15 —9
paragonata colla generica
X :{ ¢ Ll S -”1’2&’:”"“—’ e ;fjx"”"":i el U

da A =qg.d, =25, A3 = 15 . e quinedi
Si*’ = 0 \ 0 == 1O ‘ B, =— 18
S = 35 | Zv = 116 \ B, = 10}
36 == 153 ‘ =) = r~g2 | 33:.-:122

nde la trasfermata sara
3 — 18 y? 4104y — 192 == 0.

Chi volesse verificare il presente risultato , basta che os-
servi che I equazione eubica

x3 —gx* + 23x — ih—o0
non ¢ altro che il prodotto de’ ire fattort razionah

(1) (x=—3) (x=—5)=0,
e per conseguenza le tre radict 1,3.0 combinate per via
di sonuna a due a due danno 4. 63, 8 , che sono appunto
({!1.%’?}1'“ dela tasformata , come chiunqgue puo accertarsene.

§. U=, Prop. Trovare un’ equazione chie abbia per ra-

dic qu@-lle di wira data, combinate a due a due per mez-

: TP R—
2 d.i i:lu_&gdue
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7

I1 grado della trasformata sara di niuovo m. o sid
m(m 1)

s Per trovare i coefficienti B, , B, , B, , ec.

51 osservera essere
2= ab 4 ac =+ bc ~+ ...
20) = (ah)? 4+ (ac)? - (bc)? ~~ .
23 = (ab)3 4+ (ac)3 4+ b3 4 . . . .,
e sostituendo a queste funzioni invariabik i loro valou
rappresentati per mezzo delle §, st avra
Z = A, (§. 33)
| (2 §2) .(4)
20 = ) = Siad il
2
563 §G) — §)

3

FG) —=— §(3:3) =

ec.,
dalle quali formole si ricaveranno finalmente 1 ceefiictents
domandati della trasformata
yt—=B,yr—=t 4 B,y"2.... == 0.
Es. Nell’ equazione

X3 =m0

s1 ha

S¢) == 0 ) = — 7 B, = 7
S = 14

Si3) o - a1 22 = 49 B, = 2
S = . 98 |

S6) = — 245 203) == — 196 B, = 4"9
Si6) = 833

onde la trasformata richiesta &
yirt—do=o
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CAPO YI.

Dei divisori delle equazioni in generale , dei divisor
razionali di prima e secondo grado , e delle radici
multiple.

Awne 1
Dei divisori in genere delle equasiont.

§. 68. I divisori &i primo grado di un' equazione , ¢iog
della forma x — p, sono tanii quante sono le di lei ra-
dici: cid & manifesto; ma se 1 divisori sono di seconds
grado, 0 sia‘d'ell‘a forma x?—px-+4g, siccome (uest:
possono risultare dal prodotio di due qualunque del pri-
mo, saranno sempre tantl quanti sono 1 binarj che si

\ . i & . . m(m—1)
posson fare colle m radici della proposta, cioe -

3

(§. 18). Similmente 1 divisori del 32 grado risuliando
dal prodotto di tre del primo , si formeranno in tante
maniere , quante sono le combinazioni di quelli del primo

a tré a tre., cloe min——3) Quelli del 4° grado

2.3
| mim—1) (m—3) (m—3 ) . .
$aranmo im—1)( 5 3}( . ); é cost di seguito; e
2. 3.

general'ei divisori di grado mimo di un' equazione dek

grado m saranno sempre in numerog

mim—1)(m—2)..... (in—ﬂn —41)
2.3.4..... n -

Noi perd ci limiteremo a1 divisorl delle equazioni che

noi superano 1] 22 gmdo.

§. 69. Prop. Un' equazione quaIunque sl pub gempre
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considerare come unu prodotlo di fattori reali di priiue
o di secondo grado.

Se 1 equazione sara di grado disyari , $1 potra sempre
ridurre al grado pari dividendola per uno o tre o cingue
ec. fattori veali di primo grado, che essa puo conteneic
(§. 26). Fatta questa rniduzione, se m esprimera il grade
della ridotta, si tratta di dimostrare che essa avra sempre
qualche fattore della forma

x" —pr+q
in cui 1 coefficienti p, e ¢ saranno realt
Cmlm—1)
Dovendo questo fattore essere uno degli . fat-

sori possibili ( §. precedente ), ed aluonde dovendo p
esprimerc la somina di qnelle due stesse radici, delle
qualilq e 1l prodotio . si vede che 1 valori dell’ uns «
doW aliro coefficiente dipenderamio da un’ equazione dei

mu—1) _
grado " . Ponltamro <piesto numero =7, ¢ le dne

equazionl i P, e ¢ saranio

P p+Ap—r4-bPp—2ag.. .+ T =0,

(B & p—" +b¢y="+. . . .4 =0

La primy non ¢ che la wasformata, ehe ha per radie:
quelle della pronesta sommate a due a due; e la seconds
contiene le medesime radici moltiphicate a due a due: e
noit abbiame msegnato ( §§.60.67) a calcolare T'una e 1" al-
v, Ma le ciquariont (F) ¢ {(J) hanno di sicuro qualche
radice veale; ed inolue quella radice della seconda ¢
veale che corrisponde alla stessa radice reale della pri-
ma ., o sia che corrisponde al medesimo bmario defla
prina. Difatu se st combinano due radicr della proposia
tutte reali, la cosa ¢ evidente; e se si combinano due
immaginarie , siccome fra le conibinazioni vi deve entrare
ancor quella , 1 cul una radice mmaginavia K1 s



combina colla sua conjagata R—1T (§. 42). 9 vede che
in questo caso la combinazione pev via di sonmma . cine
ano dei valori di p ., sarebbe 2R, quantita tutta reale; ¢
Ya combinazione per via di pxodotw o s uno de va-
lori di ¢, sarebbe (A - IY(H—1), ovvero nr—1,
qu&mhta di nuovo tuttd reale ( §. citalo ). Dunquo V1 ha
sempre uu valore reale per p e g, come si ¢ asserito.
Se dunque divideremo la proposta riduua al grade
pari pel fattors fattg veale x® — pr —- ¢ . i avii un
quinto di grado' pari, ¢ percid anche questo &mn*f”“la
un nuovo fattore reale di secondo grade, col quele fatta
la divisione la proposta si abbassera di duo oradi ancoru;
e replicando sopra del muovo quoziente 2 b discorso mede-
simo, ridurremo finalmente I equazione al solo secondo
grado. Rlsa]“nlu pertanto da quest ultima alle prec ed nu
dcl erado 4, 62,82, ec.. 81 vede ehe un’ equnazione di
grado pari e sempre rlsolnlnle almeno in Bttort reali del
secondo grado, ¢ un' equazione di grado dispart 1 fat-
tori reali o di primo o di seccendo  grade. Si deve pers
vitenere , che questo discorso si aggiva bemst su Ja jos-

3
L |

sibilita de’ fattori di cui si tratta , ma non gid sul meto-
do di ottererli, 11 quale, generalmente parlando , sup~
pone la risoluzione delle equazioni de gradi supcrﬁou

§. ~o. Lceo peru una conscguenza assal 1mp(ntmte
delln proposizione presente: siccome ogni equazione di se<
condo grado, che non sia risolubile in fatter: reali del pri<
mo ., ha una radice mmmaginaria delta fornra A - By—1.,
e Ialtra della forma analoga A — By/—1 ., come si sd
dalle dottrine elementari . e come risulta dal §. 42, uindi
anche le radici immaginarie delle equazioni de’ gradi su-
peciori avranno la stessa forma, e pereid avra brogo per
intiero quanto abbiame asserito sul fine del §. citato
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Arr. II

Fattori di primo grado, ossia radici rasionali.

§. ~1. 11 cercare i fattori di primo grado in generale
di una data equazione € lo stesso che andare incontro a
tutte le difficolta che dipendono dalla risoluzione di essa;
ma se questi fattort avranno da essere razionali, vi sonc
de’ metodi sicuri per iscoprirne I esistenza. Noi ci limites
remo a quello di Newton, ma prima dimostreremo la se-
guente proprieta delle equazioni.

Prop. Nessuna equazione a coefficienti 1ntiert della
forma
(E) ™ e A=t fe Brm—2 e, . T==0
puo avere delle radict razionalh frazionane.

a |

Sia infatti, se € possibile, — una radice della propo-

sta, e sid gia ridotta 2’ miminz terini. cice sla @ priuo

con n; deovra pel §. 23 verificarst 1 nguaglianza

a™ cm— 1 am-—-—i _
Wp— + .J4 : .B = e s s : IT :-H O j
nm Al e [ nm-—-’l

e per conseguenza anche I'altra
a™ (/la”*“‘”‘ - Brnam—?* == .. .. Tnm—1 )
n)

emarR,
Hiwmn T
nfu 4

ovvero moltiplicando per n7—1 I'uno e I altro membro
| p P $

o ts ;
palig _..(,/151"'“" - Bnam=?... .~ Tnm"“) .
n

Ora il 1° membro sarebbe una vera frazione , mentre il 22
¢ una quantita intiera , ci0 che e visibilmente assaurdo 3

- a 1 . - 3 ]
dunque la frazione — non pue esser radice di un’ equa-

sione a coefficientt lntier.
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§. 3. Per conoscere quando nn’ equazione abLia delle
radici razionali, e quindi del fattor1 lineart m di pri-
mo grado , bisogna in primo lnogo che essa sia ridotta
a coefficienti tutti intieri: se alcum di «questi fossero fra-

zionarj , sl ridurrebero a forma intiera Ponendo, come s €
. e ¥ | . |
insegnato (§. 53), # = il essendo Q) il prodotto di

watti 1 denominatori che si trovassero nella proposta. Se-
condariamente bisogna che la radice razionale. di cwu si
tratta, si trovi fra 1 divisori dell ultimo termine , il quais
non & che il prodotto di tatte le radicr (§. 33). Quindi
se cercheremo tutti questi divisori. e li sostitniremo tanto
in piu quanto 1n meno nella proposta invece di x. que-
sta dovra esser soddisfatta tante volte . guante saranno le
pedict razionali che conterra. Se nessuno di tali divisor
soddisfara oll” equazione. essa non conterrd 1essunl ra-
dice razionale. Ma se alcuni vi soddisfaranno., come sa-
xcbbero a. b. ¢, ec., essa sara divisibile per fattori linears
x—a.xr—b.x —c, ec |

Per esempio I equazione cubica

23 rx - 0O=0
wrattata colla formola cardaniana urta nel caso irreducibile ;
ma osservando che 1 diviseri dell’ ulimo termine 6 sono
41 . =2 :Pi?) . iﬁ
ira i quali =1, -+ 2, — 3 la verificano, 1 equazione ¢
visoluta. ed é equivalente al prodotte
(r — 1M x—2) (x4 3)=—o.

Questo metodo pere diventa o treppe laborioso o inutile .
se alquanto grande sia i} numero de’ divisort dell vinme
termine. In questo caso giovera servirvel del segnente cri-
terio, con cui poiremo anticipatamente rigettare dai  di-
visori dell’ ultimo termine tuti quelli che sono intil.

§. =3. Prop. Assegvare {ra tatty 1 divisor dell’ ulume



rtf;
termine di wu’ equazione quali possano essere di let ra-
dici, e quali no.

Abbia la proposta (£) —o una radice intiera @ , €ssa
conterra il fattore lincare x—a , e pero potra mettersi
sotto la forma | |

(x—a)f=—o
dove F. ¢ il polinomio in = che resta dopo aver divise
la proposta per = —a. Questa nuova equazione si trasfor-
mi in an dtra., le cui radici siano quelle della (&) sce-
mate dell unita; e se 3 sard la nuova mcogmia, avremo
==y =1, e la trasformata sara
(y+i1—a)lyr.=o,
dove il fattor fuori della parcntesi e 11 risultato della so-
stituzione di ¥ 41 invece di x nel polinomio F.. Se
dunque la proposta ha per sua radice a, «quest uluma
avra per sua radice @ — § , onde I uliimo suo termine
sava divisibile per @ — 1. L. ultimp termine po1 non e al-
tro che la proposta in cul si sia canglata in1 (§. 57)
Cmchm una seconda trasformata , la cul 1ncognita sia
—x 41, ¢ qundi Z=3-—1;¢€ la proposta diventera
(3~ a@—1 )[}... s
e {ra i divisori dell’ ultimo termine di questa ci dovra
esserc @ —~ 1, se @ cra una radice di (£); e quest ul-
timo termine sl oliiene col cangiare x In ~— I nella (L)
medesima,
Si vede pertanto che se a ¢ una vadice di (E),

irasformata m x — ¥ avra per radice @ — 1., come la

t.rasformata in 41 avra a—+ 1. €io torna allo stesso

gome dire , che I'ultimo termine di clascuna equazione in
x—1,in x, in x+ 1 deve esser rispettivamente divi-
sibiic per @ — 1, per @, per a =+ 1. Quindi ne deriva
la seguente semplicissima regola:

1° Pongasi nel 1) membro della proposia SUCCOSSIva~
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¥ et

menie F==1,7X==0 ,x====1; ed i risultati rispeuisi

stapo Q , 11,8
2° Si cerchino tutii i divisori di questi numer:, e i
serivano a fianco di clascun risultato.

3” Non si ritengano tra i divisorl di R che quelli ('he
scemati dell unita si trovano in ). e accresciutl dell’ unita
si trovano in & ; e viceversa, Lulu gl aliri divisort di £
st rigeitino come inutd

42 1 divisori dotati della suddetta projrietd si sosti-
tu_ismno invece di a nella proposta; e se o tutu o al-
cuni soltanto vi soddisfanmo , questi saranno altrettante
radici razionali : in caso diverso la proposta non avra
radict di questa natura.

Importa molto di esservare che se @ sara una radice

positiva ., disp.oste le supposizion ed 1 risultati come
X _

segue

o . ’
x St (:} L . - L ] »
F == 0 i L . e

aﬂ m — I I ISY ; ] . . . . . .

( dove in luoga de’ pumi s1 debliono mettere tutn 1 -
visori di Q. £t .8 rispettivamente ) . tra quesn divisori
ve ne saranno aleuni che formeranna la progressione cre-
scente @ —1,&. 4~ X; ma se @ sara negativa, allora i
Aivisorl corrispondenu ne’ tre nsultat saranno 1mn progres-
sione aritmetica decrescenie @ =1, G, @ =1 ; € per CQti-
ceguenza e’ numert che cresceranno di un’ unita venendo
dall’ alto al basse potranno nel medio contenere una ra-
dice positiva 3 e ielil che cresceranno dell unita dal
hasso all” alto indicheranno wna radice megaiiva pel ter-
mine di mezzo. L'una e I'alira pero s1 dovra verificarc
sostituendola in luego di . -
~4. Cerchinsi le radici razionali dell’ equarione
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Alle | corrispondono | I divisori rispettivt sono
;upposizipni ] risultati.
x — 1 () - — 56 13374?738?1‘4?28:56
xr— o0 | R=—r120 |1,3.3.4,5.0.8.10,12,1 5,20,24,
3o.40,60,120
T = - I S S 240 I.'3*,!3'4:5:6:81-10?12315516$20?

34,3(5740148.)60:80.}1 20,240

Ora tra 1 divisori crescenu dall’ alto al basso troviamo

‘ 21414 417
5 ; 15 | e dal basso all' altoe 3 | 6
3 4 61 16 2 |5

Dumiue 2.3,5, e 15 potrebbero essere radici positive 3
3 e 6 negative, 1lmanendQ inudii tui gli alud divisors
di R. Ma fatte le sostituzioni dei primi positivamente , €
de’ secondi negativamente, si trova che la praposta ¢ sod-
disfatta solamente da —+ 5 e da — 63 quindi questi soli
numeri sono vere radici razionali della proposta, la quale
in conseguenza si puq -dividere pel prodotto

(x -—-—5)(.’:&‘—]—6) >
ed ottenersi per quoziente I’ equazione

x? —3x+4=0
la cui soluzione non ha piu difficolta.

Sia per 27 esemplo I’ equazione

$3+-5—,-.’I'2-—:—E—1-37+3.":G.
O - 2

Si tolgano prima le frazioni col porre x = .%- e sl avia
la trasformata

73~ 5y? — 108y 4 648 ==o.
Supposizioni  Risultati Divisort

y= 1  Q=456]1,2,3,4.6,8,12 , 19,24, ec.
y = o | =648 1 1.,2,3,4,6,8.,9,12, 18, rc.
= 2 ’3.1031'“ 25,34, 50 . ¢¢.

¥

" %

—y } S==8d0 | 1,2
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Tra le radici pmmzvp el potranne essere 4 e9,e frale
negative — 2, — 3, € -~ 133 ma non soddisfacendo

alla trasformata che 4;, 0, ¢ — 18, queste sole sono

vere radici , onde sara y =4, ry=9,y = —15,¢
2 3 )

per conseguenza ¥ == —-; ¥ = —, = — I $arannno

: _ 3

tutte radici della proposta.

E’ inutile di avvertire che se alle supposizioni di
== 1, ovvero x == — I corvispondessero per risultau
()=o0,8=o0, cio sarebbe segno che 1, ovvero —r
sarebbe una radice della proposta. onde tolta questa colla
divisione per & —1 , ovvero per x -1 si operervebbe da
eapo su I' equazione di quoto.

ArT. Il

Divisori di secondo grado.

§. »5. Prop. Trovare i divisori di secondo grado d'una
data equazione,.

Si divida la proposta per x® = px--q ., £ s spinga
la divisione fino a tanto clie si arrivi ad un residuo non
Pm divisibile per @2, cioé della forma

Pr 4 Q,
in cui P, e Q) sono funzioni solamente di p-e ¢, € de’
coefficienti della data. Se il trinomio assunto ¢ un divi-
sore esatio dell’ equazione, il residuo dee annuliarsi in-
dipendentemente da qualunque valor particolare di x. Ora
non potrebbe aver luogo I' equazione
Px a4 =o,

se non fpsse nel tempo stesso

k P=da , U= ox
dunque in queste due equazioni sono contenute le con-
dizioni, che debbono aver luogo, acciocchd & =—=px ~4¢

£3a un divisore dclla proposta.

G
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Per avere poi i valeri de’ coefficionti p e ¢, bisognera
eliminarne upo dalle due equazioni P=—o, Q=10 ed
ottenere una risultante (R) o twita in p, o tutta in ¢
e sc per qualungue siasi strada potremo trovare una ra-
dice reale di questa. avremo trovato uno de’ coefficienti
n quistione per mezzo del quale si potra determinare
anche I altro.
§. 76. Esempia. Abbiasi 1 equazione
xf e 223 e 4xc? == S == 1 == 0.
Fatta la divisione per x? — px ~- ¢ si arriva al residuno
[pPt2p®h4p—2(p+12g+3le + 92— P Fop+f g+

Uguagliando a zero le due parti di questo avremo le due

equazionl separate
W) peopPa4-4p—20p+1)g+3=o,
(Y g = (p* == 2p -4 )G+ 1 =0.

Ora parrebbe che trovandosi g in (P) 1l linteore . st

-

dovesse prenderne il valore

pP - 2p* = 4p 3
7= 2(p -+ 1) ’

e colloearlo in (), con che si avrebbe la risultante

() pbad=Gp2~ 20p? = 4op3 == Sop® - Jop4-11= o0,

Ma questa maniﬂgstando due radici razionali ed uguals
’ 0

fra Joro, pe=— 1, p=—1. darebbe ¢ == —, clo¢
: ‘ , .

indeterminato. In questo scoglio si uriera ogmi volte che
ad un solo valore di p ne debbano corrispondere due di
g ; avvegnache ¢ evidente che ¢ dovra dipendere da un’
equazione di secondo grado. L se ol un solo valore di
p ne dovessero corrispondere tee o quattro di g quest
ulimo coefficiente, dipendercbhe da un’ equazione di terzo
o di guarto " grado ; e cos1 di seguito. Viceversa se adl
un valore di ¢ ne dovessero corrispondere due o piu i
1, non si potrebbe detcrminare p che per mezzo & un’

v
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equazione superiore al prime grade. Ritornando era al
11051_1‘0‘es?emp_i0.} prendiamo 1l valore p=—-—1, e col-
locatolo nella () otierremo I' equazione di secondo grade

g —3g+4+1=o0,

Ya quale ci da i due valori di ¢, cicé

3+ 5 3=y

p
2 2
onde la proposta avra 1 due fattori di secondo grade
. 3=+ Vb 3 — 5
X2 - ~ v , X 4 x4 il
2 2
§. ~=. Se tra 1 divisori di 2° grado non si vorranmo

che quelli che sono di forma tutta razionale, si cerche-
rauno dalla risultante (R) 1 valort razionali di p (§. 73),
e tutt quelli , ai quali corrispondera un valore parimenti
vazionale di ¢ , soddisfaranno a quanto si cerca.
Ls. Domandansi 1 {attori razionali di 2° grado dell’ e~
guazione |
X —1Qxt = 100 X — 1 == 0.
Dividendo questa per x* — px ¢ si arriva al residus
PP —iQp —2pg — 100) X == g2 4= 19 — p g — g1,
il quale posto == o, e paragonato col generico LPx ~
da le due equaziom
P) pP—19p — 2pg—100==o0,
(D g* +19q— p’q — gr=o.
La prima di queste da il valor lincare di
p>—19p — 100
g =" . 2
_ 2p
e (questo sostiluito 1n () dﬂpo tuite le niduzion: da la

risullante

pb— 38pt =25 p? = 1007 = 0,
ta (¢uale non contenendo che Je potenze pari di p ci in-
segha ; ciac non si devranne cercare fra | divisori dell’ ul-
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timo termine che i soli numeri quadrati, aceid p possa
@sser razionale. Tali divisorl sono .

1,4,10,25, r00,400,625, ro0a0,

fra 1 quali non v’ ha che il 25 che soddisfaccia. Sara dun-
(que p* == 25, ossia p == 5. Preso (111est0 valore posi-
tivamente, e messolo in quello di ¢ che abbiamo sopra
trovalo . st trova (== =", ¢ presohg) negalimmen[e si Lro-
va g =13, onde avremo due sistemt di valori razionmali

corrispondenti ; cioe
R — r WA m—
pP= Fa.f= 7
p—==—0>5.,g= i

Quindi la proposta risulta dal prodotta
(#? =3 x—N(@E*+dxr+13) =0,
e quindi ¢ ridotta a dipendere dalla risoluzione di dne
gl‘a(l(},
§. 8. Prap. Scoprire e determinare in una data equa-

erquaziont di 2°

zione 1 fattort di 2? grado della forma x2 — a?, ossia le
radict nguali e di segno contrario.

Siet’_‘.()i]"l(! il fattorec x* — a2 e di tal indole che rimane
snvariabile al cangiarst di @ in — 2z, quindi se la pro-
posia contiene qualche coppia di radici, di eni qui s
tratta. dovrea sussistere ugualmente cangiandovi le radiel
nositive m negalive e viceversa, cio clie st fa col cauglar
di segno i termini posti ne-luoghi pavi (§.56 ). Se dun-
(qree 1‘:1:[)1)resem,e{'enm la proposta col bimomio

M4+ Ne=o.
0 cui M o la somma di ottt 1 termini, ne’ quali & ha
Vesponente pare N la somma delle potenze impari, fatte
il canglamento essa ']‘)1'e11deral la forma

ﬂ[ ren j\fTJC‘ = 0 ;
onde nel supposto che siavi qualche fattore della forma
dovranno sussistcre insicme queste due equa-

;;:‘.?2‘-!--;1,27
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sioni. Ma se queste sl sommano insieme , indi si sotirag-
gono 1'una dall’ alira , ne nascono le due

M=0o.,N=o:
e siccome queste per poter sussistere steme debbono
avere cqualche radice comune, e percio. un gualeéhe  di-
visor comune. ne ricaviamo la regola seguente.

Si separino nell’ equazione due polinomj . de’ quali I'une
contenga le sole polesta par di & ( comprendendo fra
queste anche ¢, ossia il termine tutto cognito ) ., Talro
le sole tmpari e che poi si divida per x. Si cerclu il
massimo comun divisore di questi due polinomy ., e po-
stolo == o0 s1 avra I'equazione che conterra i fattort della
forma domandata.

Es. Siano da trovarsi i fattori della forma x? — &’
nell’ eqnazione

X7 o= 320 = 335 =gt 4~ fr F 12 == 0.
Albiamo m (uesto case
M=13x6 — gzt 412 3 N=—=zb—3xta-4.
Il massimo comun divisore di questt due p(jl_im_)mi s
scorge ad occhio essere 26 — Jat =4 4. Posto dunque
26 e Jxt 4= 4 = 0,
¢ cangiata x® in 3° avremo I equazione cubica
13— 3y A= f = o0,
la quale avendo le e radici raziondll e I, =2, = 2
si pud rappresentare col prodolto
(O (r—2)(y—2)=o,
e percio la proposta avra 1 fattor: della {orma richiesta
X211 . x? —2, 2% —2
wl 1 quali colla divisione essa sara ridotta al Prima

vrado.



Arrt. IV
Radici multiple.

S. 7d. Prop. Scoprire in un’ equazione 1 esistenza e I
grandezza delle radic: uguali, che vi possons esser con-
ienute.

Se la proposta .

Ly  am e dxm—1 e B2 . T =0

ha una radice sola = a . divisa per x —a darebbe un
quoto

F) am—t g flygm—2 o Blgm—3 4 . 48§ =0

che non sarebbe piu divisibile pel fattor medesimo x—ua.
Ma se (£) ha piu d'una radice =a , ¢ chiaro che il
quoto (F') deve essere nuovamente soddisfatto canglando
221 a. Facciamo questa sostituzione , e mettiamo inveed
di A", B', C, ec. i loro valori tratti dal §. 34. cioe
A= a 4 A

B'—=a®> 4 4a 4 B

C'=—= a3 -4 Aa* 4 Ba 4+ C

*

§' = a1 o Aa"—3 4= Bam—3 . ... 4+ Ra 4§,

ed ordinando 1 termum per rapporto ad @ avremo

an—1 _lr_j{am-—-fl g Bam—3 -+ Camn—y —t A )
a1 +Aam—-2 _‘_Ba'm--_'} . !
am—"' = a2

a.’ﬂ"‘" 1

|

v

gt s T e e e

"
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Sommando tutte le file verticali ; e ponende mente al
fhumero de’ terminn di cinsclieduna | sava
(G) mam— = (m—1) a4 (m NDNBam 3. . —4=S=o0.

E se olire alla radice 111'1;1]1i]_)1_u a la proposta avesse: iy

altra radice muliipla b, sussisterebbe similmente I eqqua-
z10ne

(D mbm—r 4+ (m—1). A" (m—2) Bbm—3 . 4-S=0;
e cosi st direbbe di qualinque alira radice multipla ¢
che per avventura {osse contenuta nella proposta. Ora
uitte le equaziont (G), (A}, ee. non sono altro che
' equazione

(12 mam— w= (m—1) Az"—? 4= (m—2) Brm—3 ...+ 5=0,
in cui sia cangiata x in @ , ovvero in b, ovvero ec. I equa-
zione (E’) poi non ¢ altro che la derivata di () se-

condo la legee di derivazione esposta al §. 57. Concluu-

diamo adungue chie se un’ equazione (E) ha una o pia
radici muitiple, dovra sussisiere con essa anche [a sua
derivata (£ . che ¢ quanto dire che le euazioni

(EY =m0 , (B) = o
vranno almeno una radice commne. Se¢ dundue st cer-
ehiera il massimo Joro comun divisore . tuesto sara un
polinomio m x , che posto =e conterra le radici che

- -

sono multiple nella proposta. !

Per definire poi il grado di muhiplicité di etascuna
radice . si ricaveranno dalla (), olwe la derivata prima
(EY = o, le successive (F¥) = o ., (E") = o, ec.,
¢ quante saranno le equaziowl, compresa la proposta. che
verranno soddisfatte da ciascuna radice trovata, tanto sara
il grado di loro multiplicita. Quindi se una radice non
soddisfa che alle (£) = o, (L) = o essa sara doppla;
se verranno soddisfatte e tre

(FY=9o . (FY=090, (E") == o

la radice sard wipla; ¢ cosi di seguite.
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§. 8o. L. Siano da trovarsi le radici multiple dell’ e

quazione

(E) a"—7a0410x5438x4--15bx3 422157 ~144x+30=0.
1 equazione derivata ¢

| DR -5 o 5 L J— Sy 2 4 N e
(J7) =x6--foaxb4SoxT4102% 465x* 4+442x—144=—=0.
1l massimo comun divisore di (£) ed (&) si trova ==

x3 — fa* 4 Hx— 3.

-

Se questo si pone == o0, e si cercano le radici di questa
NUUVA e(uazlone , esse non souo che le seguent
Xe=m1l,X=1, X == 2.
Ora la radice 1 soddisfucendo a tre equaziom
FY=o0,E)=0, FEy=o0,
com’ ¢ facile a vedersi, sara tripla nella proposta ; ma la
radice 2 non soddisfacendo che ad (&) = o, (£) =0,

sara solamente dOppia.-
CAPO VI
Delle equaziont reciproclze o convertilili.

§. 81. Cosi si chigmano quelle equazioni lé¢ quali se

sono soddisfatte per esempio da una radice ==a . lo sono
[ - I - L] .

uzualmente dalla radice reciproca - Un’ equazione per-

tanto dotata di questa propriela deve runanere la stessa

i
qua.ndo vi sl canvi x in .
R x

Prop. Assegnare la relazione fra i coefficienu dell’ equa-
zione di gmdo part
(E) x2r+Ax2r—1 4 Bx?p—2 4 Cx?r—5+ .. R B -

F+Ox3 4Ry - Sx+1 =0,

accilocche essa sla l‘eciL>1‘oc'a,
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Sostituiamo — mvece di =. e fatta dopo la sosti-
tuzione la moluplica pel denominatore %27 e la divisios

ne per 17, avremo la trasformata

Y

(
() x*r+ P——x"‘P"‘I—I—R x2P—% 4 ‘ o L

1 7’ T
'Ijxf’ -}—C 3_+_B 2+A I _
T i E s W 1 -I,;-x T G

Dovendo ora per I'indole di queste equazioni rimanere
identiche (I2) , () , fato il paragone de’ cocliicienti
$1 avra : |
4l=8 BT=R,CT=Q..... HT=H...  ,QT=C,
RT—=B,8T=d4, T*=1.

Da quest ultima abbiamo T' = =+ 1, onde prendendo da
prima il seguo superiore , s avra

=8, B=R.C=Q, ec., H=H ;
dat qudh valori impariamo che dovranmo essere identict
i coelticienti de” termini equidistanti dal medio Hxr , €
pero la forma di () dovia essere in questo caso
(M) x2P—Ax*»—14Bx>p—>+Cx*P3 .. A Hxp: . 4+ Cx3

4 Bx? 4+ Ax41=—0.
Prendendo pot T'==+—1, sara
S—= A, N=—PF, 6 Q=—C,ec., H— —H ; 0 sia H—n,
e la forma di (&) sara
(V) x°F + Ax22r—1t + Bx2p—2 —+ Cx2r—3 ... =h Gaxrtt —
Gar—1. . =—Cx3 == Bx? o= Ax == 1=0,

in cul manca il termine medio, e ritornano con ordine re-
wrogrado 1 coefficienti che lo precedono ma con scgno
¢ontrario-

Potrebbe per(‘i si Ja (M) che la (V) avere una forma
un po diversa, come sarebbe
(O) &% ~- Acx?*r—1 + Bexr—2 . ... s& De s =

‘ . R
fe?p—1x + ¢ = o,

e
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LI L

(Questa nueva forma, quando si verifichi in qualelie eqlia-
ztone . le fa prendere il nome di equazione omogenrd.
Ma se st pone x==cz. la trasformata in z sar ridotin
2+ una delle due pm(_:ndmi!i forme., com’ é facile a ve-
dersi. Prima pero di mseenare caome debbano trauarsi Ie
due (M) ed (N) ¢ necessario di premetiere la seguente

§. 82, Prop. Snppos;to che fra le quantita x ed y +i

sia un rapporto espresso dall cquazione
1
(&) x -+ - =y

trovare il valore del binomio x 4+ —- tuito espresse;
=

per y.
Fatta Ia potenza r in ciascun membro della (G, e

svyiluppata al solito , si avra

(1) (I"—2)

H
Fe—3 _ : - Y R 41 L
X = 5 3 X = s

rir—1)
2

rir—1)(r—2z) 1 o r{r—1) 1 r 1
P e B Mo

XU At ? -+

+

Isolando nel primo membro il primo ed ultimo termine
di quesia sevie, ed unendo a due a due tutid quelli che
sono equidistantn dagh estremni ¢ percio  di ugual coeffi-
“ciepte ., avremo

_ . 1 . o 1 =1y . T\
() wt =y ) =i

4 i
X l

r(r—1)(r—2) o 1 ) = ec

xi'——G

.

Aitenuta questa come una formola potrenio 1 cssa cam-
biare suceessivamenfe r i re—2, r— 4, r—0, ec.;:
ma per maggior facilita faremo queste sostituziont in or-
Jine inverso, e quindi troveremo

|

£

]\

=0 4 = y"—€ — ec;

xr—"ﬁ



i ' i
(2] : 1"—-—-{} o it Are—t 7—4 ——6 b »
4° x —— (r—4) (xf xr—-o) ec.
= "= (r —4 )6 4 ec
1 i
¢ r—9 + —— — g r—3 (r 3) (x:-—-} L ‘ )
xf"-""' : xf—'—'i
P—(r=3Yr7 1
( )K . E: (xr (1] + _____)_ ec.
2 x7—6
| ) r—2) (r—5)
2= Fr 2= (r—2) yr—t+ ( )_C_ y-b—ed,
g 3

g, __
Sostituiti ormai questi valori nella (&), si avra dope

le convementi riduzioni la formola domandata

P . Y
(=4 (=3 o . =5 -6) (-7 s
2.3 7 T 2.3 .4 ?C'a

13

éd il termine generico di questa €

r(r—k—1) ... (r—2k+2) (r—2k+1)
== , | - G 5
G Q. A QR

in cui vale il segno superiore se k & pari, e I'inferiore

se k e dispari, ed in cui il numero de’ fattori del nume=
ratore ¢ del denominatore , compresa I unita , € sempre
— A.

Vedremo a suo luogo a qual funzione trigonometrics
corrisponda (uesta serie. Intanto ¢ necessario di avvertire
che il numero r deve essere un intiero e positivo, e che
Ja serie si dee troncare la dove le potenze di y incomin~
ciano a diventar negative.

§. 83. Prop. Ridurre al grado p fe equazioni recipro”
che comprese nella forma generale
My x?p 4 Ax*p~1 4 Bx?p—24 Cr’P‘“

,.L
d- 14 Adx + bBax? 4 Cx3.. pr
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Dividendo (quest’ equazione per T sl pou‘& metlere

sotto la forma

I I
X7 “f‘ . JJ(.I'P"'"I ) + B (.1:!""9 )“1- .
x! a4t x>
~+ H =0 5
. 1 . :
ponendo in quesia o 4+ — =3 si avra per mezzo dclla
x '
formola (B) una trasformata in 3 del solo grado p: onde

se per avvertura (uesta 1on __!-‘1'01135501';1 i 42 grado , o

sara risolubile per qualsivegha aliva strada . sara risoluta
anche Ia propostd (.flf).
Trovate 1o » radici della trasformata in 9 Sl ricaverau-
no 1 valor di @ mediante 1" cquazione di relazione |
X - —;‘- ==, ovvero '1:“-—-“1:() 4+ 1=0.
da eui si ha
¥ =t V K?

ar = i
2

onde ad ogni valore di 3 corrispondendone due di a,

guesti sarauno in mimero 2p. siccome dev’ essere.
§. 84. Prop. Ridurre al grado p I equazione
(V) a:"‘f"-{—_.-/[;x‘*}’“—"-{—])’.ﬁt“’*i""’"*—{~€:{,‘9/‘**3. o Gartr
. . =0,
I Ax — bx? — Cx3.....— Gaxr—1 \
Questa si ponga solto la forma equivalente
(x?r—1) + Ax(x?P—*—1) + Bx?(x?p—1—1) 4
Cx3(x?P—6—1) ... 4 Gxr—"'(x>—1) =<0,
e fatta la divisione pel fattor comwe x?> —1 . il quoto

diventera
222 4 Axww-3 4+ (1 +BYyrr-s +- (A +CO)arr-s. . .+ Gar-s 3
+1 +Adxr FO+B)x? +(A+C)xs. ... \
cio¢ sara della forma della (M) , e percio riducibile col

medesimo artifizio ad wii’ cquazione in ¥ del solo orado
| J 5

-—-—0_?

p—1, da cul si avranno ne casi; che si sapranno trat
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tare, p —I valori di y, dai guali st ricaveranne come
sopra 2p—2 valori di =, ed aggiunte a questi le due
radici 1, — 1 provenienti dal fattore x® — 1 impiegato
precedentemente , si avranuo le 2p radici della proposta
(V).

5 85. Prop. Ridurre al grado p I equazione di grado
dispary
xt it AP+ B r— . Haert L Her. . 4B K
Ax —+ == 0,
Si incominei dall’ ordinarla nel modo seguente :
(x°PT 41) + de{x2P—=141) 4+ B2 (PP 4-1) . . .. +
Har{x+1)=0;
ed essendo questa manifestamente divisibile per >+ 1,
{atta la divisione diventera
S e L S ok AL S Gl cank SNPINNES S
4+ Ax(xr—2 + x?P—3 4 x?2P—t ., .. 4 1)
+ Px?(x*r— i x?r—35 . .+ 1) ) = 0,

q [ . - Q L] LS . ~ L3

- ....‘M-‘- s

~+ Hoxp
ovvero ordinando relativamente alle potenze di o :
x4 (14 Da2r—1 + A+ B)xe—2 4 .. .+ Har¥
(1+A+BYx* +~ (14 He +1=0,
la quale é visihiimente ridotta alla forma (3) del §. 81
.
Se la medesima equazione fosse della torma (V)

¢ ]_)ercif; ridueibile eollo stesso artifizio al gra{lo

raceoltl 1 termint equidistanti, e divisi it per @ — 1,
st tornerehbbe ad v’ equazione della forima (A1),
§. 80. PI‘OP. Risolvere le equazioni della forma generica
X% === I =2 0.
Sia in primo luogo n=3, ¢ I'equazione a risokversi
sara 3 — r==o. Divisa questa pel littore x— 1, che
visthilmente vi & contenuto, avremo il quoto

X =0 1 =90 .
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che s1 sa risolvere col metocdo ordinario. Chiamiamo 4. b
le radici di quest”ultima, e le radici di
| | x' —1=0
saranno | |
.

r=—1; re—as—— 1+vV—3 3 xmb——
2 2

Questi tre valori si chiamane le radici cubiche dell’ unita.

Ma Preudiamo la cosa piu ge_neralmente; Noi sapremo
yisolvere T equaziohe 7 — =0, In cui 72 sla un nuniero
composto, aghiqualvolta sappiamo risolvere le equazioni
della medesima forma, il cui grado sia qualunque de’ nu-
merl primi componenti 7. Supponiamo infati n=pgqg; la
risoluzione della proposta dipendera da quella di alire
due come sarebbe |

JP—1=90 , li—1=0.
Imperciocché ponendo x7=y . fatta la potenza p si avra
Pl ——axte=—yP , e pemié YP—1==o. Sl.}pponiamo 1180
luta quest’ ultima , ed @ una ¢ualunque delle sue radiei ,
5ara | | |
X9 —a=—o.

Ma questa colla pura eswrazione della radice ¢'ime dg

q.’
x — va.

q :
Facendo pertanto x ==t¢v/a (affine di rappresentare tnue

le radiei dell’ equazione a7 —a==0) ., e ripassando all
potésté g*m2 avremo

| | Xt = ati == a .

da cui finalmente #7 — 1 == 0. Siano ora le radici di

JP —1== o6 lc segnent :

a,a’",a”,. ... aP, e quelle di 9 —1==o0 sianc

s

9
o oZ Lo #9 . Se nell' equazione xr == fy'w

-
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combineremo tuyht questi valovi di £ con i quelli di «
in tutti 1 modi possibili, e chiaro (§. 16 ) che aviems
pg permutazioni, cioe¢ nn valort di x, come deve essere.

'§. 8=. Consideriamo specialmente 1l caso di n dispari,
ossia occupiamoci dell” equazione

TPt — 1 = 0.

Divisa questa per x-— 1 si ottiene Jl gnoziente di arado
]':;:u*i

AN A XN A X3P A X 1= o0,
eid apphicando a questa il metodo del §. 83 s ridmel
alla seguente in ¥

IV P — (p— P — (p—2) )P3 .. 1= o0
del solo arado p. Se dunque si sapra risolvere quest’ nls
ima, sioavranno povalori di 3 : e siccome dall’ equazions

X . :
X 4 -—— ==y ne deriva la uadratica

xﬁ-——-»xt')‘—if 120,
st avranno due valori i x. ciascuno  de’ quali  dipendg
da y, onde si viene cosi ad avere ap valori i x ., a
guall aggiungendo 1l valore & = 1 wovato da principio .
st avrauno tuuti i 2p +1 valort di x competent alla pro-
posta xip+ — | =— o,
In 1al maniera si potranna risolvere le equazioni
XP—1==o : X —1=o0 5 x°—1=—0

eolla sola estrazione della radice quadrata ; e conseguente-

Inente si potra risolvere altrest ogni equazione a—i=—o.

allorquando n non comieanga altri fattort semplici che 2 .
5-e 5, ot che sia della forma 20 . 38, 5 . dove

J. WL v osono intieri e P OSHIV,
Volendo poi far uso anche della rvisolurione delle equrn-
zront del 3¢ erado si potra risolvere eziandio I equazionc

-~

T e— ] == 0 5 € pCl‘ COHS(“gH(?]lZ& ({LIH]IH](]UC t?({ﬂé:{j_::_()ni

W — 1 == ¢, quando n s della forma 2 3k 5T

)
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Ma non si pudo con questo metodo andar pin olire ; pois

ch¢ il numero primo che succede al 7 essendo I'11 7 bi-

sognerebbe poter risolvere I' equazione x''—1=—0, cio

¢he richiede la risolnzione dell’ equazione del 52 grade
‘?»5 "'—']ﬁ!} ____4]..3 i BI) - 3‘),_1_ I—o

che non si sa risolvere.

§. 83. Se I' equazione non fosse x* —1=—=0 , ma hensi
a’*—a’ =0, allora estratta la radice n®'m da a” che ¢
a., si moluplicherebbero tutie le radici di x"—1=0
per @, ed 1 prodotii sarebbero le radict di &7 —a7=0.

Se poi I'equarzione fosse x'-+1==0, ovvero x"+a"==o,
nel caso di n parl tutte le radici s.n‘ehbem immaginarie
e nel caso di n dispart ve ne sarebbe sempre una reale
e negativa ( §. 43 ). e wite le altre immaginarie.

Le radict delf mlu.azione cenerica X ——1==0 , sl chia-
nano o radiel dell’ unita. Se n é part, due di quesie
saranno realt. I'una positiva e I'altra negauva ( §. 43 ),
e tutte le altre immaginarie; e se n é dispari, non vl
sard che una sola radice veale ¢ positiva, e tutie le altre
71— rvadici saranno immaginarie.

§. 89. Siano @ , b, ¢, ec. le radici della proposta
" — 1= 0, € POMmAamo  una di queste come a invece di
2 . e ne nascerd ' equazione identica a”==1. Ma questa

medesima , formaado le potenze successive di @, sl trastor-

ma nelle segnenu
q
a*i=—1, adt=—1 ., atr=r, ... amn==g ,

p ciasenna di queste di nuovo coll’ esirazione della radice

psma pelle cortispondent

l..”-m I ]

,
Qe :‘—-—-—-» ’}———-‘
A’=—1 ,Q° =1, A" =1,....,40 -

¢ siccome tulli (l!l(‘%ll valort soddisfanno utrnalmenw all’ e~
quazione Xt —1=0, Pt"I‘(JI) ne saranno le di lel radici:

onde m "ana]e se una radch* di questa e a, le alire

sapanno @? , @’ , at . ..., @ Vuluma lelle quali €
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sempre = 1. Le altre radict pertante b, ¢, d, ec. do-
vendo coincidere con qualcheduna delle poienze di a,
possiaino supporre per es. b=—a*, e per consegucnza
e le radici dell’ equazione medesima s1 potrauno altresi
rappresentare colle potenze successive di b, ovvero di
a’ (.eccetiuata perf) P altima =1 ), cieé con atl, ab,ab,
cc.. e divise queste quante volte si puo per a* ( che e
sempre =1 ) si ridurranno alle primiuve @, a*; a’ ., ec.

Per es. nel caso di n=23 le radici sarebbero a. ¥, ¢,
ovvero a, a*>, a’ (==1), onde se si prende la se-
conda di quesie, cioé¢ a> invece della prima a, le wre

radici sarebbero a” ., ai,ab; ma a cugione di a3 ==1, s1
trova @' = a, a6 ==a3. e perd le radici rilornano a’,
@, a3, cioé le stesse di prima. Parimenu se n=>5, le
radici saranno @ . a*, a®, a’,a% , e se si prende la ra-
dice a® invece di a., ne nasceranno le aluwe «*, at. ab,
ab, a*v, le quali a notivo di @’ =1 diveutano a” . at,
a,a’, a5 Che se invece si prendesse ab, le cinqgue
radici dell’ unita sarebbero @, a%, ¢, a ", a °, e soi- |
wratto dagli esponenti il 5 quante volie st puo, le ra-tici
mnedesime savebbero @’ ,a ., at , a*, a®>(=1). Pren-
"lendo finalinente @i, si woverebbero le vadici @i, a?,
a® . a.,a’, cioé sempre le medesime ma in ordine di-
Verso.

Inoltre in quel modo che possiamo rappresentare le
radici dell' equazione x*—1=10 con a, a*., a’,...a"
(essendo a” =z 1) s1 polraimo altrest rapprescuiare COn
I 1 I I . 11 . . \
T R ctacche 1 uguaghanza a®==1 s1 puo
ec. , e quindi sard

7

sividere per a , per a®

I

I
Q= —, v =— . ccC.
a a”
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Di pia: pel case di 7 numero primo . m cm non-v ha
nell’ equazione di cui si watta che la sola radice reale
~— 1, restando tutte le alure mmaginarie , se una di que-

ste come a Sl rappresenteré con p—+ gy —1 ., vi dovri

essere la sua conjugata p—gy/—1i. Dovendo dunque va-

lere tanto (p+gy—1)"=1, uanio {p—qgy—1)"=—1,

varra eziandio il prodotto (p-fgy—1)" (p—gy/—1)" =1,

ossta (p?-+¢g*)»=1, ed estraendo la radice nsim avremo

tanto (P+gy—1){pP—gy—1)==1 . quanto p?-g*==1.
I

Da qu ricaviamo p—gy— 10— , onde se a
ptygy—1~

¢ una radice. la sua conjugata sara -C-I;? ossia @"=~1; e se
mveee si prendera a”, la conjugata di questa sara a2,
e cosi delle altre.
§. go. Prop. Risolvere le equazieni comprese nelia
forinola | |
i r(r—3) . rr—Hir—=>5) .
() 7'-——})’"-?—%--;—-—3'} ' , 75 6. —¢
la quale nel primo membro cammina colla medesima leg-

ge della formola (B) del §. 82

' P . o .\
Se si pone y=ux -+ —. ¢ chiaro dal calcolo gii fatto
£ L x{ : % .
nel luogo citato . che il primo membrs dh () si ridurii
| . : . ; . i :
ad "+ —. e percio che 1 equazione medeshna si L
5

darra alla semplicissima forma
N I - Py i x
x4+ — — . ovvero x* " — ¢ X+ 1=0.
by sl

Se la proposta () avesse la forma omogenea

I e AP o 4

S 9

st ridurreblie testo alla Pl‘tt’_‘f_‘d(.‘}ﬁl:’._(‘t Pnnefqadcs =y e
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videndo dopo la sosiiiuzione tulta la wasiormmata per a’, |
.
e cangiando P m c'.
Passando adesso a risolvere 1 equazione
X XA 120,
la quale , come si vede, € una derivativa del 27 grado,
si ha dalle note formole
V(e —4)

" ol e
2

.

Ma per trovare tutte le 27 radici porremo

CHVer—4) 4 OV — )
2 ) 2

hr —

T

onde avremo le duc equaziom
xF e lF X 5= A
Se dunque chiameremo a, @®>, a3 ,...a—" (§. pree.)
le 7 radici dell’ unita diverse da 1, quelle dell equazione
x" — [l saranno
x=h ah ., a’h,a’k,... a—1h;
e quelle dell’ equazione xr — k” saranno sunilmente
x=—=k, ak , a’k,a’k,... ek

Quindi i valori di x4 —, assia di y. presi nella prima
o

serie , Sarainno

i I I I

bt L ah 4+ L @t e a—th
h’ ah’ > 20 +a""""/t’

e prest nella seconda serie , saranno
| I 1

1 I .
Lk — atk o4 ek
i k ° ak + ak a’h +a,9‘/i' ' a1k

Ma 1 valori di ¥ non possono essere che i nmmero 1,

a*h

entre (Ui comparistollo in nUMero 2r;: bisogna dunque

. . . % ' 1 : ‘
che questi si ridacano alla meta unguagiiandesi a due a
dne , ed ecco come. Se si moltiplicauo insicine membre

per membre 1 due valol
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4 f
= RV | p . pfomVEe—D)
2 2 |
. . .. I
si trova il prodotto Ak =1, da cui si ha tanto h:-:T :

1 a a
quanto k = 7= € ancora ah== —— ., ak= - Inoltre
| 2 k N/

moltiplicando il 2¢ membro di queste due uliime ugua-
glianze per @’— sott’ e sopra, si ha, in grazia di a@'==1,
I i

gh == . ak — . Con ugnale artifizio si tro-
a—k’ a—h =

I 1

a’k =— , €C., e per ultime

vera a® h = s ,
a ™~k a’—:h

| I i . . .

a—h=— _, a—t== .. Sostituendo ormai nella prima
ak ah

serie de’ valori Precedenti di'j a1 ternuini frazionarj 1 vi-

Jori ntieri dati per k, e nella seconda i valonn dau per

ki, si avranno le due nuove serie di valor di y
h+k ah 4+ a—k a’h + a—*k, adh 4+ a—k,...a— h+ak,
h+k, ak+a—h a*k+a—h a’k+a—h,.. . a—vk+ak,
dove si vede che nella prima serle sono contenuti tutii i
valori medesimi della seconda, e che percio il numere
vero de’ valort disuguali di ¥ si riduce ad r.

Resutuendo pertanto nelle prine di queste due serie
ad & e k i loro valori , avremo li seguent r valori di y,

cioe
S R I/ Ve —h I/ cf"_—vf(cw*—-/op
2 2 -
. ;
2 ye—a ;/cr+\/<czr_-.4>+w,___, I/Cf"\/(c”“@-‘
S _. " ;



X0}

. ,
3 CHVE—P . =V
3¢ =a 9 ! 2 Y

r r
. crv (cr—4) | cr—y/ (c—4)
‘ r | r
MO g =t g1 Vcr—{»-\;’ (Czr"_"’-i) + a V'C_r“—‘\/‘\‘()z’*"‘4)
7 — | - .

Siccome poi questi valori sono di forma affatto somi-
gliante alle tre radici di un’ equazione cubica, qualt s?
trovano col metodo di Cardano, percio ¥ equazione (Q),
a cui si riferiscono, si chiama [ equazione a radici di
forma cardaniana.

§. g1. Si vede che in questa classe di eqnazioni, come
nelle cubiche . st dovra incontrare wn caso irreducibile
tutte le volte che essendo r dispari sia poi ¢, ossia
¢r< 2. Imperciocché avendo la (Q)) in uesto caso al-
meno una radice reale (§. 43 ). questa non potra esser
rappresentata da nessuno de’ precedent vatori di y, 2
quali non sapendosi sharazzave dagli immaginar] con arti-
fizy puramente algebrici , diventano affutto mutile.

Ma v'ha di pit: nelle condiziont premesse le radici
della () sono tutte reali e disuguali, Imperciocche sup-

posto che possa ridursi la quantité im‘-maginaria .

7

,/@’“—I}-—\/(:C”'—*/{) — 4 +~ Bvy—1,

2

e facile a provarsi che sara

r

VL"**\’/(C"-"' 4 — A —By—1,

2

dove 4 e B sono quantita reai o algebriche o irascen-
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denti. T primo dunque de’ valori di 5 sard = 2.4, ¢iné
tutto reale. Rapporto agl altri r—1 valori , #i dee osser-
vare che trovandosi i precedenti radicali meltiplicati rispet-
tivamente per a ed a—' , per a? ed a'—~*, ec., che sono
altrettante radici dedl’ equazione ar ~~ 1 = o . se una di
queste (T es.a) sl porra = p 4 gy —1, sara (§. 89)
ari==p—qg\—1, e percio il 2¢ valore di y si potra
mettere sotto la forma

P+ogV—1)(Ad+ByV—1) + (p=—gy/—1)(d—By—1)

= 24p -~ 2Bq ,

cioe tutta reale. Lo stesso vale di utt s;h aliri valori.
Sita per es. I equazione
yr =5t 4 Sye=a
che ¢ compresa nella ((J), ed a cw corrisponde r=—125,
=1, ¢ == 1. Preso dalle formole del §. prec. il pri-
mo valore di 3 si avrebbe

5 | 5 ]
‘ 1+v-3 | (—y/~J
7= N T

il qual valere, come tutti i seguenti . essendo infetto di

mmaginarieta nulla el fa conoscere. In questo ed altri
similt cast volendo far uso di principj puramente alge-
braici non abbiamo che due partiti, eloe o di cercare 1
fattori razionali , quando ve ne siano . o di risolvere I'e-
(quazione proposta con qualche metodo di approssimrazio-
e, come segneremo in appresso. Nel caso presente si
troverebbe lu radice vazionake y=1, ¢ divisa la propo-
sta per y — 1 st otirrrebbe per quoto
FU At — 4 =y =0,
di cui non ¢ difficite di trovare 1 due fattori incomuen-

surabih
e 0 et = 9—#- 2t
I+\/0 I\ ) ot A
YA e (7 - , ¥ -y =
- 2 2 2 y
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; quali uguaghau a zero dammo guaitro distinti valori di

5ttt reali; onde comprendendo la prima radice 1, si
hanno tutte le radiei della proposta.
§. 92. Rapporto all' equazione di forma pitt generica
XV e—mqax’ + b==o0
1
nel ecaso di @< 4b si ponga x=bz. onde sia xr=bz,
Xr=3 \/ e ne nascera la trasformata
bz —azr b b =0

che divisa per b diventera

. a ,
L e e al —X P
Vo
Posta quest’ ultima sotto la nuova forma
T a
il + e DR S 5
' \ Y
I . w o 1
e fatto z + — == 3, ne mnascera In virtt della formola
= s

(5 Ia nmova equazione

) Pir==3) POP==4Y{r—5) e
.,r of =~ J 4 P 3 f

a
R

D questa «i cercheranno 1 fartort razionali . ovvero le ra-

diet am;msumdio . e wovatele con ¢ualcheduno di quesu

rmodi se ne conchiudera il valore di 3 per mezzo dell’ e~

r{uazione
2?—zy 4+ 1==0,

L LA PF AP A% . .
che dy ze=T=V L) H , indi dal valore di 3 se ne

e
&2

 {

formerd quello di o per mezzo dell' equazione z = b*x.
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CAPO VI
Delle radici immaginarie.

§. 93. Non ¢ il minimo de vantaggei dell’ Algebra quello
di avvisare il calcolatore per mezzo delle ra-lict mmmagi-
narie, che s incontrano nella risoluzione delle equaziont |
che le gnisiioni, da ewr queste derivano, contengono delle
contraddiziont nel loro enmunciato. Ma v ha di pim: gueste
quantita assurde e ripugnanti combinate colle eperazioni
dell” analist producono delle quantita reali e legitiime ; ed
oltre di c16 sono di grand’ uso uell’ analisi cost elemen-
t: e come sublime per discoprire e dimostrare molte -
teressantl verita.

Prop. Trovare il numero e la grandezza aelle radicy
ilmmagi-n:n'i(? di un’ equazione.

Si sostitnisca nell” equazione proposta
(Fy x4+ dox =V Lxm—.. . 4+ T=29
a—+ by —1 invece di x. Questa sostituzione produrri
una trasformata della forma M 4+ N/ — 1==0, compren-

desvio n M owittn 1 termint reali L e o Ny — 1 tuti gh
yrmmagiary. Ora (uesta noxr puo sussistere, Sse HON sty
separalamente

M=o, N=—o,

- y y - v . & \ - s
giacche ¢ mmpossibile che le quanita reali possano venir
distrutte dalle immegiarte. Formando pertanto co’termun
utti reali , poscia s’ termini affeii da v/ —1 due di-
stinte equazioni, e dividendo ([uesf ultima per vV —1. s
avranno le seguenu
o a” + Pam— am—: <4 ... =0

ma™— ~pam—i 4 gam 3 AL =0,

in cui i coefficteni P, Q, ec., p.q. ec. non dipen-
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dono che da b. ¢ dai coefficienti della proposta , ed in
cui b non eccede la polenza msin2. |

Dovendo adesso eliminare 1 una ® Taltra delle indetermi-
nate a. b, elimineremo a, e la risultante in b non ec ~cede-~
ra i gr:u'lo m{m—1) (§. 46). Questa risultante poi dos
vendo rimanei la stessa se vi si cangera bin — b (giac-
che deve essere indifferente di sostituire nella proposta
pinttosto @ + by —1 che a—by—1 . dovrd mancare

di trte 1o potenze dispari di b, e pero sara riducibile

alla forma

m(-m—'«-i)' m{m——1) m{m—1)

—p—

-2

(B by 7 M T+ NG ==

da eni si avranno tant valori di &? (uante sono le nnila

. omim—1) ) .8 . am
i ' . e cio o colle tormole note o con 1 nietodr
f) |

i

d approssimazione , che esporremo in appresso.

Per trovare @ non si avra ehe a sostituire nelle equa-
zioni (H) ad wno ad uno i valovi wovau di 6%, con cue
s1 avranno ognhi volta due equazionm in a., le cualt avean-
o sempre qualche fattor comune. Si cerchicra pertanto
il loro massimo comun divisore , e postolo ==0 si avra
I' equazione da cni st ricavera il valore d1 a corrispon-
dente a quel valore di b2 che si sard impiegato. Esiraen-
do poi da b2 la radice quadrata si avranno le due radiel
lmmaginarie conjugate

at+by—1, a—by—i1.

§. g4. Osserv. Importa molto di rimarcare diversi cogi
che possono occorrere s1 nella soluzione dell’ equazione
(R), da cui si hanno 1 valori di 62 , come nella riecrea
del valore di a corrispondente a quello di 57,

12 Dai valori immaginarj , che potrebbe avere 02 .

non  si pu'o 1a¢coghexe nessun valore nd¢ di & ne di
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a , giacché per ipotesi queste quantita debbono esser
reals.

2 Se b2 avra dei #lori reali e posiuvi. allora la pro-
posta potra avere tante coppie di radici immaginarie quant:
saranno 1 valori positivi e disuguali di 7.

3° Se mtti 1 valori di 67 saranno negativi. come — 4
e quindi fosse b == -\/—h , allora la proposta nen potrs
avere radicl immaginarie.

4° Accioech? dai valon reali o positiv di b s possa
conchiudere con sicurezza Vesistenza i radici inunagi-
narie nella proposta . bisogna che a claseun valore regle
e positivo di 62 corrisponda almeno un valor reale di @
Se maneasse qiiesta condizione 1ol potrebbe la proposta
aver radici imimacinarie.

52 Se tva 1 valorr reali e positivi di b? ve me fossero
die o pir uguali e veali, aliora 1 sistemit di radicr imma-
siarie c"fni'risi')ond(’m.i avrebbero commie la parte immagi-
naria . ¢ sarebbero pereid delle seguentr forme

a —+ b y/—1 a’'—+ b\/—r1 T e AV
(I-—mb ‘-Vf___,l _5 (L’—-——b\z"_l : a”—-—-ly\/--.-xff 20

GO Se b? avesse uno o pit"z. valori =0 (eio ehe s1 rae-

I

cogliera dal mancare nella (/) o ultumo termine , o gh
nltimi due . o ec.) . la proposia avrebbe due o piu ra-
dici reali ¢d vguali
- Finalmente se il massuno comun divisore delle equa-

sout (H) sava di primo grado rapporto ad a, allora ad
cn solo valore di 6% corrispondera un solo valore di a.
W se questo divisore sara di 20 grado. allora al mede-
<simo valore di b* corrisponderanno due distimi valovi di
a. ¢ si avranno per conseguenza due sistemi di radic
tmmaginarie , come sarebbe

a-+ bhy—r a 4+ by —1

@=—by=—=1" a'—=by—1’
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T, e lo stesso comun divisore fosse di 3° eradd o d" al-
wo piu elevato , si avrebbero tre o pin valori di a, che
snddicherebbero altrettanti sistemi di radier, in cut la parte
immaginaria sarebbe comune.

§. 95. Prima di passare agh esemp] ci preparerenmio le
primne potenze del binomilo immaginaio @+ by/—1, per
averle pronte da sostituire nelle equaziom che ¢ propor-
vemo da esaminarc :

YAl S b \./_ |

P a? — b? 4 2abv—1

73 =3 em 3ab? 4 (3a* =02 ) by —i

TV =@l e Ga?h? 4= bV 4 (fad = fJab? YDy i

vy m==ab — 10a30® + SabV +{oat — 1027 ht =D by -

00==ab — 13aih" 4 15a2lt e H0 -

3
\

—~

065 = 20a3l? ++ Cab! ) by ==z
ec,
Es. 17 Sia in primo luogo T equazione culica
X3 —— a4~ H=—o0.
Coll ajuto della precedente tabella questa si trasfurine: o

nelle due eqquazioni

CH 128 4% (30" 4+ 2)a+ 5=c

3, :
2.3 Jar— bz 9 =0,

Elniniamo a 5 e percio dalla 1.2 moltiplicata per o sot
tratia la 2.2 mo]t.i])]_icat.a per a avremo per residuo

(3) — (8bhi4+4)a + 15b=o. ’

. =4

- . ol . - | 6 ) . .
Preso da quesla il valore di & = - . € sosttui-
81+ 4

tolo nella 2.2 si avra per risulante la
(4') G._’E Hhb - 192 b - Iz‘fif.'/. H7 — 643 = 0.

Ia uale avendo ' uliimo termine fiegativo ha i sicuro

una radice reale e positiva (§. 43), ossia un valor reale

= positvo d1 0? ., che ¢é | umco che possa soddistore .

¥
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mentre la proposta non puo avere pin di ua sistema di
radici immaginarie.

Suppongasi adesso risoluta 1" equazione (4) conside-
rando h? come I incognita , ossia deducendo la soluzione
da quelle del 32 grado. Sostituiscasi il valor trovato &
b2 nella (3), la quale finalmente non é altro che i1 mas-

simo comuhn divisore fra la 1.2 e la 22 , e avremo come

bopra
t5
ad == 5
8% + 4
e perb sara trovata anche la parte a della radice
a-+by—1.

Es. 2° Sia I altra equazione cubiea
o s ri—N L
Fatta la sostituzione del binomio immaginario §i  avranne
le due equazioni
a’ — (30% 4-7)a+7 =0
3a — b? — 7=0,
ed eseguita I eliminazione di @ come nell’ esempio pre-
cedente si arrivera alla risultante
646 + Goabt 4 1764 0% + 49 =0,
ta quale avendo tuth 1 segni positivi non puo avere nes-
suna radice reale positiva ( §. 30 ), onde 1 valori di b
Saranno immagi_ﬁ-arj , e pero la proposta non av a che ra-
dici reali e disnguah.
Es. 3° Sia I equazione di 4 grado
2t — 82" 4+ 30x? — 50x + (5 = o.
Le equaziom provenienti dalla preseritta sostituzione sono
a' — 8ad 4+ (30 —60b2)a*> — (56 — 2402 )a +
(H) bt «—30b? 4 065=19
a3 —6a? —(b* — 15)a+ 20> — 1f==o0.
Eseguita 1" eliminazione di a si avra una risultante, che s

potra mettere SOtLo la forma
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(b —3D0% — 4)% (Ot —6D* 25) = o.
Questa potrebbe verificarsi tauto per essexe
bt = 3b* — 4 =0
guanto
b+ — 6b2 4 25 = o0.
Quest’ ulima avendo tuiti 1 valort di b2 immaginar] nen
ci puo dare le radici che cerchiamo; la prima invece
avendo 1 due valon
b*=4 , bP=—1,
de’ quali il secondo negativo € di nuovo inutile , ¢1 me-
stra che 1l solo valore che possa soddistare € i1l 4. Posto
pertanto b? = 4 nelle due equazioni (ff) , queste divens
tano
at —3ad 4 6a*+ Joa — 3g=o
a3 —6a*> 4+ 11a—0=y¢
Jd cul massino comun divisore essendo a? —4a + 3. ci
formsce 1 equazione
a* — fa-+ 3= o0,
da cui abbiamo due valori di a. cioé a==1, a=13.
Dungue corrispondendo all’ unico valore di 62 = 4 duc
aversi valori reall di @, la propostu avra due sistemi di

radici imuaginarie, che saranuo

1 4 2\/—1I 34+ 2v/—1
1—2y—I 2 3J—o2y—I,

§. 90. Osserv. L equazione in b” ottenuta nel modo ehe
abbiamo esposto ricade nell’ equazione alle difterenze, che
abbiamo imseguato a calcolare al §. 64 , purché si pou-
ga — 40% = ». Infawu cluamando w la differenza fra
due qualunque delle radici della proposta, e ponew-
do u?> ==y , ed osservando inolire che la differenza
tra due radici conjugate @ 4+ by—1, a —by—1 é
2by—1, ed il suo quadrate = — § 4% , vediam tosto ,
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come questo valare debba essere una delle radict deil e¢
quazione alle difterenze , cioe uno de’ valori di y.

Quindi si vede che una data equazione avra tante paju
di radiei immaginavie , quante sarannc le radici negaiive
nell” equazione delle dlﬂtrenze Inolire che se questa avra
tutti 1 segni alternativi, non avra radici negative (§. 30).
e percid la proposta npn avra radict immagmarie.

Se nell’ equazione (4) del 1?7 esempio precedente por-
vemo — 4 0% == . avremo la trasformata

¥ e 129? 4 30y 4043 = a

che & 1 equazione alle differenze gia trovata al §. 65 5 e
siccome questa ha una radice negativa , percio 1 equazio-
ne xf — 2x 4+ 5==o0 ayra di sicuro un paja di radici
immaginarie,

Nell’ equazione del secondo esempio la sostituzione d:
w— 4 b* = y conduce all' equazione

7P =2yt + 441y —49 =0

che & la medesima che si troverehbe cal metodo del
§. 64 ., e che non avendo radici negattve c1 insegna che
la proposta ¥ -~ 72 + 7 =0 ha tutte le sue radici

reall,
C AP O IX.

Dei Limiei delle radici delle equazioni in generale , e

Specialmente delle equazz-iom' numeriche.

§. 97. Due quantita , delle qguali una sia maggiore e
1" altra minore di una qualunque delle racict di un’ equa-
sione , in senso largo si chiamano limiti di quella radice.
Ra per(ho I' cecesso ovvero il difetto di questi numers
per rapporto alla radice medesima puo esscere indefinito
no} chiameremo limiti veri o proprj due numeri che nou
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difieriscano {ra di loro pid dell nnita , e che nel tempo
stesso non comprendano pni di una radice: il Pifl delle
volte questi numert sono due 1ntierl consecutivi.

Chiamast poi [imite delle radict positive 11 minimo
numero intiero che supera tutie le radici positive cld
un’ equazione 3 ¢ similmente limite delle radici  negutive
il minimo intero che . 3speito alla pura grandezza , su-
pera la radice 1168‘;11.';\;:1 rappreseutata dal numero pifl
grande. Fra questi due limiti giacciona tute le radic
veali si positive che Ilf_fgeiii‘{ﬂ i ui equuazione  gqualungue,
Vi ha molwre 11 {famite minore delle radia s positive clie
negative . e questo si e ' iptiero imnediatamente mino-

delle une e delle alue. avuio rignardo alla sola gray-
dezza.

Si e veduto (§. 62.05) che se — M ¢ il ecoefficiente
mgssimo  negalivo  di un’ equazione in . fulta o ==
¥ 4 M+ 1 st ottiene nna lrasformala a termint it po-
sitivi » la quale non pro avere che der velorl di y nega-
iivi 3 onde dovendo pure essere 2z — [ W41 una quati-
Lla negativa, ne visulta 37441 > %, cloé M 41 magaione
di qualunque radice positiva dell’ equazione proposia. A+
tesa questa propriete il numero 441 fu da molu chia-
mato 11 liite delle radict positive ; ma ben st vede che

s

GUESLO 10 PUD CSEeTe CLe U Limite 111;)10]}1‘10 : ghacens

potrebbe cecedere o massima rvadice dell equazione  d;
cualsivezlia ditferenzi. Vewon suggeri un metodo | con
e si trova ik liniite proprio nelle eqguazioni numeriche
¢ scbbene esso esign alewm tentativi prima di ivavarlo
La pero il vantaggio di esser sicuro . e di non dare nn
timite maggiore di quel che st eerca, ogni quaivelta e
radiet aclla proposta siano 1uite veall,

Eccolo nella seguente
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§. 98. Prop. Frovare il limite delle radici posiuve di
fina data ecquazione.

In primo lnogo dalla proposta
CE) xm+4 Axm—' 4 Bxm— 4 Cm3 ...+ Sx + T=—0
si deducano colla legge di derivazione esposta al §. 57
le seguenti
(£ mxr=t 4 (m—1)dxmr + (m— 23 )YBxm™3 +

(m—3)Cxm4+4 ...+ 8

! (m —-1) m—1){n—2)
2 | | 2

g;nwg);m_B) Bxm—4 4-...+ R

(E™ m(m-- 1) (1n—2) (m—1) (m—2) (m—3) y

™3 |
.3 T 2.3

.+Q

e si continul la serie di cueste derivate finche si giunga

™4

a guella, in cui z non abbia che una sola dimensione.
In secondo lu(wo si cerchi il minimo numero fra la
SCr1e |
o.1.,3.,3,4, M 41,
che sostitnito invece di o 1n tutte le derivate ( incomin-
ciando dall’ ultima) e nella proposta ancora . produca de’
risultati tntti positvi: (uesto sara i lumite domanduo.
Sia difatti [ questo numero: se invece di x st porra
in (£Y y+1, ne nascera come al §. 57 la trastormata
A'+By+Cy* +Dy3+ .. yr=0,
jn cui sara
g — I 4 Al 4 Blm— 4 Clm—=3 4 ... + Sl4 T
B'= mlm—* 4 (m—1) Al + (m—2)Blm—=3 4+ ... + 38

C!:_;m,(mé-——l) I + (m—-ljz( 1L —2) A3 +

5m~2)2(nzw3) Blr—i+ ...+ B
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m(m--1)(m-2)

p'= 2.3

Ora quest coefficient corrispondono perfettamente nella

lm—-s -+ ec.

forma e nel numero all’ equazione (7)) ed alle sue deris
vate (&), (£, (I2"), ec. colla sola differenza di con-
tencre / invece di &3 € slccome per ipotesi essl sono
tutt positivi , 3 o sia x—/ non potra avere che de’ va-
lori negativi , e percio sard />, cioé maggiore di qua-,
luuquo radice positiva.

Si deve pero avvertire che se tatte le¢ radici {ossers
reali, chiamando L, L7 1 limiti fra’ quali glacciono tutte
le radici s1 positive g:he negative , la inrassima radice po-
siuva sarebbe compresa fra Loed L—1, e la minima
negauva , cloc quella espressa dal nwmero pid grande |
fra — L' ¢ — L'+ 1. Ma se non saranno tutte reali le
radici , questa conseguenza non ha laogo , parlando in
generale , ed il Iimite delle radiei positve potrebbe essere
assai discosto dalla massima radice poswva, come quello
delle negative dalla minima negativa.

Es. Trovare 1l limute delle radici positive nell’ equa-
Z101C

(& x!— Cox? + 56x + Sa2=o0.
Le derivate sono

(B 4x3— 1202 + 56

(£27) Ox*—bo

E") .
Ponendo ax==0,1.2.3,4,5 non si hanno risulat tuu
positivi, ma cio ottenendosi col porre x==6. nc conchin-
diamno essere questo il limite delle radici positive.

§. 99. Il Limite minore delle radici positive si trova

eollo stesso metodo : basta percm i cangiar ia propesta

equazione nella sua reciproca ponerdo x = , ind:

X
th

¢ 2
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eercare in questa il limite maggiore col metodo prece-
dente : questo inversamente preso sara il limite minore
delle radici positive della proposta; e se ¢ frazionario,
eome il pit delle volie accade , basta di prendere In sna
vece | intiero immediatamente minore. Questo metodo
perd , bisogna confessario , lascia spesso un intervallo
sroppo largo fra il lhmite e la minima radice positiva, cio
che non accade cercando il limite magglore, almeno quan-
do le radici della data sono tutte reali.
Es. 1. equazione precedente
x'—0ox* + 20x + Jg2==o0

colla supposizione di x=—= — diventa
_ 56, 6o, o4 d
b Ty ) B A e
J ung 5 27 5¢2 ’

ed operando su questa e su le sue derivate si trova che
il minimno intiero, che rende positivi i risultau di tatte, s1
e I'unita ; quinli sara :>]‘ ’ e per conseguenza x >1I,
ciod sarebbe Iunita il limiie minore di qualunque radice
positiva della proposta. Ma altronde da altri metodi, che
a momenti insegnercmo, si sa che quest’ equazione ha
due radici rezli e positive , delle qual: una ¢ compresa
fra 4 ¢ 5, ¢ laltra fra 5 e 6, onde il hmite minore
delle radici positve debl’ essere 1b 4.

Rapporto ai limiti maggiore e mincre delle radici ne-
ga{ivé bastera di cangiarle in posiive (§. 56), indi ope-
rare come precedentemente.

§. 100. Prop. Se col porre due quantita %, k invece
di « in un' ecquazione si ottengono due visultai H, K
di segno contrario, essa avra un numero dispart di ra-
dici reali comprese fra kb e . E se colle meaesine  sov

stituzioni si ottengono i due risnltan £, K del medesi-
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mo segno, @ non vi sara alcuna radice reale compresa
frta i e k, o ve ne sara un numero pai,

Siano le radici reali @, b, ¢ ... della proposta schie-
rate per ordine di grandezza dscressente, ed essa si rap-
present col] prodotto

(x—a)(x—D)(x—c).... Fr=0
dove F, ¢ un fautore che resta sempre positivo per gual-
sivoglia valore di x, ed in cni sono per conseguenza
comprese tutte le radici immaginarie, se ce ne sono
( §. 28). Sostituendo 7, & 1 risultati saranno

(H) (h—a)(h—bY(h—c)(h—d)....F;

(K) (k—a)(k—D)(k—c)(k—d)....F,
Supponiamo in prino luogo £ >k in secondo luogo H,
K di segno diverso, ¢ H negativo.

E’ chiaro che non puo essere H negativo se non sone
negativi o uno o tre o cinque ee, de’ guoi fattori presi per
ordine , e che il prodotto A non puo similmente restar po-
sitivo, sc non ¢ part 1l numero de’ fattori negativi quando
ve ne siano. Swa pertanto in A h< a. e sara in K almeno
kla, ek b In guesto casa la radice b cadra fra ke k.
Ma potrebbe nel tempo stesso essere A<l e, £<b, k< c,
k< d, ed allora fra £ e & cadrebbero le we radict b, ¢, d;
¢ cost di seguite. Se pat in I vi {ussero e fattori ne-
gativi, cio¢ {usse nel medesimo tempo 2l a, <1, <c,
aliora in A vi sarebbero almeno i primi quattro fattori
negativi , e percio la radice d sarcbbe posta fra % ¢ £
ma se questi fossero sel, vi sarebbero tre yadici, come
d, e, ffra h e £ Continuando cosi a discorrere vedre-
mo che non potra essere H negativo e positivo K senza
che fra & e % non cada un numera dispart di radict
reall.

Se poi dei risubtai H, K fosse positivo il primo o
regatvo il secondo, s vede tosto che se A avra de
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fattorl negativi, questi saranno In numero pari, € vice-
versa in A in numero dispari. Se dunque sara £ >a in
H . allora in K o sara solamente A< a, ovvero £< a,
<b, e, ovvero ec., cio¢ fra b e £ o cadra una sola
radice , o tre, o cinque, ec. Se pot in H sara congiunr
tamente A< a, h< b, allora sara in K o k<l a, b,
Lc,owero k<a, b, lc,Ld, e, overo ec.,
onde fra h e 4 o cadra la sola radice ¢. o cadranno le
tve ¢c.d,e.ole cinque ¢c,d, e, f, g, ec. -Questo
discorso sl puo spingere (uanto s1 vuole , onde resta
provata :a prima parte della proposizione.

Si osservi mtanto di passaggio che se fra - e £ non
eadra che una sola radice. in K non vi sara che un
solo fattor negativo di pin che m A, e viceversa.

Stano ora H, K entrambi positivi . nel qual caso non
potra ne I'uno né 'alro ammettere fattori negativi che
in numero part. Supponendo tutli positvi 1 fattori di 4,
quelli di A o lo saranno similmente . 0 non lo saranno
che 1 numero pari. Nel primo caso k e £ non compren-
derannio veruna radice ; nel secondo ne comprenderanno
un numero pari. Se pol in £ supporremo duc fattori ne-
gativi. come fi—a, h— 0, 1 numert 22, # non raccliu-
deranno nessuna radice . a meno che non vi siano m K
almeno quattro fattor: parimenti negativi. In questo caso
1 suddetti numert racchiuderanno due radici come ¢ | d.
Be pot fossero sei i fattori negativt i A, le radier con-
tenute sarebbero quatiro ¢, d. e, f; e cosi in progresso.

Sc in /A vi saranno quattro fattori negativi, sei almeno
ve ne dovranno essere m KN . acciocché L. £ comprenQ
dano due radiei. Seguitando questo ragionamento vedre-
mo che fra & e } saranno contenute due radici, se in A
vl saranno due fattor: negativi di piu che m # ;5 ma se

H numero de’ fatter: negativl  sara 1! medesimo ncll uno
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e nell aliro di quesii prodotti, non vi sard alcuna radice
fra ke £

La considerazione di / , K amendue negativi a1 con=
durrebbe alla medesima conclusione ., com’ e {ucile di ac-
certarsene con somigliante discorso.

E’ po chiaro che il fattore F., il quale rimaune sempre
Positivo per qualunqgue valore si dia ad z, non iurha nd
Hunto neé poco (i}]{into si ¢ fin quu dimostrate. Ivniive la
supposizione di &> A invece di &> £, che abbiamo
premesso lascia evidentemente la mnostra dimesirazione
fiella sua forza.

§: for. Se pertanto due guantita qualunque reali. posi-
tive o negative sostitulte ncll equazione proposta invece
dell” incognita produrranno due risultati di segno eontea-
rio . vi sara per lo meno una radice reale comprosa fra
c(quelle quantita come suoi limiri.

Quindi se 1 sostituivanno nell’ pauazione ad wno ad
uno 1 termuni della progressione de’ numeri naturali

0. 1.2.3.4, ec..

ad ogm canglamento di segno . chie accadra nella serie de
risultati currisl)ondemi:, si avra un indizio sicuro alaieno
di una radice reaie compresa {ra que’ due numert da eni
essi derivano. Ma dull essere due nmsnltati vieini 3deniict
nel segno non si puo argementare con sicurczza che
fra 1 numeri corrispondenti vi sia nessuna radice, mentre
ve ne potrebbe cadere un nuraero pari qualungue,

§. 102. Prop. Rappresentino a. b, c,.... ¢ le vadict
reali si positive che negative d’un’ equazione (F) ., e
stano dqueste disposte in ordine di grandezza deerescerte
di medo che I uluma delle negative sia rappresentata dal
numero pru grande. Siano similmente a'. b’5¢', ... . 5! le
radici dell’ equazione (E") che si forma ponendo = o la

prima funziene derivata da (&) colla legge del §. 57,
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e queste radici siano parimienti disposte nell ordine me=
desimo. Le radici reali della proposta (&) saramno i
limiti delle radici reali della derivata (£}, ossio sy avrand

no le relazioni simultanee
a'la,a>h;
I’ Db, b >c: N
o’ c., c>d,

ss. 5>
Se nella proposia (&) defla solita forma si cangid 2
in x + a, la wasformata diventera
(E.yo) ossia A'4+Bax+Cx*4 ... .. +x"=0,
dove sara
A —=a" + Aam=r + Ba™3 4+ ....+ T =o
l—mam— + (m—1)Adam— + .... + 8§
m{m—-1) (m—1)(m-—2)

O — m=— ;
4 a + 2

Aam—3. .. +R

ec.

ovvero volendo adottare de” simboli piti espressivi, potre-

mo porre

A'—FE, =0, B =L4,. C'= L7, . cc.

Ma appunto per essere A’ =0, la trasforinata medesima

divisa per x diventera

M E.+E'x+EMx....+x" =0.
Altronde rappresentando la (£) col prodotto de’ suor

fatiori . abbiamo

() = (z=—0)(x=—b)(x=—0)....(x=t)Fr=0

dove F & un fattore sempre positivo , che potrebbe trovarst

nella proposta; onde se anche in queste prodotto poniamo

x +a in luogo di =, avremo dopo la divisione per x

(N) =@ ta—b)(x+a—c).. (&+a—OFp=0.
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Ma siccome l'ultimo termine di questo prodotto. svi-
Iuppato che fosse , savebbe (§.33)
(a—bYa—cYXa—d)... (a—t)F,.
pereid paragonando questo termine col corrispondente I,
dell” equazione (M) sarebbe
= (a=—b)la—c)(a—d)....(a—tF,.

Se ora nella proposta (K) si cangiasse o in = + b,
poi in x<-c, ec. € finalmente in o 47, collo stesso
processo si avrebbero 1 successivi risultati
Fo=(bm=ma)(b—=c)Y(b—d).... (b=t T}
F.=(c—=a)(c—=l)ced)....(e=0)F,

4

= (e ) (e DYt 0 (e O F
dove essendo 1 fatiori /., Fy . I . ec. sempre positi-
Vi, ed essendo inelire jrer snnno»inon(’ « >é‘) >C >(Z ec.,
Sarﬁ

>O.Lb<0.]' >o0. By o ec
cloe alternatl\amenle p051tm ¢ nf‘ffauw Ma qumu valori
non essendo aliro che 1 nisvltati parzichi, cie si otter-
rebbero sc nella prima derivata f<' st cangiasse & in a, b,
¢ . ec. successivamente . st vede che le radict @, 0. ¢,
ec. della derivata avrauno per lare limiti le radict della
proposta, cioe che sara

ala,a >Sb. b, >c, ec
come 81 ¢ ])mposto.

§. 103. Dunque se le radici @, b, ¢, ec. della pro-
posta sono tutte reali., anche le a', b', ¢, ec. della de-
rivata £’ saranno tutte reali. Rinnovando poi su le de-
rivate successive £', £, E", ec. i} discorso medesimo

che abbiam fatto su le due £, E', conchiuderemo simil-
mente , che s¢ E' avra reali tutte le sue radici, tali
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saranno ancora quelle di E”; e se E¥ avra reali essa
pure tutte le sue radici, tall saranno anche (itlelle i
E"; e cosi di seguito. Conchinderemo percio che wn’
equazione gqualunque non pmrft aver rcall taute le sue
radici. se reali non saranno tutie quelle delle sne suceces-
sive derivate. Bisogna pero guardavsi dal eonchiudere che
per esser tutte veali le radict delle singole derivate. deb-
bano esser tali anche auelle della proposta , mentre gue-
sia pouﬁuhe amverle o tulte o In parte mmmaginaric. Ala
vediamo ormai come si possano trovare 1 hmm propry di
ciascuna nfi co reale e positiva.

§. rod. Prop. Se in un equazione dotata di una o ],111
radiei reali e disnguali si sostituiscono 1n luogo dell’ 1n-
cognita due numer! 7r k. T uvno maggiore . T altro minorve
di qualchcduna di essc. e che nel tempo stesso non duif-
feriscano fra loro che di una quantid minore della  difie-
renza {ra questa radice ed un’ alira qualuncue delle reali
della stessa equazione , queste due sostituzieni produr-
ranno due risultat & segno contrario.

Sia @ la radice di cul si tratta, e percio suppongasi

>a., l<a, h—£~El38,
indicindo con & qualunque delle differenze a=b,a —c;
b — ¢ . ec. Faute le sostituzion nell’ equazione
(m—a) z—b)(x—e)....Fa=0,

si avranno i due seguenti risultau

(1) (7z--a/kfz—-l))(7z--c) F;”

(k) (h=—a)(h—D)(k—0C).  Fy.
Ora per ipotes: ft e~ , ke soDo (h segno conirario :
inoltre gli altri fatton (:ormspondentl9 come h-—-b f=b
ovvero k-—-c k—c, ec. sono tull del medesimo  se-
gno. Awe“nache se un ststema di questi fosse di segno
contrario , per esemplo i=b, k=10, allora sarebhe b
compresa fra b e k come la rad;ce a. Qumdx sarebhé
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he—k >a=——b coniro lé condizioni premesse. Si vede
percio che i risulati K dovranno esser di segna
contlrario . come sl € asserito,

§. 103. Dunqgue se in un’ equazione invece del}’ inco-
gnita si sostitdiranno ad uno ad uno i terniifii della pro-
cressione aritmelica

o.8,28,38,49.
e O sia la minima delle dﬁ{meme fra le 1ad1(:1 della

CI

data , ovvero una quamitd minore di essa, ¢ sicuro che
i success:.i risultati formeranno una nuova serie, in cin
tante saranno le variazioni de’ segni quante sono le radic
reali posilive e disuguali dell’ equazione miedesima. Lutio
dunqgue si viduce a trovare 8, ed a questo fine stabilive-
nio la seguente

§. 106. Prop. Trovare un numero che sia muncre di
gualunque delle differenze fra le radici di una data equa-
ZiO1€.

Si calooli ia trasformata ai quadrau delle differenze
( § 64). Questa sara della forma
(D) A'+By4+Cr+....4+y =o0,
in eni y=u>, ed « csprime qualunque delle differenze
A@=—b.a-—c.b—23¢, cc. fra le radici @, b, ¢, ec.
m(m=1)

| o | o
della proposta: inolre I’ esponente r equivale a

se l> proposia fion ha radici uguali, ma in caso diverso

o . s omim=1i) .
I’ esprimera Ieccesso ael nunero 2 " sopra 11 nume-

ro delle radici nguali , che supponiamo tolte dalla prow
posta per mezzo della divisione (§. 79).
Mutisi ) in — e I' equazione (1)) prenderd la forma
Az 4 B’ zr— 4 Clzi—2 4. ., 4+ 1= 0.

Cerchisi 1] hmite maggiore delle radici positive di (Les b
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(§ 98). e suppongasi =/ Sara [ maggiore di qua-

i
lunque valor positivo di ¢, e percio /> T Ovvere

I i i
! >—5+ e ancora u >0 - Sara per conscguenza Vi

minore di qualunqgue valore di 2 ; cioé di qualunque difs

ferenza fra le radici della proposta.

1
. 107. Se sara ""7}- OVYCro == I . $Sareémo sicur! che

Y

le radici della proposta differiranno pifl che d:Wuniti. e

potremo con sicurczza nella serie del §. 105 porre =1,

(W }

ossia far uso della serie
o, 1,2.3.4, cc

Te

1 3
fa se sara W( 1, allora potendo alcune fra le difte-

renze, di cul si tratta, esser minori dell’ unita , si porra

1 - . -
&=, ovvero < v seconda che y// sara razionale o irra-

zionale : In (uesto secondo caso si potra premiere invece
di v/ I Vintiero 4 immediatamenté maggiore ; onde la serie
da sostiluirsi imvece di x sara

1 2 3 4

O " . . eCo'

ed 1 risultati di queste sostituzioni {ormeranno un' altra se-

rie. 1 cul tante di sicuro saranno le variazioni di segno,

quante le radiel reali posilive e disugua]i della proposta.
h h+1

Duique se 1 risultatt de’ due nwmeri contigu R

saranno di segno diverso, vi sara una radiee, i di cul li-
mitl proprj saranno questi numerl medestm.

Ala per evitare le sostituzioni de’ numeri frazionarj,
che riescono assai incomode ., trovato che sara il valor
intiero £ prossimo di \//, & potra trasformare la pro-
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posta in un’altra a radici moltiplicate dal namero k (§. 54),

r

mutando x in 7 - ossia moluplicando i di lei termim

per quelli della progressione

1. k. k2R3 L b
Nella trasformata che ne nascc. 8¢ sl porra x==0,1, 9,
3. ée.. si avranno i limit delle di lei radici, e questi
divisi per & saranno quelli della proposta.

§. 108. Osserv. Col metodo precedente sempre si tro-
veranno 1 hmiti di qhalunque radice reale e positiva, ma
esigendo questo che si caleoli 1'equazione alfe differen-
ze , sarebbe cosa troppo laboriosa se mnon si potesse al-
meno n molti casi dispensarsene. Peicid osserveremo che
si potra usurpare inurediatamente la serie

o.1.2,3. 4, cc

1° Quando I' equaziome proposta non abbia che uns
eola radice reale e positiva. In (juesto caso essa mon avra
ehe una sola variazione di segni, e perd sary della forma
am 4 Axm—r 4 Bam—2 o Hoam—t e K gme—r—t

— St — 1= o0,
in cul tol 1 termin dopo Hx™* sono negativi. |

3¢ Quando si sappia preventivamente che le radici realt
€ positive, qualunque sia il loro numero differiscamo fra
di loro non meno dell’ unita.

3? Quando parimenti si sappia preventivimente che le
radici medesime non giacciano f{ra cli stessi numert in~-
tieri, quaniunque la loro differenza sii minore dell’ unita.
Cosi se una radice fosse 5,95, ed un’alira 6, 51, seb~
bene la loro difterenza o, 56 sii minore di 1. pure tro-
vandosi Ia prima compresa fra 5 ¢ 6, ¢ la seconda fra
6 e ~, ciascuna si manifestera cella sostituziepe de’ no-

meri nainrali.
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Il solo case adunqgue . m cu dalle successive sostitu-
gioni di questl nuin:°ri nomn st otterranno tante variazioni
di segno ne’ risultati quanie sono le radici reali e positi-
ve ., sara quello in eni due o pin radici sono comprese
fra gh stessi due numeri intievi. Ma anche i questo caso
non ¢ sempre necessario di vicorrere all equazione dclie
differenze per trovare 1 hmiu proprj di ciascuna radice ;
e bastera 1l piu delle volte di trasformare la propo-
sta in un’ altra a radici doppie o wriple, ec. o al piu
decuple , cio che st ottiene con somma facthita molupli-
cando i termini della proposta per h corrispondent di

qualcheduna delle seguenu progressionl
1. 2,

3

e

o

v 5 €C.y

S ™,

c

<

3 27

-

o
L%, ]

)

e

1, 10. 100 . 1000, €cC..
e con questo mezzo si arrivera d orvdinario dopo pochi
tentativi ad wuna trastormata . le cni radict non saran-
no piu comprese fra olt istessi Intieri contigui , ma si
stacchreranno in modo ., che avranne per limiti propry due
diversi uwmeri intieri . e perd si manifesteranno colla so-
stitnzione stuccessiva de nunierl naturali.

Qui non abbiam pailaio che di radici positive , ma ogru-
no vede che varra lo stesso delle reali negatuve, qualora
siano cangiate in positive mmitands 1l seguo a’ termini  de’
luoghi pari dell’ equazione.

Passizmo aglt esempy

§. 100. Lis. 17 L equazione cubicd

X3 dx 120
non puo avere pit di due radici reali positive , ed una

negativa . come si pud raccogliere dai §§. J2 e A1.
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Ora sostituendo in luogo di & la serie de’ numeri natu-

rali , troveremo ehe

alle supposiziont corrispondono 1 risultati
e R

"

@XEE D e e e e e e e, o 13 .
onde si vede subito che la nincre delle radier positiv
giace fra o ed 1, e la maggiore fra 2 e 3.

Rinnovando le medesime sosi,itl.:;:.ion_i su I equazione
! 3 - —_—
Xd =—— QX — I 0O
che contiene le stesse radict di prima, ma mutate di se-
ono , si trovera che Duuica radice positiva ¢ contenuta
fra 2 ¢ 3. e quindi che le tre radiei della proposta glag-
ciono rispetuvamente fra 1 Ui

0, 1 2,3 3 —_— 2, e 3.
-~ s

In questo esempio la seric de’ numer! naturall ¢ Lastata

\*n
Y

® scoprire tuite te radici.

§. 11o. fs. 2 L7 equazione

e P L L S el O
/ iy
potrebbe avere o una vadice reale o tutte e tre. In jrie-
sto secondo caso ne avrebbe due positive ed una ne-
gativa pe’ §§. 31,33, Ponendo perd x==o, 1, 2, 3, ec,
abbilamo perpo?:.z;ammue de’ risnltatt positivi, onde né pos-
stamo accertarci deile due radici reali positive , ne trova-
re 1 loro lmitd. Ma dull equazione alle differenze
: 441y — Jo=0

staano  assicurati chie tutte e radiet sono reah e disuguaﬁ

7‘3 B .:/_27 2 =

(§. 00 )5 e la reciproca di questa ¢ 5. 100)

12 I
| Wo 49T

ore delle redicr positive di auest ultima
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v - g .y 1 X
e 11 9. Sara percio 37(9,)‘ >‘§' s £loe ( per essere

Fy=u’) u > . Pptremmo dunque nella progressiane

indeterminata

o.8, 28, 3%, 48, ec.

-

I
porre 8:::.3-* ., clo¢ sostituire invece di o 1 termini

1 2 3

a« " l') t} (’ :
3”7 a* a3

‘ma per facihtare le operazionmi cangeremo nella proposta

ec.;

9

D«_‘-C-\

T 143 %:'_ . 0ssia moltiplicheremo § suol termim
X34 0 X —nmx+-
pet corrispondentt 1, 3 , 9 , =27,
ed avremo la trasformata |
3 —03x+ 18g=1p,

le cui radici saranno triple di quelle della praposta, Saog
stituendo in quest’ wlima o, ¥, 2, 3, ec. invece di =
avrenio 1 primi sette  risultati corrispondenli col segni
+,+, 1+t t, » +, con che venlamo a sco-

L

prire due radici positive , I'una interpasta fra 4 ¢ 5,

Valtra fra 5 e 6. Quindi concludiamo che anche la pro-

L

posta ne avra alirettante , delle quali una cadra fra £y

5 5 6

3 I altra fra -3- e 3, assia entrambe fra 1 e 2. E’ fa-

eile poi a vedersi che la negativa e compresa fra — 3 e

Volendo evitare il calcolo deil’ equazione alle differenze
s’ incomincerebbe dal cercar la trastormata a radict dop-
pie di quc]le della propoqta. e qnesta si troverebbe
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Ponendo in questa xr==e,1,2.3,ec. si vedra che i
risultall cormspondenlx camminano co segnt -, + 4 4+,
— , 4, ossia che delle due radici positive di quest’ ul-
tima la minore giace fra 2 e 3, e la maggiore fra 3 e 4,

9
e quindi quelle della proposta fra 5 e I’una, I’ alra

fra -'z)— e “}3 ovvero ambedue {ra 1 e 2 come trovamme
dianz:.
§. 111. L. equazione di qearto grado

xri—i1da? 4+ x4 I7=o
se ha radici reali e positive , non ne puo avere pin di
dite, come non ne pud avere pit di due negative. Per
trovar lc prime senza ricorrere all’ equazione delle difteren-
ve , ossexveremo che le supposizioni di x==o0,1,2,3, ec.
danno i risultati tatti positivi, ande nulla s puo argo-
mentare su le radici in quistione. Cangiamo pertanto la
proposta 1n un’ altra a radicl doppic . e questa sara

! —Box? + 5o+ doga=o
e rinnovando su di questa le stesse supposizioni di @ .

i) 7

I
troveremo che alle supposlziani di x=0.1.,2,3,4,3.0

eorrispondono 1 risultau co' segnl 4, +, -+, +, +,

—, 4+, onde v'Ia di slcwro una radice ira J e 5, ed

o abva Fea 5 e 0. Dungue nella proposta vi saranndg

duc radici reali e positive giacentt rispettvamente fra i
4 5 O

numert T,

.

. e ciot amendue fra 2 e 3.

r

S

b I ot

|

P

Le negative si troveranno immediatamente tra —1 e
—2 Puna. e Yaluwa fra —3 ¢ —4, coivertendole prima
in positive. Vedansi gli esempj addoul superiormente ai

§§- g8 e ug.
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CAPO X

Risoluzione approssimata delle equasioni.

§. 112. L' impossibilith di una soluzione gonerale neile
equazioni supertori al 4° grado, e la complicazione delle
formole relative al 3° ¢ 4° grado esigono che s cercin
una risoluzione approssimalﬁa di quelle equazioni. delle
quali 0 non st puo avere la risoluzione esajra. o se que-
sta € possibile. sia poi troppo ingombrata da quantiti ra-
dicali. Noi supporremo che ¥ equazione , di cui si tralta.
sia gid ridotia afla propria sede. Questa riduzione con-
siste nel privaria co’ metoal esposti delle radier uguait .
se nc avesse , e del fattorl razionali di primo o secondo
grado ne’ casi in cui cio € possibile. Dopo questo si dee
cercare 11 numero delle radici reali ed immaginarie | e
cid per mezzo de’ scgni dell’ equazione alle difterenze | o
per mezzo delle dotirine esposte nel Gap. VHI. Si di-
stingueranno in seguito le reali in positive e negative ,
assegnandone il numero rispettivo glusta Ja regola carie-
siana del §. 31. Per ulumo s1 determincranno 1 limiti
proprj di ciascuna radice positva, indi delle negauve
dopo che saranno state cangiate in posilive per Iczzo
del §. 56.

Rapporto alle radici Immaginarnie . che sappiamo CSEUIE

{
cercheremo I cquazione wuia in b (come al §. QJ ),
indi ponendo 4% ==¢ otterremo una trastormata m ¢, la

eneralmente rapupresentaie dalla fermola ¢ + b0V —1,
£ e P L 1e 5

quale sc non sari risolubile co’ notn metodi , dovra sot-
toporsi anch’essa ai metodi di approssimazione , € pereid
trattarsi come la proposta in x. Ma se per questa f0s3€
gia calcolata 1" equazione alle differenze in 3, bastera di

eangiare n quesy ultima y m —¢ a fine di convertire le
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radici positive in negauve , indi cercheremo prossima-
mente 1 valon di £, e quindi quelli di 6 , e per mezzo
di quest quellt di @ ( §. g3 ). |

I by, clie e sono prefisst in quesi*ﬁfopem . nen e

permetiono di far conoscere che il metodo pi‘{'a celebre

-t

di apprussimazione , quello del Sig. Lagrange.

§. 113 Stano a, b, ¢, d, ... le radict realt e po-
sittve, disposte , se vegliamo , in ordine di granderza
erescente ., dell’ equazione generica

(i) dwn 4 Bam—1 +Cx—2> 4 . ...+ T =0

¢ stans inciue p, ¢ , 1, 5, ec. i it preprj minorn di

o8

ciascuna di esse. Incominciamo dal cercave o munima rae

I
dice a. Si faccla percic x=—=p + T e moliiplicatl nella

trasformiata, che ne nasce , twitl 1 lerwini per oy, ed
srdinati a dovere si avra la |
iy LYY, 37y ppp—— Y oynrrt— R —
(}) -‘f-{_)"n_f—‘b]'m 1—1—6‘)” 2 4 L.+ =
I > . - \ * -
Quosta ; Per essere "-)-"-' una vera frazione, avrva di sicure

una rvadice reale maggiore dell’ unita , che sard necessa-

piamente unica. Imperciocché se I equazione (1) avesse

per esempio due radiet maggiort dell’ unita , come sa-
. I

vebbe ', 97, si avrebbe tanto o =p + — . quante
| - &

: I P N . . .
r=p + "7, e percio p sarebbe 1l limite vero miore
di due radici alla volta contro la suppesizione. Lo stesse
discorso si applichera alle trasformate successive , c¢he si
andranno formando.

Cep@}iisi il limil:;: p‘

della radice positiva della (}),

I
sndi sl ponga j == p '+ — . QQuesta sostituzione plode
N

la trasformata
0
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(Z) A'"zm— BVzm—r o (Ve 4 i — .

e cercato anche in questa il limite minore p" dell’ unica
_ ‘ I

radice maggiore dell’ unita si porra s==p¥ — 2 fine

di trarne una nuova trasformata

(UY A" wn 4 Byt + C"um—2 , . T"==2¢,

la quale si trattera come le precedenti , e cosi potrema

continuare quanto ci placc.

Aced ndo che aleuno de’ numeri p, p', p”, ec. fosse
una radice esatia , allora siccome sarebbe o0 x=p, o
y=p, 0 2= p", ec., U'gperazione sarebbe finita, e
s# avrebhe per ax un valor razionale. Fuori di questo easo
la radice cercata sard incommensurahile,

Quanto si ¢ fin qui detto per la ricerca della radice
a. il cu. bmite si & supposto = p , si dovra replicare
per inttero zd una seconda radice &, il cui limite sia ¢
mdi per una terza radice ¢ di Limite r, e cost di tutte
le radicl reali e Positive. Trasformate poi le negative In
positive , si tornera da capo per ciascheauna di esse, come
si & fatto per le posiuve.

§. 114. Dalle successive trasformate, da cur si saranno
yicavati 1 limitj successivi p, p’, p”, p”’, ec., si ricaves
yanno ancora i valori sempre piu approssunant della radi-
ce a, e si avrd dall’ equazione (X)) , ¢iog dala pro-

I)Osta 5 X == p;

dalla (YY) =x==p -+

i
';,"3 5
dalla  (Z) X=p “;";7
_l—

; 1
P’
dalla (U) x::p—{-%} 1
N W = J‘;‘;
5
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Questi successivi valori di o, essia della radice @, sono
espressi sotto forma di fraziont continue . c non resta
che di ridurle alla forma di fraziomt ordinavie. Ora ¢
facile colle operazionl conunl delie frazioni di convertive

1 precedent valori ncgli equivalet® che sieguonry

P xmf+*___ pp' o’ +p+p”
=T X T = 0T 1 5
pPPP”+PP+Pﬂ'”Vw“+‘ ec

ppop’4ptp

Ma per poter rappresentare i 1audo pit fucile e pif

regolare questt valor sempre Piﬁ approssuuantl al valor
giusto di @, porremo

a==p a'=— 1
B=pla + 1 B = pa
y=p'S+a y =pth
8= p"y + 5 8 = p"y + A
e =pv 8+ 7 e’ ==piv 0’ +
ec. cc.

¢ mediante quesle sostituzioni, che si possono continnare
a piacere , mentie la legge de’ termint ¢ mauifesta , sl

avranino 1 segnentt valor della radice In (quistione :

x A /4 O €
;-(:m-;;—,-j a T ;;',“? xz-;‘, - Jﬁ‘m‘g‘; 5 x:*:*...-;,-', CC.
de’ quali il primo, 11 37, 11 32, cc. sono mirort del ve-
ro; il af, 42, G2, ec.maggori del veeo, 1n modo perd
cile ciascuno di essi ¢ seinpre piu prossimo al vero che
qualungue di queilt che lo precedoro. Quesia veritd di-

pende dalla dotiwina delle frazioni corntinue , che espors
remo a suo luoga.
Passiamo agh escinpy.
§. 115, Fs. 1? Sia Vequazione di Newton
a3 —2x—5=o0,

per cw vale I'equazions medesima alle differenze che
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abbiamo caleolato per T equazione a3 — 22 + 5 =0 ai
§§. 03, gL, cioe

yP— 12y 4+ 36y + 643 = e.

Dall’ inspezione di quest’ ultima, Ia aquale non ha L segn:
tutti alternativi, si rac&oulie ( §. 96) che Ia proposta ha
delle radici immaginarie , che non possono essere né pin
ne meno di due; moltre essa he umn vadice rewle . 1l di

cul limite proprio minore e 1l 2. Pomamo L'Lunquc B =

. I .
Yacondo ora @ — 2 + 7, avreno la prima trasformata

(Y) y>—103>—=6y—1=so0.

Il Limite della radice positiva di questa ¢ 1! 10, onde

I
sara p' == 10, e poncado » == 10 -~ 77, $I avia la
’ o oo
(Z) 013 —nf3* — 205 — 1 == O
1

vesta ol da pfe= , € Orelo s == 1 —+ i
(Questa ¢ da pl==1 1 =1+

Uy  5fud + 254 —89gu — 061 == o

- - I
a cul (:orrisponde il inute p'=—=1, ¢ *[“11"10*1 =1 W 0 ©
; Q)
_ i prg g Qe e ——
(V) rmrvd— 12007 — 1070 — 24 =
.y I
Questa da prr==2, e percio v=m 2+ 7. onde ne na-
sce la
(7F) 352w — 175w — Joow — "1 = o0,

che ha per fimite p¥ = 1, cc. Conlinuanao quesie obe-
vazioni si troveraino i lumitt suceessivt
4

pri= J,p==1, p¥liio=1, pF=m12, e,

1 ;u ai valort posti nelle formole del §. 114 @ daranno

2. f==n1,7=23, 8= 44 ,e==111. =130,
3:::.* =G, 8==731,¢== 1307, x = 1045, ex.

2= 1, Bem10,9 =11, =021, =03, o' ==
&Imzj'f;;&f‘zj?g;;?ﬂdj':;“'{.‘m:—‘)‘:‘;'—:{.\,3
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onde la radice reale della proposta sara rappresemata das

seguomi valori
L/ it = _ 2.5 S L ow Y
2t 23 44 111100 576 =31 r13o7 10410

——— —

A, e ' 7 P Z - P I : f . b
*y07 117 207 h3 ° =47 2757 349° 624 7 ~337°

o U

i oIt vanno sempre pin accostandosi al valor vero dr @,
e I ultimo de’ quali espresso 1n ecifre dectinali ci da
xr==2.00453143.

YVolendo ora calcolare le radici immaginarie dellz dp<sa
equazione x3—2xr—0=—o0
vichiamiamo dal §. 95 1 equazione

G400 + 1gabi + 14407 — 0643 =0 .
e posto 407 ==t avremo

13 4+ 1212 4+ 36t—643=0,
e questa non polendo avere piu di una radice veule e
positiva . polremo irovarne il limite senza difficolta, 1m-
piegando la serie  de’” numeri naturali o, 1, 2.3, ec. In
lhwgo di £. Con questa difatti troviamo ne wvisultatt i

P

cangiamento di seguo nel passaggio dal valore i #—=0>

) = )

2l valore 1==0. onde sarva il primo hmue p==0.
. P I - '
Ponendo pertanto == + T sbavia

-

38at— 2312 — X —— 1 SO0 . i

1
.’E*::::G—i—-? '

i

2717% — 130552 — 453y — 38 =o , pP=0,
_ 1
)A:‘:‘i) e *;:*

1056323 — (8223* —2-0603 — 2715==0 , i =i,

1

se==0 4+ —
+ u

24975 13 — 2groo u*—>5310u — 1033=0 , pV=1,
I
it S B >
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onde i valori di ¢, coll &uto delle formole del §. 114
§1 roveramno

. 31 160 9ot ribr

Y60 37 120 223 0 ¢

L ultimo di questi; che ¢ 1l pin approssimante a) gin-

sl si trovera equivalente alla frazione
5 . 16}49)’;:)
Aveglo pot U ==Ly/t. facendo 1 estrazione della radice
sara b= 1. 13504 in circa.
Usando di questo valore s1 trovera in primo luoge (§ ob)
80° == vo, 3220698 ;

_ | 15 .
i secondo luozo @ = ST [ t, 04737 ec:

Percio le due radici immaginarie dell' equazione
X3 e n2x—hHe=—o
— 1.04727 ...+ (¥,13594 . ..)V—1I
—1.0472% ... — (1,13594 ... )V —1
con che essa ¢ pilenamente risola.
§. 116. Es. 2° Invece dell’ equazione x3e——rnx 470
risohita da Lagrange ¢ ricopiata in tauti i libri, prende<

56110

remo la seguente, che si troya nelle stesse circostanze
a3 —a21x 4 37=o.

Culeolata Y equazione alle differenze, chie e

93 — 12097 4+ 3969y — 81 == o, |
si vede 1° che questa non essendo divisibile per I
proposta non pud aver radici ugnali ( § 64 ); 20 che
avendo questa i segni alternativi, la proposta ha tutte le
sue radici reali, delie quali due sone posiuve, ed um
negativa, come si vede e dal §. g6 e dalla regola carte-
siana del §. 37. Per cercare poi i limiti delle due radici
positive , se impiegheremo in luogo di = la serie o, 1,
2,3, ec.. non troveremo che risultati positivi. Altronde
il limite delle radici positve ¢ il 3, quindi siago avver-
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iiti che le radici domandate sono entrambe comprese fra
2 e 3 (§.63). Per trovare il limite proprio minore d

ciascheduna , trasformiamo 1" equazione delle differenze
1 [} b - - I »
nelia reciproca ponendo,; giusta 1l §. 106, y == — o © sl ot

terrd la
(Z) z3-=493" + (r + B (i )f’-—-ﬂ-t— -0,
- 81 81 —  °
e formate le derivate
45

12 33z? ““985‘?’1—1—8‘"
2.3 3: e 49 ;
con un po’ di attenziene ci accorgerenio essere il 49 il
minimo nuniero intiero che rende posiivi questi tre po-

linomj , € che sara pereio 2< 49, ¢ quindi ancora

X , I v .3
“2( ..._..J )>—;-:- 2 e ﬁn‘ahnen[e 17 > ":‘ . Cloe LK" minima3a
T T 1 * 1 i
delle  differenze fra le radici della proposia >-—. Po-
| , -

trenuno adnnqnie trasformarla in uim altra a radici sette
volte pint grandi col sostituire -— in vece i . e la
wresforniata colla sostitnzione della seric o . 1. 2. 3. co.
nisunifesterebbe di sicuro colla mutazione de’ sezin ne’ ri-
sultati 1 Timiu delle radict di essa. Lia wrasfoumnara sareb-
be difauti
as —— 1020x - sz*fn -0 .

la quale ai valori di x =18, 19 . 20 somminislr;l 1 ovie
sultati + 1, — 1, 4 111, lo che ¢ indizto i due
radici contenute Iuna fra 18 e 19, Ualtra fra 19 ¢ 20.
Potremmo pertanto cercare queste radici, ponendo per
Puna p=18, e p==19 per I'alra. indi calcolando Je
frazioni continue col metodo poco sopra esposto. Ma e
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spedirecmo pitr presto . se (come s1 ¢ detto al §. 108)
duplicheremo le radici della proposta canglando - in

x ;
"> con che avremo 1 equazione

(A) a3 —8ix + 200 = o :
e siccome anche in questa dalla sostituzione de’ niwment
naturali non si ottengono che risultau posilivi, cangere-
mo di nuovo nella proposta & in K cd otterremo un’ al-
tra trasformata

() xS — 18()@ —-1—&()():::0 .
la quale alle sopposiziont di o = - 8.9 da i risehiag

“+19,— 1.4 2~. Dunque le radici di (B) cadene Tuna
fra - e 8,1 31[1& 2 8 e 9. e quindi quelle della pro-

r 8 B & 0
2 Fi v '
yosta Vuna fra %~ ¢ —— . e la seconda {ra — e —. Cer-
P 3 3 3 3000

cheremo dmfzqtm Ie radicl posifive di (M ¢aanto piu si
potra prossime al vero, e trovatele le divideremo per 3
¢ ueste saranio le due positive della proposta. Ecco 1l

quadro delle opemzioni.

Incominciamo dalla radice minore. Avendosi p =% sl

" I 3 » . ¥ i

porra x==7 - -, indi si avra
J

3 2 { ; _ ] I
lg‘)‘d-—u42‘_)“-+~zlj‘+ iz=o0., p =1, ‘)-’:::._..-!—l—?
5
58 - ngm—-lazmli)."_—_oj ple=a., Z=24 -
s} .; I
ifud —21u*—12u~— 1==o0, pl=1, u=1i-+
1

-’3'_.__ o 2 f'f,y,____ P—— [ ey —— i
2]WI— T Wi~ S w—iyz==o0, p =2, w=2-+7
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1% 3— iBat2 — 135¢t—27=—0, pVi=x10, :.:IO-P-T

Brng3—1725¢2—348g —17c=0, pH= 3. ec.,

: : 5 i 4 /1 e 2 Va Vi 1
dui valori trovau di p ., p , p7, ec. ne concluderemo 1

segueytl :

® 7 .
a == 7 & — 1
=23 fre=s1
5 = 23 =3
8 == JF 8" = 4
¢ == D4 £ == 1
& = 139 &= 13
3 == 1444 J' = 13~
8 = 441 8' = 579
ec ec. ,

onde i valori convergenti verso la radice cetcata saranne
~ 8 23 31 54 139 1444 4471

1P 1" 37 4° 77 187 18‘:7_’ bg;';;jec.b
I ultimo de’ quali ( siccome il pin prossimo ) converuto
in decimali diventa

L D g -
=, #2193436 |
e diviso per 3 affine di ottenere la minore delle due ra-
dici positive della proposta. da
P .
xr=2,5"3g-81 ,
valore esatto fino alla (uinta decimale.
Ritorniamo all’ equazione (B) , e cerchiamo la seconda
radice positiva. Sara

et
¥

Ji— 3y —24y—1=o0, p' =06, r=0+—_

3733 — 4822 — 105 — 1 == plemt i A

R Y v
-

S
A
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27u3 ¥ —Ou—37=o.p"=1, u=1+—

7303 —180? —81rv—a7==o0, pV=1, v=1-4

I
58102 2mm20iw— 73 =z 0, P¥ =3, u-"m‘ﬂ-{-——}-_‘-

I

I
1633 —G618t> —3-5t— 53 =0, pr=—4, g~-;_-.-_4+..(;.

=0, p¥vizma2, ec

!
t

1005 g3 — 3305 g% — 1338 ¢ — 153
Avremo pertanto

& == O &’ == §

8 = 49 gl = G
e R

d = 100 3 == 13
¢ == 103 ¢’ == 20
&= 395 &'=r3
g = 2543 & == 312
8 =— 50681 b7 = 6-9‘;."
ec. | ec.

onde ; valorl convergenti verso la radice , di cw §1 trat
ta; saranno
8 49 57 106 165 5go 2543 5081
SR S 137 20 7 =37 T Gy
e comveriendo I'ultimo in decimali. si avra
8 - 15()(:;4%6";

Dividendo qm*sl altinro per 3 si avra la seconda radice

w ¥

€,

*.

~

positiva della proposta. cine
xr==2,~105319.

Sarehbe ora inutile un nnovo calcolo pe‘r Ta radice ne-
aativa dell equazione medesima . sapendosi che  per la
smancanza del 2° termine essa deve uguag’hara alla som-
ma delle due positive gia caleolate. Ma siccome questo
calcolo oltre all esercizio pei principianti puo servire di
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prova ar due precedenti, percio ne esporremo bfevemen-

te il prospetto.

t 1

Prima cangerema nella proposta x iz — x  ed essa
diventera

:r3-‘--21x'——--37‘-:.:0 .
di cui I'unica radice positiva si manifesta fra 5e 6 colia

- a & -, . | L] 8 A
&ostituzione de' numreri natdrali. Sara percic

e 7 ’2_ - e 1 __ 9 }_- .
193 —54) 10— 1 ==o, p'=3, ¥y=3+—

#3533 —1203*— g)z—15 =—o0, p =2, 5=2-+—
3 . | | S

. . L — (U i f a— D L —
1w’ —297u*—318u—133 =—o,p"" =3, u=3 y
| | I
703v3————89;v9--—-?02v—u-lmo:pl?:_.—l,vmr-f—-;;

I
1007w +38-w3 —y21900 mrod=—o, pV =1, w=1 4+ e

| | | N - 1
521 #3=2583¢>-=3408t—1007=0. p1=0, t =0 + -—(;

1907g3—218040* — (795§ — bo1 =m0, p =11, ec.

Quind

a=—>5 L

f — 16 5"33
R - 7

¢ == 127 8! = 24

¢ = 1064 g’ = 3

& = 20t 4 = 55
g == 1910 ~' = 361
6 = 213ex 6' == oot

*
m
A



2
) | I

onde la irazionc p";_t';. COUVErgenle Verso il vero sara
21301 _ e
S D, 2900 JSQ

4020 ’
v runle sullicientemente ¢ secorda enilt somma  delle
due vadici positive gia ealeolats di soprn: e s accorde-
rebhe di pint, se st fosse raecolio uin magzgeior pumero di

reasfopmate nel caleolo st di questa che delle due radiet
['.tr‘;“.—:;‘:{"di*l'lii-
€. 117, J7s. 32 Proponiama pov csercizio 1 equazione

di 42 gra do

3N 8 :-3
P T R S i Il P

NI . I . \
. equazione lle difterenze sitrovera essere

1
te
-G Fn {34 - 3 4-3 Ry Qg2
36 e 5301 4 02400 — toaro(y? 4 8-1817)7 —
£ 303

i

r-‘
23007227 OOVl == 0.

I
Qniz'uli To radiet della data senn intte roalt e {1isu_;_m::]? .

e {ia quosie dne pnsit.iv(t e dur negative. H Timite delle

radici positive ¢ il 3. ma non manifestandast guesie colla

Csostilaione (e pumorl patarali . faremo  possaggio alla

trasforinata a radici doppie (§. 108 ). che sara
2t e Go® + 0% 4 592 = o.
Ouestn colla sostitazione siddetta palesa le dne radict
positive Tuna fira 4 ¢ 5, ¢ I alira fra 5 e G.

L ] '

:) + . L) -

p———"

I.a p;‘i_ma di queste 5] {rova — .

"y
-A

T

1. seconda . . . . . . =
oiide le radici ]'):;}s.if_.i*v.'o della proposia sono

- [
L O
o ~ !
O

-
L] » *

F

> == 7. 408

o Ty
-y

T L - e
\T n—— .." _l'_ j i ?

.
}.e nogalive . opod che saranio cangiate in positive . si lro-

mente eolla serie de’ numert naturali, I'nna

- ¥ a
vanvo pomediaty

fen 1 e o, Paliva fra 3 e 4. cd escgucndo le opportune

H [ A

Ancrazionl ¢ ha pe] loro valove prossimo

H
¥ 1 42805 .. ] g e (3700040 L),

AL X}
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Oltre questo metedo, che ¢ fra tu i pm perietio |
ve ne sono molti altri inmaginan da Newton , da Lulero,
da Simpson , ec.. olve 1 piu veceite di wattl, quello LL!
M. Budan, 1l cui principal mernio covsiste nel rovare
SON W MEeCcansmo sern'nm:lssimu di culeolo 1 limu delle
redici reali, ed a scoprire Iesistenza slelie hnmaginane.
Ma nol abhiamo gla czeupata per ko teoia detle equa-
cioni ano snazio forse troppo esteso in vista de’ eondin:
che ci sono preseritti, oude rimendiamo 1 nostrr alitevs
e opere originali de” menzicuati Servittort, quudora bras

1Ass0er0 LDl Dl ailihid i“.l..L'l.Jiit'
I ]

De’ problemi indctormingti di secondo gritdo.

5. 118, Dovendo not supporre 1 nostrl  lettorr istrntiy
de’ metodi L con eni stovisohonn le eemazioni indetes
di primo grade, non parkerenio che i (El_{!i t’;,v.l_
] ! onen B & P _,1 Jie canten . }
secondo orado . limitandeer a quel.s clie contengeno diw

- L3 } } ‘- "I
% [ y =k 3 L - L) T
sale incesuite, per e duadl

sollanto st p;):,w“o dare dolle
regole gene roll,
Loy, Rosolvere i numert raxional l’eqn:};:zo';::f cenrra
i
+ axy -+ La? = Yy —+ dx - Gl 0.

Se questa si pisulve per rapportu ad 3 colle note formele,

2y 4 ax + c=\Vi{a*—10x? + 27ac— 240 A
_—
Ponecasi la guantiti radicale == £, ¢ nel temno medesime

O
Al A€
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e si avra 2y - &xr + 6==¢
Ax? + age + h = 2.

Moltiphichiarno quest’ ultima per A, e risolvendo di nue-
vo 1 equazione |

A*x? - 2gdx + A(h—1*) =0
avremo i

Ax + g =v(g> — dh + Ar*),
o facendo

Adx +g=—13, g8 — dh =1,
e quadrando ciascun membro, avremo finalments | equa-
zione
3? — At + B,

La quistione e dunque ridotta a risolvere in numeri
razionall quest’uluma. Difatti tovati v valori di ¢ e di =
si avranno quelli di = e di y per mezzo de’ valori

5 —g t ~~ ax —C
= g, y= 5 :

Se poi oltre all’ essere & ed y razienali si volesse che
fossero intieri, bisognercbbe che quelh di £ e di 5 fosser
tali . che sosutuiti ne’'valort di x e di » I vendesscro
mtiert.

Cio premesso 1" equazione

2= A + B

¢ risolubile In numeri razionali ne’ seguenti casi:
12 se .4 sia un quaaralo; |
2° se B sia un quadrato ;
3% se At? 4+ 0 sia un prodouq della iorma

(at + b)(ct +d);
40 se At? + B sia della forma p? + gr, e p.q,r slane

ciascuna della forma at + &.

Caso 1° Fatto A4 == a® | equazione a risolversi sara

' = a*t*+ b.
Pongasi a* > + B=<(at+ m)*



I.—;E_B
e sarli , sopprimendo di qua e di la il termine 4*&.

B—am
! —

201
Prendasi ora per m qualuncue numero razionale Positi-
vo, negativo , intiero, o rotto, e trovato per di lui mez-
zo 1l valore di ¢, questo dari per 5 un valor razionale.
Questo ¢ evidente per essere z=—uat -4+ m . dove il se-
rondo membro e tatto razionale.
Caso 22 Posto B =10, I"eqnavione da sciogliersi sara
gt o= 12 4 )2
Posto 1l a? membro == (it + 6)*, favo lo sviluppg e
le riduzioni .‘avremo
2 mb
L= _m
Messo questo valore nell’ equazione , si avra
s (A 02y =mt + b

(fi()(‘..‘. Z auo (?S'{)Pt_‘s.ﬁ{) ) S Y "1111111'1(}111@.

H AU RO

D

Caso 3 L eqauz 4
st (qt = 0> (et d).

Placclasi qui pure i 2¢ membro = ni(at 4+ 0)*, e toly

i fatort comuni da ambidue 1 membr1, rimarra

ct - d=mlat+b),

da cur abbiamo

€)uesto valore rendera razionale la formola propesta, quas
lunque sia il valove di ' purcheé sia raziousle.
Cuso 4¢ La forma deli’ equazione esseado

st (a0t )* (o dt)(e+ /1),
m cui i ocoeliivient @, b. ¢, ce. sonu difterenti da quelli
dell’ equar.one gmitr:de; sl ponga 1L 2% membro

| —la+ +mlc+Hd)}",

o togliende du ambe le porti i quadiato comune
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(f-—f— Ley? . e dividendo per ¢ -+ dt. rimarra
e+ jt==am(a-+bt) +m*(c+ dt) .

d’ onde si ricava

c— 2 —M>C

amb+m*d—f’

valore che sostituito nell’ equazione precedente sommini-

& mmm

strerd per = de’ valori tutti razibnali.

§. 119, Ceserr. Se 1n virtii de’ cast esposut , ovvero
per azzardo si conoscerd un qualche valere di t, che sod-
disfacceia mnﬂnmmome all’ equazione

== At + B
se ne por tranne per mezzo di esso conoscere altri infmit,
Sia difatti p questo valore , e ¢ 11 corusPond?ntp a1 3.
sicchie 1 equazione divent

g* = Ap* + B.
Sottratta questa dnlla precedente st avra

5t — g = A —p*),
OVVEro

ﬂg ~+ A(e? —p = .
(Questa nuova fom';:z ¢ evidenlemente eccmpresa nel 4°
caso; CNGCE p(}nendo

g* -+ AP —pD)=[g+m{t—p)]*
3l ricaveri
( A -f—mz\p—-omq
m? — A

€. 120. Fs. 12 Trovar de’ nonmeri tall che sottraendo

\ [
L

i1 2 dal doppio del loro quadrato , 1l residuo sia un

Nnuovoe (]Ua(] 1'ato.
Se ¢ ¢ uno di 1ayi numert, dovra sussistere I’ equazione

Z‘)‘ EOE 2 tg b 2 L
1a riua}e messa sotto la forma
?=a(t+ 1)(t—1)

sppaviiene al 37 ecaso. Ponendo pertante



20t + 1)) (=1 )=m>(f=—1)",
indi dividendo per te—1 s1 trovera

m =
{ —

m —

Se ora daremo ad m dei valori positivi o negativi,

;ONne
me== o0, +1.-4+2.4+3,+44, ec
ayrema
5 | N 1
T e 3 -
t-———-—-—- I- —“\}5 Jj - " oy ‘,P(.
/ /
. 144 04
e By i6, 0, =, 5=, @
49 7 49

e dando det valori frazionar] ad m si avrebbero alt m-
fimit valort di # e di 2. |
Es. 22 Quali sono 1 numert , i1 ent doppio :j{uz}drato

ecceda di una sola unita un altro quadrato?

Sia ¢ uno de’ numeri cercati. e z? un quadrato: dovra

essere
ovvero

Quest equazione nello stato. In cur si trova, non si vi-
Jorisce a nessuno de’ quattro cast precedenti:; ma si rife-
vira al 47, se st porra sotio la forma
22t A (b 1) (L —1).
Pertanto ponendo il 2° membro =—{¢—+4m(t+ 1)72.
dopo le dovute riduzioni si trovera |
m> —+ 1

t A mip— 2 -
I e 2N e TN
Quindi ai valori positivi i

-

m=—o., 1., 2. J

"
- 4

dorrispondono 1 seguents

le
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5 & 1
L= 1, =1, ==, =, =5, eC
i " 23
. o 4

Prendendo poi
?nm_!? —3’ -—-33 .——4’ ec.
si avrebbe

in
5 ; ~ J

/
5ag

st ¥, 49 , 49 , *4-§,ec.

I

Noi qui npn abbiame esposto che i principj, che ser
vono alla risoluzione delle cuistioni cosi dette di Dio-
fanto , ed abbiamo in conseguenza indicato gli actifiz] piv
ovv] per render razionale una formola irrazionaie di se-
condo grado, artifizj che sono di grand’ uso nel Calcolo
integrale. Chi bramasse conoscere la risoluzione generale
dell equazione 32— At* + B, la potra leggere negh Awi
di Berlino per I'anno 1767, nelle Aggiunte al 27 Tomo
dell’ Algebra di Fulero fatte da Lagrange, ed m diversi
Trattan d. Algebra si italiami che esteri.

C APO A\
Deil’ estrazione delle radici dar binomj irrazionalt.

'§. 121. Accade non di rado di dovere estrarre da uum
binomio irrazionale , come a -+ y/0, la radice quadrata o
cubica , o di altvo quaisivoglia grado: cio ha luogo par-
ticolarmente nella soluzione delle equazioni derivative del
2° grada. Con tutto che queste radici, generalmente par-
lando , siano doppiamente irrazionali, v hanno pero molu
casl, ne’ quall esse si possono effeuivamente eswarse, cd

ecco un saggio del metode da adoprarsi.
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Prima di tutto osserveremo che elevando um binomio
della forma

T+ V)

alla potenza m , e rappresentando com x, y due quan-
tita di loro natnra razionali ¢ sia chie m sia pari, ovvero
dispari, si arriva sempre ad un polinomio della forma
P+ Qvy,
in cui P e Q sono quantita razionah dipendenti da x, y,
e da m. | | |
In 22 luogo se si innalzera il binomio
VT + VY
ad una potesta parl , 1 termini dello sviluppe saranno di
nuovo della forma |
P+OvVy; |
ma se la potestd sara di esponcnte dispari, 1 termini della
potenza di questo binomio saranno tutti irrazionali, e per-
eio non riducibili alla forma precedente.

Inoltwre il binomio x V), ovvero yx +\/y potrebbc

m .
, . . : »
avere un {attore 1rrazionale y/k, che sparisce colla forma-

xione della potenza m, ed allora sarebbe

”m

[ (x+V _}“)Vr'f] , OVVero [( VE 4 v/ 1) {Tf',;]
= P+ QY

cioe della {forma precedente.

§. 122. Prop. Dalla formola @ 4y, in e a e b pos-
sono esser quantita si positive che negauye, estarre la
radice di grado m.

Pongasi

Via+vb) == (x4 vVywvk

a fatta la potepza m di ciascun membro,; avremo
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mim—1)

&e—-,-—\/b:::]f[l'm-{— q GTIY L ]

1M1 (11— 2)

=+ /i[m:x”'—" - P e A .]\f‘ r.

Ugnaghiando fra loro separatamente lé quantita razionali

ed wrazionali, e non ritenendo che le prime, di cui ab-
biam bisogno, avremo 1 equazione
m{n —1)

(.rﬁ’) a:.-’{. E e N ENTAY AL ]

—

Ala se si pone

Vie+vb) = (x+Vyvk .
dee ancora esseie ‘

m
V(ia—vb) = (x—vrivik,

giacche latta la podesta m della seconda, si ricaverchbero

le medesime equazioni ottenute colla prima. Ora moltpli-

cando fra loro queste due, si ha

m
Ve —by = (@ — vk,

PY percif)

TH

"} — b
T = X e— g

i » - .
I 2° membro i quest’ wliima essendo tutto razionale |

A

bisogna che lo sia anche 11 priuo , olidde € necessario

55 e |
che Fir 814 ulla potenza ™. It siccome nen vi ha

a arbitrario che la quantita . bisognerd darve a quesia

un valore idonee a soddistare a questa condizione. Qualora

non se ne presenti altro pin semplice , si potra sempre

dare a & un valor tale, che sia |
T

k2= (a? —b)—

a? — b
e posto pol e = O, avieme XY e 3 (.
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Sostituiti quesli valort di & e di y nell’ equazione [.f)
essa diventlera E
mim —1)

(ﬁ) a == A[ X + 3 g TH—2 (x.ﬁ P C) +

m(m-—1)(m-—2)(m-—3)

2.3 .4

:C'”""‘-’i\(xﬂ .—-c)"* —4-— (‘(’.],

Se da quest’ equazione si avranno dei valort razionzh
di . la radice, di cul si wraua, sara possibile, e savd
della forma

m .
(x+vV) PRt

Se questa non conterra che poterze pari di x, in modo
che posta z=x?, la wrastormata in z abhia di nuovo
delle radici razionsli, Yesirazione della radice cercata
sara di nuovo possibile, ma questa sara della forma

< 73
(Va+ v OvVEh

Qualche voita pero puo accadere che la radice torui
della forma precederﬂe: basta per cio che 37 08sia X2 = €
gia nn quadrato , meatre allora v/ 1 sard razionale.

Se né x né x® avranno valori razionali | T estrazione
della proposta radice sara 1mpossibile | almeno solio I
forma binomiale . che not abbiamo constderato.

Es. 1?2 Si debba estrar la radice quadrata dal binomio
1mmagintiio

1 4+ 4y — 3.
Fatto il paragone della tormola v (1 -4y —3) eon Ia

"t
generica Via+ Vb)) siham=—a2, a=1, b == — 48,

a® — b =40, onde prendendo A==1 sara

At b
T p———— -:1 3

L%

Posti questi valori nell’ equazicne (£) si ha
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1=—=a® 4 x> —~, ovvero x* == .
d2 cui si hanno i valeri razionmali x = 2., x = — 2
Prendendo il primo, sara = — 3 , e la radice doman-
data del binomio sara 2 4y — 3; e prendendo il seeon-
do, sara ancora y === 3, ¢ la radice sard — 2 4y/— 3,
che corrisponde al binomio 1 — 4/ =3, che va sem-
pre congiunto al proposto.
Es. 2° Cerchisi il valore di

VZ2E
104
’/ ( 4 V3 )
Essend 3. 13() " 1809
ssendo m= 3. a= - sard
54 144 7
19321 | 68021 405
Qa? ‘ % s [ i . _

2916 IIObLI[ (2 O 9>a

3
(lg —— b 41 | | . |
j3 =5 . 11 denominatore di-

{)/(2.6',-9)“}{2

venia un cubo perfetto , s5€ si pone ' — difatti egh
, 3 :
prende la forma v(4.9)8, la cul radice cubica ¢ 4.9
| 4
ossia 36. Sard dunque ¢ = — 35 Ponendo «uesti valor

di @. di £, e di ¢ nella equazione (H) , si ottiene

[x* +32"(f -+ :;)]9

e fatie le I‘.ld'l‘lZlOlli . I equazione culnca
4322° + bgx — 139 = 0,
la quale , trattata secondo che si & insegnato ar §§. 7z

1
e 73 , manifesta la radice razionale T =3, e percio

S LAV SN \ final
s Vo kel g ¥ unque sara iinaimente
'7 O i JO L], 1

| J\)
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3
’/( ],,.,-9-1- g 5): (+ V) \3//,-_:(-;— +-2»/5)3/3_

>

FEs. 3° Cerchisi

:/(920 —= 2001\/21)
Il paragone colla formola generale \/(a 4+ /) i da
m=4,
a == 20

= 840400
b = 840000
a®— b = (o0 == 8¢°
?
l/a‘-* —b VSo
i c 7
Se si fa k== 15, si trovera c=v16=— 4, y== 22 == 4.
Posti questi valort in (B) si ha

920 == 5[ x* 4 Oar® (x? == 4 ) 4 (x?—4)%],
¢ fatte le ridnzioni

L —— fx? —— 21 =0 .

Facendo x? ==z , si ha la trasformata

%2 45— 21=0,
che ammette due radici razionali 7 e ==3. Dal primo
valore si otticne x == 4+ v/~ ., y =3, onde la radice ri-

* . ; 4 L] :
chiesta avra la forma (v + V) vi, e sardh =

i
(V34 V7)V3. e per la formola proposta si prendera il
segno inieriore. Volendn adoprare il valore di @ = y/— 3,
si avrebbe la stessa radice espressa sotto la forma imma-

ginaria

1
(V=34 v =7)V0. ovvero (/3 + /7~ :..) \ -1,



Ls. 42 Sia finalmente proposto di irovave il valore d:

4
V(14 +8v3).

Avremo

m = 4

a==14
a’== 190
b = 192

a*— b = 4

1

Va:“" —b
——— e oy () g, ¥ N . v g
7 ( facendo f=3)=2=c:

onde dall’ equazione (B}, si avra
4= x +6x*(x?=—2)+ (x*>==2)*].

ohe si riduce a
L ——2x?e— 3 =0,

2
22 e 35— 320,
dove vi sono due radici razionali 3, — 1, onde sara
x=1+v/3 , ovvero x==y/ —1I.

Col primo valore sara y =1, e la radice domandata

S ———
ﬁ

§4
(V3+1)Vs
Col secondo valore sara y==-—23, ¢ percio la radice

richiesta =

(V—1+V—3Wi=(1+ VIIWE Y — 1
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CAPO XIilL
Proprieta delle funsioni «lecbraiche.

§. 123. Olwre le nozioni su le funzioni in genere, che
ablsiamo premesso nel principio di quest’ OpeTA. VI SONO
delie proprieta piu intime , le quali debbono esser conos
sciate , e che dipendono in gran parte dalla natura delle
cquazionl. l.e quantita indeterminate ., che caratterizzano
una funzione , e che si chiamano anche wariabili, pos-
sono entrare 1n qualunque numero nella funzione mede-
sima. Sotlo questo rapporto le {unzioni preadonoe il no-
me di funzione di una, di due, di we variabili, ec., ed
a queste competono le stesse divisioni accenuate al §. 3
per le funzioni in genere.

§. 124. Prop. Una funzione intiera € razionale di una
sola variabile x si puo sempre rappresentare col prodotio
di tanti fattori lineari della forma p + gar quante sono le
unila uel massimo esponente della stessa o

Sia Auem 4+ Bem—r 4= Cew—2 | 4+ T la funzions
proposta. Questa s divida per .4 e si ponga =z 0. Dell’ e~
qguazione , che ne nasce , siao a., b, c. d. .. . le ra
dict. e ne verra I'identita

5 - C T
i _I_ 7_}?”:-———1 _]’.._ 7 o2 + ? ——
g z

i

(xe—a)(x=—0)x =)= d).....
e i'noltiplicanda di nuovg per A, sioavrad

Axm 4 Bxm—t 4 Cxm—2 ..., 4 T ==

A(x=—a)Y(z=—~b)(x=—c)(x—0d) .....
Quaest’ uguaghanza sussiste evidentemente , ancorché il pri-
mo membro cessi di esscre == 0 , cioé non sia un’ egia-

ziope ma solamente upa tunzione. Dmulmr Q.
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Si puo dare un’altra forma al preeedente prodotto cor.
cangiar di segno tutti i fattori, con cle esso diventera
+ d(a—=x)Y(b—x)(c—x2)(d—x)....
dove vale il segno superiore nel caso di m pari, e 'in-
feriore nel caso di m dispari. Osservando poi che nell e-

B 7‘

quazione x™ - i am =t 4, =0 81 ]
T
abed ..

Axm + Bxr—"' + Cx—2 . ... 4 T =
T(a—-—-'r:) (Z}-—-—-x) \\(‘——-x) (d-—-x)

= T(‘"““)(I“ b)f """‘")(1“7)

Se fra le radici a, b, . ve ne sararino di imma-

== 4 abed. .

e (Iuindi _{Jﬁ i - 531'2‘1 ancora

ginaric , sieccome due C()'z'}]ngat.e qua]unque somministrano
i} fattor reale di secondo grado x* + fr + g ( §. 69 ).
quindl anche la funzione proposta risultera dal yprodotto
di fa{.iori reali di primo o di sceondo grado.

§. 125. Fra le tfunzioni a pia variabili si distinguono
spee m’;mmue le omogence dalle eterogenee. In quelle le
variabili linnno in ciascun termine un medesimo numero
di dimmensionl non avuto 1‘igrim‘do M coefficientt costantt
ehe vi sono compresi; non cos in queste. Percio le fun
zionl seguentl

2abxs—z* , V] bx¥ — 22510 4 cxz® —u3 ],

i)
\,

,/1:;1‘5 —bx?z3 + ¢*xs
: ec.
x? — [ 33" 7

sono ite omogence dove s1 dee por mente che nelle

funzioni razionali e fratte 1l numero delle dimensioni si

desuume dal numero delle dimensiont del numeratore di-
minuito di quello delle dimensioni del denominatore ;
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mn velle irrazionali si deve inoltve dividere il numero
delle dimensioni dei termini sotto del radicale per I' espo-
nente di questo. Cosi nell’ ultima delle formole precedenti
il numero delle dimensioni. ossia il geado della funzio-
ne . se non ci fosse il radical cubico, sarebbe 5 —a

" e _ 5 T - N k 4 .
ossia 3. ma eonsiderate il radicale . sara — =—1. Cosi di~
, : 3

cast delle alwe,

§. 120. Prop. Le funzioni imticre ed omcgenes a due
variabili . y ammettono senipre tanti fattort lineari della
forma py 4 gx quante sono le loro dimensioni.

Tutte le funzioni intiere razionali ed omogenee a due

variabihh sono contenmute nella formola generale

Ax™ 4 Byxm—r + Cy?xm—3 4 Dy3am—3 ., 4 Tym,
Si ponga xr=7ru, ed cssa si cangera in
ym( Awm + Bum—t + Cwr—2 . ...+ T).

Ora il fatiore fra le parentesi, essendo ridotto aHa sola
variabile . ammete (§. 123 m fattori lireari della for-
ma p + qgue. D pinv it fattore 7 st smembra in m {attori
ugualt y , ¥ . y', ec. Se dunque si moltiplicherd ¢iaseun
fattore p + g per ¥ e si rimettera o invece di yu, avre-
mo la funzione proposta rappresentata da m fattori tuti
della forma Py -+ gx . ccme st é asserito.

§. 12-. Se la funzione tuttoche omogenea contenesse
pit di due variabili. non si pud . generalmente parlando,
applicarle la stessa proprieta ; come se essa contenesse le
tre variabili w . ¥, 2. non st potrebbe usserive ¢l essa
contenesse i fattori della forma py + gx + rs. Cio non
ostante in alcuni easi particolari si possono determinare &
fartorl di questa terma. Eeconie wi esempio:

Sia la {unzione omocenea a tre variabilr

L
L )

ari = bx't 4+ o Aeeytx® 4y

' -'\’,‘;'f
'—F—- H"L \l ;
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Per vedere se quiesta ammetia de’ fattorr semplici della
forma py + g +ru pongasi Py~ qxr + re=o , on Ao
- ]1
Iracoast ¥ ee—m —— I —— =1 .,
a5t ) D 7

funzione questo valore invece di 9y, indi meliplicand.

s sosiitnendo nella propost:

taiti 1 termini per p', ed ugaagliando tntio a zero st

AvIa

Cag? + bpt 4-cpPq” ! + (Jagir + 2ep?qrixiu 4
(Gag™rr 4 ep?r* + fprag® + aptorxn® + (fagrd -
afprgrizut + (ar® + cept + [prrtut =o.

Siccome 1 coellicienit @, b, ¢ ec., p. g, r debbouo
essere indipendentt da @, v . w, cosi quest equazionc
non puo aver Inogo a meno che non si distrnggano {ra
loro it 1 coefficienti di ¥, di x*u . ce., onde si avran-
no le scgnenti equazion

agi 4+ bpt 4+ epPg? = o a
Jagir 4 aep?gr==o

Gag?r* 4 cp?r?> 4 fptg” 4+ gpi=o
jagrd 4 2fpiqgr=—o

art <+ cpi 4 fprr? = o.

(Qieste cinque equaziont serviranno a determinare cin-
que delle ser quantita a, 0. ¢, e. f, g, delle qual
nna ruRarra indeterminata. e guesta sia la prima a. Avre-

no pf’l‘l{l]ll 0

aq’ ar 2 a7 2 ap?r?
P' P pt P
2 Ay
E= T

. e : : L
onae la funzione proposta si trastormera n

il
—{ gy Jommd 0w hzn] eee Oy iy B Bu® 2149429, 0
Sy ) + (/ i 4 Ll AR ¥ ,",‘f} (] a} X 2]) ] ..} L2 osm

AN

L Y

2 rtaxiu? ) :
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e questa avra quattro divisori della forma py + qgx =+ 1.
Per wovarl {acciamo astrazione dal fattor costante fuori
deila parentesi , e pomamo per brevita
priri=mh, gPa* =k, rut=l,
e la [unzione precedente uguagliata a zero diventera

h3 4 k% 4+ 1% — ohfp — 2Ji] — a}! —

Risolvendo quest’ equazione relativamente ad una delle tre
indeterminate 2, £, 1, per es. ad % avremo

h—=Ft+ 1+ \/L(A )t — (£ — 2l
OVYero

h=rft 1\ &+ D2 —(h—1)*]
® ancora

h—b— 1=+ 4} s
quindi si avranuo xmmedialamentc due fattori lineari della
precedonte eqrazione 3 clo:

fomm i L\ R k] NG

e restituendo 1 vaelort n o L ¥, 4, stoavrarno i due fa-
tori di secondo grado
Pry? — qru? — it — 2014 == Uyt — (g oy )
I ) VRN D e D o5 oLk < 2
PRyt — gttt — 2yt 4 -(/f.,czzh_q;; — (g —ruy*

¢ guesti ultuni decomposu ne’ lovo fattort lineari danno

fnalmente la fanzione proposta cquwah‘:me alla segucnty

o f
(g ) py--gu «)( Py +qx=ra)(py-getra).
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¢ APO XIV

Iraziont econtinuc .

§. 128. Sia z una quantita qualunque che non possa
esprimersi 1n numeri intieri, e sia & una quantita intiera,
irovata per qualunque siasi strada , che differisca da x

I

meno dell’ unita. e sia :r'zx . ¢ chiaro che si avra

I
:Z'.."':..."a—f— :’;‘—;

Sia di nmuovo & un intiero che differisca da x’ mene

a - [y - LY I
dell’ unita, e chiamando similmente x" la quantita ———7,

e ——r

1
sara del part r'=—=a + o Sostituendo pertanto cuests

valore di x’ in quello di x si ha

I

— I
X - Ty :
% x”
Sia ancora «” lintiero pin prossima ad x”. e sara di
i __ | pitt J :
N10V0
— ! 1
x p—----x - —— I . ﬁc.
: - s Tl
a -+
“H _*_ ——

Y
!

Questa sorta d'espressioni , in cul ciascian denominatore
¢ composto &’ un intiero e d una frazione, si chiamano
frazioni continue. Una frazione continua sara finita o In-
finita nel progresso de’ suor termini secondo che x sara
una quantita razionale o irrazionale. Le cquantita a, a’,
anj
ron avremo occasione di considerarle se non sc posiive:

ec. possono essere si positive che negative , ma nol

o
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qucste pero , come si vede, servono a sciogliere ia fia-
zione contua una gnantita qualunque Xx.

a e ‘;] . \ . . . - s

Sia per es. @ — 7V s cloe si debba sciogliere in  fra-
¢iocne continua una frazione ordinaria: cio si otteira coll’ o
perazione medesima che | insegna ' aritmetica per la ricerca
del massimo comun divisore, ed 1 quozienti successivi cor-

risponderanno in questo caso alle quantita &, a’, a’, ec.

23

Prendasi la frazione spuria e dividendo 23 per 5.

indi eiascun resto pel divisor precedente , si avra la fra-
“lone proposta

23 , i
F=4+ 7

L

1
o=, L
I~ 2

5
Se invece si volesse sviluppare 33

ENp

5

s1 troverebbe S50+ 1 I |
50 -

RN .
T =

Nel primo caso sarebbe a=—=4. a’==1, a"=1, a/'= 2,

9

e nel secondo a=—o0, a’=4,a"=1,a"=1, v

Le quantita . a’/. 2" . ec. possono  percio (:Jj_iamarsi

quozienti successivi . e le quantita z', &”, 2", ec. su-
periormente adoperate. con cul termina una frazione con-
unua, e che restano ancora a svilupparsi. quazientt ¢ome-
pleti 5 in (uestl sono coutenuil tutil 1 quonienti ulterior:,
qualora si seguitasse lo sviluppo della frazione.

Se x sara i valore di una fraziene continua sviluppata
fino al quoziente a® inclusivamente. ed in Guesta i ece
di a™ s1 sostituisca il Guozieute completo corvispondeaie
), 1l risultato sara il valor esatto i x . e sara Sempre

& tutto r: ”Ol‘e
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1 1 ;
BT T x.ma:—{—--m, ' 3
# pet {’
X
. X
dE= Y - "';', I 5
: E if ‘ e

ec.
Quindi si vede che per mezzo di ciascun quoziente eom-
pleto st puo seinpre ripredurre il valore intiero ed esatto
della quantita sviluppata , qualangue sia il npumero d¢’
passl pc’ quali hia progredito lo sviluppe.
§. 129. Prap. Ridurre in frazione ordinaria una {razio-
ne contiiua.
Cio st ottiene osservando la lewgge che siegnono 1 11-
suhati che si ottengono prendendo successivamente un
termine ., due termini , tre termini ec. della [razione pro-

posta. Sia la frazione proposta

I
—_— I
(74
A + “I + I

Ha SR ¥
& -+ T +

al¥ - ec.

Interrompendo questa dopo un denominatore . mndi dopo
due , poi dopo tre. ec., ed incominciando dul termine «

di forma tutta inticra si avranno it valor

o 1 ax’ + 1
X== & = g
N Ay ' PO
) (' 4+ 1)a"" + «a
&+ L= T, 5
a’ -+ 5 o'a’ 4+ 1
o
: H ;
X i (0a' a” + o + a)a® 4 aa’ +1
¢ - — i — i :
‘ & + —3 . (a'a” +1)a" 4 a 2
A T

&

ec.



Ora facende

’) o & q — ) §
pl = pa' A1 g =gqa’
Pl == pla” 4+ p g? = (7'05" -+ g
R S, LT | ) < L, s ¥
pto=pe’ T p g =qg e TG
. " 7 — !
pvo=pta 4+ p gy = g"av 4+ q°

4
;}!‘:H) — I)(ﬂ'—'l) a(”) __l_ p('!"""‘l) q'fl) Ty q:n-——-l) “(ﬂ) + q{n—-‘ZJ
ic Precedenti fraziom si potranno rappresentarc con
p r rp P

FE

q , q’ﬂ (] b qﬁfﬂ e (f{ﬂ)

ed & da rimarcarsi che essendo « . a’, a7, ec. tutt nu-

€C.

merl intieri e positivi, si avra
p < p’< ])h< p?N< eC.;

e similmente

g g g g" < ec.

La legge poi di queste trazioni e costante. Avvegnache

se prendiamo per es. la frazigne ==, = =77 . &
q g a"" +q
- . _ X |
c¢liaro che cangiande a1 &’ v oue dovri mnascere
P o pMav +p” .
“7{; . 0SSl P Ora cio accade realmente, glae-
o
(hé o, ~+- ..I_. e B " z_{__ ——
' P &V _f_P'_""p“ —'_, +aiv"—‘
}} f.”alv + p}f I
; e sitmulmente g"{a™ 4+ —7 ) + ¢' =
‘xlv ? I q _*.al\f ] ——
(ifﬂaxv __'_ qH
g , onde dividendo T'uno per l'altro quesu

valori , e sopprimende il divisor comune a'v. si ha
JF
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Pm alv + Pﬂ | Pw
q‘”a:v + q" . qIV

P(ﬂ)
q(r.l) ’

. E ci5 valendo per qualungue fra-

sione si vede clie una qualunque di quests ricade

])(ﬂ"‘i"‘l) 1
> " B ey {n) —— ey . - 5
nella seguente proa=y col porre a'® +- —o) Inveee Ji

™. Dunque la legge € costante.
;_)(!‘) ]}{f+l)

§. 130. Prop. Se due frazioni contigue propapTEE s1
giducono allo stesso denominaiore, indi si® soltraggono ,
In differenza fra 1 numeratory sara secmpre uguale all’ uni-
ta positiva o negaliva.

p(") p(f'-i-i)

Siano difati le due {razioni conticue — . —— .
o (f}'(!) . q(n{ﬂ)?

sottracndo la prima dalla seconda si avra
}')("+') (/(’) —— pl'q(f'—}—a)

Gud gty
Ora dico che 1l muneratove di questa frazione non ¢ al.
tro che 1'unita pesit_i\-'a o u-gauva. Imperciocelie suppo-
piamo at+4 il quoziente corrispondente a prt) . oude
sia
Pl = p) g0 4 plr—:)
(Z(f'-*-l) — (/(") at+1) - (]("——-'2 i
Mohiplicando la prima di queste due equaziont per g0,
¢ sottraendola dalla seconda moluplicata per pt? si avra
dopo le riduzioni
pUt grle— pod gl e — [ pod glr—1) — plir—=1 g 7],
Ma quest ultima collo stesso discorso si trasforma in
p— lrp(l‘—l) q{r'-—-z) _.__P(z'mz) (7(!'—--1 )] ;
e questa in alira sempre mancante di un nuovo accento.
ec.; dunque ripassando a formule di indice sempre mii-
nore si arrivera finalmente a p'g — pq’; e siccome que-

sta non e aitro c¢he 1, qundi swa pg —p¢l=—1,



163

e rimontando agli indici pint alti si troveranno tutte le
formole successive uguali all’ unita , la quale sard positi-
va . se Findice pm alto di p sara dispari, e negativa se
i"indice medesimo sara pari. Percio sara per cs.
plqgt —ptgtt = —1
P — prin g = 1.

Quindi le differenze f{ra le fraziom

?

p rplop
9° 974" g

sottraendo sempre la precedente dalla susseguente , saranno

i

2 ec. 7

I I I
1 T T T + nt < e€C.
99 - 7' 9°q
§. 131. Prop. La differenza fra la quantita vera x,
p

ed una frazione ¢ tanto piu picciola quanto mag-

(/U‘)
ciore € I'indice r . ossia (quanto piu la frazione medcsi-
ssa ¢ piu rimota dal principio della serie

p r p
g g7 g
Siccome si ha a tutto rigore ( §. 128 )
I 'ufr ~t= P 1
TS g T g T g
p e’ +p

I'A _
“—I—“ + w—(itxu_*_q

. effettuando la divisione)

oo LP9g—peh .
{;,r qr(q;x*_l_q) = ‘/I q’(q'xf}+ {})D
X p""r” P
L= a - o T =l
+ _{_ “” "J_ Iu; ‘/ Tt T (/F
P” 1
. 4 CC.
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Qund: s1 avra

P I
P | 1
T g T T g (¢ x"+q)
})H i
X — =7 == g U 11 TN T
q g (g x" + g7)

ac.
Se ora si riflette che abbiamo ( §. cit.)
2 >al, &>t , 2> a" e,
vedremo che sara ancora
3! > qf , qrxn -+ q > (/’“" s q > ‘7”,
qf_lx”] + q} > (]”'xﬁl __'__ qf > (/:u? ee. 5
nde mettendo ne’ denominatori di queste frazioni ¢’ in-
vece di ', ¢” invece ¢'xl 4 ¢, ec., ne nascera

]__'? < I
Ty 99’
p! < I
R e - Vo R
g q9q
i“})ﬂ I
w""""";/_f} < (]J.(/n?
ec.

Altronde abbiamo
L+, el a1, 2 a" 41, ec g
percio dalla prima di queste neguaghanze si ricava visi-
bilmente &' < ¢/ 4+ ¢. Moluplicando poi 1 termint della
seconda per g'. ed agginngendo dall’una e dall” alira Par-
te la quantita ¢ . si avra

g'z" 4 g g'a"+ ¢ +q,
OVYCro

g'z" + g < g" + ¢
In simil guisa si trovera

i ni _ o ‘,;. ) -
Jq o sl -—]— (]' < q!}’f _{_ (,;]”j (/N}xn' + q < (};1‘.’ __1__ (/ :; (?(..:_



169

onde ne wverra

r I
N e A
! 1
T T aq+ 4
}7 1 o
X — (,' T > ‘7”((]"+ qm)
}? H B
R ,: > q.‘a’*(qm _+_ qw)
ec,

Dunque le differenze fra il valor vero e ciascheduna dclle
feazioni sono successivamente minori ( astraendo da’ se-
oni ) delle quantita

I I 1

77 79" 97"

e successivamente maggior: delle quantita

ec. ,

I I | {

q<q+q:)7 qr(q-+qrr)7 qii{qa‘f_‘_qw)-_;

in cui essendo it numeratori costanti, ed 1 faitori de1l de-

eC.

pominatorl tulti numeri Intieri tanto magglori uanto mag-
giore ¢ il numero de’ loro accenti. s vede che esse vanno
sempre scemando a misura che la frazione sara dotata di
un maggior numero di accenii, o sia che sara piv rimota
dalla prima. Questa proprieta rende utilissime e {raziom
continue per rappresentare il valore di queclle ¢uantiia,
che non si possono esprimere raztonalmente , ed ha fatto
loro dare da alcuni scrittori il nome di frasioni conver-
g(’ntz.
§. 132. Prop. Fra duc frazioni contigue della scrie
pop
g’ q'7 ¢

non puo caderne un’ altra , 1l cul denominatore sia puad

piceiolo di queilo delle fraziom medesime.
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Prendansi difatu due frazioni come sareble —; ., —: .

I
la cui differenza é -Ei“;;-(}‘;; , € SUppONIAmMo , se & possi-

m
bile , che vi sia un’ alira frazione v intermedia a queste .

ed 1in cui il denominatore sia tale che si abbia
n < g, ovvero n < g'"

of n

Bisognera che la differenza fra (}-,-, ed e sia minore della
b 3 4 1y
'f'_.‘h ) i) p e Y * * *
difterenza fra ;/-;; ¢ —7, ciod dovra sussistere la relazione
mqg”— np” I
??7" < qnqm

(per essere p"g"— plgl=1).

Ora per essere il numerator della prima non mat miuocre

i 1, bisogna, perche si verifichi Ia relazione, che sia
ng" > q"q"", cioé che sia n > ¢""". Non pud dungne

essere 12 < q'". Similmente prendendo la differenza fra
ry

il rotio supposto e la frazione —q-';;; dovra sussistere la re-

lazione
s R )|
i / <
17: 1
/) q 4q

e questa non potendo esser soddisfatta 2 meno che non

L]
il 3

sia n > g', si vede essere impossibile che sia. come si
era assunto ., n < ¢'. Duaque cc.

§. 133. Esempio. Secondo Lacaille I'anno solare &
di 3658 5or 48’ 49", e per conseguenza eccede 1 anno
comune , che é di 3658, di 5o 48’ 49". Se questo cc-
cesso fosse esattamente di 6 ore produrrebbe un giorno
intero a capo di quattro anni comuni ; ma se si vuol sa-

pere esattamente ogul quant’ anni eomunl (uesto eccesso
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pub prodniTe un certo numero di giorni, biscgna cereave
il'rapporw f‘f'ﬂ 240" € DOI‘- 48' 49" x 18 ({llesto raPPOrt-O s}

QFﬁGO

trova —/— —
20 } }9

di 86400 anni comuni bisognerebbe intercalare 209209
giorni per vidurl ad anni tropici. Ora siccome il rap-
porto di 86feo a 20G29 e espresso In numeri  assii
grandi , si eerca di esprimere questo stesso rapporto 1n

nuineri pitt piccioli di questi ; ed approssimanu a loro

-, di modo che si puo dire che a capo

(janto ¢ possi];ile.
SG400
20029

tiua per mezzo dell’ operazione del massimo comun di-

frazione con-

S1 ridurra pertanto la frazione

visore ( §. 128), e si avra
20929/86400]4 (==a)
2684|20929]~ (==at)
214120841 (==a)
5431214113 (==amr)

512]54 J'l (::—:c-;”"‘_s

15101 (==a™)
1515 (= avim.
0

Al v . . N -
Conoscendo cos1 i quoti @, &', a”, ec. st formera facil
!

p o pop”

mente la serie delle frazioni convergenti — , —,. —.
] q £ q -

per mezzo delle formole del §. 129, e saranno

é_. 29 -.?E 128 161 2704 2805 83069 86400
17 77287 317 397 055 7 6gg ? 1349 ° 20920

dove 1" uliroa frazione coincide colla proposta.
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Ora si vede benst dalle frazioni qui trovate ehe 1 in-
tercalazione pit semplice ¢ quella di un giorno ogui
cuattr’ anni comuni, come ftu stabilito nel calendario giu-
liano ; ma che si approssimerebbe di pin all’ esattezza
coll’ intercalare 7 giorni ogni 29 anni, ovvero olto giorni

ogni 33 anni, e cosi di seguito.
CAPO XV.

Del metodo de’ coefficienti indeterminati,

a8 dello sviluppo in serie.
ArT. L

Cogﬁ?cienti indeterminati.

§. 134. Se una funzione di forma conosciuta di un'i-
determinata o é rappresentata da un polinomio ordinato
sccondo le potenze pesitive di e di un numero finito
di termini , essa sara algebraica ed intiera, ma se il nu-
mero de’ termini sara infinito , allora quest’ infinitinomio
prende il nome di serie , e la funzione da esso rappre-
sentata sara o frazionaria, o irrazionale , o trascendente.

Se poi o nel trasforinare la funzione proposta, o nel
cercarne qualche proprieta si arrivera ad un’ equazione
coine sarebbe
(A) a 4 bax +cx’+ded 4 cc.==a+ Sax + pa® 4 dx3 4 ec,,
fra due polinom:j, o fra due intinitinomy , o fra wn poli-
nomio ed un infinttinomio, in cui @, b, ¢, ec., a, 8,
5 , ec. sono (lantiti parte note ¢ parle 1gnole, ma indi-
pendenti da ., allora dovranno ngnagharsi n~l tempo
stesso tntti 1 coefficienti delle potesta corrispondenti di

X, e 'perciﬁ: stissisiere e eri{':.;zzioui simultance
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a=—zx, b=§, ¢e=9, d=10, ec.
Imperciocché posti tall 1 termini in un sol membro,
si avrebbe
a + bxr + cx?* + dx>

€Cs =05
—q — fx — yx? — dx?

Ora questa equazione dovendo sussistere qualunque  sia
il valore di @, non dee verificarsi in virtn di valori par-
ticolari , che questa possa avere; ma bisogna che tutu
i termini s1 distruggano da se, e percio che sia

a—a=—0, b—f=—0, e—3=—0, ec.,
equazioni che ricadono nelle precedenti.

Si puo confermare questa verita anche col seguente
discorso. Suppongasi & == o, e I'equazione (A) si ridur-
ra soltanto ad a=—a. Si tolgano duncue da essa quest
termini , e divisi gli alti per = , si avra

b + ex -+ dx* + cc. = f + sx + Sx* 4 ec.
Si faccia di nuovo in questa x==o0, e si avra b =2}
Cancellate pertanto queste quantita nell’ ulima  equazio-
ne, e divisi i termini restanti di nuovo per a, poi fatta
x==0, si concludera ¢==3; e cosi di seguito.

Ora se le relazion

a=a,b=238,c=1, ec.
sussistono nel supposto di x = o0, dovranuno similmente
sussistere nel supposto che a abbia qualunique aliro va-
lore finito o infinito , aliriment le costantt @, 0 . ¢, ec.
«,f, v, ec. cangerebbero di valore insicme colla x,
cio che ripugna. |

Questo ¢ il famoso principio de’ Coefficicnti indeter-
minati, adoprato la prima volta da Cartesio nella risolu-
zione delle equazioni biquadratiche , uno de’ piit preziosi
dell’ Analisi. e di cul tacitamente mnot ne abbiamo gia
fat uso nelle cose precedenti, e molto piu ne faremo

nelle s::'gnemi.
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Sviluppo in serie delle funsioni algebraicte.

§. 135. Questo svilappo consiste nel determinare i
forma ed 1 coefficienti di una serie infinita, ordinata = -
condo le potenze crescenti o deerescentt della variabiis
coutemplaia nella funzione che st vuole sviluppare. T
uesta ricerca noi non {arcimo uso che di particolari ar-
tifiz] adercnti alla natura delle funzioni che ¢ proporre-
nio , e lasceremo all' Analisi sublime di prescntare nel
sol principio generale de}!e Funzioni analitiche i1 m-do
di convertire in serie qualunque funzione algebraica o
{raseendente,

Frop. Sviluppare la formola binomiale (1 4 x)™ in
serie ordinata secondo le potenze ascendenu di .

(Cut s1 suppone I esponenie m gunatunque , giacche i
caso di m iutiero e positivo lo suppouniamo gia conte:in-
plato nel Coiso dell Algebea elementare.

Fingasi percio T nguaghianza
(Y i+x)r* =14 Ax+ b+ Cu3 - Dxi ...,
i cut abbiam posto 'uuiiz sl primo termine del 27
me;nbro, aceiocche nel caso di w =06 1 due membri Ji-
vengano identici, e dove non imchiudiamo veruna podest)
frazionaria o negativa di o, perche se ci fosse una podesia

1
come xFf, siccome questa aveehbe ( com’ € noto dai §§.
86 e segn. ) p valort, uindi anche il primo mem-
bro avrebbe tanti valori quante sarebbero le combina-
iont ¢4 termini razionali coi valori irrazionah. I se ci

ossa qualche potenza negativa, siccome questa all’ annule

:
Tarsi della w2 arenmisterelve un valor infinito nel mentre

t
che il primo membro si ridurrebbe alla sola unita ; quindi
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si avrebbe 1==100, assurdo troppo manifesto ; dunque alla
serie che nasce dallo sviluppo del binomio (1 + z)m
nion possono competere che termiui della forma assunta.
Non restano ormai a determinarsi che j coefficienti £,
B,C,D, ec.

Assumendo per vera I'equazione (X) dovra parimenti
sussistere anche la
(1) (14 = 1+ dy + By® 4 Cy3 + Dyt 4 ec.
e sottraendo questa dalla prima, si avra
(It a) — (14 ) = d(x—) )+ Blax®—y>) £
@) £ D —yt) + ec
Dividendo il 2° membro per x —y , ed il primo per la
quanuta equivalente (1 4 x) — (14 7). si avra
(1 +2)™— (1 + y)™
(14 x) — (1 +7)
A 4+ B(x?>— y?) 4+ C{ 23 — y3) 4 D(xh — ")

X '-*"'-‘)"

et et

- ec,

Ma per essere generalmente

Pm — qm o ,
= — ._____pm——-.l +Pr,c-——- (; E Pm-—-3(7 ++ qm--l .

efiettuando la divisione indicata in cilascun membro , si

avra per (uoto

(1 a2)"=" 4 (12" (14 ) -+ (14 )" —=3(14y )3
Fo e (g =

A+ B(z+7) + C(a® + 2y + y2) + D(z* + 2y
+ayt 43 ) + ec

Ponendo poi, com’é in nostro arbitrio, x =y, quest e-

quazione diventera

m(1+ )" = A4 4+ 2Bx + 3 Cx> + 4 Dx3 + ec.

Moltiplicande ciascun membro per 1 + a, sara

m(1+ ) = (14 x){A4 + 2Bx 4 3Cx?* 4 40Dx3 4 ee)

e rimettendo nel primo membro in luogo di (1 -z

il suo valore tolto dall’ equazione (X) e frcendo il pro-
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;

dotto indicato nel secondo, si avra I uguaglianza

m + mAx 4 mBx® 4 mCx’? + ec. =
A + aBx 4+ 3Cx>» + 4Dx3 + ec.
+ Ax 4 2Bx?> 4 3Cx3 + . ..

Qumdl par:wonando i coefficienti omologi di clascun mern:-

P

bro si avranno le segnent equazioni determinatricl de1 coet-
ficienti, cloe '
A=m
2B=(m—1)4
3C=(m—2)D
4D = (m—3)C
ecC.

che danno

A= m

m{m—r1)
T 2

m(m—1)(m—2)}

Bie= 2.3
m(m-—1){m—=2)(m—3)

D= 2.3 .4

ec.

onde la serie 1‘appmsem.atric9 della potenza binomizale
(14 x)™ avra 1 coefficientt delle potenze ascendenti i

% come si sono ora lrovall , clo¢ sara
(1+x)t=1+4mx -+

m{m—1) m(m—1)(m-—2)

x? ~
2 2.9

x3 4 ec.,

e (iirsta serie non sl rompera che nel caso di m mtiero
o pnmwo. com’ ¢ noto anche dall’ Alg obra elementare. Si

b

vede poi che ponendo T =, ST
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b \m ((l—f‘b)m
(1+x)”:(1—1—~5-) = a,"‘¥ 2
b

onde se sostiiremo nell’ equazione trovata — invece di

xr. e moltipiic.her-emo ciascun membro per a™, avreme

m{m-—1)

(a+b)Yr=a™ + ma™—1 b + am—2 b3 4.

el

m(m-—1)(m—2)
2 .3

che e la formola comune del binomio newtontano.

aHI'—'—'3 bB + ec.

Questa  dimostrazione dovuta a Landen . non SUppOs
nendo per m nessun valore o forma parucolare . e aftatto
generale gqualungue sia m, cio¢ frazionario, irrazionale |
0 trascendente. Vedremo in scgnito come si possa svi-
lappare la stessa formola binomiale secondo le potenze
ascendentt di .

§. 130. Si puo rappresentare un binomio di esponente

uegativo per mezzo di una sevie che st rompa dopo wl-

: C e g ey ay :
cunr termint. Faceiast difaith b == ——=—_ e sostiluen-
a —+ 3
do questo valore nell’ equazione precedente , si avra
/ a}." 771 a'&ih’, ,).
(L ~—— — e O _ = A7 — ma™ —
\ a “}‘J’) (e =+ ) a—+ T
i 4——1) )"* mm—1)( m— 2) 33
.‘”,{ ,‘_:‘___,___,____,_____:_'__‘_ p— . 17 - S —
2 (a4 )" 2.3 (a -+ 1y)3

Co.
e dividendo dall’ una, e dull’altra parte per a2, si ayra

3 ¥ m(m-—r1) 97
E f‘f’ (1 ,}. et 2 R sans a—-—f}!(l___ 111 _.._!_:,,_____ ; ’ . —
¢ ™ a-—+y T 2 (@ +3)°
mim—i1)(m-—2z2y - yJ
7, - T ¢, -
2.9 (a9 + )J

serie Ia _qualg;: visibilmente si rempe d(_apw alevnr lerniny
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Viceversa si p‘ué sviluppare un binomio di espon:nte
positivo in una serie infnita: basta che nell’ ulima equa-

zione sl cangl —m in n, € sl avra

H n "?‘ n( e + ' ) J’Q
(a+3)ma(r+rza_|_f+ a5t
n(n+1)(n+3) >

2. 3 (@a+p)3 ! em)’

si

serie che ].n‘ogz.'edisce ail’ infinito.
Quest’ uliima si pué applicare con vantaggio all’ estra-
1
zione delle radici dai numeri. Si cangi n in —, ed @ in

c>, e sl avra
2 NN 4 ! Y I _i _____-m.t'ti
I/(C+J)~6\I+2CQ+J’+2.4(02—_}—_}')“—*-
1.3.5 3
2.4.6 (624 y)3

—}- ec.).

Cangiando n in T ed a in ¢3 avremo similmente

7o S 1.4
Vorn=riats+ 1ol
T otfs: g a3

/

‘e per ugual ragione

“‘l
<, S 1.5 y
R -+ P N — sy
,’ @ +‘7>'_"c(1 Tior; T AW T T
19
481; (ct —1-])° -+—CC.)

Chiunque puo continnar ¢ueste formole , e farne delle
applicazionn alle radici de' numeri.

r—

§. 137. Prap. Sviluppare in serie secondo le potenze
ascendenti di = i due hinomj irrazionali

LT+ vV(t—z*))m, [1—V{(1—2? )]
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Giaeche ciaseuna di queste formole rimane la medc i
ma al canglarsi di @ in —x, si vede che dovranno
inancare nello sviluppo le potesta impam di x. Pongasi
i:iﬁ*i‘t&llt()
(- V{(t—a? )= A + Bx*+ Cx'+ Dxb6+4 Fxb + ec.
A e di trovare 1 coeflicienu .4, B, C, ec. si osservi
< .1e sc si cambia x m y(2x —x?) ., ossia x? in 20— 27,
e quindi V(1 —x*) in 1—ux. la precedente equazione
¢.ventera tutta razionale ., cioé
2e—x )= d - B(ox— x?) + Cloxr — a?)?
D{ozw—ax>3 4 E(ax—x2) 4 O
« sviluppando le potenze del secondo membro
22— ite=d 4 2lx — Bx*—jCx3 4~ Crd + ...
4 JCx? + 8Dx3 — 12024 4 .
+ 10/t — .,
Ahronde sviluppando il primo membro coila  formola

newtoniana s1 ha

mim—u1)

(D 0 ) = g™ 27T e
. -

mim —1) (m—=2)

21’}:—-3 x3 -

2. 3
mim—ri1) (m-—2)(m—23)
A el Ant 4
2 . 3. 4 S

ande paragonando 1 termini omologi , si avra
A == am
28 = ~— . 271
mnm—1)

" B -t 4(’ — QHi—2
2
o ) n{m—1){m—2)
—_— ' —— e - r—13
16—+ 80 = 2.3 <
| It m—-—-——r\(m—-— 2)(m—33
¢ —120 + 10k = i 27

&8¢, §
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e da queste

A = o

B = —— . 27"

m(n—3)

— —}
C — = T
e s 5y
FN( T w— 11
D — ( 1/ (‘) ) am—G6
2 )
dOm — 0 2 ONY( 171 e
poe MlmmOm=D)m=7)
— TR I 1
ec. ,

onde sara
[ I \/( [ — )j” — T e 1 A2 2 afe

(1 — 3 miin ——43(m —5
( ) 2”4-—--"'1 x—l . ! 4 : (--r } 2??&--6 xﬁ —
2 B 9 ’
m(m——5)(m—06)(m—r)
‘ . - 2m—8 3 e ec.
2 . 5 P

Per wovare lo sviluppo del binomio [1— \/(1 == 2?)*
si osseryvt che essendo
(14 V(2] (1 V(e 2] == 2
sara .
[1—V{—x)])" = 2?14 V(1 —x7) 7",
e quindi cangiando nella precedcnte M 1N == M. $ara

[I——-\/(I-——QS‘Q)]’” = 2| o—m L 1o —"—2 .’23'2 +

m(m + 3) o m(m-+4)(m—~+5)
2 S 2.3
it SU M+ OWM+T) o 5 5

T3 4 3 ax —r-ec.)

2mﬂt—5 xG +

2

- I + -
Facciamo adesso x = —, e quindi

I
vV (1 x)......P V{p 1)

e sara



[p+Vip?—1)i=

1+ V(i—x")]" =

Pm 2
[p—V(p*—1)]"
[I — \//(I — x'ﬂ)]m — /}m ‘

Togliende poi il denominatore p™ avremo
) {p 4 V(pr— 1] = (p)™ — m(ap)m=" =

i im—3) , m(m-—4)(m-—=>5)
com o (2/))71:—-1- 53 (gp)m-—-ﬁ o

mme—=3Y(m-—06)(m-—=)

5 4 (2;))""""8 — EC.

2.9
(V) [p=~=V(p*—=1)]" == (2p)—™ = m(2p)—"—?
7110m — 3) f m(m = 4)(m ~~ 5)

9 — (2}))-—-3?:——.1 - — 33 (2]))_"?"—-6 -

mm=3)m 40 {1 =)
—_— \‘-—- ey
2.3 .4 (2p)—"—=3 4~ ec.

Le formole (M), (V) ci saranno wili in seguito.
§. 138. Prop. Sviluppare in serie il prodotio
(UItaxr)(1a’x)a+adx)a4atx) ... (i4a’x). !
Pongasi
P=(r4ax)(i+a’x2)a4a’x)....(1+ a’x) =
e Ax 4= Bx? 4 Cx3 4= Dxt . .. . = Txm.
Cangisl x In ax nell uno e nell’ aluwro membro , € s1 avra
i1 niovo prodotto
O=00+4a’x)a4+a’x)1+a'‘x).... (i4-a+ix) =
I+ Aax - Ba*x* 4 Cadx3 - Da'x’ - ec.
Ora si vede che se si da al prodotto P 1l fattore
I ~~a*tix, e al prodotto O il faltore 1 -~ ax , dovra
C55CTe
Pli4-at1x) = Q(1 4 ax).
Se adesso in luogo di 2 e di () scriveremo le serie clie
it rappresentano , e, faremo i prodoui indicati , avremo
| equazione identica
12
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{

L Ax o Bx® o OxF “+ Dxt .
@t 1x o Aat T xt mp Sai xS e Cati 5 5 \::....-*

1 4 dax 4 Ba’x? = Ca’x® 4 Da'xt - ...}
= ax == Ada x* = Ba3x3 4 Cairxt ... \ >

ql'\indi dal paragone de’ coefficienti omologl avremo 1 va-

lori seguent 5 cioe

; (Z'“—i—l — (T (d"-—-— )
- —rer 4 — 1 ——a QA ——1
(a;;.+.l —_— af’.) (an___ I\ (’(;:’l*—ﬂr PR I)
B o= A ~pa— — a3l — < _
A~ = @—1;(a " —1)
‘ (@ + T ) (@ — ) (@ — ) (@7 —1)
G == = ab o '
A3 —1 (A= 1) (@) (73 =1}
((I’H-{'-'Y‘__al‘)
D—=°C —
- ( —1

(@ D (e 1) (@ e 1) (7 1)

(a—1)(@?—1) (@3 —=1) (1= 1)
ec. . ,_
onde la seric ¢ determinata, e nella forma . e ne coeffi-
cicnil, Si vede poi ¢he questa sara finita o mhmla ne! nu-
mero de’ termini sceondo che 2 sara finito o infinito.

§. 139. Se mnell equazione ([?) precedente si porra
a =1, 11 primo membro diventera \zbll;zhnem. (1=~ x)"
ma nel secondo 1 valort di 4. B, C, cc. diventerannoe

)
ClasCuno = valore insignificante ed indeterminato. Per

evilare questo scogtio osscerveremo in generale che una
forniola come sarchbe
pr—
ph— 1
potendosi trasformare colla divisione sctt’ o sopra pev
p — 1 nell’ equuvalenic
pk-—-r -+ J(,1’\'-—--3»‘ e pl’——-.‘} R e

P}l—'l + I)Ii——')- —1_ i}}!-—-';)) o § + 1
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-

facende p=—1, si riduce a 774 qumdi 1 coellicienti di

sopra divemem}mo 1‘ispetiit.:amem.e:

_) (nn—1) n(n—ri)
b = A4 N — -
. B(n-—-—-:z) nlr-—1)( 1 —2)
o= o R <o :
3 2 . D
5 e =D — (=)
_"' 4 - 2.3 .4
€.,
cue gono 1 eoefficienti medesimi del hinomio newtaniano

ftoval siperiormente. In questa  dimostrazione pero n s
fnppone soitanlo intiero e positivo.

5- 14o. Prop. Sviluppare in serie il prodotio

(x13(x2)(x 3 )(x4+4) . ... (x = 1 =—1).

tYongast questo =— £ e facciasi
g

w4

O (xmp(X2) (x4 3)(x+4) . (X n—1) =

X" g AN g Bxt =3 e Ox—1 .. T
Cambiando x it x 41 si wasformera il prodeito in
(a2 a4 (xF+ 4)(x=4+D) ... (x4n) =
(x =1y e S {x o 1= = B g e 1 )3 e

C{x 1)1t ., T
Mo essendo visibilmente
Pixa=n) = Q{x+1),

se. moluplichereme la serie che rappresenta il valore di

L per x—4n, e queliv che reppresenta if valore di Q
per x =1, ed inolre svilipperenro i quest ultima tutte
ie potenze indieate del bipomio « == 1 aviemo | e(iazioe

ne 1dentica
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X" e Axnt ~1- Barn—2 = ... ..., J

. 71 x"7! -t AT e L VT
(n——1){n—2)
X7 o (Nl D)X 3 X2 e L

e AxTTY e (71— ) A
-+ Bxn—? e .
ec.
- X1 = (e D)2 L e ]
- A, A
ec. ec.
-+ T
e dal paragone de’ coefficienti omologi ( fatte alcune rie
duzioni in quelli del 2° membro ) si avranno le equa+
710111
1t A =11 = A
71(12 = 1)

A= B=—= . = (rt==1).4d 4+ B

. nln— —2 (1) (1n—2)
nB—I—-C'-—n(n ;).(g )4— = A+ (n-=2)B+C

ec.
nil —fe A =B A= C = ...+ T.

Dalla seconda e dalle seguenti si ricava
n(n-——1i)

2
n{ne—1) (n—2) (ne—1) (n~—2)
= 2.3 + 2 — A

nne—1)n—=a)(n—3) (n—1)(n—2)n—3)

s0=" :3‘"‘.‘“3."4 -+ 5.3

— -3
(n—2)(n=3)

2

...'..,Q—und

A

eC.

(n=)T =14 A+B+C+ ...+



181

I coefficienti 4, B ,C... T, per la teoria delle equa-
zioni , sono le somme rispettive dei numeri 1, 2, 3,
4.....n —1, det loro binarj, dei loro ternarj . ec., e
finalinente 1" e 1l prodotto di tuttiy onde 4 ,B,C. ec. sono
tuttl numert interi. Inoltre , se 7 & un numero primo,
essendo _f divisibile per n lo sara anche B, come si
vede se si mette nella seconda delle equazioni pre-
cedenti 1l valore di 4 ; e se lo & B lo sard anche (7
per la stessa ragione , e cosi discorrendo i coefficionti
da A4 fino ad § inclusivamente saranno tatti  divisibili
per . K7 poi chiaro che se 1 non fosse un numero
glacche se fosse
per esemplo n==pq , siccome quest stessi fattori p . ¢

'

pruno  questo discorso non varrebbe

cadrebbero anche ne’ denominatori dei valori di 4. B .
C . ec., percio cliderebbero 7 nel numeratore , che non
resterchbe pitt divisibile per 7. Ma I'ultimo 7' non lo
sara s¢ non aopo che sara aumentato dell unita, Difain
avendosi dall’ uliima equazione

T+1=nT —d —B—C.... =9

st vede che essendo il 2¢° membro divisibile per . o

dovra esscre anche il prime. Ma si é detto essere 1" =
1.2.3.4....(n~1); dunque se n ¢ numero primo,
il numero

1.2.3. 4.0 .. (n=—1) =1
dovri sempre esser divisibile per n.

Questo ¢ 1l teorema di Gio. FFilson annunziato da
Waring . e dimostrato da Lagrange, che contiene un
eriterio per distinguere 1 numeri primi, ma poco utile
in pratica pel rapido igrandimento che riceve il pro-
dotto 1.2.3.....(n—1).

§. 141. Ritenendo sempre n numero primo , ed x up
numero tale che non sia né zero, né detla forma pn 4+ o,

gssendo ¢ un nuwmero (Iuahuulue ntiero miners i 2 ed
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essendo altronde il primo membro dell’ uguaglianza
(x+1){x4+2)(x4+3).... (x4n—1) =
XM=l = A xm—2 p Bxn—=3 4T
sempre divisibile per n ( giacché lo dev’ essere necessa-
riametite qualcheduno der fattori ¥ 4= 1, x4 2. ec. ) .
st vede chie anche il secondo membro dovra esser divi-
sibile per n. Ma A, B, C, ec. fino al penultimo § sono
tuttt divisibili per n2: e sostituendo invece di 7T il valore
equivalente —1 4+ n7l —d —B—C... — 8§, in cui
tutti 1 termind, fuorche Frunita; sono divisibili per n, si
vede che la precedente ngnazitanza diventando
(x—i—i)(x—f-:z)(x—i—{ii)....(x -7 —— 1) =
X'l | e X2 e B3, = Sx}pnT —

dovra anche x7—1 an 1 esser divisibile vier 7.
P

Questo e il famoso tecovema di Fermat.
Resterebbe ora a sviluppare in serie le frazioni razionali ,
ma di queste parleremo a parte trattando delle sexie ri-

COIrrenLi.
Arrt. I
Liczresso delie  serie.

§. 142, Prop. Data I equazione
(1) y=—ax—+Ux>—=cx3 4 dx' 4+ ec.

in ecuwl ! indeterminzia 9 ¢ rappresentata per mezze  di

una scrie di potenz: della x . wrovare x per meozzo di
una serie di potenze di y.

Questo ¢ il prineipal problema, su di cui si fonda il
vegresso delle seric: egli pouwebbe concepivsi sotto un
stignificato plu esteso, ma noi ¢ limitiamo a questo
solo,
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Finges:
(2) x = Ay 4+ B4 Cy’ 4+ Dyt +4-ec.

i'acendo le successive potenze di ciascun mendwo  di
(questa nuova equazione , $1 avra

aiom APy -2 ABy3 424 Cyt 4 eec.

-+ Byt
o} == A3y 4= 34 By’ - ée.
x == A1yt - ec.
el 0 ec.

Sostituite queste unell’ equazione (1), essa diventeri

~+ Da
-+ Ba ; 4 Ca ot 2. 1Ch
= Aday 32 2 dDBbyy3 4 BD 3 4-ec,
G b)) 4 A + 34" Bc %
a4 A d )

Pamgmm}}w 1 coefficienti omologi avremo

Ada=1, Ba+ 4*b=o, Ca+21Bb4 A3¢c=0 .
Da 4 2/CHh 4+ B*L 4 3. 1 Be 4+ d'd =0, cc.

e da queste

Y, I ZJ o i (1€

Kabe — a? d — 503

D — =

@’

‘3

e similmente si troverebbe econtinuando il ealeolo
i 140 em21ab?c4-06a*bd 4+ 3a*>c? —a’ e

a’ 5
i quali valort posti nell' equazione (2) risolvono il pro-

€C.

blema.
Lisempio. Abbiam poco scpra trovato lo sviluppo del

binomio

(14 a)P == 1 4~ ax 4 b —=cx3 4= dxt 4 ec.,

dove 1 coeflicient sono
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_—m

m{me—13)

2
m{m-— 1){(1me=—2)
€ = 2.3

mim-—1Y(m—=—a)(me—3)
d —

2.3 .4

ec.
Se dunque faremo (14 )" ~ 1==% ., avremo

¥ = ax + bx* 4+ cx3 4 dx't ~ ee. ;
e per esprimere x per mezzo di ), non avremo che a
porre ne’ precedenti valori di A, B, C, ec. quelli &
a,b,c,ec, con che avremo

| 1
A = _—
m
(me——1)
B == e -
am?
& (M e 1)( 211 1)
— 2. 3m3
' (m-—1)(2m—1)(3m—1)
D= . — : -
2.3 . 4mh
e, .
e percio
K (1 =1 ) (m—1)(2me—1) g
— e s -2 Y
= PUNEIY A 2 . 3ms J
(m——13(2mw—1){3m—1)
i - 1
2.3 . 4md F e e €6 g
1

. . s . I
serie che si romype ve m ha alcuno de’valori 1, ) g ek

L’equazione (14 x)m —=1=%, ridotta alla forma
¥
rrm—1 4 (1= )"

fatto lo sviluppg ¢i aviebbe condotto allo stesso rnisultate.
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CAPO XVL
Delle funsioni logaritimiche ed csponenziali.
ArtT. I
Alcune nozioni su i Logaritmi.

§. 143. Un numero qualunque y pud esser rappresen-
tato dalla formola esponensziale a*, in cui @ & una uan-
tita arbitraria, ma invariabile dopo che se n'é fissa-
to il valore , e che si chiama base: I esponente = ¢
una variabile , che puo prendere tutti i valori si posit-
vi che negativi dallo zero fino all’ infinito , affinché a®
possa rappresentare tutti i numeri possibili. Se dunque
nell’ equazione

¥y = a*
daremo al numero » wn valor determinato b, anche
dovra acquistare un vaiore particolare m che renda

b = am.
Questo valore di m si chiama il logaritmo del numero

b ed in generale I'esponente x della potesti generica

G
a* ¢ 1l logaritmo del numero ) rappresentato dalta po-
testa medesima. Diamo ad ax successivamente 1 velori
comprest nella progressione avitmetica de’ numert naturals

estesa idefinitamente a destra ed a sinistra

e e f =3, —2,—1, 0, I, 2. 3, 4,...

7 . Vi
ed 1 valort corrispondenti di ¥ saranno

'] S —_—2 — 1 o I r
c...a :\a ?a ja v-a ja5a23a35a"3..a

4

dove si vede che qualunque sia il valore di @, s1 avra
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sempre 1 1 lozaritoio delle base =1 2° 1 lo:-
ritmo deli’ unita == o: 3?2 i logaritm d~lle potesta positi.
della base tatti positivi. e negative gquelin che corrispe:-
dono  alle potest.& n{tg;ltiv(! , 0 sia alle potesta inver.s

della base

I I T
come - S ec.
a > a”’ o’

§. 144. Stccome @ ¢ una quantita arbitraria , percio ol
cangiarsi di questa si cangerebbe 1l sistema logaritmico .
ed infiniti sarebbero 1 sisiend pessibili. Fra quesu pero
i solt usitau sono due, cioé il sistema di Fnrico Briggs .
in cui si pone @ =10, ¢ gucllo di Neper, in cui a e
il valore 2.,~182818 . ... I logaritmi del primo sistem:
st chinmano tavolari , comuni , o briggiani; quelli del
secondo st dicono naturali , iperbolict, o neperian:.
Ciascuno di questi sistemi ha 1 snoi vantaggr particolari :
il sistema di Briggs & 1l pin comodo pel caleolo pratice
e per la costruzione dell> tavole: queolio di Neper el
caleolo algehrico, e massine per I Analis1 sublime.

Il passagygio da un losarttimo preso m oun sistema al
fomavitmo delio stesso numero relativamente ad un  alutro
sisterna € una cosa di brrta la theilita, Sia a la base di
i osistema, e quelia di vn altro @ sia 7 un nimero i~
lunque , di eui st cerca b legaritino 1 entrambi 1 sisie-
mi: si avranno le due equavion

R=—a*., n == ¢*
e quindi ancora a* = e*. Cavando la radice di grado =,
o

2 ' - 4 } 1 i b
si avrd a* = e. e cavando invece la radice di grado z,

2]

st ottiene a4 = ¢<. Intickiamo colla sillaba log. 1l Joga-
ritmo di base @. e colla sillaba Log. quello di base e,

=l avremo in vigore delle deliniziont
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x z
—=log.e : — = 1Loga,
z O b xr bon
OVVEro
(25 n | Loz n ,
- == log.e ; == Log
Log. n > log.n

Dulla prima abbiamo

log.n==log.e.Log.n,
e dalla seconda

Log.n=Loy. a. log. n.
1 1"una che Paltra ¢ wsegnano che il logaritino di un
numero preso in un sistema si ugnaglia al logaritmo del
medesimo preso nel secoudo sistema, moliiplicato pel
logaritnio della base del seceondo preso nel primo siste~
ma. Di pu adoperando tutte e due (ueste equazioni, si

trova
I I
og. a4 == 100” =
.
onde si ha
Zog. n=—=log. e. Log. n
= 1
i o
0. 1 == log e log.n.

Cosi ponendo @ =10, e==2,~:82818, e trovandos!
per mezzo delle tavole comuni Iog.e_—:o.;:i;'i-_i;zg;fifj , e

I

L

A

= 2,3025851 == Log. 10, si ottiene

guindi o e
log.n = (o,4342945) Log.n
Log.n = {2.3025351) log.n.
Colla prima di queste si trova il logaritmo  tavolare
per mezzo dell’ iperbolico ; colla seconda I iperbolico per
mezzo del tavolare.



183
Ary. R

Sviluppo in serie delle funzioni logaritmiche.

§. 145. Prop. Sviluppare in serie secondo le potenze
aseendenti di x il logaritmo del binomie 1+ x per um
sistema qualundque.

Pongasi

() log {1+ x) =

Ar + A4,x2* 4+ A2 + A xb 4+ 4. x5 + .. ..
dove omettiamo il termine senz’ x, perchd nel caso di
x = o riducendosi il primo membro a log. 1, che 1
ogni sistema e ==o ( §. 143) . quello s woverebbe == o.
Se eangiamo x I = x, avremo

(b) log.(1—x) ==
e Ay = A x* — A2t — At — Agx5 — . ..,
e sottraendo questa dalla precedente serie otterremo

() log(14x)—log(1—x)=

1+ 22
loo. — log.(l } ) —=

@ Qe W 1

asder + 24,28 + 2A;2° + ...

Ma altronde ¢ chiaro che se nella (@) si eanga z In
2% ‘
-, si dovra ottenere ancora
1— &
y 2 2.4 x 4 A, x? 8 4, x3
orf 1 e — ~ 3 , -
O( T =% j—x @ (1—x)? i (1—x )3 T+
16 4, x4 324, x5
o s i ! _ "f— )
(1—x)! * (t—x )t ’

e svilnppando in serie tt 1 denominatori . ed oprdinande

opportunimente 1 lern:in!. aVrenio
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’ ax
{og.(x s 1—-—-:.1:') P—

adx + 2 Ax* + 2. 423 + adxd 4 23 Ax5 .. ..
+ dA.x? + 84,23 + 124,20 + 164,25 + . ...

+ 8dyx3 4 2fd xt + 484,25 + .. ..

+ 104 2t 4- 644 x5 4 .. ..

+ 324 x5 4 ...,

ey . » L] . 2‘1‘
Uguagliando pertanto i dune valori i Iog.(l =h s
avremo Jle equazioni
2;4 Exinn 2..1
24 4+ 44, = o
24 4 8.4, + 84, =124,
24 + 12.d, 4 244, 164, = o
:.=.A.f + 164, + 484, + OfA, + 324, = 24,
€ In gencre
mim-—r)
24, + 22 .md, + a3, . A5 +
m(m—ri) (m—=a) m(m—1) {m—a\ (m—23
2!’. e _44; +35. ' ,( )x‘j*
2.3 4 2.3.4 o

2.4 gy, s m pari,

<p- ...+2”‘+‘.Am+,m

Da (queste si ricava

¢ , se m dispari.

P A
Ay = —
A
oA, — K
| A
A!‘ - -7;
¢ in genere
A
A g = pap

dove vale il 4 per m dispari, ed il — per m pari.
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Sostitnendo questi valort nelle serie (a) , (b) , e (¢} .

F .3
fued 3

avranno le corrispondenti

(1) log.(1+x) =

py x? x3 1 2B
75 g FE = TUT o TR ==d @0
' ( 2 T3 4 5 )

(2) 108’-( I —x) ==

x? a3 en 23 |
1+
3 log. —— ==
8 5 ",

v Z A .
3/](:£"+“§* e = s — 5 Pc.):,
-

.

I'ulima delle quah , attesa la mancanza delle potenze
pari di 2, nel supposio h <1, e pm coitvergente ., e
pereio pin utile deile precedent. |

11 cocificiente A, che-opportunamente ¢i ¢ rimasto in-
determinato e che dipende dal nostro arbitrio . st chiama
i1 module del sistema de’ logariimi, che si vorra adouare.
Nel sistema di Neper si fa d==1, e le seric precedent
diventano pin sempher

Per trovare il modulo d'un aliro sistema di base a ,

: . P B a4 . T —1
si faccia nella sevie (3) ——==—a, ¢ quindi xr=—- ,
| {~—x ‘ : a 41

ed essa, in grazia di log.a==1. diventera

y €7 == | (a—1)3 (a—1)3
{ == ol s B e e e €C.
((1—;—1 341 S5{a41)7 + ) ?

da cud colla semma di aleunt termint s1 avra il valor pros-
simo di A4 per mezzo di quello di a. Se dunque faremo,

come ne Jogaritmt di Briggs, a==10 . avremo

A = 5 7 ; == 0.4342945
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che eoincide perfeitamente col valore di log.e trovalo di
sopra (§. 144 ). Tal é dunque il modulo de’ logaritmi

birigeiant.

§. 146, Osserv. Le e seite (1), (2), (3) per essar

Px.:li‘x’{’i'gt‘i}u Si.i'i"#:'iiil'}gt__‘!ﬂ() x < I I se mancasse f]uPSUl COll-

‘“J

o

dizione . esse sarebber divergemi . € Non rappresentershe-
Lero pitt cio che debbono rappresentere. Per render cone

vergente la prima aiche i guesto caso, ponlame

by
W i,
I -+
e Slllé
1
1 = @ = ——
| L 7
onde la serie (1) diventera
_ I ‘
Iog. T = — log (14 1) =
1 ) > )3 y
A T e - -—— . .
( i —f'" ¥ 21 kT B XN -;}—-“} e _/l"l _’_})i /’ :

onde cambiando di miovo 3 in x ed i segni di ciasenn
inembro , s1 avra
s I I
() dog(1 4z =
x a2 i

TN e N at
}ki—{—a? >"I—}—:It“1"3‘r }\1_4_3;)3.'}"4(1_’_3”1-{‘@(‘)

sogie evicentomente coinerosnle.

Se spvorra veppresentere per mezzo della serie (1) il
logavitmo  di i Linorio qnalunque P+ g . questo si
(} }

norra sotto la forma (I - 7; :}p? ovvero (1 ~- 'L-

conda che savi p > ovvero < g, e prendendo il Ic)g:u'itmo
»1 avra nel primo caso

/ 7 5
loc g )= ]ugi I —{‘;] e f{‘)g'. 2,

e nel secoudo
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P
log(p+q) = log.(x -+ "(;‘) + log. q 3

onde si avra dalla serie (1)
log.(p+q) = |

9 _ 1 97
bogp =t 'A(p T oap? + 3p3 T 4p? + ec.)
ovvero
log.(p +9q) =

PP P

log. g + !((7 T —+- 343 = 47 - ec.).
Impiegando poi la serie (4) avremo altre due formele, cioe

log.(p+g)==log.p +

9 q° q° 9
A( ) - + P-f—z/)’ T 3 ;)—{—(])3 17 4\/)—1—(])‘ T ee')
OvVVCro

loa,{:p-f—(]) = log.q +

P p> P \

A(;’—:‘}; T3 pP+q)° T 3(p+q)° + 4p—+q)t T ec.)

deue (u wh formole sempre COll\'ClgenLl sara piu Vantag-

giosa la priuna o la seconda a norma che sara ¢ minore
ovvero maggiore di p.

§. 14-. Prop. Rendere piu convergente la serie (3),

e quindi piu atta alla formazione delle tavole logaritmi~

che.

S o (n—1)?* (n+2)

Primo modo. Si ponga —— == = e
© pobist o n+1)*(n—a)’

P

dopo lo sviluppo e le riduzionl si avra x = 73 :
n3—3an

Posti questi valeri nell' equazione (3) ne nascera
(n—1)?*(n+2)
Zog. S " =
(e -1)" (1—2)
2 93 23

‘"'"'12 ni—3n T 3(n3—3n)? T 5(n3—3 rz)f’

ec. |
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Seosioriflette che ponendo per 7 nn numero qualuniue
ilicro e positivo, 23— 372 ¢ sCwpre W pBumere pari. si
comprende che usciramo dalla serie wtte le petenze 2,

. ;) . » :
9o, 22 e, che st trovano e nameratort. € (jltrndl clhe

tanto per la furmia de’ termini guanto per da rapida con-
vergenza guesta serte Lmmaginata da Y. Borda . é co-
modissima  al ealcolo muerico. Siovede poi che pren-
dendo 1 fattort del proﬂmim compreso nel primo membro,
ed indicando con 5 la scrie del secondo si avra
log(n+4 2) ==

2log.(n+1) + log(n—2)—alog.(n—1) 4 245,
onde conosciuti 1 logariimt & nd-1 ., n—2 . n—1 si
polra ottenere per o i quest e della svmma delia
seric quello di n—+ 2. Si dee pero avvertive che nella
somma della serie non si dovranno prenderve che  quei
termint  imziali , che possono influire sul numero delle
cifre decimali, che si vorrunno dare al logaviimo cercato,
trascurando gl alul. Incliwe il vaore di n mnon powa
essere ne =, n¢ < o, alimmenti o st urterebbe contro
{og. 0, che ¢ I'inlinito negativo. o 1 logaritmi di quantita
negative , che si hanno comunemente per mmpossibili.

1+ (nr—a?)(n*—b?)

secondo modo. Sioponga e T e,

: 2 4 2 n 2k A
(n*—a*Y{(n b2 ) —n"{n”—c¢*)

nt ot —c*) 4 (nt—a* Y {(nr—0%)"

~

e troveremo x —/—

Questo valore si semplifica notabilinente . se dopo ese-
guiti 1 prodott si fu ¢* == a? 4-0*, com’ ¢ in nosiro ar-
{E,'). ’}'i'_a

bitrio 5 e con ¢io si avra X T TS =a_
grit——20 0 a2 h? .

Prendendo nol a=—3. b—=4. ¢ auindi ¢=25. che sono
. - i y

« valorl inler: e rvazionali pi{t semp}ivi chier soddisfamo

GV equazione ¢? ==a? + 62 . avreme finalmenie

. D
i
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iz  (n?—9)(n*—10) -2

R e 5 ; —i P - .
n*(n>—2>5) ? jtt — 25n* 4727’
posti 1 quali valori nell’ equazione (3) sl avra

(n> —g)(n*—10)

o = =
log: n*(n*-—209)
~al3
BA (‘{ r 2 [ o] + 4 -i s ot . i 4 —I—
én’——zon "'—/2 5(?1 ——-.2;)113—'-13).)
(73)5 (72)’ )

5(nt—25n%+ 72)5 + s(n’ — aln® + =g )i T ec. !
ehe ¢ la celebre formola di M. Haros. In questa pure
sviluppando 1 logaritmi involti mel primo membro, e
chiamando S la serie contenula nel sccondo , si avra
log.(n+5)=log.(n+4) + log.(n+3) + log.(n—3)
+ log.(n—4) —2log.n—log. (n—5) — 2 4y,
in cul per la ragione superi01’111(—?11[.(-3 addotta dovra preu-
dersi n > 5. |
§. 148. Osserv. Se ncll’ equazione del §. 14J
y == a*, ovvero x = log.y
porremo y == 00, avremo X = o, e pcrcii)
log. @ == o0 .
Ma se porremo y==o0, siccome at numecri minort dell’ u-
nita corrispondono logaritmi negalivi ; sara x == ~— 0 ,
e percio
log.o = — &,
come abbiamo asserito nel §. precedente.
Se dunque nell’ equazione (2) faremo x =1, A =1,
e cangeremo 1 scgni dall’una ¢ dall’ altra parte, troveremo
1 1 I
14— 4 & + — 4 ec. == — log. 0 == 00
2 3 4 € g
e sc si ponesse x==1 nella serie (1) , si avrebbe 1n-
vece
1 | X
l-—-'-; + -3"-- 'Z' ~+- ec. m!og.z.
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Arr. 1.
Funzioni ed equaziont esponenziaii.

§. 14g. Olwe le quantita a* ,y*, ec., nelle quali gl¥
esponenti @ , 5 SONO (uantita variabili semplici, e che st
chiamano esponenziali di prim’ ordine , ve ne sono di
quelle in cui I esponente ¢ una quantita esponenziale
egli stesso. Tali sarebbero le espressioni a* | y¥, ec.,
che sono esponenziall dell ordine secondo. In simil guisa
accrescendosi la scala degli esponenti senza limite, el or-
dini della quanuta esponenziali saranno infiniti.

Si chiama poi equazione esponensiale quella, m cw
entrano quantita esponenziah di qualunque sorta. Non st
hanno 1 generale delle regole per risolvere simill equa-~
zioni , onde accenncremo soltanto de’ casi particolari, ne’
quali la risoluzione ¢ possibile.

Data I equazione )y =a*, ovvero by':“—-"'ax, € 1n 10stro
arbiwio di prendere 1 logartm di ciascun membro . e di
oltenere le cquazioni log. y=ux log.a.y log.b =xlog. a.
Quest’ operazione si chiama il passaggio dai numeri ai
logariima. Ma se da queste ultime coll’ operazione inversa
s1 passa alle prime , cio ¢ passare dai logaritmi a1 nu-
meri. Per mezzo di queste operazion si avra la risoluzio-
ne delle segnenu eqnazIont :

1° Se si avra @ = b ., passando ai logaritmi si avra

xlog.a = log. b,
e quind.i
log. b

T l()g.a )
2% Da amth = bn=¢ 5
ha malog.a + log. b=nwxlog.b + log.c.

i

1
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e qundi

C

log. ¢ — log. b log. b

o e o B
mlog.a — nl og. b P

5 T

42 Da  arcy* = bnr—n
st ha xlog.a 4 gxlog.c—=(mzx —nj)loz.b .
nlog. b love. i
@,‘(.] o= oy b —— . PP R,
o5 0g.a qglog.c

——

bm

(‘r-——-——.—.

08" acy
4° Sia Aa* + Bar+m 4 Car+n + . ... =1.
Qucsta posta sotto la forma
a*( A 4+ Bam 4 Ca® + . .. ) =b
ci da senza difficolia
N log. b —log (A + Bam 4+ Ca» 4 ...

== loo,
DI’

Ao Sia finalmente I equazione

m rx

Aa " + Bas —=1b.

(Juesta equivale a
"X rx
. ) T -
a"(d—{—baé “).__mb,

evvero, fatto = — — = p, ad

mxr '
T\ A + Bare) = b

Pongast A ++ Barr =y , e sara
log.(y — .A y—log. B

x log.a = :
£ p
mx
Inoltre avendosit a ” y = b, ne ricaveremo

n
e - YL
xlog.a= —(log. b—log.»>.
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Paragonando questi valorl avremo | equazione tutta m
m log.(y—A)—log. Bl=np[log. b—log. )]

e facenao y == 4z, avremo nplog.z + mlog.(z—1) =

nplog. b+ mleg. B— (np+ mylog. A. __
(Quest’ ultima non si saprebbe risolvere clie per mezzo
di fulse posizioni. Ma potendosi essa, ripassando ai nu-
miert, elimimando p,e facendon Ia potenza 3‘“3; ridurre alla
fornia IS (NS e S pr——mis_f—nr
si vede che dipenderd dalla risoluzione di un’equazicne
det grado nr.

§. 150. Prop. Sviluppare in scric la {unzione espo-
nenziale c=, - |
Giacchié abbiamo dalla serie (1) del §. 145

a— Zog. 14 ) = A(rr-—-—-— —2‘" a5 T = -Z -+ ee‘.),

in cul & y==o quando x==o, fingiamo ciusta 11 §. 142
x =by +¢* +dy3 3t +...., |
e sara
2 =02 y? - 2beyd 4+ abdyt 4. ...
e U

S =— o by 4+ 3b eyt + .
xt o= Liyps 4, ...
e,

onde Sl avra
y=Adby + Acy* + ddyd + Afyt 4 ...
- HA0* |
— 2 — Abcyd — Addyr + . ..

b

jlb 3 ...c‘.fciz

L ——— a3 il .
- 5. 4 5 7 ~-

4+ Ab?cyt 4. ...

Abi
---“;,i“-"]'* +
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e da qui le equazion, dalle quali si ha
I
u{b =1 ::.'.:.."‘3""‘
b I
.J(c-——-—z— = 0 c=T7
b3 | I
a(i—te+ D) = I=r37
| &2 b+ 1
cA(fMZ}Ll-——;——}"bQC"'_—I) == 0 tf:““2.3.4£[5!,
ac. ec.

ende ponendo questi valori in luogo delle indetermmate
b.c,d, ec.,e log.(1+x) invece di ¥, ed aggmn-
gendo I'unita dall’ una e dall’ altra parte, avremo
_ log.(1 +x) log> (14 x)
() 1+x=1-+ y - T -
log3 (14 x) log (1 + x)
2.3 43 T 2.3.4 4%
Ponendo poi il numero 1+ x=—¢*, e quindi log.(1-+4 x)
= z log. ¢, si otterra

| zlog c z* log.” ¢ z3 log.3 ¢
G =1+~ + g7 F L3348 +

4 ec.

st logfc
iA -+ ec.,

che ¢ lo sviluppo domandato della formola esporen-

ziale c*.

§. 151. Se ¢ sara la base del sistema logaritmico, che
indicheremo con a, sari log.c=log.a=1, e qundi
=2 -~ gt

=t L T s T a3 i A4 T

o -

u

QJ

e facendo z==1.
1 I I 1

a=1+7 + T FTI R T3 44 T

equazione da et dato il modulo A4 st ricava la base a.
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Pei logaritmi di base e, cioe pel neperiani, si avra

I equazione
99 3 :"

(,...) er——=1 -+ 3 +“"‘+""_§+ 2.3.4"{‘“&3

n

e nel caso di z=1,

I Y X

(’::_*.‘I—{—I—l—“"“

. i
seric di-moltissima convergenza ¢ facilissima a sommarsi,
da cui s1 ricava

¢==2.7182313 i awea,

che & appunto Ia base de’ logaritml neperiani, da nei

. r /7
usurpata al §. 144.
Se cangeremo 3z In ——z  avremo del pari

‘ o —_— S ‘ ; —— &C.
(B e 1=+ — 573t 3.3

§. 132. Se si hanno due quantita esponenziali br | e
di diversa base’, prendendo per I'nna e per l'altra il

modulo neperiano =1, s1 avra congiuntainente

xg =€ 3 T‘
br—=1-}+x log. ?)—i— log.? —f———/oa-b+ 537 log.4b+4 ec.
x'}, x3 ‘x"’i

ci=1+4x log. c+ — log. ¢+ 3 log. c+2_3.4 log.ic+ ec.

¢ sottracndo I'una dall’ alira queste equazioni

xr2
@) br—cr==(log.b—log.c) + — (log2b—Ilog.2c) +

:;r% :2:"i
(log‘)b-——-log%)—{— (100" th—log.ic) + ec.
formola di molta utilita nel Calcolo Integrale.
Se nella serie (5) porremo 1 +x==n, avremo la
log.n  log.?: log.3 n log*n

{i0) n=—i1-4 :4 -+ 242 2‘3:17-3- ; 23.4 45 + ec.
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equazione che sciogiie Al probiema: dato il logaritmo ¢
un nuimero. ed il modulo del sistema, trovarve il numeirno
»
co:rispondente.
{inalmente se nella scrie (G) porremo 1 4 x invece
di ¢, 1 invece di z, e prenderemo J==1, avremo

mt

(11) () =1 4+ ming.(1+ x) —l——";“iog.“‘(I—[—x) e

LY - . . T B L}
e se si poncsse x == . DAL skowolipiicasse dall’ una e

AP T ; I
d::m alira }_mrte e ™ » Si otiervebde

(12) (a+b)n= f‘“‘{x + m m“( fTY) T
”}2 ' L : ?HL; f _ (r}
——log. {1 e ) s .r)_—'”-'%(f L — 1 - ec. {1 .
2 . + ({ _ ' f.'.j < N ‘L J :

che ¢ lo sviluppo del binomio . ordinato secondo le po-

tenze ascendenit dell esponenic {(§ 135 ).
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CAPO XVIL
Delle funzioni circolari .
ArT. I
Foriiole 1, Tconometiiche.

§. 153. Dovendn nai stismorre 1 nostri lettorn bastante-
menie istrutil di mtto c¢id che coneerne la Trigonometria
clementare , ed esconds alirande nececsario che esst ab-
biano sott’ occhio le principali formole , deila quali ¢
tanto frequente 'uso nell Analisi superiore . abbiam  ere~
duto di vadunnele in un sol quadro, lasciando poi che
ognin ne deduca la’ dimostrazione dalle dotivine  elemen-
tari . ovvero la cerchi nei wattati di Triconometria , di
cui abbondiamo . sopra tuto in quello del Sig. Cagnoll,
In uesie 1ol SHPPOLIAND sempre 1 rag esl0 == f , m o

scmiperileria cireolave ;. &, 9 due archi contivui.

[

SeH. o
3 53
I sen r=t=cos?x == 1.{ino r=— ; s COlL.x ===
4 = COs. a2 “
CoOS. X ) 1 T
— = = SO D e COLP0 2w 25
SCIL, z"m'f o i COS. JJ’ SCIL. ¢
2 SO e T T e ST, COS. == AT OGS,

aang. — r == -—— (’.fz,fzg. X CUl mmm X =2 — COL X

sen{x - y) == $CR.x €65 )Y == cos. xsen. y

COS. (X1 ) == €0S.xCos. y T~ sen. x sen. y

Ot 2

SCIL. 20X == 2 5C7. CCGS. 2

COS. 2 == COS.2 0 == SECI.2 20 ™= 20052 2 weme [ ===
.2

I === 2 S5¢C

I—€0S. \/( 1 sen.a)y—\ (i— sy
St]z " A P ;& T T

~J
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’ 14-€o5.7 \/U—H‘en )
8 cos.;x= V

2

10

Il

18

4/ (1—sen.x)

2

tang. r 4= tang. y
ang.(x == —
tang.(x £ 7) 1 3 tang. v lang. y
21N
rang. 2 x B e
© i—tang.” x
[ = CNS. 2 sen.x
tang. . x o i —
e sen.x 1 0S8 X
tﬂng. X V [~ COS. O
14\ (14 tang.®> x) 1+ Cos. @
cot.t xr —tang. Lx
cot.x snn e
( 3 1Ftang.x m.rzg.y -1t cOL. o COL. }
col.(x +¥%) — ' ' :
¥ tang. xr - tang. ] cot. x 4 cot.
1-—-—-t¢77w?x —_— 1 -} cot.’x
cec2 e T 2tang.x 200t %
1+ Cos. X ser. x
-0 ' ‘;"‘ x — [— T
cot.3 SCIt. X I— COS. X
SeL. K SCC ¥ Y
ec.( x P ER e e — #
sec{x 4 y) 14— b ???fr A z’{m LY cos.(x =4+ 3)
Y sec.? x 14 tang.? x
‘ cos. 2 — SEC.2 X 1—tang.” x
SeC. g * T casx{; l/l-i‘ cos.
V T8 X
-+ S X
seC. X SPC. T
S P - T
COSEEISEEI) == Lansy. x 4 tanz. y
se0.7 x i X
s - e e —— . o .
COSCLy ~5 T 2lang. x S€. 2 X 25(n.X €0§. X
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39

o
Q
oV

[l

I 2
cosec. = x — T — V
Ser. ; X I— COS8. X

V‘ D800, X
SEC. A — 1

sCn. x Cos.y == } sen.{ x_..];-) 4 ; sen.( x +J)
COS.%CO0S. ) = 5C05.(x=~—=)) + 5 c085.(x = })
sen. x $en.y == c0S.(x—y) — ; cos {x =)
X 7 xX—7
Sen. x- sen. y == 2 ser. T Cos. T
X =¥ X~ v

Sen. x—sen. y == 2 sen. *"'—2‘"*'- cos. —

aarll

X 4 X -1
€0S. X~ €0S. )y — 2 COS. —,  €0s. ———
2

X+ Ko B
COS. X— €0S. ) == — 2 sen. T sen. _.____;__

sen.2x--sen. ";r ==sén.( x + 1) sen.(x --'-]")

CO8.*X~—C05.2y = —sen.(x + ) sen.( x—9)

1+sen.x ==2s5en.”(=m -4 ; x)
gectraians: I I«

I—sen.x == 28n.?( , T—3x)

I4- COS. XT==2(C08§.” 3 X

I— COS. X == 256n.2 - X

I~~ SPn. X I = mn. X
cos.x  1—tang. xmmna (gm-+3x).

|

sen. X + cos. ; x = \/(14 sen. x)
SO, 3 X~ COS. f X == —\/(1—s€n.x)
2
SeC. ; X COSeC. ~ x =
sern. %

SCN. X COs. X lang. X CoL. % s€C. X CO§CC. % == X



JU;i,
, _ tang.—
sern. X -+ $exn. ) &' 9
fo —— =

TUosen. x —sei. ) X~
Ly -

sen. x - sen.y X =
it e = lang T

COS. r+(7< Y & 2

SCNOX A SNy .- Ne—Y
Jn ==t —— cOf. T

Cun, = LN Y 2

€05 % - CNS.Y R X Y
23 S S NS P g
43 s cul.

COS. % — COS. y 2 2

Arny. (L

Sodlino in serie
deile principall junsiont trigonometriche.
- ingt i ooty . e & 2
5. 155 Prop. Sviluppare fe tunziom sen. x ., COS. x>
Assumiiamo le due sevie
3 7y ..~
sen.x = Ax + B 4 Cwv -+ Dx? 4 ec.
cos. == % -+ ar® - het 4 crf 4 ec.
. i 5 - A * " i ) . i - 5 G
dove omeotuamo nella prima il termine sonz o, ]’){-‘!3‘{3}}{‘ 53
don annutlare 1l seno coll” aveo. ¢ ie potenze par, acelon-
¢l ose o divenia — 27, PoOssano smbidune 1 membirl di-

vontar negativi. Nella seconda i termine senz’ @ sl o€ posi

—_—1 m"s_'vh{f AV annallavsi dell’ aveo i coseno st uguagiia
al rages 03 ¢ SLSOND OMesse fe noteize Imparl, pmch‘ RN

seno rinane. positivo uaad anclie I' arco divenll negative,

Cio BIEINCSSO , 5O agsiungereimo 1 (_‘{'i.lil(]l"a[i dell’ una e

1
o

i aiira serie, avrenio

e st

sentar o costr o= 1= A2x? - 2. ABbxY + B2x6
{ ~+ 2ax? -+ a’xt 42 ACx®
G 2lxi - 2026

- aabhx®

—+-ec.



e paragonando 1 coelficienti omologi, avremo le eduazicm

12 4+~ 2a=—o0
2 A8 = @7 - 2b = o
52 4 24C 4 3¢ 4 2ab =«
ec.
tn secondo luogo , prendendo il doppio prodotte delle
dne serie, stoavra
B G- 008 o = se 2 =
vode 4= 2B 23 + 2Cwd 4 2Dyt
—+ 2. >

ko

b
1

o 5 f} ” s i }
Gk s S WS "'f— 2 !: K

ol [ s
/ e F 3 ! ! CC‘.
4- 2bdx? + 20Fx"

~+ 20¢4x?
ma cambiando nella prima x in 2x st avrebbe ancora
sen2x =2 . dxr 4+ 8 Fx3 <+ 32Cr5 4 1280027 + ec. .
onde dal paragone de” due valort di sen.2x s1 avranno le
altre equazionl
o> A4 = 2 4
a2l +2af—=8R8
2C 4+ 2ab + 20d = 352C
2D 4+ 2aC 4 208 4+ 204 = 128D

{QL: LI

~

e siccome dall equuarione o f == 2.4 non possiamo defer-.

minare . p(‘fu:_‘ji& viterremwy _f indeterminata per un istin-

e, ed mtento delevmneremo el 5,,;!.1 Akl eoclicient

I

. Syt (.'l' «‘ vy * W
O INCZZO Gl a . € Loy ereino

_f2 A3
(L =55 e P o, ey e
2 2.3
¥z A5
b — T S EN
:..)a \) N E .?. N \i ' “i . J
i€ g7

o
I
|
S
l
|

I O 2.0 .0.0.7
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onde le due serie, che abbiame di sopra assumte, diven-

{cranne rispetuvamente

A3 3 A5 x3 A7 x7?
sen. = dx— g+ Ty g5 T35
Aaxz Ai 2 AG JCG
£od s k=g 3.4 T 2.3..61F°

Affine di determinare 11 coefficiente A4 s1 divida la
prima serie per X, onde si abbia
sen. x A3 x? A5 xt
@x “““4-_“;?_'-2.3.4.5_60'
Ora ¢ facile a comprendersi che 1l rapporto espresso dal

1Y membro. a misura che la diminuisce . tende
. - , & | arco x diminuisce , tende a

diventare un rapporto d’uguaglianza, cioe I' unita. Ma du-
rante la diminuzione di z il valore di tutto il 2° mem-
bro tende esso pure ad wuguagliarsi col solo suo prime
termine . come suo limite ; e dovende inoltre ugua-
gliarsi fra loro 1 limii di claseun membro presi nelle
medesime eircostanze ; dovra esscre
1 — A,

onde sara determinato il coefficiente che ci restava.

Si potrebbe {ors” anco ragionar €osi: essendo espresse
sen.x per mezzo delle potenze della quantita A, que-
sta dovrebbe rappresentare in generale tutu gl archi cor-
rispondenti a sen. x, che sone

x.,2n 4+ x. 4n 4+ x, 67 + x, ec.
Ma altronde noi abbiam supposto che s’ annullasse 1l seno
coll'arco x, quindi I'arco generico .4 = dovra coincidere
col minimo x di questi valori, e percio sard
A — 1.

Avremo dunque le due scric domandate

3 b x’
1 SCN. I oo L e ™77, e P - 8.
(> F:9 ' B3l Z.BonrG
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x xh x$
_!“-——-—-—h—- P s ———— —— :
(3) con® > 37373 3...0"““

§. 135. Se adesso nelle serie (=), e (8) del §.

cangeremo 3z in xy/— 1, avremo

a? a3\ —1 x?
2 2.3 T 2.3.4 e
x> a3\ —1 xt
e—rV—1 —fe—x \/-—-1-—---*; ~+ 53 -+ ;f*:sj——-—ec.
dalle quali sommate e sottratte si otlicue
erV—1 4. g—ax\/—1 x? xt
P *“__1-—--:“—}-:5 4-—-ec.mcos.x
V=1 — g—xVy—1 a3 x?
V—i =% 53 T g =

be ora nelle due equazioni
er\V/—1 -} o\ —1

COS 0 =™ - 5 .
SCIL. ¥ =
2y — I

metteremo mx invece di x, ne mnasceranno altre due .

e10e
emry/—1 —+ I\ —1
] COos. mx == 9
(-¥) emaN/—=1 __, p—ma\/—1
SCIL. IMX == 2\/,“ 1 .

Quindi avremmo sommando e souraendo le equaziomi (M)
s CoS. X -+ \/ =—1.501n.x == exV—1I
(0) | cos. % — \/ ~—1.50n.X == e—*V—1,
e similmente dalle equazioni (/V) ricaveremo
CcOS.xX +\/—1.5cn.anx = ¢*V—" = (cos.x4\/~1.5¢n.x)™
() COS.MX —\/—1.sen.mx = ¢ "aV-* = (CO8.X ~\/~1.5C70.x)"
d’ onde s1 ricava
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() (cos.x v —1.56n.X)" == €0OS. X ~- \/ — 1.5C7N. Mx
equazicne che racchinde umna proprieta singolare d&:gli
ango]i. fnolire avremo ancora le espressioni seguenti

(L) cos mix =

3(CO8. X 4 V= 1 .sen. a)" - 5008, X — \/ —1 . 5012, X))

I
(8) sen.mx = 7 Tt (COS. X e \/ = 1. 5072, X)™
I /
- P . (COS. X mmm \/ = 1, 8017 X))

Je quali hanno luogo qualunque sia il valore di m.

§. 150. Uperdo 1 una sola le equazioni (0) , s avrd

COS. X =\ — 1.s01. % = =V,
e passando ai Jogariimi
log.(cos.x 4=\ —1.5en.X) == 4= x\/ — 1.
Suppomamo sen.x=o , cos.x == 1, ed osservando che
in questa su]’Jposizionc I’ arco x dee prendere il valor in-
finitiforme a2k 7, avremo
log.1 = 4 2kny — 1.

Chiamisi adesso A4 il logariuno di nna quaniita positiva

a; ¢ siccome st ha a=ax1, presi 1 Iogaritnii, si

avra
log.a==d tlog 1 =d 3 2kny —1.
Similniente ponendo ser.x == o0, €Os. ¥ ===—1, € per-

€10 wm== (2 A+ 1)r, sara
l0g. —12= 4 (2h4+1)ny —1,
in cui facendo A =o . se ne ricava la bella analogia di
Gio. Bernouwlti
1: 7y —1:00g e 1.
Sara percid
log.—a=—A 4 log. —1 =4+ (h+1)ny —1,
Dunque le quantita positive hanno infmit logaritmi tutt
presi nel medesimo sistema, de’ quali pero nn solo €
veale , cioé quello che corrisponde alla supposizione di
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A==o 3 e le quantitd negative hanno similmente infiniv
logacttni, ma i jwmaginarg.

Con questi teoremi Lwfero ha ereduto di metier fine
alla tamosa controversia su I’ esistenza o impossibilita de’
logariumi delle (uania negative.

Se pei si innalza  aiia potenza v —-1 I equazione di
Sopra ., $1 avra

(Cos. X 4/ =1 .s0n. x)V—1 = ¢Fx 5
e neile supposizioni di cos.x == 1. 7. %= o s M= 2 R,
SU avra
V7! r?:—!_‘g'}m?
vador reale ed infinitiforme 3 1l pruno de” quali , che cor-
risponde aila supposizione di A=o, ¢ I unita.

Ponendo poi cos.x == o , sen. x = 1 , ¢ quindi & =—
(2A4 )7, sara altres

(4 — 1 )\/—' — c?(**f—%)?? ,
valor di nuovo tutto reale , ed infinitiforme.

§. 137, Prop. Sviluppare in serie la fanzione tang, x.

facclast

tang. % == Adx + A,x3 4 A5x5 4= A-x7 4 eec,
dove omettiamo i termim contenenti le potenze part di a
cd il termine costante per e ragiom addoute al §. 154
S, x

Fssendo pertanto tang. x — — , Sara ancora
Cos. x |

lang. x cos. x == sen x 3
onde mettendo in luogo di queste tunzioni le serie che
le rappresentano , powemo determinare i coellicienti della
sevie assunta. Ma per meglio vedere la dipendenza de’
coethictentt ' uno dall altro, supporremo  che nelle serie
() e (2) m luogo de’ coellicienti rmwnerici si pongano

rispeuivamemc

(Z ) (1‘3 " (IS " a"; 9 GC.
I - b:z ()} n Z}.G - {“C-

»

1
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Con cio si avra
(A Ay x3 G 4555 = A- 57 4= ec.)
(1 = b,x> 4= b, x7 — b,x% - ec.)
—ax— a3x3 4 asx’ — d.x’ — cc.

X

Fatto il prodotto, ordinati 1 termiui rapporto ad x, e
paragonall 1 coeflicienti omologi, si avranno le equazioni
f e g

A, — Ay = —a,
— Ay b, 4+ Db, a.
.{1"’;- “.ﬁlﬁbg—*-_/lgbq“—.zjbo——::'—a,:

¢ 1 generale
An—~An by + A by~ Ayl 4+ ... & Abp_y== -k a,

dove vale il segno superiore se m sara un numcio della
forma 4?1-—}- 1, e mferiore se tal forma non avra lvoge.

Rimesst poi 1 valori nurerici degh @ e dei b, si avra

1 5 17
;4:..-1,}.43 =3, d; =773, ‘47""3.5.%.3’ ec. ,
.

e la serie domandata sard fnalmoente

(3) tang.x =
x3 2x58 17 x7 Gox?

¥ "3 T 375 T 33 3+5J 9.3 g o &

Per la convergenza si d1 qu.esta che dc]le ]_;rea;*ed.en.ti

J

seric (1) e (2) ¢ necessario che sia I'arco x minore del
ragglo I.

§. 158. Prop. Sviluppare I'arco in potenze ascendent
del suo seno.

Sia sen.x ==, e pongasi

¥ == Ay —i—B’V’—-}-C}’—}—D} - ec.
Cangiando x in 2 x anche sen.x si cangera in
SCI. 2% == 25CN. X LOS. X,

¢ quindi ¥ m 2r(1 e3> )':
Dunque sostituendq si avra
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2 ¥ 2_4‘"7'(1—-]2)*;‘ ~ 88}’3(1—-—3:9)*?2 + 32035 (1— 423
~+ 280y (1—y?) i -4 ec.

Altronde dal canone newtoniano si ha

3 ro 1.1 1.1.3 )
e Y 2T o [ e — 1 P o
3 ; 3.1
Ie— —— ) ——— ] L e
(1—7") g ¥ e T ey
2\ 2 D

(=37 = 1 — 73" + ec
(I-——yg)"‘fi' T T s B0,
.9 : - B z . . . %
wostituendo  quest sviluppi  nell’ ultima equazione . ne
nasce

A A3 =, 5 4,
2X == 2AY e Ay — — 3% e —y7 e eo,

> J 4 J g/

~8By3 —128554 3 By7 — ec.
~+-32Cy% — 80 Cy7 - ec.
-+ 128Dy7 — ec.
Da un'altra parte ¢ chiaro che si dee avere

ox==2Ady 42833 4= 2Cy5 ~+ 2D y7 o ce.

(Juindi paragonando i due valori di 2x ., avremo le res

lazioni seguenti fra 1 coefficienti,

2.4 == a2 A
w— 44+ 8B =— 28
A

—7—1234—326’:—_ 2 C
A ,
—g =+ 3B == B0C o= 12800 = 2D

€C.
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dalle quali si ha

A = A

1 A
B""’z -3

1.3 A
0“2.4' 5

1.3.5 A
‘D"""'z.4.6 i
. 1.3.5.» A
P=77%6%8 9

ec.
e ritenendo, pel ragionamento fatto al §. 154, 4 =7,

avremo finalmente

I !
/ Y . — —_— ——
(4) x = Arc.sen.y ==y -4 T3 2 f " B 4=
1.3.5 y7 3 5.7 »°
i 6 ‘*‘ 6.8 g T e©

Se im questa porremo ¥ = ~~ { chiamando 7 la semi-

T I 1 i I .a I
6 =% + 2 3.2 T4 5T
1.3.5 I 1.3.5.7 I

2.4.06 =~ . 27 -t 2.4.6.8 ¢.2Y -+ o0,
serie da cui colla somma di pochi termim s puo avere
un valore abbastanza prossimo di 7. ossiz del rapporto
generale della semicirconferenza al raggio.

§. 159. Prop. Esprimere 'angolo ¥ pec mezzo delle
potenze della sua tangente £.

Fra i diversi arwfizy . che s1 potrebhero mpiegore
(uest’ oggelto , somiglianti ai precedenti, o dedoith dad yo-

vy f e

gresso delle serie. noi sceglieremo 1 seguente.



213
Dividendo I'una per I'alira le equazioni (O) del §. 155
si ha
COS. X 4= \/ == 1 . SCN. X I o=ty =1
TT oS K e N —— 1 SC X T ==l -1

Prendendo 1 logaritmi di ciascun membro, e dividendo

P?xyﬂﬂr

per 2y —1
1 I ==t =1
x“2\/—-—-1 5 ety —1°
Sviluppando il logaritmo del 2° membro per mezzo della
formola (3) del §. 145, cloé canglando x In Ly —1,
e prendendo 1 logaritmi iperbolici, si avra
B A t3 Lo
== 2(1‘ —

e - ———l-vec)\ -1,

log. Ty =
e percio \ |
¢ £3 t7

() x=Arc.tang. t =t — T - 5 — T -+ ec

£
#

serie elegantissima.

Se sl pone x =— T percio f==1 , sara

——— EC. .

I
R 9 .

+ “+-

|

Lwlh

I
7

X
7 e I e
4

oVvYero

7 I J 1 ¥
:r:.::(l——-*——l-“——-““—i—“--ec.)
1 3 5 7 9

che ¢ la famosa serie, con cui Leibnits rappresento la

semiperif'eria circolare.

T
Ponendo poi G nvece di x, ed osservando esscre

T b {
t n- ik Sy + -




serie , per mezzo di eui Lagmny ealeolo il rapporto approssi-
mato della circonferenza al diametro con 125 cifre deci-
mali, di cui prendendo le prime si ha 7=3,14159265 ec.
§. 160. Prop. Esprimere il coseno dell” arco .muluplo
mx per mezzo d una serie ; che contenga le potenze
discendenti del coseno dell’ arco semplice «.
Dalla formola (f0) del §. 135 abbiamo
2co05. m X ==(COs. % ~ V/—1.56n. %7 4= (COS. ¥ —\/—1.S€Nn. %)™,
Poniamo cos. x =— p. onde sia ancora sen. ¥ = v/(1—p?),
e sosututi ¢uesti valorl avremo
acos.me=[p+V(p? =" +[p—v(p*—1)m
Ripigliamo ora le duc equazion (M), (V) del §. 13-,
ed agziungendole fra loro, troveremo
2C08.MX =

t{me—3) M3} =g}

""__(3;:)m "4 o (2p)m -6 - e,

'—'P)m —-—m(zp)m' 25,

p

i e m(m3) L mimeg) mees)
12p) " m(2p) i 1—{-—"”"‘2‘”‘““ (p) " - '

T e

equazione nella quale non manca che di scrivere c¢os.x
invece di p. e di dividere per 2, affinché sia soddisfatio
a quarto fu vichiesto.

§. 161. Osserv. Quest’ equazione sussiste per qualsive-
glia valove di m. ma nel caso che questo sia un intievo
il secondo membro s1 riduce ad wy’ espressione finila,
giacche 1 termint della serie inferiore distruggono le po-
tenze negative , che nascerebbero dalla prima continuan-
dola senza fine. Quindi nel supposta di m intiero posi-
livo o negativo sl avra semplicemente

m{m-~3)

2CO05. M X == (:.).p)m——- n-z(:zp)m—"z —+ 5 ' (zp)m-—'& —
m(m~-4> (m=—-3) m(m--5) (in—~6) (m—-)
n o \:?ﬂ—-—*G - L / 2 m-—-—-s CC-
2.3 (2p) + 2.3 .4 (2p)

e la serie dovra troncarsi li, dove le potenze di p -
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cominciano a diventar negative. Cio ¢ affatto conforme
alla natura deil coseni.
Ponendo pei 2p == 2 cos. ¥ == y , avremo nel caso di
JIL Lo ¢
(6) z2cos.mx =

m(m—23) m(m=—-4) (m-5)

yrn — 77l J,?n-—-'ﬂ __}__ —-—---——-;——-—--—-- ).}H—‘-i S 2 3 — y.’}:h—-{; _L, P,

cio¢ la serie (B) del §. 8a.

Se nel cerchio A BG E (I'ig. 1.2 ) 1l punto B separera
un dato arco A DB dal sno supplemento BG I, e sa-
ranno tirate le corde B A, BE , ed inolire 1l rageio CF)
:1 punto di mezzo dell’ arco AD B, anche la corda
D A sara tagliata per mezzo in £y cido é evidente. Ora
dalla proporzione AL : AC:: BE:CF, in cui ¢ AL
—~ 2.4C, ne viene ancora BE — 2CF , e percid
Bl = 2cos.5 ADB. Sec pertanto cluameremo 4 O 7
—2x, B =y, sara 2cos.x = y. Ma se x si cangia
in mx, questl equazione ricade nella (6) ‘dunque i1 se-
conde membro doll’ equazione (6) nen é che [ espres-
sione analitica della corda supplementare di un arco m.pio
di quello, la cui corda di supplemento ¢ y.

Molussime sono le serie spettantt alla Trigonometria .
chic si powebbero dedurre con metodi somiglianti ai pre-
cedenti, uso e 1 elegamza delle ¢nali sono insignis ma
nella necessita in cui siamo di limitarci , npetiamo ai .
vostri Allievi di consoltare fra tatte le alive la Trigono-
metria del Sig. Cagnoli. in cui la ricchezza delle cose
gareggia colla semplicita d¢’ metodi.
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CAPO XVIIL
Risoluzione trigonometrica delle equasioni
X'+ 1o, xMe—m A5 de B—0o.

————

ArT. L

Liguazioni a due termini.

. 10z. Prop. Risolvere le equazioni della forma
14 |

x?t l Ao O‘

Se 7 ¢ dispari vi sari una radice reale posiiva =1 . ¢
percio I' equazione sara divisibile POr X = 1: sC I San
pari vt saranno due radici reali o1 . — 1, e la pio-
posta sara divisihile per x* — 1. Tolu colla divisione
questi fattori 5 le alwe radici saranno iminaginarie. Rap-
presenu pertanto a -+ b/ -— 1 una coppia di queste , e
la proposta conterra dei fattori della forma trinomiale
X% e 2a % 4 a? 3= b2

71— ¥ o . 7 o—
— se 11 ¢ dlSl"}{tI‘l . OVVero ———— se 11
2 4 2

In numero

sara pari. Cerchiamo tutti i valon competentt ad a ¢
b, accié possan rappresentarc tulte le radici, di ews
sl iratta. Abbiamo di gia accenmnato al §. 89 che s¢
a—- by — 1 é una radice immaginaria dell’ unita ., si ha
sempre fra a e b1 cquazione a” 0% == 1, la quale,
per essere nel primo membro composta di due quadrati,
non puo verificarsi @ meno che non sia tanto @ quantd
b < 1. Possiamo percio porre con sicurezza @ == €05.Q .
essendo @ un angole che fra poco determineremo, e per
conseguenza b = V{1 — c05.* Q) == =t sen. Q. Quizldi
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1 due velori conjugati di x sarenno rappresentati dalla

formola

¥ == COS.Q 4V ~1.56n. Q.
Sostituendo quest’ espressione invece di & nell’ equazione
Xt = 1
avremo (€CoS. 0 £/ — 1 .sen. )" =1,
o sta per la formoli (Q) del §. 155
COS.NQ £ V—¥.500.01Q =1,
Ma perché quest’ eqiazione sussista . Lisogna (§.42) che
I'angolo 7 @ sia tale che si abbia nel tlempo slesso
cos.n@ =1 . sen.nP=—o,
e siceome queste condizioni non convengono che alla

perlieria 27 , ed a’ suol nmh‘ip]_i 2k . avremo percic‘}

/ 2k
71 —_—— kT . prarmal
q) . - q, ?l ]
ed il valore i X, sara
2k 2l
¥ == Gow. =V —1.s5en.—,
70 71

onde 11 fittor generico di secondo crado sara

2 b

X2 e 2 X COS. ~ 1

7
dove 1l numero 2 % poira avere tuti i valori pari o,z
4, cc. fino ad n inclusivamente se n ¢ parl, o fino ad
71— 1 solamente se n o dispari ; ciacche dando a 24 de’
valori maggiort di questi ritornerebbero i medesimi sent
¢ cosent gia compntati,
Quindi T' equazione
¥'—1l==0, ovvero la funzione x"—1,
se 12 e dispari risultera dul prodotio de’ fattor
2 7 4
(x—1)(@?>=2x 00s. el J(x? — 2XLOS. 1)
Or 71 -1
(x? = 22 cos. o e (Xt gz cos. -

X

s o IR

12
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e se n € pari dal prodotto

2 4m
(x—1)(x? — 22005 T~ 1) (x? — 22008~ —=1) X

Gr 1-—-2
(? —2xc08. 7 1) ... (x*-22 COS. T D (o =1

in cni il primo fattove =1 nasece dzl porre 2k =—o
nel iattor geaevieo , ¢ col pre adere 11 fattor semplice in
lnegn <del deppio (\3‘-—-1) che ne naszerebbe, ¢ Tulir-
mo ftore o =41 dal porre nel gencrico afk=n . o
e ena sin}.i’xm;:mQ: i fattor semplice in luogo del
dolrpio (A= 1

53, Alla stessa couclusione saremmo giunti anche

~

per aitra via pit aneloga a quella che abbiamo tennto

al §. 86, Ridouta difaitt la proposta a® { = o alix
forma

| 4 I
I“L;*LT’*I+ :L""“1+"'+x+*£+1:0

col dividerla per & — 1 se n ¢ dispari, o per x? —1 s
dh o Pabi, © col dividere in seguito tutli 1 termini del
queto per x’ . potremo porre

I

X == “; == 5 == 2005.9,
e nr uascera Verquazione
(A) X e= 2x0C08.Q -+ 1 == 0.
Mo se & diventa x7, abbiam veduto (§. 161) . che y divents

7(F ——3)

” Jyr—t —ec. == 2C05.T(.

v
A% ;L}-r-—'). |
onde sara
I
X - o — 2¢08.TQ ,

-

quindi 1’ equazione
(D) x* e—2xcos.TQ 1 ==0.
le quall equazionl () ¢ (0) dovendo sussistere simul-

9
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taneamente , richicdono che la prima sia un divisoe
deila seconda.

Per determiunare il valore dell’ angolo @, osserveremn
che risoluta la (B) alla togeia delle quadratiche abbianmo
T = COS. TP £\ —1.son 10,
e qundi == ¢0s. 279 = \/ — 1. s0n. 2r@ (§. 150
e tisolvendo la ()
L = COSO =y =—1.5n.0;
onde nel caso di »n dispari == 27 4 1, moltiplicande
fra loro queste ultime , avremo
2 == (€08 27D 4= \/ 1. 560, 2rQ9) X
(cos. @4/ —1.sen. )
o sia riducendo a dovere i termini del prodotto :
XN Z= CoSnQ AV —1.sen.n@ = 1 z
e nel caso di n part == 2r <4 2, si avrebbe similmente
T’ == cos. 2 Q + V—1.sen 209,
e percio
X2 == (cos. 20 4 \/ — 1 . sen. 29) X
(CO$. 279 -V = 1.50n. 219 ),
OVVeTo
X" == Cos.n®P + \/ — 1 sen.n@ =— 1.
come prima. Ma perché I'equazione sia soddisaita , bis
sogna di nuovo che sia
COS.NO =1, sen.n® == o,
onde siamo condotti come precedentemente ai medesimy
valori ¢i @.
§. 164. Prop. Risolvere 1 equazione tuta positiva
I - I = 0.
Questa ha una sola radice reale e negativa. = == 1 ne}

Barcctinings

caso di n dispari, e nel caso di n part tutte le vadict

sono immaginarie. Per trovarle suppomamo una di ue-

ste =—a—-0y/~—1. e sara (come al §.162) @” 4= b=«

- Wy

e quindi si potra supporre a = ¢0s-Q , b = 4 sen .
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Postt quesu valori nell’ equazione
X == -1,

sl avra

(cos. ¢ £/ =—1.5C1.Q )t == = I
0ss1a

COS. NP 4=/ —1.5en.nQ == == 1.
dalia quale abbiamo conguuitamente

cus. n q) T— w1 . SCN. 1 (p e

Ora {,;Ei :111;,;0]_i corrispondeuti a  queste condizioni sono
la scmiperiferia moed 1 suor mulupli dispart ; sara dungue

2k =1
nQg = {(2k4+107. 6 ¢ == —

Jr-
Tf

Tuaiti 1 valorl di x saranno qumdi compresi nella formols

2k -1 } 2k =1
' T -k N === 1.58071. =

T,

ed 1 futtors di 22 grado deila proposta saranno atu rap-

prescuiati da
2k -

X7 == 2X COS. U a3

in cii il pumero 24~ 1 powrd prendere ot 1 valor
1,3.5.7,¢c. fino ad n — 1 inclusive nel caso di
paris o fino ad 7 nel caso di n dispari. In quest’ ultime
caso fra 1 fatteri i sccondo grado vi sarebbe ancer:
(2 ~1)2 corrispondenic al valere di 2k~ 1==n, ma
non si prendera che 11 semplice x4 1. Percio I eqiin-
ziune & —-1==o0, o semplicemente la funzione x” 4 i
equivarra al prodotio
e 3 S5r

(x?—2x COS. = 1) {(x’--20 COS. i 1) (x2—22 cos. P 1)

i n--1
(x-'.?n--:},gf CQrs, "1;?— t=1 .., f::?..”' teena COS. "'}“:“ T+ I) ., 8GN e part
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i Ar 5n
x?--22 €OS. U {x?~ax cas. o 1) (x?~2x cos. e )
T 71—

T A e P mymcns i !
(& —2x cos. — +1)... (222 cns. o r+D{x+1),

s» e disp:‘zri.

Nol siamo giunti col soccorso delle formole trignnotme-
trichie alla solizione completa ddl equazione o7 - 1 =- 0.
e quindt ancora dell’ eqRUAZI0Le Oinogenea ! - 7 — 5 -
(ualora si rendano omrogencl 1 {attort di secondg arnio.

che Ia compongeno . o serivendo  invece del fatior oo-

, ” 713 7 mor
HATICO X7 — 2 x cos. -T + 1. X2— 27X COy, —— ~+r”. La
1 4

risoluzione generale e puramenio anslitien di si'[T;'z!!-.“ -
zionl . clie al (umr) VI &lhinm vedvio, E")?!i"];’i_;’z{}{} d: ;__v,"":.ff':
6"-‘\}_)1‘6551 da Un tiumero ]'}113':-1(} . TP lm;z{;il;l al g;‘:zt‘:;) e
¢ stata da poco tempo scoperta dal Sig. Geawss | indi
semplificata d:l Sig. Lazrange. Noi non poivemmo {hly
conoseere ai nostrr Alltevi senza O]tl'f"bas::am d1 troppo I

s . ' 2N .
CONIN a Noi pr(-‘-h:--:m.

165, Frop. Se s1 dividerd la smni:‘“i:‘cnnfﬁi"@ﬂ_:’_:1 Jdun
cerchio in » parti nguali (Mg, 23 ) _Ju, al? . , Bh L

Ce . e da un punte O prf‘so st Ia dwezmnp del
diametm AS si tireranno a puit g puntl di divisione le
rette Oa. OF . Ob., OC, Ou: eC., sI avra

P Gat 00 .0.0d" == KO
OAd .08 .0OC" .01 ... . =KO" --ff?

Ilmm di tio osseryeretne ol preso un punto  (ua-

lunque M ( Fig. 3.2 ) sola cireonie: enza , e di 11 con-
dotto il raggic ;izﬂ , da retin 3O, ed 11 perpeidicolo
AP sul diwnierro . oindi chimmnato o aagolo AN mi-
sarato dall’ avco 2V, x Ta revta K¢, » il ragsin sl e
MO* == 37 4 (KO— K e

o, 9 7
r-gsen,c g -
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e fatte le debite riduziom

MO = x?*—2rxctos.w -4 r2.

T a2 3T 4™
Facciasi ora successivamente w ="—-,

. B0 w
n’n’® n°’ 9

—— . ) ; e I
ed MO~ si cangerd nc’ valori corrispondent Oa , OB",

——= 9 2 3 . 3

Ob”.0C , ec.della Ing. 1.3 3 onde separando i valori , ne’
gquali entrano 1 multipli  pari di * da quelh , m cu en-
trano 1 muliipli dispar1, avremo le due serie di equazioni

v g
— ._
Oa = x‘-—-—zrxcos.'r—z + r?

2 SN
Ob mx’*—zr'xcos.-’-{—{-r’
gy 5 .
Oc =x?>—2rxcos.— +1°
72 72 2 77{ 2
Od” = x"—2rxcos.—- -+ r
ec.

04 —x —r
— 2%

2
OB = x>—a2rxcos. — + r2

. i
OC =X -—-:zrxcos.';‘—-}-r

s ‘ o7
Of)" — x® — 21rXxCos. " + 72

ec.
Fatti poi i prodoiti delle prime equaziom a parte, e
delle seconde , ed osservando che nella priuma serie 1 se-

condi membri sone i fattori di x* + r*, e nella seconda
quelh di x# — r#, avremo
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(a”.0 b O {}'2 : 5??“ R el N A= o — R
04 .0B".0C".0OD".. ... =x" —r+=K0"—K.{",
come abbiam proposto.
Questa ¢ Ia famosa pmpriz‘:'zix del cerchio . conoscinta

sotto 1l nome di teorema di Cutes . che ne fu linven-

tore .

§. 166, QOsserv. Noi abbiam preso ibopento O fuar
¢~l cerchio. ma se lo prenderenio al di dentro ., rimared
invartabsile la 1.2 parte della proposizionc , ma unella 2.2 i
sremento O A l)l(-"ll(if‘lld(-) una dirvezione eontraria alln pre-

cdente, dovra considerarsi per negativo. Quindi cangian-
(E,o I segnl in clascun membio , sioavrd

OA.GB”.0C" . 0D*.. .. ==ri—x—=K1 —hQ",

AL R T. II(L
qum;forzf a tre terminit.

§. 167. Prop. Risolvere per mezzo di formele trigones
metriche le equaziont contenute nella forma generale
X2 e fr 4 B == 0,
Trattandola a modo delle derivative del 22 grado, avremo

i A N (AP =D, = [AFNV(A2—B)].

Sia in 1° luoga A” > B, e la proposta avra due radici
readt, e tutte le altee immaginarie, Per trovar le une e

-

le alire con espressipni trigonometriche osserviamo chic

=y
P . ‘Vl'f)
per supposizione si ha — <1, onde potremo poiie a
VB _ .
ragione — cos. @, e quindi A=V P Iac-
™

clas1 ancora f = a@* 2 ipe i dare ala propesli lu

%» Nekdd OIAAO“( HC&



2 7 RN ey RN 272 2 —
x 27" 4 a?” cos. — 0,

e posti questi valori in quello di 7, ¢ di x, si ottevrd

n.
' =@’ (1 sen.Q) , x==av/{1 = sen. Q).

Chiamiamo

n n
ay' {1l + sen.@) = p , ay/(1 — sen. Q) =g ,

ed avremo le due equazioni
b9 a3k _——-p’Z == 0 - T e r}” = 0.
Queste per 1 articolo precedente ammettong 1 {attori
trmomiall compresi nelie formole rispettive

) 2k '
x° — 2px COS, —— “

/ _n +p 5
‘_ 2k
x*—-—-zqwcos.—-—-—-

+ g,

onde si powanno ricavare tutte le rvadici della pro-

n

posta.
Sia m 22 luogo A* < B, e tutd 1 valori di x saran-

10 evidenlemeiite immaginarj. Per trovarll rifletteremo

| lost A . - A
cne avenaosl ——F I. §S1 tra 1are —, = COS. :
\/}; < 5 po € vB 5. P4 €

posto Bf == a?*, sara . =a"cos.® , e quest valori col-
locati nella proposta ci daranno risolvendola
" = a'{cos.Q =\ —1.5en. @),

n

T = a3 (cos.Q =/ —1.5en. Q) =

P @
a( CO$. "= = \/— I .5€n. ';;') ;

n
| . A A . |
Ma gli angoli dotati del coseno VB¢ quundi del se-

B— A

no : _B
P,27 4@ . 47,00 +P,...., 2k 49,

SONo gli nfiniti seguenti :
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nella qual serie @ ¢ il minimo; e 2k pu-(') esprimere
it 1 numeri pari da zero fino all' infinito. Sostituendn
pertanto nel valor di » tutti quest angoli ad uno ad

uno. si avrebbe la servie di valori

¢
x=af cos.—— 4+ —1.sen. —
| I - 7

27+ @ , 27 4@
& = a( COS. =™ +\v —1.8en ———
n n
fr+o 4Ty
X (cos.-————-—-—— + Vv —1 .Sen.-——-—-——-—-—-)
n n
eC,

Ma osservando che sc si dia a 24 un valor pin erande
eli 72 ritornano i valori di gia ottenui , st vedra che 1'ul-

T.IIIIO termine dl ({ll(’?Sld serie sara

nw-4+ ¢ nt-+ o
= a(cos. L -+ vV —1.sen. *—-——-*-—H) 5
se n & pari;
(n~1)T + @ (n=1)m 4 o
WS a( ofeX 8 - -+ VvV — 1. sen. z )_j

se n ¢ dispari.

Nell' un caso e nell’ aliro & facile a veders che il nu-

mero totale de’ valori di x é 272 ne pil ne meno.
Riprendiamo il primo valore di x, in ecui P € un an-

golo generico, e formiamo i due fattori lineari

i

X—acecs.—-—ay/ —1.sen —
n i

P

X—acos.——-+ay —1.son—

7 1

ed otterremo col loro prodotto il fattore generico di 2
grado

4

x“—-—-zaxcos."; —+ a2

318}
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in cni se a @ daremo tutti 1 valori precedenti, avreme
1 fattori

P

x2 — :aa:rcos.-;;— - a2

27 4 @

z° — 2axcos.—— ~+ a?

: 47t
** — 2axcos.—— + a®

ecl LY
fermandoci al fattore
nT+ @

. | | @
x* — 247 COS. = ; a’._—::c"”-i—a(z;rcos.-;;-—fcz-?;

se 71 e parl,
OVVero a
) (n—-1)m—+ @

x® — 2awx Cos. = -+ a*, se n e d.is;pai'i :

I's. Cosy 1 fattor: di 2° grado della formola
5
26 — 2a3 x3 cos.@ + ab

sarebbero, in grazia di n=3. ed n—r1=x2

, ¢ . 27 4@
( x* — 2dx COS. 3 —+ a‘*)( &Z* — 2ax COS. 3 “+ )%;

o R/ QR Y
(x:‘-—-—aaxcos. 3 —l—a“).
Similmente quelli della formola
x8 — aa' 2 cos.¢ + abd
$aranno

® 27+
(m’-——-:zaxcos.'z"+a3)(;v2—-2axcos. 4 +a’ } x

2T— @

@
(::c2 ~— 2ax COS. y -+ a")( x? - 2ax COS. % -+ (5") i

e cosi di segujto,
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§. 168. Prop. Se nella circonferenza d’ un circolo (Fig.

¢
4.2 ) si prende un arco AL=9, e I'arco AB“"-TL— s 1ndi

?

incominciando dal punto B si divida la circonferenza in
7o part uguahh BC, CD . DE ; ec., Be, cd, de, ec.:
poi preso an punto O fuori o dentro del cerchio sul
diametro che passa per A, si guidino le rette OB . OC.
OD . ec., Oc, Od. Qe , ec. ., sara

OB .0C”.0D" ... .. Oc’.0d> 0 ... ..
= KO""—2h " KO"cos.¢+ K A"

Impereiocche preso un punto qualungue M su la peri-
ferta (Mg, 32 ), e chiamando KO =—=x ., Kd =a 6 v
I angolo misurato dall’ avco ANM , sara come al §.

el

MO = x* — 2ax cos.« + a?

Canglando w in @, 27T+ @. 4T 4@ . 6T 40, ec.,

ed ossarvando essere

;4Bmi.
n’
P+ 2
AC — AB + BC=— P
P T
D —= AB + 2BC = —24 P
P—27
_16 ::AB—-— BC-——- 7 b
— 4
Id':::AB--.?.BCW(P n4 ;
ec.

sl avra
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— . @

OB = z? — 2axcos.—~ + a*

—— . 2T+ 9 .

O = x* —2ax 05— -+ a’

/4

— 5 47T+ 9

O =— x* — 2axcos. - oa?
i

ec

— 2T — @

O¢ == x2 — 2axcos. - a®
It

o ; 4m—o

Od — x?® — 2axcos. - a>
n -

LI o

onde moltiplicando tutte queste equazionl st avva nel 2,‘"
membro 1l prodotto di tutti 1 fattori contenuti nella for-
mola x2* — 2a”x"c0s. P + a?*, che tradotta in lince
forma appunto 1l 2° membro dell’ uguaghanza ehe i ¢
proposto , e che sussistera scnza nessuna variczione an-
eorche 1l punto O si wrovasse dentro de! ecrchio,

Questo teorema, in eui & incluso il precedente di Coes,

e di Morvre.
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CAPO XX

Dello spezzamento delle frazioni rasionali composte.

in altre piz‘.f, semplici.

§. 169. Prop. Una frazione razionale della forma -
a+bx+cx?..... + hixn—1
a' +bx+ce?. ... F e 7
in emi la massima potesta della indeterminata = nel nu-
meratore manca almeno & un’ unita dalla massima del

denominatore , si .pu(} sempre spezzare in tante fraziom

parziall ;. quanti sono 1 fattori razionali del denomina-

tore .
M

—

La frazione proposta si rappresent con “77, ritenendo

N del grado n., ed M del grado 1 —1: suppongas: innl-
y - e . O
tre essere [V == P() . cioe essere il prodowo di due po-
linomj razionali P, (), de’ quali P sia del grado p . e
quindi ) del grado n— p. Facciasi
N =P T Qe

in cut F sia del grado p—1.e & del grado n—p—i,

ed amendue da determinarsi se e possibile. Avremo dopo

tolte le fraziom -
M=FQ 4+ GP
equazione che sava vera se lo sara la precedente. Ma
FQ é un prodoto di grado p—1 4+ n—p=n—1i,
e similmente GP del grado p4+n—p—1=n—i;
dunque essendo anche 3 del grado 7— 1, I'equazione
M=FQ + GP

¢ legittima , e con essa la precedente. Di pin essendo

M un polinomio di 1 termipi. avra n cosfliclentt gia

s
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determinaii , ed essendo del pari £Q + GP altro pob-
nomio di 72 termini avra ancl’ esso n coetficient, che si
potranno determinare col paragone di quelll del primo
membro.

Sia ora NV == PQR , cioé siano we i fattori del deno-
minatore della data frazione | e sia P di grado p, C &

grado ¢, ed J1 del gmdo n—p—q, e sussisterd

I equazione .
M ra G H
NTP TO TR

in cui F, &, H sono polinomj a coefficicnts indetermi-

paii di dimensiont p—1, ¢ —1 , n—p—¢g—1 rispey

F

tivamente. Da (uesta si vicava
N =7FIQR + GPR + HP() 5

in cui il primo prodotto ¢ del arado

p—1+4qg—+n p—qg=—n-—1;
il secondo del grado

q I +p4n p qg=—n—1I1;
e finalmente il terzo del grado

1 P q 1 4+ p +qg=—n—1

Dunque essendo ambidue 1 membri di urrual crrado avraii-

no ugual numero di termini, e percio i 00(__fflclcnt1 1M1
determinati del sccondo membro potranno determinarsi
tutil per mezzo di quelli del primo che sono dati.

Se 1 fattori del denominatore M fossero in maggior
numero , si segniterebbe a ragionare nello stesso modo.
Dunque la data frazione si potra spezzarc in tante fra-
zioni parziali quanti saranno i fawori razionali del deno-
minatore , come si € proposto.

§. 170. Abbiam supposto che il grado del numeratore
fosse minore di quello del denominatore almeno di an’
unita: se questa condizione mancasse , vi si supplirebhe
col dividere il numeratore Pel denominatore . e spingere
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fa divisione finche si otiemesse un quoziente, in cni, oltre
alcani termini intieri, vi fosse un residuo dotato della ri
1 4 x4
I 4 x?
per rapporto ad z?, diventerebbe

chiesta gualita. Cosi 1 rtotto , fatta la divisione

2

2 L
X I :
Y —+ x? 2

la cui parte frazionaria ha la condizione preseritta.

Cio premesso, per decomporre una frazione razionais
nelle sue parziali si ecercheranno i fattori del denomina-
tore . trattando ¢rinsto come un’ equazione, Questt {atton
possono essere di quattro gualita , ciog

12 veah disueuali ;

2. reali uguah g
. A R O st o aly -
32 immaginar) disnguali ;

4% mnmagiuary ugnalt.

(st (uattro casi debbono essere contemplau distints-

mente,
- - M
§. 171. Prop. Decomporre una data frazione = nelie

sue parzicli . guand’ essa non contenga che fattort reali
e disnguali.

Supponganst p + gr. p’' < gl p’ 4+ g"x ., ec. i
n fattort del denommatore /v, Pongasi la frazione pro-
posta ugusle ad n frazioni aventi ciaseuna per denomin
tore uno di tali fattor . e per numeratore una delle co-

stanti indeternnnste . B. C, ec.; quindi la frazione

generica

a+bx4cat. A har

a,——f:-g“,;—f— C .’I:“. . —1— flgn 2 ¥
. | A B Via
S1 porra == };"‘_“*_‘;: p A Ly + - +F(,h,, s lfj(u:-n)a»,:;

@ Non roslerd cne da dcl,emmm-h 1 unmeratopy A . b.o.. .. .
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Riducasi pertanto I'uno e 1 alivo mewmbro al comun de-
wommatore (p+qgx)(p'4¢'xy.. (pr— A4 gr—Ix), che
per ipotesi si uguagha ad ¢’ +b'x+ .... 41"z, e can-
cellato questo da clascun membro rimarra 1 uguaghanza
{fra 1 soh numeratori. T rasportando in un sol membro
tuti 1 termini ordinati per x ., ed ugnagliando a zero ad
uno ad uno 1 coefficienti delle pbdésté di =, si avranno
tante equazioni quante sono le indeterminate 4, B . ec..
e percio potremo deternunarle tntte , con che saranno
trovate le tfraziom che si domandavano.

1—3xr — x?

6—rx 4 23"

| . . »
Cerchinsi i fattori del denommamre ponendolo =10, e

Fs. Sia la ﬂamonp

trattandolo a guisa di equazione , e si trovera che queste
ha tre favtort tuuti razionah (x—1), (x—2), (x4 3).
Pongasi pertanto
1 —3x—x? A B C
Ei——:rx—}—a:3""x~——1+r——2 x—f—5
e ridotto 1l 2° membro al devom.* (x—1)(x—2)(x+3) .

rimarra fra 1 numeratori I’ uguaglianza

1—J3x—x2 ==
A(@x=2)(x+3) + Blx-1)(x+3) + Cle-1)(x~2),
e sviluppando i prodotti, e trasportando i termini dal 1?

membro nel secondo, si avra

Ax? +~ Ax — 6 A4
4+ Bx? 4+ 2Bx — 3B
~+ Cx? — 3Cx 4+ 2C ¢
+ x>+ 3x—1
dalla quale ugnaglianza si ricavano le seguenu
A+B+C+1=—=0, 4+ 2B—3C4+3=s
64 +3B—~20+1—0,

le quali maneggiate a dovere ci danne
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1o 56 1
A == . ..8 Pr—— » C JO—— b
20 ° 20 7 20

ende il rotio proposto equivarra alle tre frazioni
15 36 I
—12) T 20 (x+3)°
§. 172. Si powrebbe compendiare questo metodo po-

20(x~—1) 20 x

nendo nell’ eguaghanza

1 — Jx— x2 =

A =22 43) 4 Blx~1) (% +3) 4 Cly—1)(x~2)
uguale a zero uno per volia ciascheduno de’ fawori

x-—1 , x—2, x4+ 3. Ponendo difatti x-—— 1 =20, ossia

w==1, e sostituendo questo valore invece di x, I'ugua-

glianza precedeme diventa

—3=A X — 1.4, da cui si ha A —=— f — -Ij
4 20
Ponendo x—2=0, si ha
-- : Q 36
—-——QmBI5., € B:"“._._-——-—'—S" :::-—-;g,

Facendo finalmente x4+ 3==o0 . ossia x==— 3, si otiiene
" 3 ] I
1=CX—4X—5., 0ss1a C=—,
30

appnnto come dianzi. |
Chiuuque Pu{‘) di leggieri aceorgersi che Uesto  me-
todo si puo estendere a qualunque frazione razionale, il
cul denominatore abbia tutti 1 fattori reali e {iisuguali.
Fulero nella sua [fntroduzione ha Insegnato lo spezza-
mento delle frazioni con un aliro metodo piu elegante e lu-

minoso. A noi Perc') basta di far conoscere. nell’ argomeito

5
di cui si tratta, e che é di tantuso nel Calcolo Integrale ,
1l metodo di Gio. Bernoulli.

§- 173, Prop. Trovar le frazioni parziali di una data,
quando quesia contenga nel denominatore de’ fattori imma-
ginarj .
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Primia osserveremo che volendo ritenere nelle fraziont
parziali 1 fattori lincart tnttoche immaginary ( come tal-
volta si fa ). bastera applicare a questo caso il metodn

della pmpnsizimle prs_‘é{rmlexlte. in ([iesto modo la frazie-

Y
ne per es. —;— . che ha nel suo denominatore 1 fai-
{ X7 b1 |
tori x4+ -—1 . Xx——y/-— 1. si spezzerebbe nelle due
A : B

"

i it
XAy =1 X1
e si troverebhe

Y H

e ot
A e e A
ot ———

2 i -~ .
: *: ~ . E
4 v B oL af Ry e g

snde sarebbe

T i !— | P T ]

At -1 a2y —1§ & F \..'- = X Vi I

Ma siceome & ordinario st covea di selivare ne’ nisuliae
le espresetion imaginarie . pm:(:ib ct ricorderemo chie
se v cquazione, ¢ guindi ancora nina formola ha un fat-
tore x—a—f84y/—1, ne ha sempre un alro x=—a-fy—1
conjugato col primo . in modo cha il loro prodotto ¢
sempre reale ( §. 42 ). Pertanto quanddo il denominn-
tore della frazione proposta ohbia di siffatti fattorr , ne
riterremo 1l loro prodotto mtto reale . e la frazione pro-
veniente da questo fattore di secondo grado ‘sara dellu

Ax -+ B
!

P4 gx +rx*’
p(}]irmmic) in x di una dimensione di meno del deno-

forma cioe di numeratore tale che sia un

minatore,
T corfficienti 4 . B si determineranno collo stesso me-

todo della proposizione precedente, riducendo amendue 3
membri al comun denominatore , e paragonande fra loro

i soll munperatoti,
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{ost per  esempio la frazione

9 A&
X3 Jx? -~ 2x <+ 1

xt— 19 x? — 100 X — gt
avendo il denominatore che risulia dal m*odo‘tto de’ due
fatiovi razionahi di 2¢ crado (x*4-Dx+13) (x x?=3x~—") (§. 97
st potra risolvere nelle sue componenti, ponendo
3~ 3x%— 2x 4 1 11\—1—[) px,-]-—D
xi—-zg;x""—-—{oo.x-—-gz — X2 “+ dx 4+ 13 + 52 _*3\,_-7 ‘

Togliendo i denominatori, ed ordinando i tcimini de’ pros

dotti st formeranno le seguenti  colonne

Ax3—-5 [x? e = Ay
+ Bx? — 5 Bx-— ’7B
+Cx3 45 Cx* 4+ 13 Ox == 0 -
+ Dx* 4+ 5Dx+ 13D
— X343 %24 2

e

X — I

Annullando pot ciascuna eolonna separalamente si avia

A —+ C— 1 =o
-0 d 4+ B4+ 5C+ D+ 3—o
—rcd— b5B +13C+ 5D 4+ 2 — o
5 4 13D — 1 e== iy

dalle qualt si vicava facilmente

3~ 146 33 84
A=, B="y,C=2, D=,
/ / / .
e quindi
x3-—-3,\'2~——-4.;:c—f— 1 q”:\"‘“‘ 146 | 33x+8“i

Xl~—1gx?—r100v-—-g1 7o(x2-f—-5x+135 + ~0(x4—5x~7)

Siccome pol quest’ ultima frazione ha un denominato-
re , 1 di cui fattori lineari sono rveali sebbene irrazionali,
cosl (uesta si potrebbe spezzare in altre due (raziont s

denominator lineare.
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74

(p—qgx3"°

§. 174. Prop. Una frazione della forma

eni M ¢ un polinolnio di n—1 dimensioni al piit, s Pu{a

tempre spezzare in tante fraziont come

E;:,; )7 —+ (p—qy )3 1 (p_‘_.,qx\n-—-z R o P"""‘("f

a namerator costante , quante sono le umta m 7,
Essendo 3 della forma a + bx 4+ cx* ... 4 hx—1, ss

ridurremo Vun e altro membro allo stesso denomine-

toro . sioaved fra 1 numvratori P uguaghanza

a -+ bx o+ ex. 4 It =

A+ B(;} ——— (%) C - (/x}z et e ]{(pm gx)r—r.

F. siccome da questa col pavsgone de’ coefficienti omelog:

si possono determinare tutti ) numeratori 4, B, C.cc..

pm*ni{‘) sara sempre possibile lo spezzamento proposto.
Que.ta proposizione inchiude il metodo con cui s

debbono teattare le frazioni di questa natura. Passiame

agh esempy.

| R
: . to 1l rotio - : .
Sia propos . B=x)?
2 x? A B C

Pongas: 3y = B ~+ ESE s
Ridotto il 2° membro al denominatore del primo, si avr:
I ugnaglianza

2 e—x?= A 4+ B(3—x) 4+ C(3—x)2,
e sviluppati 1 prodotti € trasportatl tuill 1 termini In un

sol membro

A — Bx 4+ Cx*

+3B |
L e 0O 4+ x* ) == 0
+ 9C s
- 2
e ponendo == o ciascuna fila verticale s1 avraung le

@(jitaz1onl



d4+3B+4+9gC=—2=0, B +6C=0. C+H+ 1=
dalle quah si ricava |
d=wmc, B=0, C= —1,

s

onde saia

2__!“2 7 G X
=7 =7 0= t O T i«

§. 175, Qualora 1l denominore del rotto olire un
BHINCIO d1 fattort lmeari uguali concenesse dei {aitor
inegnali, o immaginarj, non si avrebbe che a combinare
le regole delle proposizioni precedenti con la preseate

e si deierminerebbeora 1 coeflficienti al solito.
1 — % zxz

Cost 1) rotto — — — . si porreble
%1% 1-4—:«'—;-—% M)

A B €1 D £ 2
X

e !

T

L o ]
ey

2 e— _}_..

Doy 4x -f—va—'xf

e fatta la ridurzione al ecomnun denommatore, st aveebhbe

N
P
e

[ 18]
4
-

1—x +2x° =
A+ 14+ Y(1em x)? 4+ Pr{t4-x4+2") 12"
4+ (C+Dx) J‘(I—t-x"‘(t-—-x + Lx{i+ ) (14 & 4 x7)
-;-fx\1—§—.r)(1-—-x)(1—7—w—f—m?}
svolit 1 quali prodotii si troverebbero le segnentt equa-
zioni per determinare 1 coetiicient , €106
e E-—t B
B4+ CrLE4+f—=—1,
A e B O - B vl =2,

dalle q_mﬂi si vicaverebbe

== . B—=— 1, (’m«-—-—u“—; o= = = K

Sarz dupgue 4 potte propogio,
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] — x4+ 227
(i x)(+x+ 2> ) (1—x)?
T 1 1 (2—ux) X I I L

x 14+x 3 Tagx? T3 (1—x)? T3 a—x)

§. 126. Prop. Decomporre una {razione nelle sue par-

oyl
o

ziall quando i1 di ler denominatore contenga der fatitort
immaginarj multipli.
Siccome il prodotto di due fattori immaginar é sempre

della forma frinomiale p+ gx -+ rx?, cio¢ tulla reale

LV

cosi se i medesimi fattori saranno contenuti due , tre

kS

e in geunerale & volte nel denominator della frazione ,
questi s1 ridurrauno alla forma |
(p+ gx %), (p+ gx 4+ a3, ec., (pt qa-brx?)k
Ora per trovar la fraziene oriunda dal fautore generico
(p -+ gx-+7rx2)* si dee osservare che una frazione , come
a + bx + cx* + .... + hx*—
(p 4+ gx + rx*)t *

si pno svolgere nelle seguenti, cioe

A+ Bx C—+ Dx
(p 4 Gx—+rx’ Yk ~+ (p -+ gx—rx>)rt=t
M- Nx
2 o rx?
tante di numero quante sono le wnita n A Cio ¢ evi-

-t

dente se si riflettc che ridotle tuite queste fraziom al
denominator comiune ( p—-¢x —erx?)+, 1l numeratore
diventa un polinomio del grado 2h—1 appunto come
cuelio del primo membro., e percio si hanno tante equa-
ziont fra 1 coefficientt quanti sono 3 coefficienti medesim:
A.,B,C... M, N da determinarsi.

Cos1 81 Porrebbe 1l rotto

{—x3 A+ Bx | C+ Dx
e xtx2) (1 —x—=x?)? T [ X e X




T
e ridurendo 1o seconda {razione ol denominator dell alirq .

cd ugnaghando 1 numeratori, »si aveebbe 1 equazione

A4 By 4 Cx2 - Dixd
e C e Cx o Dx? 4= x5 f .o
— 1 = Dx ,

-
i

Jda cul st oottiene
A= 0 , B—=C 4+ D=0.C~ D=0, D14
¢ linalinente

A =2, B=o0o, D= Cz== — 1

¢ quudi 1 rotio pLropesio
I— X = X* T (L ——x A% 0 [ oo X =%
. X oo X |
Sia per 22 esmupio 3 rotio T In
5 (Tom=x o (1=~ &)

guesto 1l fattor (1~ x> 7 del denominatore contene
quatiro fattort di secondo grado it ngaadn, ed ivvesolu-
ikt in fattori lineart reali:

.
~

1 fattore 1 - %71 ¢ osonunii-
sirera delle alure f{razion: che potreino calcolare 1 se-
guito-. Intanto porremo

X —— %3 A -~ B x Ca-F)x

, Seaxi angee aranrdliE S o
Gax) G &) Cipar)t 0 (kx2S

.[‘;—!— j;“x (1‘ + [{x 44’—{— .?)”3:‘ = C!x-_}_ =l .Z)!:Z’.‘F;
(== x")? *IE‘:&‘A B . _;_ Py ;

fitducendo amendue 1 membrt al comun  dencminatore,

cd ordmat twiyy 1 termiu i un sol membro, st avianna
le equaziont
A C = - G - A' =0

B D 1 I 4+ B 1 =0
C g 28 4 3G = fd" 4= C =0
Dol - 3H 4+ 4B 4+ D1 — o
A o Ol 2l A G 4 4O O 2

B o~ U o 20 4 JH o 4L 0L =0
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C 4 2F 4 4G 4 44" 4 6C
D o 2 4 4l 4 4B' 4 GD'
L+ 3G 4+ A" 4C' =0
I+ 3 4+ B 4D =
G+ C=—o

H 4+ D'—o.

Queste equazioni opportunamente maneggiate somminis

i

0

strano
=0, B=1, C=o, D=%, F=o, f=o,
£ :::-———',— A'=o0, BB==—7, C'=o,

-

A

|

#‘ 7

D'— ij & percio  sara

&L e 23

Gk x?) ()

X 1o Ix Lo e L3
i + 2 R ""‘"—"'j'"""""' E— + »}",
(1—4x*)* (1—4~x7)3 L= Xx? I+ x!

Se adesso si volesse sciogliere anche I' ultima di queste
frazioni neclle sue eompenenti, bisognerebbe trovare 1 fat-
tori di secondo grado del denominatore 1—4-x'. Appl-
cando pertanto a questo denominatore 1l metodo impie-
galo al §. ";59 cioe dividendo la formola x* <=1 Pel
winomio x°—— p ¥ =+ ¢ , si arrivera al residuo

(pP—2pgr% —(p>q—q>) -+ 1
che non essendo piti divisibile per x* dovra porsi uguale
a zero indipendentemente da %, di modo che st avra
separatamenle
p>—2pg=o0, —plg+git+r1=o

T a prima darvebbe mmvero p=—o, p*=2g, ma il primo di
quostt valeri sostitutto nella seconda darebbe ¢g?> 4~ 1=0,
ovvero g == -k y/ = ¢ valore immaginacio , che ei inse-
gila unicamente che 1= x' si pud riguarcare come il
prodetto dei due fattert immaginary

(2= — 1 )(¥* =V =—1);



e41

ma il secondo posto mella seconda equazione ci _d;l g=1,

onde si ha anche p?==2. e p== 4 v 2. Dunque sara
I x = (1 xy2+%2(1 —2xy24x2).

Trovati cosi i fattori di questo demominatore , la {razione

potrebbe risolversi in altre due . avenui ciascuna une d1

qquesti fattori per denominatore pel §. 1771,
CAPO AX

Nozioni generali su le serie, ed origine delle serie
ricorrenti in particolare .

§. 177. Chiamasi serie un aggregato di quanuta che
vanno succedendosi per mezzo de’ segni - ¢ —-, ed il
cui numero pud accrescersi indefinitamente , ed anche
andare all’ infinito. Acciocché una serie sia sottoposta al
calcolo , 1 suoi termini debbono esser regolau da una
qualche legge analitica counesciuta, o almeno se ne deve
conoscere (ualche proprieta per mezzo di cut si possa
scoprire la relazione fra 1 ternuni.

Nelle serie si debbono considerare questi quattro ele-
menti 3 12 Uindice 5 2? ' equazione di relaszione; 37 il
termine generale ; 4° il termine sommatorio.

I indice ¢ un numero che indica 1l posto che occupa
un tal termine in una seric: cosit 'unita ¢ I'indice del

O

17 termine 3 i1 2 Pindice del 2° . ec., r lindice del

{ S0 "

I equazione di relazione é I espressione analitica della
l'uee con cui un termine della serie deriva da uno o
jie di quelli che lo precedono. Cosi in una progressione
grometrica

I px == p? 52 == p2 %3 4= p' x4 4 ec.
R terniine (pm_]zmque 1&53'1:ié51ia 1l suo ]_'u'ecedente 1119]!ip1i~

16
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cato per p ¥, onde se chiameremo ) il coefficiento della
potesta ¥", sara

Qxr=Pyxr~* . px, e pero Q=2PFp.

1l termine generale ¢ una funzione dell’ indice generico
7. la quale somministra un qualsivogha termine della
serie , qualora si cangi r mell indice particolare qquel
termine. Cost r?> =41 ¢ il termine generale della sevie
2.6G.12,20, 30, ec., perché dando ad 7 il valore 1,
si ha il primo termine 2; dando ad 7 1l valore 2 mne
nasce il secondo 63 daindo i1 3 ne masce 1l terzo
12 ; ec,

Il termine sommatorio , che si dice ancova somina ge-
nierale, & un’ alira funzione dello stesso indice 7, la quale
somumninistra la somma di tanti termim della serie ¢uante
sono le unita nell’ indice medesimo. Ponendo pertanto
nel termine sommatorio r==1, non si prendera che un
termine della serie ; se si porrd r==2, si avri la somma
di due termini ; e posto r==100 si avrebbe la somma
de’ primi cento termini della serie 3 ec.

§. 178. Se I equazione di relazione ¢ indipendente
dall’ indice r, cioé un termine qualunque derivi da alen-
ni che lo precedono moliiplicati per quantita costanti , la
serie allora prende il nome di ricorrente. Tali seric na-
scono dallo sviluppo i frazioni razionah. L.e seric ricor-
renti si dividono in ordini: se un coefficiente dipende da
un solo de’ cocflicienti precedenti, la serie si dice ricor-
yente del 12 ordiwe ; se dipende da due, si dice riverren-
te dell’ ordine secondo ; e del terzo se dipeadera da tre
e cosi di seguito.

§. 179. Prop. Dato un rotto proprio e razionale , che
sia una funzione dell' indeterminain o, svilupperlo

seric , e trovare | equazione di relarions.
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Sia da prima il denomimatore del rolto una formola
&

lineare in o, onde esso possa rappresentarst con -1—[):1: |
I'ingiamo percio

. |
a+bx
Ao+ A, x4 A x> 4 A323 .. .. A 2" 4 ec.
dove invece de’ coeilicienti A4 . B . C, ec. abbiam preso
pinttosto la lettera .4 col suo indice al piede per in-

dicar piwu facilmente 1l loro rango. Per determinare tntu
questi ceefficienti moltiplichiamo pel denominatore , ed
otterremo 1" equazione identica |
ad, +ad xd-ad, x> 4 ... A=ad, xr 4+ ...
—a SbAdxa-bd . A T ...
Da questa si ricava prima di tutto I' equazione

I

el Ny

ad, — a =—o,
la quale serve a determinare il primo cocfficiente A,
per mezzo di @3 indi si ha

at, 4+-bB,=o0,aAd,4+bd =o,....,ad, +bA,_, =

L’ultima da 4, = — -;A,__; , ed in questa sono evi-

dentemente comprese tutte le precedenti. Un coefficiente

pertanto della serie ottenula deriva dal suo precedente

b

con moltiplicar (uesto per la qUAnUtd COSLANLE wmmm ——

poul
Quindi sara

ba boa O3
pr A, == ; _,--.fljz;j;'a ec.

b
J-:frm——;_/éfo —

onde ¢ trovata la serie oriunda dallo sviluppo della fra-
zione proposta , ed essa é riccorrente del 1P ordine.
Se si metteranno i valort de’ coeflicienti trovatl, si avra
a & b b2 b

f“-::___ __ac-—:-x-{—a"-‘x?—w _‘_’_t@z,_,..;l ,’:!:f‘(j,
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dove vale il segno superiore per r pari, e linferiore
per r dispari. Dunque 1l coefficiente generico della Po-

b

tenza a” ¢ rovato, e si ha A;-:iaa;q:;. Questa

stessa serie si ottiene ancora colla semplice divisione,
come ognun puo vedere. Inoltre essa non ¢ aliro che
una progressione geometrica di forma affatto gencrale ;
dunque qualunque progressione geometrica ¢ una Serie
yicorrente del 1° ordine.

§. 180. Sia adesso un rotto. il cui denominatore sia

. . atfr
una formola in & di secondo grado, come AT bmert
A fine di poterlo sviluppare fingerema qui pure

a-+fx
a+bx--cx2™
Moltiplicando al solito pel denominatore, si avra
aAo+a/Iia:+a12x?+a.Aax3 e ad,xt ... )
— a +bA x+bA 24 A3 b, yxF . =0
— px tcd,xtvcd,x3 ... Fcd x4 ... S A
Le due prime file verticali somministran_o- le due equa-

A, 4+ A, x4 A2x2+443:b3 s @+ ec

z10N1
A, —a=o0 , ad, +bAd,—f=0o
che servono a determinare i due primi coefficienti 4, , 4,
della serie ; le altre somministrano
ad, 404, +cAd, =o
ads +bAd, 4cd, =o
ec.
ad, 4bd, ,+chd . .=o0,
le quali mostrano ad evidenza che un termine qualnnque
dipende da due che lo precedono, giacche si ha 1n
genere
b %

A, = — — JF Ap— = A, ..
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’ b o

I cocflicienti costanti — —, — si chiamano 1 ter-

ini della scala di relazione , e la serie ¢ ricorrente del

second’ ordine.
§. 181. Un rotto razionale di terzo grado darebhe

, .
I eqquazione

a -1 ﬁx +7x?

———— e —a JE———

a4+ bx+ cx? + dxs —
Ay A=A x4+ Ay x>+ A, x3 = A xV A K
e collo stesso processo, dopo avere ottenute le tre prime
eqriazion che servono a determinare 1 prim tre coefit
cienti 4, . A4, . A4, per mezzo delle costani &, 8, 7
e che <arrbhero

A, x=—o0.,ad, ~=0A, —p=0,

ad, +bAd, 4+ cd, 3y =0,
si owtervebbe I equazione di relazione

aAd, -4 b.A IR cA j—1 = d,‘-‘.f,-__..s = 0,

da cut st avrebbe

C )
_{‘1 :——'_"hlfﬂ_ _m,.it._. a— t
r @ r—=1 a F—3 P LA ey y
sy . - .
ciot un termine qualunque per mezzo di tre che lo pre-
cedono , moltiplicati _rispeuivameme pe’ coefficienti

b C d

r——— o
A Paepiemom bl 9

a’ a’ a
che sono i termint della scala di relazione ; e la serie
sara ricorrente del terz’ ordine:

In generale per un rotto il cui denominatore sia un
polinomio razionale . x del grado m , si avranno
equazioni dipendenti dagh m coefficienti del numeratore,
indi si avra I’ equagione di relazione fra gl alu cocfhi-
cienti delia forma
Py ad +bd—H+cAd ... tid i = 0y
e la sorie sara ricorvente dell ordine mesime,



2‘};)

Nel caso chie nel numeratore fosser nulli wtti 1 terni-
ni eccettuato il primo a, ed i coefficienti del denomina-
tore avesser fra loro una tal relazione per cui s1 avesse
a” invece di @,
ma™=*b invece di b,

m(m-—1i)

a"—2* b2 invece di ¢,

ek

ec.
O™ invece di ¢,
cio¢ fosser quelli del binomio newtoniano , allora aven-

dosi alwronde, com’' é noto,

o
G = e b =

( mo m{m —=1) b> ,

@\Z; ari+r __x ~}- a9 ' am—l—‘z X" e ..

mim—=1)....(Mm4=r—i) br
B wius 'a’”““"xrec)

e dovendo questa serie coincidere termine per terminc
con lia
A, 4 A4, x4 A4 x> .. .. 4 4 x + ec.
si vede che dovranno coincidere 1 due coefficienti di x*
nell’ una e nell’ altra, ossia che si dovra avere

m(m-—=1) ....{n4+r—i) br
A, = 4 «a 3

2

A mia;F Camdr e
Cosi st ha il termine generale indipendentemente dai
termini precedenti.

§. 182. Prop. Data I equazione di relazione fra 1 coef-
ficienti de’ termini di una data serite ricorrente trovare la
{razione generatrice.

Si paragounera I equazione data colla (P) §. prec.c, e dal
paragone st ricaveranio i valori particolari delle costanti
a.b.c,ec., onde sara trovato il denominatore @ = b x

i cx? -+ ec. Per trovare 1l numeratore , questo S1 assO~

-
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E
:
:
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mera della forma & 4= Sz =4 x> - ec. fino sl grado,
. cui arriva x nel denominatore ., scemato dell’ unita, indi
posta questa frazione ngnale alla scrie data, e moltiph-
cando 1'una e 1'altra pel denominator trovato , € parago-
nando in fine i termim omologl di qua e di la. st avran-
no tante equazioni quante basteranno a determinare i
coefficienti @, B, 7, ec. per mezzo i 4, , A, , A, cc.
della serie medesima.

Es. La serie 5 4 4% <+ 9gx* 413 x3 ~~ ee. ha per
equazione di relazione 4y — Ap .y — A, == 0. Parago-
nata questa colla generale (P) si trova

a—=1, b1, c=—1,m=23,

onde il denominatore della frazione che si cerca sard

1 x x*. Pongasi pertanto

a4 Bx
5 4 fx 4+ gx? + 13x3 4~ ec. == I___x___:;:a:a

e tolia la frazione s1 avra

54 4x 4+ 9x® 4= 13x3 4 .. ..
— 5% — 4 x® — gx’ —

« -+ fx,

L]
T el

— Bx? e X3 — .

-

onde paragonando 1 termini omologt st avra

g 2

a—=—5.,f= =1,
e pero la frazione generatrice della serie proposta

P’

O X

[ o X e %2
In simil guisa si troverd che la serie
3o 3% = 0x7 ~= 10 %3 =}~ ecC.,
la cul equazione di relazione e
3A,—2A,y —2A,_, — 4A._, =0,
lia per denominatore del rotto genitore il qlmdrinomia

¥

3 — 2% — 323x% = 4% Poslo pol
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&4 8x 5 x?

3 4+ 3x+06x2=10x3~ ec.

tolto il denominatore si avra
Q-+ 9% 4 18x* 4 3ox3 4 . ..
—_—% — 6X2 = 12%3 o
— D% e OXD - ==t f o fga
—_— 12X -,
da cui col solito paragone de’ termini omologi si ha
a=9,.8=3,72=6,
onde il rotto cercato sara
g+ 3 x4+ 6x?
J—02x—2x? — 4537
' §. 183. Osservasione 1.2 Abbiamo fin qui supposto Ia
serie ricorrente della forma 4 4= A x == A, x* ~= ec.,

cioé ordinata secondo le potenze ascendenti della x: con

cio si ¢ tacitamente supposto che x non possa avere che
un valore idoneo a render convergente la serie, cio¢ a
rendere sempre minori i termini piu discosu dal prin-
cipio di essa. Questo valore ¢ sempre minore dell’ uniti
ma nel caso che la variabile x non potesse prendere un
valore frazionario , allora saremmo costrettt ad ordinare
la serie secondo le potenze negauve di . Ecco come st
opererebbe nel caso di un rotto di 37 grado; e lo stesso
metodo si- applichera facilmente ai rowi dei gradi pii
elevat1,
&+ fx A4 yx?

A == bx =4 cx? < dx3
derlo sopra per x* e sotto per xJ nell’ equuvalente

Trasformist 11 rotto con divi-

B o o
x(r+5 + ) B e

\ ¢ b a . Si ponga € b 7

x(d-i-‘;-l-;;—l-;; d4— -+ 5+ 3

=Ayt+ A5 A A x? e A xS A A e,
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e tolta la frazione e paragonall 1 primi tre termini , si
avranno le equazioni
ddy=y,dl 44cd, =8, dd, 4~cA, +bd, =«,
indi I equazione di relazione |

df -t CfIr_ . l)rl, ;7 == . {f..s =0,
Ia quale difterisce dalla forma dell' equazione (P) del §.
1831 in cid soltanto che le costanti @, b . ¢, d sono
applicate ai coefficient .4, , 4,.,, ec. in ordine contrario
di prima. Sara pertanto il rotto proposto
& B x = 9 x?

a <+ bx + cx? - dx3

A xt e A x4 A X3 A x4 A A 2 e ec,

Allo stesso risultato si poteva giugnere cambiando nel

rotto proposto x In }E-

§. 184. Osservazione 22 Se nel denominatore @ - b
—~ cx? ~+ec. del rotto proposto mancasse in qualche
caso particolare o il primo termine @, o 1 primi due
a-+ bx, o ec., il metodo superiormente esposio per tro-
var la serie corrispondente sarebbe in difetto, e tuti i
termint  sarebbero infimiti. Difatu 1l primo coefliciente

, determinandosi dall’ equazione a A4, = & darebbe

&
A, = =%, e quindi infiniti sarebbero anche gli
altri. Ma dando al rotie la forma
a -+ px -4 ec.
x(0 == cx = dx? - ec)?
e messo da parte per un momento il futtore x del de-

nominatore, si svolgerebbe in serie col metodo esposto
x 4 p x — ec.

b 4+ cx 4 dx? 4 ec

A %~ Ay x* 4= A3 %3 + ec., sarebbe poi visibilmeniey

il rotto , ¢ trovata la serie 4 -



a4 Lo -2 A" 2o,

e+ e e - et ST

b 4 52 b
bx = cx* ~~ dx’ —= cC.

“
J-'.'IQ

4 A, 4= A, x ~ A:;a:‘.“‘ -t Ay x5 == cc.

T
Quando nel rotto proposto mancassero i due prim
termint @ -~ b, si metterebbe sotto la forma
g == x -4 2x? 4= cc.
x2( ¢ +:1x - e - ec.)?
e messo da parte 1l tattore 22 del denominatore , finché «

sia trovata la serie oriunda dallo s‘;i]m)po della {razione
restante, s¢ ne dividerebbero poscia 1 termini di quest:

per x* . onde si avechbe

A, A ¢ ,
2 T A, Ayr A d x4 ec

Cosi st opererebbe nel caso che 1l denominatore inco-
minciasse dalla potenza x3, ovvero xt, o ec.

§. 153. Prop. Dato 1l rotto genitore trovare il termine
generale della serie generata. |

E’ chiaro che se nella serie

A, A4 x4 A, 2> 4 ... < A 1" 4 ec.

< saprd determinare il coefficiente cenerico A, , la qu-
siione sara sciolta. giacché moltiplicato questo per x” si
avra il termine generale domandato. Supporremo pertanto
per facilitar questa ricerca che per mezzo o della divi-
sione o della formola binomiale di Newton si siano  gia
trovati i termini generali delle serie derivative dallo svi-
luppo delle seguenti frazioat delle pit semplici forme.
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I'razione Coefficiente
generatrice ; di =
* alby
I g atbx® © ot A,:i——g-{-;
dove vale 4~ se r e pari, — se r ¢ dispari;
o kCk4-1){k-}-2). .. ftr—1) ( b )r
2 Garbot A= R e T T\

dove vale 4 se r e pari, — se r é& dispari;

3 x I ( C gl
372 . v ow i B= ] e
*atcx?? ! == a\a’
¢ . . X . .
~dove vale + se ir é pari, — se Lr & dispari, e
se r dispari, 4,=o;
) r-t
40 g x P 5 Br7c\T
.. a+cx2 j L] Ll L] L ] - . a2 r.—""— il a a
—1 _ r—1
dove vale 4 se ¢ pari, —se — & dlsparl , @
A =0, ser épari;
50 x p kk+0)+2).. .(k-;—.%.r-—x)(g ),;_r
. m— . Ay - ‘
(a+¢x?) 2.3...1r . gk a

dove vale 4 se {r é pari, — se L7 & dispari ; e se

r ¢ dispari, dr=o.

§. 186. Osserv. Tutte queste formole sono a denominae
tor binomiale di primo o secondo grado, semplice ovvero
composto di piu fattori ugnali. Ora quando il deno-
minatore e semplice, il valore di 4, non contiene I indi~
ce r che negli esponenti di @, b, ¢; ma quando esso
é clevato a qualche dignita, il valore di 4, contiene I in-

dice r anche nel coefficiente. Cos) ponendo nella seconda

_. . ndes S 2 Bas
formela £A==2, sarebbe Armia( ; >(a‘) > €& por

aendo k=3 nella medesima, sarebbe

(r+1){r+2) 7b\r
4 A=+ a 2 (4)5
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e facendo =1,

| 4+ O+ D0+3) by
A 22 gy T AT 5 e
2.3 a' a
Nel easo pertanto il termine generale si pnfs
| di ridurre alla forma

f' e iieieee.. BKry

,. e i (BCHKY
k==3...............(B+Cr+Dr)Kr
F==4 . . e (B+Cr+Dr>+Er3) K.

e cost di segnito. Quest’ csservazione ci potra esser utile

.-

A

In Progresso.

§. 18-, Per trovare ormai il teimine gencrale d’ una serie
ricorrente , che nascerebbe dallo sviluppo del dato rotto,
questo si decomporra nelle sue frazioni parziali, cut
denominatori st riducano a qualchednna delle formole
Procedenti , e se il denominatore del votto proposto con-
tenesse nno o pitt fattori trinomiali, come f g 4+ 2,
uesti si- Spezzeranno ciascuno in duc lineari quantungiie
immaginarj , e Ton clo tuite le frazioni parziali potranno
appartsnere a cpialcheduna  delle precedenti formole . I}
termine generale, che si domanda. non sara che la som-
wa de' termini generali delle serie particolari che nases-
rebbero dalln svilippo delle  singole fraziom parziali 3 e
quand’ anche aleune di queste avessero de’ fattor1  sem-
plici immaginarj, non ostante la somma di tuti quest
rermint grnerali sard reale. Quanto prima queste dur
ASSCTZINMI Saranno rigorosamente dimostrate,.

Se dunque chiameremo, com’ abbiam fatto fin qui, 4.
il cocfficiente della potesta x" nella serie nata dalla fra-
zione provosta , ¢ B, . € Dy oo coofficienti di a”

=
.

nclle risnetiive serie nate dalle fraziom componenti , sary

»4;* :-—-_:: zr "'}"‘ C"‘ “"[" .D;‘ '-'!'— Er + 9(‘.
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Es. 1° Si domanda il valore dr 4, per I seie che
-

scerebbe dallo svilappo della {razione - - .
Mna PP 9

Sciolta la frazione mnelle sue parzali, queste sone

a2 ) §
3 3 . C e e .
— . ciascuna delle quali si riferisce ally
I+ w 2 X" :

prima delle formole del §. 185. Parvagomando pertanto
3 3

con essa la prima di queste si ha a2 == = a=1, b=r,
o - £

2
¢ quindi sara B, == 4 5 . Parngonata la seconda si

3 , .

§ —I\’" E | e . |
T 2 5( 5 ) —_— : & qmm‘h il coefficiente ce-

) I
nerale A4, sara = B, + C, = - T > 3 — dove.

per ambiguita del segno 4= vale il 4 per r paxi, e il
— per 7 dispari . -
Es. 22 Sia ora da trovarsy A, per la serie derivauva

dalla frazionc (1—{-:1:‘)1(‘2——-:1‘)“' Siccome questa equi-
I I 2 X 1 R

vale a 5 1¥=® i G—)p ™ 5 ixe o

. 1 € 1 1 o

prutiosto a 9 [ (2—2) ° i —— T+ * ] . percio rt-

ferendosi la prima di queste alla seconda formola, dard

., O+ o . .
B = A la seconda riferendosi alla formoka prima

dara C, = — i similmense la terza dyrd Dz T 1.
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6(r<41
) + 1].

e 9l 4.2 2.2
Fs. 3° Sia la frazione generatrice
x

(1+x2) (+x?) 7

che si risolve nell’ equivalente
I ~1 I -|— X
2 [ I+~ ' 14x?

YLa prima di queste componenti somministra B. == F i

ve -

la seconda spezzandosi di nuovo nelle due
I x
1+ x? 1+ x??

delle quali la prima spetta alla formola terza, e la se-

conda alla quarta , somminisira i due termini parziali

C, = 4+ 1, Dy = -+ 1, de quali il primo non ha

luogo se r ¢ dispari, ed il secondo se r é pari: inoltre
] . ! " .

pel primo vale il segno + se —-r € pani; e nel seconde

P —1 o
se —,T € parl. Percid il cercato valore di A4, sarebbe

I . : L ,
— (F 1 4 1). Se a cagion d’esempio si volesse il coel-

r

ficiente di x® cioé A4 , siccome r e pari e — dispari,
] 1 I . .
cosi sara Ag = ~ (—1—1)==—1; & se invece si

r—1
volesse 4,3 , siccome sarebbe ——— pari, cosi si avrebbe

I - »
o\ 5 ::—;(1—%1):::1 . E se di nuovo si volesse A4,

r—1 I
dispari , sarebbe A, 5= — (1—1 Ye=e.

per essere.
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- . 1+ S .
Es. 4° La frazione - ha il denominatoie

24 22 4 x?

non risolubile in fattor: hineari reali: per trovarne il coef-

ficiente generale si cerchino 1 fattori immaginarj , e s

irovera
1+ x 1 I : I
—_ ( ; i , — Y
2 4+ 2x 4 x? 2\1l—y —I1T & [/ =11,
1) siccome ciascuna delle frazion (ompon(’nu pno para-

gonarsi colla prima delle pre ccedenti tormole , quindi in-
cominciando dalla prima  troverenio

— PR ! s ey
“———Iga——#l—ﬁ'\/*:ijbh——-—wlp

onde sara

1
( H ‘/I 1 )I'w}; i°

Similmente ncttendo a  paragone la seconda  (rovercing

B, = —+

i

= E Grv—ot

Dunque sara

A =B+ C,= [(1 v ),4.;'*—(1_{_\/:1)'-‘(*‘}

e riducendo le due frazioni allo stesso denominaiol e

.i [(I—i~\/--1)"+‘211(x——v-—:)w]

A4, = +

cspressione tiita reale per la mutua clistone degli imma-
sinarj nello sviluppo de’ binomj. Ma dimosirianio  ormai
le proposizioni annunziate
§. 183. Prop. Il tennine gencrale di uma serie geie-
rata dulle sviluppo immediato i qualswogha frazion ra-
zionale s1 ugnagha alla somma de’ termini generall delle
erie, che nascono dailo sviluppe di ciascheduna fracione

parzzalc{.
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Supponiamo 4, + A, x4 A x4 A3 4. .+ A,x74-ec.

la serie nascente dallo sviluppo immediato, e siano

Bo+B,x+B,x>+B,x3+ ...+ B2+ .....
C,+C,x+C,x*> +Cya23 + ... +Crxm 4+ .....
D,+Dix+D, 2> +D323+ ... +D,x" 4 .....
ec.

quelle che nascono dalle frazioni parziali. E’ chiaro che
dovendo la prima uguagliarsi colla somma di tutte le se-
conde , dovranno coincidere 1 termini che contengono le
potenze omologhe di >, cioe dovra essere
A, =B, 4+ C, + D, + ec.
A, =B, +C, + D, 4 cc.
¢ finalmente
A, — B, + C, + D, + ec.
come si € proposto.

§. 189. Prop. Se una frazione razionale si spezzera in
due di denominator lineare ed immaginario della forma

A B

:Z',’-f‘ﬂ[-'— E\T\,/-'—“l ! @x = ,Z"I AT\/-—-—-I

la somma de’ coefficienu gle]la potesté " nelle rispctl.ivc

serie generate da queste due frazionl sara tutta reale.
a4+ fx

a—+ bxr + cx? ’

a4+ bx+cx®> =@+ M+ Ny—)(x+ M—Ny—1).

Determinando 1 numeratori A4, e B delle due frazionmi

Supponiamo la data frazione essere

]mrziali s1 trovera

,._-az+[5(111—1—\\/-—1) ) a—p (M—N\—1)

A= 2V y/—1 B = 2,V y—1
Si avra dungue I ugnaglianza
a4+ fx
&t + bx 4+ cx? =
e p (M4 Ny—)) | fe—p(M—Ny—n)]

AV —1 (M N \/._-;) T oNV—1 (e H—Ny—1)
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Riferendosi’ pertanto ciascuna di queste fraziont allu prima
formola del §. 185, il coefficiente generale della prima
( non prendendo per maggior semplicita che il segno
. o —a+ (M AN —1) :
superiore ) sara SN V—I M Nv—y+i’.© cuello

| 1 T e o B — N y—D)
- ne a econaa sara ‘ ‘
che si)etta a s ¢ 27Y \/-—-1'.(‘ ] ¥ g— i:’.\' V‘“"iy'*'l

Sara dunque
A, =

— a4+ B (M + Nyv—1) a—pf (MH—NVv—r1)
2 Yy —1. (M N/ — P T oA V—1.(— N1 )1 2

e riducende al comun denominatore

-
—a(M—N/—1)+ - (W N \/———1)(31-——-' "\ —1)r+
+alM+Ny—1)+t—g(H—Ny/— D (W + YV y—1)+1
2N y—r1 (24N T
[ (M Ny— D)t — (H e Ny — 1+ ] +
BCM? + N2 [(M— Ny —~1)'— (M Ny/—1)" 1
3N (M7 4 NYyrfr g/ —1

Ora ¢ facile a vedersi che s]ne.gando in serie i binomj

immaginar) di quest” ultimo numeratore . si distruggeranno
tntu 1 termint rcali, e non resteranno che quelli che
sono moltiplicati per v/— 1 5 quindi rappresentando con
v/ ~—1 T aggregato de’ ternini moltiplicati per a, e con
@ V-—1 quelli moltiplicati per g, potremo esprimere A,
per mezzo della frazione

«Py—1 1+ (M £ N Qy—-1

2N (M RN yFT

nssia di
al +5 (M + N2YQ
2]V(ﬂ]” —f—N‘)‘)’”{‘I 2

clo¢ per mezzo di una quantita tulta reale,
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§. 190. Prop. Trovare il termine generale di una serie
proveniente da una frazione , il cui denominatore sia di
secondo grado , ed irresolubile in fattori reali . semnza in-
trodurre quantita immaginarie.

Ricavandosi dall’ equazione

e+ px
a—+ bx + cx?
Ao+ A x4+ A, x* 4+ A3 4+ A xr ... 4 A, 2"+ ec
olire alle equaziom
a-AO =&, 0.41 -+ bA, =1 X
le equazioni
ad, +bd, 4+ cAd, = o
af1'3 ~+- bfj-z -+ C.zfll . W
ad, +bA; + ¢cA, =— o
ec.

ad, + bAr—l ~+ €d,..—= o .

b

s
si avra in primo luogo 4, = — A4, ~ -;—.AQ . € S0

stituendo questo. valore nella seconda si avra
. b2 bc

Questo nuovo valore sostituito nella terza dar’

o={—% ;zo),,,__ K L)

Seguitando a sostituire nelle equaziqni posteriori 1 valon

irovatl nelle precedenti s1 ricava la formola generale

A=

. N b3, (r=3)(r~4) 875 2 (r -4)(r$)(7-6) b7 3
— R — ec.
+ ‘41 .._g’-l ( cl"-l + 1 f‘j 2 .3 ﬂ + ‘J
~- 8% B4 (r-gdr-s) 8 63 (r-g)(r €) r-7) & o
:; AO rei -1 + 1 r 3 r-‘;—- + CC

in cui nel doppio segno vale il superiore per r part, e
I inferiore per r dispari. ed in cui noun si debbone eom-
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putare ¢he 1 termini di esponeute positivo , emettendo
tutd gli altr. La legge de’ termimi di q{lesta serie e fa-
cile da comprendersi, e non resta che di porvi i valori di
Ay, edi 4,. Qui non ci enrano immaginarj di sorte al-
cuna. onde ec.

Cosi nell’ esemplio quarto del precedente §. 187 per la

traz - il ] bbe 4 — —
razione - 8§} troverebbe =t A S L
2=} 200~ gt 0 Tl fjr o,
| gresd or—1i
3 ] I g, ey s ¥ ——a '

Pp—— — . Tkl g

2 B : I pF—

r—§) (=5 2= == 7)) 2=
' —+ cc]

§. 191. Prop. Trovare 1l termine sommatorio di una
serie ricorrente.

Sia prima proposta una serie del primo ordine , cioé
&

proveniente dalla frazione e © Sia questa al solito

Ay + A 7+ 4,2+ 4,00 + A 2t . A2 ec
Ordiniamo in colonne verticali le equazioni di relazione
assegnate al §. 179

ad, 4+ bA,=—=o
ad, 4+ bAd, = o
ad; + bd, = o
ec.

ad, 4 bd,., = o.

Moltiplichiamo la prima equazione per =, la seconda per
x*, ec., ¢ I'uluma per x7. e s1 avra

ad, x + bA,xr — o
A, x* + bA, x* — o
adyx3 + bA, x3 = o

ec.
ad,xr 4+ bA,, x* == o.
Sommiame le due file verticah de’ texmini. e chiamiamo
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= la somma della serie proposta da A4, fino ad A, z" in-
clusivamente , ed avremo visibilmernte |
ad,x +ad, x* +ad;x3 ... + ad,x" = a(E—A4))
DA, x+bA x> 4+ bA,x3... + 04, xt = bx(Z—A4,),
onde sommando queste due nguaglianze fra loro si avra
a(Z—4 )+ bx(Z—H4 )=—o0;

e quindi
afd, +b A4, x

a+ bx

Volendo eliminare 4, ed A4, richiameremo i loro valor

sy

gia trovatt , cloe
4 a y a b
——— S—— [n—] __L_ R
Xy — a ) r o/ ar+‘ 3

ed avremo

dove vale il segno 4 per r pan , ed il — per »
dispari. Questa contiene la somma di 741 termim della
proposta.
Es. Sia da sommarsi la progressione geometrica
1 ,2,4,8,106, 32, ec.
Fingiamo cquesta moltiplicata per ordine pe’ termini della
progressione
B 5 B o B 5 B 5 €6
eude ne nasca 1 alua
{ + 22 + 4x® + 8x3 4+ 16zt 4 Jax® + ec.
L’ equazione di rclazione per questa serie € visibilmente
A — 24, = o,
onde paragonandola colla generica ad, + bAd,., = o .
abbiamo @ = 1, b == — 2. Inolure esscndo A4, = 1, si
* 1
ha a =1, ¢ quindi la fraziene gencrauice ¢ =——
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Poneptdo duuqgue mel valor precf\'{_‘:enw di T 1 valori tros
vau di @, b, a avremo
[~ xriet

] —2X

2 =

T ponendo in questa & =1 , risulterd la preposia seric

1 4+24+44+8F 164 ..., 4 2= 2rF1 1,

Se 1 termint da sommarsi fossero per esempio nove,

allora sarebbe r 4 1=—g, e quindi == 29 == 5L,
com’ e facile a verificarsi.

§. 192. Prop. Trovare il termine sommatorio delle
serie ricorrenti del secondo ordine.

I.a relazione fra 1 coeflicienti c¢i da in questo case
jutte le seguenti equaziom
Si moluplichi
aA, +bA, + cA, ) la prima per x?,
ad, +-bA, + c4,

ad, + bAd, + cA,

la seconda per x3

7

il

) la terza per xt,

ad. +b4., + cA.; = o. I'ulima per xr,
e 81 otterranno le \,
ad x* + bd, x* + cA,x?
aA, x3 + bd,x3 + cd, x3
ad, xt + bdsx? + cd, x*

Il

L]

ad.x + b4, . xt 4+ ¢cA,,x = o.
Sommando tutte le file verucali, e qm pure chiamanda

= L somma d¢’ primi r 4 1 termini della serie

Ao+ 4,5+ .+ At e



91 troveri la prima fila = a@ (2 — 4, — 4, x).
la seconda fila = bx (2 — A4, — 4, xr),
la terza fila = cx?(Z = 4, ,x" — A, x )
onde dovra essere sommando
a(Z— A, — 4, x) G+ ox(E2—A, — A, x7) =
(2 — 4yt — A, x) = o,
e di qui
Z = ﬂ
ad, 4+ (ad DA x4 (DA, 4 cA.. )+ 4-cA, xr+
a =+ bx = cx?

OVVero in grazié di
ad, = a, ad, b4, =8. b4, 4 cd,.,=—ad.4,
@+ Bx ——ad. i, x+t g cd, x+3
o a + bx <4 cx>
Se per esempio la serie da sommarsi fosse (§. 182)
5 4 4x ~+ gx? -4 13x3 4 ec., |
m cui I'equazione di relazione ¢ 4, — 4, — 4,,—o0:

2 =

L]

essendo a =1, b= —1, c = — 1, ed inolre

-

&« =0, B == —1, s troverebbe
5 e i Ar_l_,x"'f‘l — A, xr+3

3 ==

[ == X =2

Se non si volesse che la somma di sette termini, sic-
come sarebbe r—=1==7, 4, = 57, Ay = g2, cosi
s1 avrebbe

5 =% — g2x7 — b7 x8

o == :
I —— — g2 >

e {acendo ¥ =— 1 st avrebbe la somma de termini

D 1 —Q2--im

3+ 4+9-+134+22 435 4= 57=- ’

L

<

= 140.

s f

I’ estendere questo metodo dell’ Inglese Tommaso
Simpson. alle serie ricorrenti del terzo ordine e deglh
altri pia elevati non ha alira difficolia cehe la maggior
hinghezza di calcolo.

i



C AP O XML
Dellc serie algebraiche.
ArT L

Divisione delle serie ; differenze di tutti gli ordini :
termine genemle e sommatorio delle serie aritmeticle.

§. 193. Le serie algebraiche si dividono in aritmetiche
e geomefriche: si le une che le alire derivano la Joro de-
nominazione dall’ analogia che hanno colle progressiont
rispettive dello stesso nome. Nelle prime si il termine
generale che sommatorio € una funzione intiera e razio-
nale dell indice 7, che insegneremo a trovare fra poco.
Nelle seconde T indice r entra ancora negli esponent
delle quantia costanti, da cui dipendono i termini ge-
nerale e sommatorio. |

Se da ciascun termine di una serie qualunque si sot
trac il suo precedente, si ottiene una nuova serie di-
termini , che si chiamano differenze prime della seris
data. Se si sotirae di nuovo da ogni termine di questa
il suo precedente, si ottiene la serie delle differcnze se-
conde della-data: sottraendo similmente fra loro 1 termini
contigui di guest’ ultima con lo stesso ordine , si otten-
gono le differenze terse; e cosi di seguito.

Le serie aritmetiche si dividono in ordini denominati
dal massimo esponente dell’ indice r nell’ espressione del
termine generale. Percio
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Se 1l termine senerale la srrie

¢ della forma, e dell’ ovdine
@~-EU0F . % . . . ®m o4 ®m oa ®m & 1°
a + bl’ + C,‘z [ » » L . . ’ * . 2?
a—4br—cr* 4+=drs . . . . . . . 3°

e. CC.
a—+ br + cr* 4 ...~ prm .. . . . msime

§. 194. Prop. Nelle serie aritmetiche vi ha sempre un
qualche ordine di diffevenze costanti, e questo ¢ quello

che corrispunde all’ esponcute massuno dell’ indice r nel

e

termne senerale . Re:rili)rm:am_em.e: SC 111 una serie  si

-~

arriva ad ottenere un qualche ordine di differenze co-
stantl, questa sara aritinetica.

Nella serie aritmetica del primo ordine
a,a-b. ad-20, a430, a4 4b.....;a4rb
¢ chiaro che le differenze fra 1 termini vicini sono (uite
= b, e percio costanti. Quindi le serie, 1l termine ge-
nerale delle quali ¢ della forma @ <~ br, sone tutte pro-
gressioni aritmetiche. Tutte le differenze poi degli ordini
superiori come le seconde, terze, ee. saranno =o.

Sia la serie del secondo ordine
a,a+b-c,a42044c,a43b49c,....,abr-cr*.
Le differenze prime somno

beg-c, b4+3c, ba4-5¢c, bd=5¢,...., b4 (ar=—1)C.
Le differenze seconde
. ac, 2€, 2¢, . . . . , 2C, ClO¢ costantl.
Le diffecrenze terze, e seguenti tutte == o.

Nelle serie del terzo ordine
a.a+tbcad,a+2b+ 4e+8d,. .., a—4-br--crr-4-dr
st hanno le difierenze prime

bdcd=d, ba-3c4~rd, b4=5c 4194, ....
b+ (ar —1)c~+ (3r* —3r +1d,
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le differenze scconde
2¢ + 6d | 26 4= 12d, 2c 4184, . ..., 26+ 6(r—=1)d,
le differenze terze -

6d , 6d , 6d, ec. costanu,
le differenze quarte , ed ulteriornn =o.
Ciascun vede che guest induzione si puo applicare a tntu,
oli ordini delle serie, di cui si wata, onde in quelle
dell’ ordine m saranno costanti le difierenze msime, Con
cio resta dimostrata la prima parte.

Rh}_)Porto alla seconda suppomiamo per un momento
che 1l termine generale non abbia la forma delle funzioni
intiere e razionali dell’ indeterminata 7, ma un’ alira qua-
lunque : se formeremo con questa i termini della serie,
e ne cercheremo le differenze successive di qualunque
ordine , non le troveremo mai costanti contro la suppo-
sizione . Dunque il termune generale non potr:‘l essere
che una funzione intiera e razionale di r. ossia la serie
sarg ariumetica.

§. 195. Prop. Qualunque sia la nawura della serie

AI.)AQ, AS;AajAS,'. _ .-)_(4‘-:}(5\(:.
s€ St }')renderanno le difterenze prime , chie chiameremo
B,.,B,, B;, ec,
indi le differenze seconde |
c .C,,Cy; ec.,
poscia le terze
D, ,D,,D;,; ec,

varra sempre | equazione

(r-—1) Q‘*—--— 2) 0

A, = A4, 4+ r—1)B -+ 2 .

(r—1)(r—a)(r-—3)
2.3

D, 4 ec

Formist i seguente quadypo



A . 4, 4, ., A4, , Ag , dg . ec
B, B, B, B, B,
C. C, Cy C,
D, D, D,
L, E,
FI
in cul per le defiizioni si avra la serie di uguaghanze

A, — A =B C, — C, :-_-D;
A, — A4 =B, C, — C, =D,
A, — A, = B, C, —C3 =D,
ec. ec.
A,. — A = B,—-; C,--; - gy S Dr-3

B, — B, =C, D, —D, —E,

By — By, =€ D, —D, =F,

B, — B, =C; | ])1 — ), = F,

eC. CC. ;

B,y — B... = C.., D;--; _Dr-qm Er—4 N
ecC.

Ora da qgueste s ha in primo luogo

4, = A, + B,
imolire

4, =4, +B, = 4, + B, + B,
e sostitnendo il valore di

B, = B, 4+ C,
gara

A4, —m A +2B, 4+ C,.
Parimenti essendo
A =4,+8B;,¢ B=B,+C, =— B, +4=2C, 4+ D, .
sostituendo 1 valori di A, , e di Bj, st avra
A, =A, -+ 3B, + 3C. 4+ D,.
In simil gmsa ponend_o nell’ equazione

4, =4, -+ B;
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il valor precedente di 4, ., e guclo di B, = B; 4 C
=B, +C,+C, =0, 4+C, +C,+D +C,4D,
=B 420, +D, 4+C, + 0D, D 4F =B, 4
3C, + 3D, 4 £, |
si trovera

As=A, + 4B, 4+ 6C, 4+ 4D, L, .

I seguitando in questo ntodo, ed osservando che pel
termine generico A, 1 coeflicienti numeriel de’ singoli ter-
mini sono quelli del bivomio newtoniano corrispondenti
all’ esponente r—1, se ne ricaveri la formola proposta.

Quind: se un qualehe ordine di differenze sara co-
stante , come accade nelle serie aritmetiche, il termine
generale sara espresso da una funzione finita di r: in
caso diverso I espressione sara infinitinomia, e percio la
serie corrispondente non sara aritmetica.

§. 196. Prop. In quclie serie, il cui termine generale
A, & rappresentato come nella proposizione precedente o
il termine sommatorio =, ha per espressione
rir-—-t) r{r—1)(r—-2)

2 O 2.3 ¢,
r(r—-1)({r—2)(--3)

Prima di tutto si dee osservare che se =, esprime i
somma de termint A - A —+ A, -4 ec. fino al termine
A, inclasivamente , e 2., esprima quelia de’ termini me-

2, =rA, -

[ - ec.

desimi fino ad A,., solamente, sara =, — 2, = 4,.
Se duncue il valor proposto di =, ¢ vero, cangiande
rin r—1, ne dovra nascere quello di 2, ,, e sara

Dy, ==

(r—1) (r—2) (r—-1)r—2){r-3)
_(r_l)dl e B: = - 2 3

e sotfratto il valore di .., da quello di =, , ne dovrs

O, -4~ec;

risultare quello di A4,. Ora ¢ appuite
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(r—-1)(r—2) _
C

2

2 = S =, - r—1)5, -+ . =+

(om0 (r-2) (-3

R

Dunque il valore proposto di =, ¢ vero e genuine.
§. ro-. Fis. 1? Si vaole il termine generale e somma-

L.

torio della serie
1.4,9,16,23, ecy

D A4 ec. == A, .

ok . : ;
ciod dei quadrati de’ numeri naturali.
In primo luoge prese le differenze. troveremo
Differenze 12 3.,5.17,09, ec.
Ditlorenze 2. g, 25 2, Bo
Paragonando ora gh elementi di questa serie eolle spceeit
cenerali , avremo
A =1. B, =3,C, =2, D, =o,
e guindi il termine generale domandato sara

{r—1) (r-—-2)

A, = 1 e (Pe—1) 3 2 =12,
siccome doveva aspettarsi. Sara in secondo luogo
r{r—1) rir—u)(r—2)
2=+ T j >3 2 ==
a3 3rt—4r 1r—+ ) (2r41)
2.3 - 2.3 '

Se pertanto si volesse la somma de’ primi diect quadratd
de’ mumeri naturali. cioe da 1 fino a 1o0? inclusive, a
cagione di r =16, s avrebhe £ == 3805.

~FEs. 22 Sia proposta {a serle

0.8, 2,061, 114. 190, ec,

I‘h-_l“ R

Prese le differenze successive troveremo

Diffe 16 = 2, 1,8, 19. 34,53, 76, ec
Diffe 2. 3. 7,11,15,19,23. cc
IJifte 3.c 4. 4. 4. 4, 4. ec.

Pun e avremo
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A, =1, B e==—2,C, =3, D, zxf,F, =o0,
¢ percio la serie € aritnctica del’ ovdine: terzo. Trovere-
mo pertanto. fatte’ le riduzioni,
413 e 151 4= 51 4= 22

A, = 2. 3 >

r(re 2)(r—2)(r —3)

! 2 .9

§. 193. Prop. Una serie arviunstica del primo  ordiae
¢ ricorrente del secondo: una serie aritmetica del se-
condo ordine ¢ ricorreaie del terzo; e in gencrale una
serie arimetica dell’ ordine noime ¢ ricorrenic dell’ ordine
(ll e I)simo .

Sia la serie ariunetica espressa dai termini

Ay oy 5oy 5y 5 25 ane Ay B8
e siccome m quelle del primo ordine leo difitrenze
B, B, s By o055 By
sano costanli , si avra la relaziong
By = s ,
@ssia
Ar — Ay == A — A'r-z >
e quindi
A — 24, 4+ 4., —o0,
la quale ¢ un’ equazione di relaziome , che spetia alf-
serie ricorrenti del secondo ordine . e da cui si forma
la frazione gencrarice { §. 182 )
o~ Sx . e+fx
2zt 7 01 (T a)?’
Nelle seric ariunciiche del secondo ordine, essende

costanti le difterenze C, , C, ., . . .. , Creyy sard
™y
Croy = €,

c PerCi(‘) Br-, Wrmm— ]})r..; s .l))f._: —— Br—s 2

UVV&I'O .B!_l S— ;‘:-.;J’f‘z + .Br-: m O .

-

¢ lwalmenie A, —= 3.0, 4 5.0, — Lo ze.
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equazione che, eonienendo 1l rapporto fra quatiro coefii-
cienti contigui della serie , mostra esser ¢uesia ricorrente
del terzo ordine . e proveniente dalla franone
&t fx 49 x? . ety x
ossla — ,
33 (t=—x)3

In simil gusa si trovera per le serie aritmetiche del terzo

i =— 30 4 3x? ==

ordine 1 equazione di relazione
Ao Ay - 6 Ay — f A Ay =0,
da cui si raccoghe che esse sono rcorrenti del (uarto
ordine , ed oriunde dalla frazione
a = Bax—x* 4 Sz
(1=— x)* >

e cosi di seguito.

Si vede inoltre con questo stesso discorse, che nelle
serie dell’ ordine nsime le differenze prime formano una
serie ricorrente dell’ ordine 7nsmo 5 le differenze seconde
una dell’ ordine (72 —1)simo; le terze una dell’ ordine
(n —2)5m0 _ ec. . sinché si arriva alle differenze nsime , che
sono coslantl.

ArT. 1L
Numeri figurati . "

§. 199. Cosi si chiamano ceru numeri , 1 quali consi-

derati come aggregau di tant punti si possono disporre

Y

secondo una qualche figura geomeirica , come in trian-

dJ

golo, in quadrato , in pentagono , ec., ovvero in cubo ,
in piramide , ec. Noi pero non consideriamo fra cuesti
ehe i numeri formati ne’ modi scguenti, e che distingue-
remo in ordini.

Chiamiamo numeri del primo ordine una successione
di tante wniti , come 1 , 1, 1 , 1 , ec. Il termne ge-
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nerale di questa serie é costante , ossia & 1 uniti medo-
sima ; 1l termine sommatorio ¢ lo stesso indice »r , il
quale esprime un numero qualunque di ueste unita.

I pumeri del secondo ordine si formano col sommare
uno , poi due , poi tre, poi ec. di quelli del prim’ o:-
dine , e percio sono compresi nella serie |

i 5 25 D dhs 2 5 BG
che si dicono numeri naturali.

Quelll del terzo nascono colla somma successiva di
uno , di due, di e, ec., del secondo e sono com-
presi nella serie y

1,3.0, 10, 15, ec.
Essi si chiamano anche triangolari.

I numeri 1 , 4, 10 , 20 . ec. che nascono col som-
mare successivamente ¢uelii del terzo sonc dell’ ordine
quarto , e si chiamano piramidali primi.

I numeri 1 , 5, 15, 35, 70 , ec. similmente gene
rau con quelli del quartv ordine appariengono al quinto
e son chiamau piraniidali secondi.

In generale 1 numen:i dell’ ordine nsim® nascouc dall:
somma di uno, di due, di tre , cc., numeri dell ordi-
ne (71 —1)simo

§. 200. Prop. Asségnare il termine generale e somnu-
torio pe’ numeri figurati di tutti gli ordini.

Quantunque si possa ottenere quanio ci propoiiiamo col
metodo dell’ Art. precedente , pure seguiteremo un’ altra
strada a fine di giungere piu presto all’ intento.

Prima ricaveremo col canone newtoniano le seguenit

serie
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1
— =1+ r+ x? 4 x4 xt 4 ec
I
== = 1 4 2z o 32 =  4ad 4= Ox' - ec.
’ L g 3 ol 2
T :r)_g — [ = 3x -+ O6x2 4 10X’ = 10T - ec.
ec.
1) b Y42 ) 4 .
- i.’:.t-—{-rx-}—-r(WI—-xn—%— L )x3+ rtrts (r+2)(r+;’xt+cc\.
() 2 2.3 : 3.4 |

Gettando poscia un’ occhiata su le file verticali de’ ter-
mini di queste serie . sl vede che nella prima vi sono
jatte le uniti, cio¢ i mumeri di prim’ ordine 3 nella se-
conda i numeri naturali ovvero di second’ ordine ; nella
terza quelli del terz’ ordine , ec. Quindi ¥ ultimo cocth-
ciente di ciascuna fila verticale é il termine generale de’

numert i essa compresi,

Duaqgue co1'ri5ponde il termine
all’ ordine generale

s " . 2 B OB s 1
5:, . L] L . . " r

20 r(r-+1)

- " ] " » » '} ?‘

o r(re~1)(r<-2)
4. L] ® * * * . 'S

2.9

cc. Y Y o

- r(r=1)(r—+42) ... (r+n—2)
7 L om oi.m o I

Per trovare il termine sommatorio sl sommino tutte le

snperiori equazioni: Ia somma de’ primi membri  costi-

-~

sce una progressione seometrica , € percif) per le dot-

trine clementarl e(p_liva]e a

1/ 1 .
2 \(1—x )" — 1)5



2-3

Fl
.. - L i -
¢ sc si spiega di nuovo la potenza oy serie

eontinuata fino alla potenza x*. la somma anzidetta di-

veniera
I *(7r=-1) r(r-+1) ... (r-+n—r1)
".;(r:&'-l' 2 T 2.3...n .:z:":}_.
06518
r(r-4+1) r(r—=-1)(r=2) ]
r =4 - x - T —f .
rir41) ... (r-+n—1)

"1 - ec.
2.3...1 »

ande paragonando i coefficienti di questa serie con gli ome-
logi di quella che si ottiene sommando i secondi mem-
bri dell’ equazioni* di sopra , si vedra che le serie degli'

ordini successivl avranio

il termine generale 3 il termine sommatorie
12 1 r
r{r-41)

22 r = .

| 2
- r(r=1) _r:(r-l- 1) (1'+21
e 2 2.3
28 r(r-+1)({r-2) r(r+4 1) (r-2) (r+3)
b 2.3 | 2.3.4
ce. ec.
. r(r+10)(r4+2)...(r+n—2) f_(r—;— D(r4+2)...(r4+n—1
& 2.3...(n—1) ‘ 2.3...n

dove si vede che il termine generale di un ordine ¢ le
stesso che il termine sommatorio dell’ ordine precedente.

§. 201. Rapporto alle serie geometriche . delle quah
ci resterebbe a trattare, si dicono del prim’ordine quelle,
il cui termine generale é della forma monomia BA"; del
2?2 ordine , se quello sia della forma binomiale BA"+-C/H",
¢ in generale dell erdine nsime quelle . il cul termine ge-

19
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nerale risulta da n parti tutte simihi alle precedenti. It
primo ordine viene formaio dalle progressiom geometriche
ordinavie ; ed abliamo dull’ Algebra elementare | espres-
sione del loro termine gencrale e sommatorio. Per quelie.
po! dell’ ordine secondo o di alo pitt elevato , siccome
yisuhano dall” aggregato di due o pia del prim’ ordine |
cost si avra 1l Joro termine generale e sommatorio coll’ ad-
dizione di quelli, che spetiano alle scrie parzizli clie le
conpongono. | -

Ualla combinazione po1l delle serie aritmetiche colle
ge-ometriche ne nasce una terza specie di serie artimeti-
co-gecometriche , il termine generale delle guali ¢ della
forma (B+ Cr)A”, ovwero (B + Cr + Dr*)K#, ec.
Ala not non potremmo parlarne senza estenderci pia da
guel che ci e permesso.

Arr I
Interruzione . ed interpolasione delle serie.

§. 202. Se di una data serie se nc vuole formare wun’ al-
tra co termini medesimi presi a dau intervalli, o sia sal-
tandone sempre un dato numero , la serie cost formata
si chiama [’ interrotta della proposta.

Ma se per lo contrario {ra i termini vicini di una serie
si vuole imserire uio o piu termini, di modo che quella
che ne nasce sia regolata colla medesima legge , cio si
chiama interpolare la serie proposta. In senso pit gene-
rale I’ interpolazione di una serie consiste nell asseguare
1 terminl corrispondemi agli indici {raul o irrazionali.

Se si ha il termine gencrale in termini {finid , ambidue
questi problemi sono di facil soluzione , come ora vedre-

g [ . 3 - & * S 1,-, ve
mo; ma se nen sl ha I espressicue fiuta di essc.. allvra



Iisogna ricorrere alle approssimazioni , per le quali vi
Laamo de” metodi assai ingegnosi. Noi non possiamo far
conoscere ai nostri Allievi che la parte piu elcinentare
di questa importante dourina.

§. 203. Prop. Dato il valore di A, nella serie
M) A, A, Ay A, Ay, AL ec
wrovar quello della sua inteiroua per un dato intervallo
{ra 1 suol termint.

Sia p il numero de’ termimi che si saltano ogni volta
nella (M) per formare quelli dell’ interrotta , che clita-
nmeremo (V). Prima di witto si dee osservare che la
serie (V) puo aver per prumo suo termune tanto A4
(quanto A, , e in generale ., essendo m uu numcro
gualunque intiero, positivo o negativo, preso nella seiie
degli indici 1, 2, 3. 4. ec., la quale si puo continuare
tanto a destra quanto a sinistra ad arbitrio. Supponiame
dunque A, il primo termine decll’ interrotta ; il seconde
dovra essere A, .4, , acciocche vi sia compreso nclla
(M) un numero p di termini. Dunque gh indici delia
(V) progrediranno colla differenza p 41, e percio essa
sara rappresentata da

(V) Am, Am-]—p-{-l v 14,,,_4_3(1,,,*_,) 3 Am—{-;(,-}-;} yo e es Amd(e)p4 -
i"ultimo de’ quali termini rappresenta appunto il termine
generale che si domandava.

Pertanto laddove nella (A7) il termine generale o rsime
La per indice lo stesso numero r, nella (V) invece 1l
termine 7%ime avra per indice il numero

m—+ (r—1)(p+1). ossna (p+1)r+m—p—i.
Pastera dunque di cangiare nel temnine generale della
() r in (p4+1r—+m—p—i, e si avra quello della

§. 204. Osserv. Siccome tanto r guanto (p+-1)r+m—p—I
sono funzioni lincart dells stessa r. percio il termine ge-
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nerzle non cangera dimensioni , e la serie (¥) conser-

vera ancora I ordine a cui appartienc la (M) .

Inolwe essendo m un vumero arbitrario , se si vorra
che Tinterrouta incominci dal primo termine 4, della
proposta . si dovra fare m =1, e quindi 11 simbolo del
termine generale sava A (pg)—p. e S1 VOITA pPCr Pruno
termine dell’ interrotta il secondo della proposta , st fara
m=—=2, e si avrd Agfay—pfi PCT termine generale 5 e
¢0S1 1N Progresso.

§. 205. Es. Sia preposta la serie de numeri triangolar:

r(r+r1)
r.3,6,10,15,21,28,......,—7 "7,

1l termine generale dell’ fnterrotia sara
(p+1)r+m—p—1H{(p 4+ Or4+m—pj
| , -

Suppeniamo che nella proposta si saltino sempre due

termini j sara p==2; e percio il termine generale di-

-

ventera
GBr+m—3)Br+m—2)
Quindi ponendo 5 la serie interrotta sara
, (3r—2) (3r—1)
m =1 By 165 80,55 : g~ s
2
s K36 (3r—1)3r
m = 2 , 10, 30, . . ;
. 3r(3r +1)
m=J 6,21,43, ..., ——
ec. I ec.

Si potrebbero dare ad m anche valort 0 ,—1,— 2. €c.
e si avrebbe un’ alira fila i serie che sarebbero alirei-
tante interrqute della proposta.

§. 206. Prop. Interpolare wna data serie , quanGo s
abbia il suo termipe generale.
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Sieccome (ueslo problema & inverso dél precedente,
cosi dovra sciogliersi coll” operazione inversa. Se dungue
per passare dalla serie data all’ interrotta abbiamo can~
giato I m (pA1r+m—p-—1, Oia dovremo can-
ciare (p +1O)r+m—p—1 in r, o prtosto 7 n
J——m 4 p 1

P

e facendo per maggior semplicitfx e Cco-

7 __}_ })

modo m==1, sl cangera ' in F—:-i-_—g

?

Il termine gene-

mezzo esprinmr& a

rale della serte propasta con questo
a due qua-

serie slessa . in cul si inseriscano p tecrnini {r
lunque vieint .

Fs. 1° Se si vorra interpolare la proguvessione aritmeuca
a,a+d,a+2d, a+3d,.... a+ (r—ud,
col cangiamento prescri’tto si trovera per termine generale

. | (r—1)d
dell’ interpolata @ + I
Se dunque s vorra inserire un sol termine fra ciascuno

deila proposta, s caleoleranno i tenmim  dell interpolata

(r—1)d
vol termine generale a 44— ; € s5¢ OCCOITCSSC di

il

inserievene due , tre . ec. . bastera porre p=—=2, 3, ec.

Nel caso che st volessero 1 termin d’ una progressione
di cui 3. e 120 fosser gli estrem, e risultasse da quattor
dici termini in wtto, si porrebbe a—3,d=ti7,p=—12,
e il termine generale della serie generata dall’ interpola-
. 11
zione sarcbbe 3 + (r—1) 737> ossia gr— 6, onde essa
e subito formata.

Es. 2° Per una progressione geometrica

a.,ah,al*,ak’ .. .., ahr—1
r—1

P

si avri coll’ interpolazione il termine generale alk’ .
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Yolendo inserire pertanto {ra 1 termmi delia Progres-
sioue
1:234789----;2"“‘
due nuovi termini. si farebbe p=—=2, e si calcolerebhe

r—1

I'interpolata col termine generale 2 * | e sarebbe

1 2 4
£, 2%, 2%, 2, 23, 33, 2%, ee.
Es. 3° Se nella serie
3r—2)3r—1)

2

P

Y, 0, 20,005 : a v

"

v 3
trovata precedentemente al §. 205 si vorranno inserire
due termini fra ciascun intervallo, troveremo per tes-
rir+1)

e

mine generale , da cui abbiamo la serie com-

pleta de’ numeri tviangolari 1, 3, 6, 10, 5, ec., che
¢i dovevamo aspetiare.

§. 207. Muncando I' espressione finita del termine ge-
nerale , il precedente metodo non puo pit adoperarsi, ed
abbiame gia avvertito che bisogna ricorrere alle approssi-
mazioni. Newten nel suo Methodus Differentialis ha ri-
dotto la quistione di interpolare alcuni termini fra quelli
di una serie a trovare una curva di genere parabolico .
che passi per le esiremita di alcune ordinate date ed
equidistanti. Per curva di genere parabolico egli intese
quella , una di cui ordinata sia espressa da una fanzione
mtiera e razionale dell’ ascissa. Chiamando dungue y 1 ov-
dinata , x Iascissa, I'equazione di qualungue curva di
genere parabolico potra riferirsi ad una delle seguenti
forme
Yy =a + bx + cx* 4+ dx3 + ex* + ec.

)y =d+ Bx + Ce(x—a) + Dx(x—a{x—D + ec.
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Sian dumque su I asse AZ { Fig 52) erette le ordi-
ante da , Bb ., Cec ., Dd , ec. wtic equulistanu fra loro ,
¢ si immagini la curva 4 Led ec. che passi per le loro
estromitd. Se pwrmiffmln 1 ditterenve fra le ordinate con-
secntive . indi le difierenze fra le dif{erenze si arvivera
ad un qualche ordine di difterenze costanti , 1 equazioune
sard finita , e percio sarebhe 1" espressione vera del ter-
mine generale della serie formata dalle ordinate. la quale
sarehbe esalttamente intmpolahilc col metodo precodemf* .
ma sc , come avvicne nel caso di cw parliamo , non st
arriva mai ad wn ordine di differenze costanti, allora

U equazione sard infinitinomia , e la curva passcra bensi
per I estremita di tutte le ordinate date , ma mnon pas-
seeehhe ne per quelle che si trovano al di 1& di esse,
ne per quelle clie fossero innalzate tra mezzo di loro.
Chinngue puo  facilinente comprendere che le ordinate
Ada. Bb. Cc ., ec. rappresentano 1 termini della serie
proposta ad interpolars: , e le Pp. Qg , ec. intermedie
i termini interpolati. Inolire I' ascissa corrisponde all’ -
Jdice generico I adoperato precedentemente , ed 5 al ter-
Hine gcnérale 4. Quanto piﬁ'grande poi sard il nu-
mero delle ordinate . che corrisponderanno ad un dato
scgmento dell” asse , tanto pin le ordinate interpolate s’ ap-
Prossinmeranno alle vere erdinate della curva.

§. 208. Prop. Data una serie a, .9, ¢. ¢, ec Ji
ordinate , trovare prossimamente la curva che passa per
le loro estremita.

Diamo per maggior comodo e brevita di calcolo all’ equa-
zione della curva, che si cerca, la forma

Cx(x—1) Dx(x—1) {(x — 2)

= A — Bx —

.} + 2 2 3 +
Ex'x—n){x—2){c—3)
T i oo ec. j

2.3 .4
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in cui i coeliicieni -f, B, C, ec. dcbbono essere tun-
sioni di @, 8, 3, ec. da determinarsi. Supponiamo inol-
we che le ordinate date siano equidistanti fra di loro e
che corrispondano alle ascisse o0, 1, 2, 3,4, ec. rispet-
tivamente. Ponendo questi valori invece di x nell’ equa-
zione assunta , avremo le equaziom particolan

& —= .rj :

f=—=A— D

o= A — 2B + C

Se=Ad — 3B +3C— D

¢t = A — 4B+ 6C— 4D + E

ec.

e da uesie avremo {acilimente 1 seg.uenli valori

S =

B=—a— f

C —a—25+4+ 7
D=—a—38+ 33— 8
E=a—48+4 06y — 48+
ec.

Per vedere pol come nascano questi valort, s1 dispen-
gano le quantita date le une dopo le altre , e se ne cer-
chino le dificrenze prime , scconde , terzc, ec., coine
Segue :

% > 8 > 7 > y > &
Diffete—a+ 8, —34+ 7, —r+&,— 3+ ¢

Ditte 2 a—-z;;—g—y,ﬁ-——zy—{—'@j}--zs‘i"ﬁ
Difi- 3.¢ 35— 3y, —p +3y—30+ ¢
Difls 4. a—48 +06p—48 ¢
. ecC. ecC.

e si vedra che il primo termine di ciascuna classe di

differenze ci somministra i valori di A, B, €, ec.
. . - - "

avato rignardo al segno , che loro si € attribuito nell’” e-

qnazione generica. 1 vocfiicicny nwmerici di questt valen
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non sono che quelli d'un binomio come 1—3z elevato
alle potenze successive o, 1,2, 3, ec.

§. 209. Es. 1° Siano dati i primi sei termim della

serie
1 3 5) 35 63
I 7 > 8§ 2 16 > 128 ' 256
. 1 ! I 5 7
Diffe 1. > 28 216 * 128 ° 256
. 3 I 3
Diffe 2. | ¢* T6 ° 128 > 256
. | 5 5 3
Diffe 3¢ ' 6 ? 128 ° m;gé
. 35 7
Diffe 4.‘ ';;8 s 2_5_6
_ 5 63
Diffe 5. ~ 356"
Dunque avremo
1 3 hH 3 3
A=1,B=-,C=3.D=15, E= 5. F= ;53

e percio

D S Jx(x—1) 5 x(ﬂf'—l)tl"** 2)
J = 2 § o 10 2.3

35 x(x—1)(x—2)(x—3) 63 x(x—1) ... (x—4)
128 2: 9 =4 256 2.3.4.5 °

Vogliasi ora interpolare un termine equidistzm-te fra 1 due

I 1 . - [ -
primi 1 € = della serie data. Siccome si dee riguardare i}

primo termine 1 come I’ ordinata corrispondente all’ aseissa

— o, ed il secondo come 1 ordinata dell’ ascissa == 13
* 3 2 i * : b I

percid per ottenere I erdinata media , si fara r=7, ¢

51 otterra
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r 35 -5 411

—0., 66618 m c1a

e e S e TS —m e e L, - TETT
J 4 04 256 106354 05030
| ., . 35 =09 |
Facendo pol x =<, —. £, = si avrebbero con calcol:
2" 2 27 g”’

somigliaute 1 termini intermedj fra 1 restanu della serie
data.

Fs. 22 M. Bossut volendo scoprire per mezzo dell’ espe-
vienza 1l rapnorio che passa fra 1 vohumi d’ acqua eroga'i
da un reciniente, e la lunghezza de” tabi erzzontali | che
ne perinettono Puscita, osservo che dando all’ acqua del
recipiente un piede parigino d altezza, e facendola uscire
per nn mhao orizzontale di sedici liner di diametro , al
variarsi della lnnghezza di quesio secondo il numero de
piedi espressi dalla serie

o ., 3o , 6o . 9o . 20 . 1ho ., 186
corrispondevano 1 numert de’ piedi enbici di acqna
£330 , 2=98 . 195~ . 58~ , 1350 . 1r-8 | 1000
Con questt dati st vuole cercare la ]eggo anahtica el
f3prima prossimamente il rapporto d~Na quantita d’ acqna
colla Tunzhezza del tbo. Dicasi » T acqna corrispondente
alla lunghezza vasiabile @ del tubo : si 'in_‘fr:ndn Ia b
ghezzx di 30 piedi =1 . e le Innghesze precedenti po-
tranno rappresentars nolle ascisse

o, 1.2.23,4,5,6

St cerchino le differenze suecessive fia 1 nmeri dat

che esprimono 1 valori diversi di ¥ , come seguLe
3%0 , 2==8 ., 195~ . 1537 , 13561 , 1178 , 1002

Diffe ¢ —3552. —-8a1, —-3~0. —235. —173. — 120
5 4 4 ’ ‘f i

iffe o 2731 , 451 , 134 , 63 , 47

Diffe 3. ~2280 , - 317 . —~=1 . =16
Ditfe 4. 1963, 246 , 35
Ihtte 5= ~ 17 fm L — 101

infte 6.¢ » 15260



onde s1 avra
A =16330 , B=3552 , C
E=1963 , F=17 , G

€ quindi il rapporto cercato sara coatenuto nell’ equa~

i

¥

zloie
) =
. . z(x—1) x{x--1)(r—2)
6330 — 35522 + 2731 _:.A — 2280 >3 f
” x(r—1) (ar—-2) (x=3) x{r—1){r—2) (x—3) (x~—4)
ab3 - ~ 171 = -
A 2.3.4 7Y 5.3 .4.5
o 2= @) (B e (D)
1 . :
T 192 2.3.4.5.6

Se si volesse per es. ' acqua erogata da un tubo di 100
piedi, siccome questa lunghezza corris;poudere[)bc all’ ascis-

10 _
sa —— basterebbe di dare ad x questo valore per avere il
9

3
corrispondente di y. Dando ad z altri valori si trovereb-
bero similmente gli altri di y abbastanza approssimanu
al vero per cio che si puo richiedere m pratica.

§. 210. La dottrina delle interpolazioni , di cul noi
non abbiam dato che 1 princip) piu elementari , e il se-
sreto di riserva del Geometra, ogm aual volta gh man-
cano i dati per connetiere con continuita analitica certe
funzioni di variabil con altre ; ovvero, parlando in aliri
termini , certl effetti conoscititi colla scala destinata a
misurarli. L’ ultimo esempio superiormente recato mostra
ch’ essa non é riservata alla sola analisi pura, ma si estende
per tutti i rami delle matematiche mist>, e dovunque 1
fatti si rapportano a misure. Se p-r esempid st volesse
la figura di una sezione verticale di un fiume , perpendie
colare alla direzione del corso dell’ acrua, fissata una
linea retta radente la superficie di essa, e divisa in vavie

parii uguali, si scapdagherchbe la profondita dell alveo
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ne’ punti Ji divisione, e la curva che passerehve per e
estremita di tutte le altezze misurale sarebbe prossimi-
mente quella che s1 ccevea. 1 Aswronomd dopo aver 0osser-
fzgtc: diversi luoghi di un pianeta . che cerrispondono «
dati momenti di tempo, he sa asseghare medienic le -
terpolazioni il luogn per un altro momento di tempo 1n-
termedio m precedenti. M. Prory nel secondo volume
della Senola Politeenica ha applicato questa stessa dottri-
ua alla dilmazione de’ fluidi elastici, eome 1 aria atnos{ -
vica, et 1 gns 'pi u\tmmsf‘mu? ed alla fovza espensiva de’
'Vapmx dell’ acqua e dell’ alkool. La sua {formola , che s
appogaia ad un Pmuszplo uf‘muto dalle scorie ricorrenti |
ha il vantaggio sopra ka nosua e 501)1‘:1 le altve conoscruie
i non contencre nel valor di ¥, o sia dell’ etteito che
«i vuol calvolave dietro gli algri OS‘if‘.l'VRii che un nu-
mete di tm‘mu‘iz uguale d]la mota al P‘ill d{*] numero daofle
0SSOTVAZION § ma 101 nodl ‘;msqmm«o vl *rmmndare i no-
stri Tettori al eitato Volume.

Del resto questa dotuwrina ¢ pre—*-s%oché tntta moderna -
Brizes ne conosceva sicuramente il principio. quando cal-
colo le prime sue tavole logaritmiche 5 e ¥ allis cquands
trovo la sua espressione approssimata della misura del
corchio. TI metodo 1119?811 e da Newton fu potalnlmente
ilustrato dal #Falmesley . ~indi ampliate da Stiding, che
l; appli('é a diversi Pmlﬂ.m}u .1 qualt senza di esso sareb-
bero stati di -assai difficile soluzione. Federico Mayer .
Lacaille . Lalande insegnarono altre formole assal utih

alla pratica ; Lagrange e Charles hanno dato alle inter-

polazlom una pm vasla generahta.

.+ Fisrx
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