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COMPLEMENTO

DEGLI]

ELEMENTI D’ALGEBRA

Delle funtioni simmetricle delle radic:
dell’ Cquaziont .,

1. Si chiama funzione d" una, o di pid quan-
tita, qualonque espressione composta di queste
quantita, ovvero il cui valore dipende dalle me-

. , 1 L. L, 9% b
desime: x", — son f.uzionidi x;ex b, ——— |
x cx”’—-d

ec. son parimente funzioni di x, allorche si ri-
cuardan come determinate o cogunite le quantita a,
eb,c,e d. L espressioneaxy —>by~, considerata
per rapporto alle sole quantita x, ey, € una
funzione di x. ey le radici d’ un’ equazmne di-
pendendo dai suoi coeflicienti, e dal suo esponen-
te, sono, per tal ragione, funzioni di queste quan-
fita .

Bencheé non si possano in generale ottener le
radiel d un’ equazione se non che per approssi-
mazione, o con dei radicali, esistono tuttavia delle
quantita, le quali dipendono da queste radici, e
S esprimono sotto uua forma razionale per mezzo
dei coefficienti dell” equazion proposta. Le quan-
titd , di cni parlo son quelle, le quali contensono
tutte le radici combinate similmente tanto tra
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loro , tanto coll” altre quantitiv, e che per questa,
ragione le chiamerd funzioni simmetriche . La
sounna delle radiei, quella dei loro prodott: due
a due, tre a tre, ec., date respettivamente dai
coeflicienti del secondon , del terzo, del (quarto, ec.
termint dell” Lgaazioni, son funzioni simmetriche .

Si riconosce in generale wna funzione sine-
metrica da questo, clie dessa non cangia valore
per qualunque permutazione che facciasi cralle
quantita, da eni la detta funzioue dipende.

La ragioune di ¢i0 si trova in una proprieti,
raggnardevolissima dell” Analisi, la quale e una
consegoenza necessaria della sua geueralita; ed
e che I equazione, dalla quale dipende la deter-
minazione d una funzione qualunque , contien
sempre tutti1 valori, dei quali questa funzione &
suscettibile cangiando 1" une nell”altre le (quantiti ,
sull’ ordive , e valor delle quali le convenziom
del Problema nulla abbiano stabilito di particolare,

I Problemi seguenti, benche semplicissimi |
spargeranno molta luce sopra questo soggetto .

2. Se ¢i proponghiamo primieramente di z7o-
var due guantita , la cul somma sia p, ed il pro-
dvtlo sia i,

Rappresentate per x, e y queste due quan-
tita , avreimo
I—E»—-_}"zp]

],?,‘1-—~[).r—1¥w- =0,
1y —py-tg=o0.
Le due incognite x, ¢ y saranno le radici d’ una
medesima equazione , perche desse entrano ambe-

due della stessa maniera nelle condizioni del Pro-
blema .

dalle (quali ricaveremo

Suppongo adesso che, in vece di cercare im-
mediatamente le quantity x, e J s ¢l himitiamo a
dimandare il valore della lor differenza X —y
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1" otterrem senza pena, poiche, in virtu dell” equa-
Zionl proposte, avremo
2 ‘ e . — .
X —oxy4y =pL4XY =4q;
togliendo 1l secondo resultato dal primo, verri
~ ! 2 — T 2
X2y +y =(x—y) =p —449,
dalla quale

Xy = \/[)2-———4 g .

Lra facile prevedere che la funzione x—y
avrebbe avuto due valori, e che in conseguenza essa
dipenderebbe da un’equazione di secondo erado;
imperocché tanto nell”enanciato del Problemna.
quanto aella maniera di risolverlo, mente indicava
se si cercasse * — y, ovvero y—x. La funzioue
2*-Ly* al contrario, nella quale ¢ indifferente
il cangiare x in y, e reciprocamente, non essends
suscettibile che d’un solo valore, non dipendera
che da un equazione di primo grado. Infatii, se
dall’ equazione a2z vy -y =p-, s togle la

seguente 2.x y =2 g , ne resulterd
x:'%-—yzﬂpza—-— 249.

Queste osservazioni saranno tautopia ben compre:e
(uanto pin saremo abituati net metndi dell” Ana-
Lis1., .

%. I facil vedere chesea,€,%,d, e ¢ indi-
cano le radici d"un’equazione di (uinto grado
le quantity

R i
ecC.

saranno delle funzioni stmmetriche di queste ra-
dici. Sarebbe lo stesso delle potenze simihh delle

radicid’un” equazione di gradu qua-lunque. Newton
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ha dato delle formule elezantissime per calcolarle
senza che vi sia bisoouo di risolvere I’ equazione
propusta . Queste formule, ch’ei non dimostra
soao della maggiore importanza nellaTeoria deli’e-
quazionl: 10 vl perverro in una maniera semplice
per mezzo della foramula trovata nel n.° 135, degli
Lilement: .

4. Sia 2" —Px"" Qe - Ra™ T U=c
I’ eqaazione proposta ; avremo, mediante il resul-
tato della Jdivisione del pritno memnbro di (quest’
equazione per x — g, ordinato per rapporto a x,

R T A A LA
+Pl el 4P e P
j | =3
T e —f‘“,,,...‘,,?
*—’l—* 1‘{ ] &% ]I\.
-~ T

Eevidente che ,se il primo membro dell’equa-
219 proposta, dividasi ancora per x—¢€ , avremo

2L ST T [, e
—+P, Lepp gt e p
—= () -6 Q #_.g:“ i Q

+ RI "{"Q R

4 T,

P:‘rimf*nte . dividendn[n per r—-—-"/ , otterremo

xm“x—_i;ﬁ?/%xm—l_}__’)/t xm—3'_;i__ﬂ 3 lxm—-‘l_' . -—E—‘?/m_l
R I o B
S 2 I .
+ R +7" R
“L-—. .. .r1-1..

E continuando nello stesso modo, s’ otterreb-
bero tauti (quozienti quaante son le radici. Affin di
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gommarli insieme , rappresenteremo per S la
somma delle prime potenze delle radici, per S,
quella delle loro seconde potenze, per S3 quella
delle loro terze potenze, finalmente per Sy, la som-
ma delle potenze del grado m: cosi avremo

S,==a 4+ € 4y 1§ L,
SAIC&:—{——C:—’-VZ'—}—‘J:—“E:,
S, — 3_1’_(:3_*1__,}/3_5_,[53_1_53,

S,=a" 4 €'y " LF"4-" .

Col mezzo di questi simboli troveremo per la
«omma di tutti 1 quozienti dati quisopra I'espres-
slone seguente

mtzlm—l"-l"‘sr xm—:-—i‘—*S, -Z"H*S'JI—S3 xm“40-¢'““;:* S I )

1

""*l""‘m I] ""‘E_'PS 1 —i—JI’S a + PS”’—-"
.J_-mQ +QS . .—:h‘ Sm-—s !(AJ
~mId ~-~RS
~= mT

Osservo adesso che ciascun quoziente par-
ticolare € il prodotto di tutti i fattori della pro-
posta, eccetto qnello, pel quale abbiamo diviso .
Il primo di questi quozienti, per esemplo, con-
siene tuttl 1 fattori, eccetto x —ua; il coefficiente
del suo secondo termine sari dunque la somma di
tutte le radici, eccetto &, prese con segni contrarj;
quello del suo terzo termine la somma di tutt; ;
loro prodosti due a due, eccetto quelli, nei quali
v'entra la lettera & combinata con ciascuna dell” al-
tre ; 1l coefficiente del quarto termine conterry pa-
rimente tutti i loro prodottia tre a tre_ all’eccezione
di quelli, che resulterebbero dalla lettera z com.
binata con due altre qualunque ; e cosi dei coef.
ficienti consecutivi, Cid, che abbiam detto in pro-
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posito del primo quoziente, e della lettera «,
avra luogo egualmente per rapporto al secondo,
ed alla letterdé’ al terzo, ed alla letteray, ec.

Resulta da cio che il coefﬁmente del secon-
do termine nella somma dei qnozienti, ovvero
nella funzione (A), ¢ egoale a (m——1) volte la
somma delle radici prese con un segno contrario;
poiche, se tutte le lettere si trovassero in ciascun
quoziente,, avremmo m volte questa somma ; ma
siccome clascuua lettera manca una volta, dietro
al g1a detto di sopra, esse non troverannosi tutte
ripetute che (m — 1) volte. Avrem dangue (m—r1)
P per il coefficiente del secondo termine di (A),
ed in conseguenza

SI+mP:(m—1)P.

Il coefficiente del terzo termine della funzio-
ne (A) conterra pia volte 1 diversi prodotti 'de{{»e
radiciz 6, ¥, J, ec. combinati due a due, ma cia-
gCuno d1 questi pmdottl manchers in due quo‘meqtl,;'
« €, per esempio, non si troverd ne nel primo,
ne nel secondo: tutti questi prodotti dunque non
saran ripetuti che m—2 volte; e siccome la loro
somma e espressa. da ) nella proposta, avremo
(m—2) Q per il coefficiente del terzo termine
della funzione (A); da che ue resultera

S, +PS -mQ =(m—2)0Q.

Il coefficiente del quarto termine della fun-
zione (A) sara formato dai prodotti delle radici
prese con segni contrarj, e combinate tre a tre;
ma ciascuno di questi prodotti manchera in tre
quozientl; — « 6y, per esempio, non sl trovera
ne nel primo, ne nel secondo, né tampoco nel terzo;
dunque ciascan prodotto non sarda ripetuto che
(m—23) volte; la loro somma essendo R nella pro-
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posia (m-—-—-J R sard il coefiiciente cercato, ed
AVIEMO 1 conzesuenza

S, —l—Pb -{-Qq +mR___(m-—o)I{
Possiamo lell”‘f‘l"(‘q{leall racionamenti tant ol-
tre quanto vorrassi, e conclunderemo

—+=3Rl=0.

S —+mP—(m—1)P r S, 4-P=o
S,—-PS -mQ={m—2)() di )8, PSS 4-20=—0
S_‘ —J[“I)S -l (Jg ——l—‘?ﬂl{""“(m——;))l{ 'IUV("/’S “"Ps‘-‘iﬁ“!"l
€C.

h. Otterremo per mezzo di queste formule la
somnma delle potenze delle radici ogotr qualvolta
I" esponente di queste potenze sara minore di m ; ma,
nou v € cosa pia facile che trovarla passato ezian-
dio questo termine . Intatti basta per questo, co-
me |” ha osservato Tuler di moltiplicar ’equazio-

ne propasta per a” , € verra

wm‘k”r |l 'l.)r‘n*"ﬂ_l ._._E__.‘J‘ Wi+ ﬂ-—-"—*_]‘) Ni-—}-u—s .....__%_._Txﬂﬁf- 1 —{_'[Ix”: ;
ponendo saccessivamente @, €,y , §,ec. in luogo
di x, avremo
"‘i—-*—?l : -P :--?.’—-1-_!r‘(;)xym—?!—“z+]{am+;:-—--3 ._l_‘rr ff-{-l‘__‘U o -----O
3 e =1 , =D ~+#—3 AN | S
Qm”' r—]-x < e —~LRE” w16 ' +U6"=0,
ec.;
sommande tra loro questi recultati, concluderemo
in virtu delli adottatl simboli
P8 e LTS LTS —
Q,;_r.;z—l ] m-a-n_r_! 0 il e ? '_1 ]\ T 3 T _i_‘-[ \ ==0.

Quest’ eqlm?lntlu colleaas perfettanwn € con

le prccedf'nm pmohe ﬁwendn n—=o0, si ha
F— —i~/ —~JO—LPC

e siccome @ — C’ —1 .7 =1.,0°=1 ec., segue
da cio che S0 e ecnale all’uniti ripetuta tante
volte quante son le radiciy, ovvero e eguale a m.
Per mezzo di quest’ osservazione I equazione di
sopra diviene

j I o s g e
Sm+ Pbm—l —}“ Qbm.—.z +B'bm—3'”:r' 'I' b! ——J[de '_""'09

b
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resultato, la cai forma corrisponde a quella dell’
ultima equazione del num. precedente, la quale
sarebbe

Sm—-l + Psm._x + Qsm.—-i + R'Sn._i"" + fm*—'-l}T: C.

Quest’ equazioni, la cui legoe e facile a rin-
tracciarsi, contengono il Teorema , che Newton ha
enunciato nella sua Arizmetica Universale, e cly’
ess0 ha applicato all’ equazione

xt—az’ — 192"+ jgxr —30=0:
in questo caszo particolare, ove P—=—r | Q=—109,
R=-149,S=—30. ha trovato

blx1992:39383:———8938‘:‘:723.

Troverebbesi parimente

. 85 — 28‘129.

E visibile che, se si moltiplicasse I"equazione

F 4P L Qa L T U
pel fattore 27", e che nel prodotto

R 8 (I y T m—1 Yy Heem—2 = He 1) r_—n

x T 4-Px 40 o +Ta ~- L X =0
&L sostitulssero successivamenie, in laogo di x, i
suot valoria, €, ec., e cle poi si aggriungessero tra
di loro i resultati diversi, s’ avrebbero le relazio-
ni delle sommedelle patenze necative . Designando

per S_ la quantith &« -1- € J- ec. | otterrebbesi

B0 TS, e TS, LUS —o.

w3 e oy

6. CGol soccorso dei resultati del namero pre-
cedente, qualunduesiasi funzionealgebrica raziona-
le, e simmetrica delle radici d’ un’ equazione qua-
lanque potry esprimersi per mezzo dei coefficient)
di quest’ equazione : I”esempio, che ceaue, benche
particolare , mostrera sufficientemente in qual ma-
niera la cosa debha in generale eseguirsi.
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Sieno ¢, €, e y le radici d”un’equazione di
gerzo ﬂ'rado, se si Tl’lOltlpllC&ﬂ I’ wna per l’ altra,
le quantity &"--E"+y"=S8 , e 2'4-6"7*

ne resultera

“n+p__gn+p+7fz+p 1 S S
_;r.azzé’ﬁ “—'ﬁPG —J[—""’ P_}_Jﬁﬂ c?!7p+§p . /._._,

ma la prima linea del primo membro e egnale
a S _,,e la seconda e wna funzione simmetrica

delle radicia, €, e %, formata combinandole due
a due, e permuta,ndo a vicenda 1n ciascuna delle
due I’esponente n, e I’ esponente p: avrem dun-
que
L L AIE a6 =S 8,
E facil vedere che, in qualonque numero che
sieno le radici #, €, ¥, ec., il valor d’una fun-
zione simmetrica della forma &” €7 - ec, sara sem-
pre S S,—S ,, le somme S S,, ¢S , essendo
calcolate pel numero delle radici, che s1 consi-
derano .
Moltiplicando per a'--&"--9'=5, I'equa-

zien precedente , avremo

n+qu +ap n+q+“n+q"‘/P+aP77:+q—\——g,z+97/P——-Qp’y”+‘
A S e S B i e S e 2
Aoty " Ey "—}—a”é’" "at€ly” —'r—.cqé’ kX S

=S 8,5, —S8__,5,.

Le due prime lmee del primo membro di quest’
equazione essendo funzioni simmetriclhe formate
dai prodotti di due lettere , saranuo, dietro a cio,
che precede, espresse respettivamente da

S 3 S € SP-A.? Sn _ Sn-&-?-&—? »

nvq p n+Pi-q 2
d’ onde concluderemo che la terza linea, la qual’e
vona funzione simmetrica formata dai prodotti di

tre lettere, sara ecuale a

8,5, 8,—8, 55,55 51+25..

n+P 9
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et

S”avrebbe ancor qui, come nel caso precedente,
un resultato della stessa forma, qualunqae fosse
1l numero delle radici; di tal maniera che I'espres-
sione di sopra e quella di qualunque funzione
simmetrica composta de’ prodotti di tre radiei.

I metodi, dei quali ho fatt’ uso per IsCopric
le due formule precedenti, son generali, e, con-
tinuando le moltiplicazioni, arriveremo ad espri-
mere una fuuzione simmetrica qualunque , la quale
non puo mat offerire se non che una cerie di ter-
mint tali che 2" € 9"d" ec., e nei quali ciascana
delle lettere z, €, 7, ec. trovasi affetta successi-
vamente da tutti gli esponenti.

La formula data di sopra per 1 espressione
della fanzione simmetrica 2"€" 9" - ec. debb” es-
ser modificata allorché alcuni degli esponenti 7z,
P gdivenzono eguali. Per fissare I'idee, supporro
che non s’ abbiano che le radici ¢, €,y ,4.

La funzione 2" €" 9" - ec. composta di tutte
le disposizioni possibili degli esponentt n, p, ¢ sulle
lettere o2, €, 7, §, prese tre a tre, contiene in
generale ventiquattro termini distinti; ma allor-
che due di (uesti esponenti divengono eguali, come
nella funzione 2 €y -~ a® €4 -~ ec., essa non con-
tien pio che dodict termini differenti, ripetuts
ciascuno due volte , ed il valore, che da, in questo
caso , " espressione qui sopra, e doppio di quello,
che debh avere 1insieme del dodier termini dise-
guali, Se itreesponentin, p,eq divenssero eguali
tra loro, la funzione &¢” €7 " -1~ ec. non conterreb-
be altro che quattro termini differenti, ripetuti
ciascuno sei voltey ed in quest’ ipotes:, bisngnera
preudere pel valore di questi guattro termini il
sesto della sua espression generale.

Tutte le funzioni simmetriche son suscettibili
di simili riduzioni allorche v e eguaghanza tra
qualcheduuno de loro espriicnug paragunando la.
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for forma ridotta col loro generale sviluppo, ve-
drem facilmente per qual numero kisogna divi-
dere | espressione, che da , rispetto alla trenera.htd,
della formmla, 1l metodo esposto di sopra.

Le funzioni frazionarie non debbon fare un
articolo a parte: poiche, quand’esse sono simme-
tiiche , ne resulta, dopo che abbiam dato ad esse
1l medesimo denominatore, una frazione, di cui
1 due termini son funziom simmetriche , e iutere.
i JERZIENE o i as asEmsG SEEREERERREEEHEE S

e L2 v 67
¥ Lo B G T & 'a &’
per esempio, conduce a

-y

@ b-tab tatytayt 4 CyCy

@€y ’
resultato, il cui numeratore, e denominatore son
tunziom simmetriche. Pid Geometri scnosi spe-
cialmente occupati di queste ricerche, e Fander-
monde , in particolare, ha 1mma,n~ma,tn una specice
di segno, ovvero un algorztmo, per mezzo del
quale ¢ss0 ha costrutte delle formule oenerali.
che danno immediatamente 1’ esprec-mne d’ una
funzione simmetrica qualungque siasi . Quelli che
saranno curiosi di conoscere (ueste formule, po-
tran consultare la sua Memoria (Accad. delle Scien-
ze, anno 1‘771)

7. Se s1 avesse una funzione, nella quale
non entrasser che alcune delle radm dell” equa-
Zlone proposta , potrebbeel ancora, per mezzo di
cio che precede , arrivare a formar la nuova
equazwne dalla quale debb’ essa dipendere, Che
st tratti, per esempio , di determinare la somma
d: due qua,lurxque del]e radicl dc]l equazmn gene-
rale del terzo grado ; siccome non’ evvi alcuna ra-
gione , onde rappresentar questa somma per , - €
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Fiuttosto che per g-I- V> ovvero per €9  que-

ste tre espressioni debbon essere riguardate come
tanti valori, dei quali detta somma & suscettibile ¢
dessa in conseguenza dipendera da un’ equazione
di terzo grado, che avra per_radlcla—{—*C,.cx—f—y,'
€7, e si formers eguagliando a zero il pro-
dotto de’ fattor;
2 —(24€), s—(ady), s (6t y).

Eftettuando il calcolo, troveremo

Z3ema(y iy )zt o2 2—{—7’—[—3&.3—’—3&7-{-3@7)2
—~(c*t s Bida? yptegy ’—{—Gzy—!-liiy:)—-:’.aﬁy

1 coefficienti delle diverse potenze di z in gnesto
resultato son fanzioni smmetriche, delle quali
troverem facilmente |° espressione; ed 1 valorj
dell’ Hicognita z saranno quelli della funzione cer-
cata.

L’equazion generale del terzo grado essendo
fappresentata da 2°-- Pz —Qx+4-R=o0, si
avri

=03

. ~a—-’-§-—-}—*7/:“""—P
A S +3a€4-34 ¥ 4-3€y=P* +Q,
ec €l a6 faty Ly Y A€y 5 2=8, S, ~—8.:
ma abbiamo , per mezzo dell’ equazioni del n.°4.
S,—=—P, S,—_._"Pzw—zQ,S,:—-_-—Ps—]—SPQ-——ZR

e di pid

3

— 6 7 —— R ’
congeguiremo dunqgue
—{ f6t ot g Yrtar 0y gy )—2aly=Pp Q—R,
ed in ultimo resultato
2o Pz? -—j—=(P2+Q)z—{—PQ-—-—-—R == 0.

Quest’ ezem pto dimostra che per trovar ["equa-
zione , dalla quale dipende una funzione qualunque
delle radici della proposta , bisogna fare jn questa
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funzione tutte le permutagioni possibili tra le let.
terex .6, ,0 ,ec., edesignando pera ,& . ,8 ,
ec. i differenti resultati cosiottenuti, egnaglieremo
a zero il prodotto dei fatsori z —a', z2— 6,z — 7’,
z—i4 , ec.1 coefficienti delle potenze di z nell’eqoa-
zione, alla quale arriveremn , essendo delle funziont
simmetriche delle quantita Z, 6, , §',ec., le quali
contepgon tra loro tutte le combinaziont, che si
posson formare con le quantita «,€,%,d ec. nella
funzione cercata , saranno pure delle funzioni sim-
metriche di quest’ ultime, e potranno in conseguen-
za esprimersi sotto una forma razionale per mezzo
dei coefficieuti della data equazione. Difatto e
facil vedere che alcana delle funzioni simmetriche
di «',8,%,0s ec. non puo cangiar di valore in
qualanque maniera si permatino tra di loro le
lettere «,€ .7 ,0 ,ec., € questa invariabilita &,
come 1’abbiam veduto piu alto, il carattere es-
senziale delle funziont simmetriche.

8. Rovesciando ’espressioni di S, ,S,,5 ,es,
date nel num.® 4, si ottengono le seguenti |

g .
P mtp——

QS, +PS, 45,
2

ec.,

per mezzo delle quali si posson trovar i coefficients
P, Q, R, ec. d’un’equazione x"—Px™ " - ec.
— o, allorche conosceremo le comme 5, ,5, ,5,, ec.
delle potenze delle sue radici.

Queste formule sono comode per. formar lequa-
zione concerneate i quadrati delle differenze delle

radici d’un’equagione data ( Element: §. 208.).
*
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Sia, per esempio, I’ equazione Xt =g s

designando per g, €, 7 le radici della proposta ,
conseguiremo

[e—{e—€)"] [e—(2—)*] [e—(E—7)*] =0 (D).
La somma delle radici dj quest’ ultima ¢
(4=6)" 4 (a—y)* 4 (6—y)* =
2 (x2+€2+71)-2{u€’+z7+€"~/)2282—-2Q ;
quella det loro quadrati
(@) 4= (a—p)* - (6—y )t =
2(w4+é’4+7/4)——4(z3€’+z€'3—{—z3y+277‘—l—€’37—[—-@y )
6@ E -ty ) =38, 48 S 1 35
quella dei loro cubi. |
(2=—=C)° - (a-—n )8 A (6 —p) =
26y )6’ € ol "y by oy
15 (@€ 4w aty Tyt L g Iyt
-—20(33@3{—-'2373-—C’373Jx336-—-6355,—[—-15348,—-1oS’

a.
Ma troveremo, per le formule del num.® 4,

S‘:0:52:14383:-—-»31584:-.:98,85::——-245,862:833;
chiamando dunque JisSis ) le somme riportate
qul sopra, avremo

Ji=42,/,=882,/ — 18669 ;

e siCCome esistono tra /° s Jao S5 € 1 coefficienti

P> 9, 7 le medesime relazioni che trq $.,8,,8,,

ec., ed 1 coefficienti P Q, R, ec., avremg Tl
cora, per le formule sopraccitate ,

p:‘:_‘f::_42:

i /: — 4
g = p‘2 L 441,
9] . —p/).— T,
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e per conseguenza ' equazicne (D) diverra
2’ — 422 - 4412— 49=0,
come nel n.” 208. degli Elementi .

9. La Teoria dell” eliminazione , nell’ equazio-
n1 a due incognite , deriva in una maniera assai
semplice da quella delle funzioni simmetriche
esposta negli articoli precedenti.

Sieno le due equazioni
" LP 2" Q2" R 2" T - U =0...(1),
&' LP QR 2T Y et =o0..(2) ;
11 metodo , che presentasi il primo per eliminar x
da quest’ eqoazioni, consiste nel prendere da una
di esse il valore dl =, per sostituirlo successiva-
mente nell” altra . Supponghiamo dunque che U e-
quazione (1) sia risoluta, e che si siano ottenuti
1 diversi valori o=z, =€, =7 , a={, ec.:
siccome questl appartengon tuttial Problema pro-
posto , esst d ebbon essere sostituiti indistintamente
nell’ equazione (2), e produrranno cosialtrettanti
resultati, che non conterranno x, quante radici
ha |’ equazione (1): avrem separatamente
o 4P Q a R Y a2 =)

) ’ -1 -2 !N~} ! rg’
Lt I
7Py QY ARy Y == (1
§ P § A IR § LAY S L

e,

Nessuna di cueste equazioni, considerata in
particolare, non puo essere la resultante cercata ;
ma quest’ ultima dee comprenderle tutte, ed aver
luogo nel medesimo tempo che ciascuna di loro;
condizione , alla quale sodisfaremo moltiplicandole
tutte 1nsieme , ed eguagliando il prodotto a zero;
poiche questo prodotto diverra identicaente nullo

quando svanira wno qualusgue de’suoi fattori. Si
a, o
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vede inoltre ch’esso non cangera per qualanque
permutazione, che si facesse nell’ordine delle quan-
tita @, €, y, d, ec., le quali concorron tuste
nella stessa maniera alla sua formazione; non
conterra danque che delle funzioni simmerriche di
queste quantita , e potra in conseguenza esprimersi
razionalmente per mezzo dei coefficienti dell’ equa-
zione (1),

Se I"equazioni (1), e (2) non contengono che
due incognite =, y, e sian del medesimo arado
tanto per rapporto all’una che all’altra, I"equa-
zione finale in % non si alzera al di sopra del gra-
do m r . Tufatti la somma degli esponenti dix,
ey non potendo sorpassar m in ciascun termine
dell’equazione (1), 5 non si trovera cheal primo gra-
doin P,al secondoin Q, al terzo in R.... al (m—1)mo
m T, e finalmente al mmo in U . Esaminaundo la
composizione dell” equazioni, che danno S, S,,
S,, ee. (4), vedremo che S, non potra essere che
di primo grado in y, S, del secondo ec. Per mez-
zo di queste osservazioni concepirem facilmente
che I"esponente di y in una funzione simmetrica
qualunque &" €7 %" §" ec. (6) non sorpassera il nu-
Mero n~p--qg-r-ec., che indica il grado
di questa funzione : potremo dunque riguardar le
diverse potenze di 2, €, 3, §, ec. come funzioni
di y del grado indicato dall’ espouente , dal quale
esse sono affette. Ma ne”’equazioue (2) la somma
degli esponenti di z, e Y’ non essendo mai mag-
giore di n, P'sard del primo grado in ¥, Q del
secondo, R’del terzo Y del (n—1)mo, e final-
mente Z° del »™o; tutti i termini dell’ equazioni
(3) potranno dunque esser perimente riguardati
come funzioni di y del grado » al pta. Adesso, se
facciamo attenzione che ciascun termine del pro-
dotto dell’equazioni (3) avra per fattori un no-
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mero m di termini di queste equazioni, saremo
convinti che y non potri trovarsi affetto da un
esponente superiore a mn .

Quelli , che avran qualche pena a comprende-
re 1 precedenti ragionamenti, a motivo della loro
gran generalitd, faranno bese a sviluppare il
prodotto dell’ equazioni in qualche caso particolare,

10. Per dilucidar cio, che precede, vado a
farne |’ applicazione alle due equazioni

z* Px4-Q =0,z +P'2Q =o(Elem. 188);
e, ¢ & essendo le radici della prima, avremo,
sostituendole nella seconda

o +PatQ =0,6+P¢C+Q =0
Il prodotto di queste due equaziom sara
62021 P (o) P21 Q' 222 - PO (ad-) 0"t =0.
mac € =Q",2€"1-2"€=a€(2+€)=—PQ
a* 46" =P'—20Q a—+& =—P.
Per mezzo dunque di questi valoriil resultato qui
sopra diventa

Q =~2QQ +Q" P Q —P POy _ |

~+~P*Q —PP Q! ?

ovvero, come nel num'® citato degli Llementi

Q—Q)Y+®Q—PQ)(P—P)=0.
Sostituendo alle lettere P e P, Q, e Q)" le quan-
tita , ch’ esse rappresentano , avremo I’ equazione
finale in y.

11. La Teoria delle funziont scmmetriche tro-
va ancora la sua applicazione nei Problem a
piu incognite, Sien, per esempio , due equazioni
contenenti le incognite x, e y; se & indicano 1
valori di « con

“5 G’ 73 83 ec'.’
quelli di y con
! 7 7 f
e, 6,y,d, ec,
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di maniera che ' corrispouda ad 2, € a £, e
cosi di seguito, qualunque funzione di queste
quantita , la quale resti la stessa allorche vi si
cangia uu grappo di valori in un altro, e recipro-
camente , come, per esempio, z,e & in €, e § |
pot €,e € ina, ea, & simmetrica, e pao otte-
nersi razionalmonte per mezzo dei coefficienti
dell” equazioni proposte. Tale ¢ la fanzione
gl o' - EF QT e ay? Y R

non supponeudo che quattro valori a ciascuna
dell” jucognite .

Waring aveva indicato gia da gran tempo,
per oltenere (ueste tunzioni, un mezzo. il «qual
st oftre d altronde ver se medesimo : questo era di
fare 2%y =1, ¢ d'eliminare z . e y tra (quest’ul-
tima equazione, e le proposte . La resultante in
# avendo per radici le diverse combinazioni

2’0l EPET ot S ec,
1l enefficiente del cuo secondo termine zarebbe un
nomero equivalente a

L (xf) ks __,_ e '4’_‘-‘ 7;' 7’1” ;;fi. EC.) .

Questo metodo esigendo che con 1"equazioni pro-
poste se ne combini un”altra ove le incognite x, ey
passano 1l primo grado, getta negli imbarazzi
dell’ eliminazione tra tre equazioni, e tre inco-
gnite, allorche si tratta d” equazioni, le quali non
ne contengon che due . 4. Poisson, Professor
" Analizi alla Scuola Politecnica , ha immaginato
un artifizio, che toglie questa difficolth.

Eeso fa ¢ =2+ Ay. A essendo un coeffi-
ciente indeterminato. Se prendiamo da quest’equa-
zione il valor diz, o diy, quello dix, per esem-
pio, 1l quale e ¢t — Ay | per sostituirlo nelle due
ri{uazioni proposte, 1 resultati in ¢, e ¥ saranno
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sempre del medesimo grado; e se ¢ elimina y
I’ equazion finale in ¢ avra per radici i diversi
valori, che prende la funzione -~ A y allorche
s1 sostituiscono alle incognite ciascun gruppo dei
loro valori corrispondenti, cioe,

a--Aa', €E~-AC, v—~Avy, AT, ec.

La somma delle potenze simili di queste ra-
dici, ovvero la funzione
(ALY (& -AEY - (-FAy Y -+ AT Fec,
sarii espressa da una funzion razionale de’ coeffi-
cienti dell” equazicne in ¢,1 quali non conterran-
no che quelli delle proposte, ¢ la lettera A; ma
la prima di queste funzioni st svilappa nel modo,
che segue

LI Y—1 ! i p—z 2
gisfdl | wlrie % f.gf"“-—_l)A’-‘-_Lec
46 1€C 6} € 6T 1, A
¥ el P b a2,
a2 B v A 2
4 ec.

e non contiene se non che un numero limitato di
potenze intere , e positive di A, moltiplicate per
dei coefficienti, 1 quali sono indipendenti da que-
sta lettera, che d altronde resta indeterminata:
bisogna dunqune che il valore della stessa funzio-
ne possa svilupparsi nella forma seguente

a-+bA--cA” -+ ec.,

a, b, c indicando delle quantita cognite, e che
abbiasi separatamente

cz’ﬁ-—}— Q".——}— "‘/’——}1- €c. ==&
P d T € ey Ty ee) =,
?:_(r__-"“___-l)( a-;-—:. a:’.’._‘_ cr-—:cﬁ:__}__??'—': 7)2*{*60'/\}:6 :

12

ec. ;



e

29 COMPLEMENTO
equazioni, che faranno conoscere le fumzioni sim-
metriche della forma

ot -6 €'Y Aec.,

nelle quali p——‘—-p" = 7.

Se s1 moltiplica la precedente per

2’ 466" deec.,
il prodotto
w! Tl T LTI e,
al'ut' S - '€ - ec,

comprendera due funzioni simmetriche, la prima
delle quali s1 dedurra da & 2" -~ ec. cangiando p
in p—~¢,ep inp —-g'; determineremo dunque
la seconda, e procedendo cosi, come 1’abbiamo
indicato a riguardo dell’ equazioni a una sola
incognita nel n.° 6., otterremo 1 valori delle fun-
zionl stmmetriche 1 piu generali. Si pud vedere
Ia legge della lor formazione nelle Meditationes
Algebricae di Waring (pag. 225).

12. I facile estender cio, che abbiam detto,
a un numero qualuoque d” equazioni, che conten-
gano un simil numero d’incognite

Per tre equazioni in &, y, z, per esempio,
prenderemo

txx—-{wAv’)f—qLBz,

e sostituendo a z la quantita t— Ay — Bz A eD
essenda dei numeri qualunque, elimiyeremo y L€z
dalle resultanti; cio che condurra ad oy’ equazione
in ¢, le cui radici saranno

b ; F 14 r
e-t-Aa +-Ba', €A L-BE", cc.,
se sl ESprimon per

a & ,9 ,0d, ec,
a €, ,48, ec.,
« €, 4", &, ec.,

¢
2



)
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s valori corrispondenti all’ incognite &, y , e z.
La somma delle potenze r d1 queete radici,
che rappresentero per S (2--Aa +-Ba'), ee,prl—
mendosi in una forma razionale per mezzo de’coef-
ficienti dell’ equazione in ¢, se la sv1lupp1am0
come 1l suo valore, secondo le potenze, e 1 pro-
dotti delle lettereA , e B, le quali debbon resta-
re indeterminate, 1l paragone de’ termini simili
per rapporto a queste lettere dara le funzioni
della forma

@ ALy e,

g s B |
&7 €T -y Ty e,
1pt A ptt p! ! J rpir
apﬁ ? & ¥ * g’PG 7 C”‘P ’-—i-- / ’/V // y ...ié,.-e(_t. 3
nelle qual abbLamo pp +p =r.

Colla moltiplicazione di queste comporrem
quelle della forma

PR A S SR T

12. Per mezzo di cio, che precede, arriveremo
all’ equazione, dalla quale dipende upna funzione
data dell’1ncognite &, », z, formando 1n questa
funzione tutte le eombinazioni possibili de’ valor:
corrispondenti dell’ incogmte, come nel n.° 7. Ma
I’ oggetto principale di queste ricerche si e quello
d’ estendere all eliminazione tra un numero qua-
lunque d’equazioni il metodo del 0. 7., e con-
cluderne la dimostrazion geuerale , enunciata nel
n." 196. degli Element:. "

Per questo, sieno 4 equ'i,zi(mi complete di
grado qualunque contenenti le wucogmte x,y, 2,
e u: se dalle tre prime si eliminano alternativa-

mente y, ez, xr , €2,x, ¢ y,avremo tre re-
sultati 1n

2 3

x,eu, y,eu, zZ,eu,
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Quest’ ultime equazioni saranno in seneral
tutte tre del medesimo grado; poiche I’ equazio-
nl proposte essendo complete, ciascuna dell’ inco-
gnite v’entra nella stessa maniera che | altre :
designando per n il crado delle nuove equazioni,
e 1mmaginando ch’esse sien risolute, ricaverem
dalla prima, per x, n valori

| «, €, %, d, e,
dalla seconda , per y, n valori corrispondenti a

a,6, 7,48, ec.;
dalla terza, per z, n valori corrispondenti a
“’”3 6”3 7.”3 (5‘3’3 €cC.
E costituendo questi valori nella quarta equa-
zione proposta , che rappresentero per
(x’jfs < 4 u)m:O)a
m essendo 1'esponente del di lei grado , forme-
rem |’ equazioni
(e, a,d,u)y =0,
(€,€6,€¢, u)"—o,
! ' /43
(7: VsV s %) =o0,
ec. ,
il numero delle quali sard », ed a cui debbouo
sodisfare 1 diversi valori di u: concluderemo da
cio, come nel n.° 12., che I’equazione finale in »
resulta dal prodotto
(2,2 0 ,u) (€,6,6"u) (7,7, ,u)ec.=o,
che compreade n fattori.

Questo non contien che funzioni simmetriche
de’ valort dell’ incoguite x, vy, z; poiche cangian-
do un grappo di questi valori in qualunque algro
non si fa che cangiar ’ordive de’ fattori. Possiam
danque esprimere questo prodotto in unoa forma
razionale per mezzo dei coefficienti delle tre pri-
me equazionn proposte
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O:cerveremo primieramente che ciascun di
'questl fattort ha per primo termine u", e che
in conseguenza 1l primo termine del prodotto sa-
ra 2™ . lo tatti ghi altri termini ’esponente di
non puo alzarsi al di la di mn; poiche la somma
degli esponenti delle lettere «, v, z, e u, nell’
equazione(w, ¥, 2,u )'==0, non potendo passare
1l frra,do m ([uella. degli esponenm delle lettere
a,a, ec. @C s Y,7 , €C., € u non potra
burpasmre mn nel produtto e l’espreasione delle
funzioni szmmetrwhe, che compongono i differenti
termini , non puo alzarsi al di [a del lor grado.
Iofatti, I equazione in ¢ del n.° antecedente non
puo salire piu alto che al grado il pia elevato
dell’ equazioni tra una qualauque delle lettere
x,y, 2,¢ la lettera w; e, se la rappreseatiamo
per
=P Q0 L, U =0,

u non passera il primo grado in P,

il secondo 1n Q,

il grado n.mo in.U .
Le funzioni della forma S (- A A'—‘——Ba&”) non
comprenderanno in conseguenza alcun termine ove
I’ esponente di u sorpassi r, poiche la lom espres-

gione sara 1[uella, della f'unzmnt, S, nel n.° 4. Se-
oue da ci1o che qua.luuque funzione della forina

“Pa!}):a"'!j}” '_1-_“ CPG’!PIGFIPH + eC.
non potra alzarsi al di sopra del grado p-|-p +p '3

e che 1in tutte le altre funzioni simmetriche de-
dotte dalla wmoltiplicazion di quest’ oultime 1" e-
sponente della lettera u non passera quello, ch’e-
sprime il lor grado, come gia I”abbiaino aflermato
qur addietro .
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Non vi sard dunque finalmente nel prodotto
; 2/ Y ’ I 44 / r?
(z,0,0,u) (€,6,6u)(y,y,y  u)ec.

alcun termine ove la lettera u oltrepassi il erado mn.
Questi ragionamenti posson essere facilmente
appropriat: ad un numero qualunque d’equazioni;
e siccome abbiamo digia veduto per due equazioni
a due lancognite, una del grado m, I’altra del
grado n, che l’equazione finale non passa al di
sopra del grado mn, resulta conseguentemente da
cio, ch’ & stato provato ,che per tre equazionia tre
incognite , i cui gradi respettivi fossero m, n, p |
I’ equazione finale non passerebbe il grado mn Xp,
€ cosl in seguito; dunque finalmeute: il grado
dell’ equazion finale resultante dall’eliminazione
tra un numero qualunque d’equazioni complete
contenent: un egual numero d’incognite, e di
grad: qualunque, é eguale al prodosto degli espo-
nenty, ch’ esprimono i gradi di queste equazioni .
A nigoardo dell’ equazioni particolari , le
quali non hanno tatti itermini compresi nell’ equa-
zioni complete , potrebbe solamente mancar qual-
che termine anco nell’ equazione finale , che percio
&1 troverebbe abbassata , il che non cangia in niun

modo I’ enunciato del Teorema,

Della risoluzion generale dell’ equazioni .

14. Abbiamo veduto ( Elem. 183. Nota) che
la ricerca immediata delle radici d’un’ equazione
per mezzo delle loro relazioni co’ suoi coefficienti
fa sempre ricader sulla soiuzione dell’ equazione
proposta; ma non succederebbe lo stesso se si
cercassero altre funzioni delle radici, e se si po-
tesser trovare funzioni tali, che dipendessero da
equazioni d un grado men elevato della proposta:
allora ne resulterebbe un mezzo da poter risolver
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quest’ ultima , come adesso vedremo per 1 eradi 2.,

3.°,e 4.

Sia primieramente I’ eqquazione di1 secondo

grado
2’ 4pxqg=0;
a, e b rappresentano le sue due radici; avremo
a—’rb:—-——p, ab—gq ( Llem. 183.).

| Cercando di determinare a, € & per mezzo di
queste due equazioni, si troverebbe 1n 2, o in b
un’ equazione simile alla proposta; ma , se per
an mezzo , qualunque si fosse, s’arrivasse a ot-
tenere tra le radici a, e b, ed 1 coefficienti p,e ¢
una seconda equazione di primo grado, avereb-
bersi senza penai valori delle radici. Bisogna dun-
que che la funzione delle radici, la qoal com-
porra quest’ equazione, sia della forma Za “m b
di maniera che s’ abbia la-t-mb=—z;1l, m,ez2
essendo quantith indeterminate.

aesta funzione la--mb & suscettibile di
due combinazioni differenti, cangiandovi @ in &,
e reciprocamente; poiché si forman per questo
mezzo le due combinazionila4mb, e lb+ma.
Segue da questo, € da cio che abbiam veduoto nel
n.° 7., che la funzione la-{-mb&, ovvero z dipende
da un’equazione di secondo grado , eccettuato il
caso ove m =1L, poiché allora essa diviene ! (a--b),
e non di che la somma delle radict, la quale di
gia e conosciuta .

Dunque , poiche la funzione cercata dipende
necessariamente dal secondo grado, bisogna, di-
sponendo convenevolmente delle quantita indeter-
minate m , e n, fare in modo che quest” equazione
sia solamente a due termini, affinche dessa possa
risolversi per mezzo d’una semplice estrazione
della radice. Ora, in un’ equazione di secondo
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grado a due termini, la quale non contiene in
conseguenza che il quadrato dell’ incognita , le
due radici son necessariameate eguali, e di segni
contrarj; bisogna dunque che tra le quantits
lat-mb,e lb-tma, le quali son le radici di
quella , che cerchiamo , abbiasi la relazione
latl-mb—=—1b—ma,

dalla quale ricavasi

l(a+b)=—m(a-}-D),
e dividendo tutto per e b,
l—m.

Questa condizione essendo la sola, alla quale bi-
sogni sodisfare per adempir I’ oggetto proposto,
prendero , per maggiore semplicity , I —=——m —=1
la funzione cercata sard dunque @ —0&, e segui-
tando c10, che abbiam veduto nel num.° citato,
dessa dipeudera dall’ equazione seguente:

[z—(a—b)] [z—(b—a)]=0,
ovvero sviluppando,
z’“-—-af——-b:+2ab—-__.—o:
ora, abbiamo
@’ b —oab—=(a4b) —4ab=p'—4q,
sustituendo nell” equazion precedente , viene
zz'-:P:'—'[W:

dalla quale ricavasi

¥ =l '\/p:' —4q.
Ponendo per z il suo valore a—&, e combinando
quest’ equazione con la seguente

a—{—b:-—p,

ricaveremo per @, e b 1 valori seguenti:
3
2 LA

a
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i quali sono gli stessi di quelli, che s ottengono
col metodo urdma.rm . .

15. Prima d’andar piu avanti, sard utile fat
conoscere alcune proprieta delle radici dell’ equa-
zione y' —1==0, la qouale abbiamo considerata

negli Lilement: ul n.” 159.

Sia, per esempio, il caso particolarey’ —i=—o,
le cui cinque radici saranno indicate per 1,,€,
v, € 0. Parawonaudnlo all” equazione

7 Pyt Qy’ Ry -8y T =o,

troveremo
P'—"O, Q""O R:::O S:O T::-—-l

ed in conseguenza di questi valori le formule del
4 daranﬂo

S;:'—:l'_l a4—€+y+é_o
Sz_—:l a - 6* ‘y J—J’_—o
Sar_-l-——a&3—-—€’3-——*73+53:0,
S, =1t yt - dt =0,
S,=14+a& 4619+ =5.

Prosesuendo troverebbesi
S.==C y 8,==0, S;==0, 8 =6, 8, =05 S, =0,

e cosi in scguito.

Ponendo quindi y—

3 | m

, I"equazione y*—1=—=¢

: A |
s1 cangia in——1==0, ovvero g’ —i==2, € le ra-
VA
11 11
dici di quest’ ultima sono 1, ; queste e-
2’6’y §

spressioni hannoin conseguenza le medesime pro-
prietd che 1, 2,6, ¥,ed, poiche desse appar-
’ *
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tenconn ad un equazione interamente simile =z
y* = 1 =¢: abbiam dunque ancora

I 1 1

ec.
E facil vedere che le radici di tutte I equa-
zioni della furma y"—y1==0 godono di proprieti
analogl n@ a quelle, che abbiamo esposte per I erjua-
zione y° — | =0, e che si pruverebbero nella,
stessa maniera: cosi 1,«,6,%,d,¢, ec. essendo
le radici dell’ equazione " — 1 =0, avremo
S,= 1-a" 6" 9" R = —~-€c. =— O,
se m non ¢ un multiplodin; e la medesima quan-
tita diverry ecuale a n allorche 7 sara un multi-
plo di n. B
La qua,ntit:'i 11versa,
1

1 f[ " J’ , m+(5‘m }_ +e(,'

&

avra ol stessi valnn nelle medemme circostanze .

Finalmente le radici a,@,y,-(f,s, ec. pos-
son dedursi tutte da una r[na[nn«[e di loro 5 ed ecco
in qual maniera: @, per esempio, esseudo una
radice di y"—1==0, siL dee avere

a'—1=0, 0ovvero " =—1;
ed alzandoe successivamente qnest’er{uazione alla

seconda , alla terza , alla quarta potenza €c., Verra
1 __ 37 ___ 4 _— )
e’ =1, " =1,e""=1,a""=1, €c. ;
equazioni, le quali equivalgono alle seguenti

{x:jnw—lmoz[g;)"—-— 1=o0, (¢*)"—1=0, (¢’ )'—1==0, €C.;
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Jdal che si fa manifesto che « essendo una delle
radici dell’ equazione y"—1==0, diversa dall’uni-
ta, a®, &’ ,a*,a’, ec. saranno pure radici della
stessa equazione.

Non bisogna credere, dopo cio ch’e stato
detto, che il numero delle radici dell’ equazione
»" — 1 =—o0 sia indefinito; troverebbesi in vero
che anco

Her 1 H+ 2 N+ 3

&, ", T, e, ec.
sodisfanno a quest’equazione; ma

-
-

H+1

=1, =" a=—a, 7 =d" a’=a", ec.:
alorche dunque nell’ elevazioniindicate qui sopra
avremo passata la potenza 1z, 1 medesimi resulta-
ti ritorneranno, e nel medesim’ordine che per
I’avanti.

Segue da cid che prendendo per « una qua-
lunque delle radici di y"—1=0, diversa dall’uni-

ta, le radici di quest’ equazione saranno

n—1
1, 8, &5, @ geeeeee-@ 3
e poiche
—y & 1 ... & 1 o '}
o e P - A R e N T
P “D o’ “‘2. 3~ 1 mﬂ T3
S S | 1 .
ne concloderemo che—,— ,—~.....-,_; sono, 1in
o e 7

un ordine inverso del primo, 1" espressioni di n——1
radici differenti dall’ unita.

Finalimente, ponendo questi valori in quelli
di S , ¢ del suo inverso, riportati qui sopra,
avremo

1+ et m. .. - a" =0, ovvero=mn,

1 -~
1~ -

1 1
1 l —— ———
J—n . = ==0, OVVero=mn
razm aSm ] 06(” I.m s )
secondo che m sara, o non sara multiplo di 7.

- -
4 /
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16. Per apph(‘a,r con maggiore semplicita il
metodo del n.° 14. all’ equazmn oenerale del ter-
zo grado, si suppone questa priva del suo secondo
termine, il che le da la seguente formna

pT-q=0;
e con dei ragionamenti analoghi a quelli del n.® 14.
81 cerca a priori una funzmm delle radici, la
qual non dipenda che da un’ equazione di se-
condo grado, e che le determini facilmente. La
forma la pm aempllce che dar s1 possa a questa
funzione, € la—mb--nc; cangiando tra lor
le radici @b ,c, essa offre seh combinazioni dif-

ferenti, cioe,

la--mb-l-nc, la~t-mc-Lnb,
Zb—ifma—lrncj Zb-qf—amc-——-na,

| | | .
Zcm—»ma—mnb, ZC—Tv—mb-—wna,

1
COS1 lequazmne dalla quale essa funziome di

pende , e del sesto grado. Per far uso di questa
eqquazione , bisogna ch essa sia risolubile enl me-
todo di quelle del secnndn e che abbia in con-
secuaenza la forma z —*raAz ~~B=0. In que-

st’ 1p0tes1 dedurremo

o ‘/,_._._.B

e facendv, per abbrevmre,

A /B A AT .

— ——B=z' PBe=z 7,
2 4 2 4

le tre radiel cubiche dell” unita essendo 1, 2, «”

‘15), 1 sei valori di z saranno

rr Vi a2 N

z,az,az,z , a2’z
Se adesso sl prendon due dei valori della

il
?

funzione [ a ~—mb H; ne o per le tlu:-mt:_il.ffl Z.¢2 .
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cosicche suppongasi, per esempio,
. 27
la-t+mbl-nc=17, lbf-ma—+nc=1z",
assoggetteremo oh altri quattro walori alle me-

desime relazioni dei diversi valori di z, ponendo
I’ equazioni

lct+-ma-l-nb—=uo (lat-mb-l-nc),
lct+mbt-na=—ua ((b-+ma--nc),
lbt-mc+na=z2"(latmb-inc),
lat-mc—~4-nb=ua (lb-{-ma--nc),

le quall s1 formano paragonando due combinazio-
ni, in cai alcuna delle lettere a, 6, ¢ non ha lo
stesso coefficiente, e dalle quah ricavasi, tra-
sponendo,

(l—azn)e—(m—a l)al-(n—am)b=—0,
(l—anrn)ct-(m—a l)bt(n—am)a=o,
(Z——-a‘m)b-—«(m——a‘n)c-{—-(nh-a“ lYa=o0,
(l—a*m)at-(m—a'n)ct+(n—a"l)b=
Siccome quest” equazioni debbon verificarsi indi-
pendentemente dai valori particolari di e, b, ¢,
eguaglieremo separatamente a zero i coefficient:
di queste diverse quantita , il che dara tra le in-
cognite [, m, n |’ equaziouni seguenti:

l—a n—=0, Mm~—p l—0, n—zm=—op,

l—a&*m—0, m-—a°n=—0, n——za’l=—o0.

Se si determinano I, n, m per mezzo delle

tre prime, troveremo
l=—an, m=—ug n, n—u’n;

e, se ¢l rammentiamo che &’ =1, vedremo che
questi valori di /, ¢ m soddisfanno alle tre equa-
zioni della seconda linea; dr maniera che il coef-
ficiente n resta indeterminato. Supponendolo , per

3, 3
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magaior semplicita, eguale a 1, si avranno i
valori
2
== m== . el P
e vale a dire che 1 coefficienti I,m, n saranno le
P . . % 3 . r
radici cubiche dell’unita: i valori di z', e 2" sa-
rafnno 10 conseguenza
7 - ‘ Iy )
z2=ga-tu b-lc, z =2 a-abi-c,
¢ rappresentando per z la funzione/a —{-—mb—-{—nc:5
il cur enbo non debb’ avere che i due valori z’,
ez ’, verra (7)
O P LY SRR & I SO SR S-S Y
[2}—(ea-i-z b—-c)’] [’ —(&"a~-ab-}-c) ]=0.
Questo prodotto e facile a esprimersi per mezzo
dei coefficienti dell” equazione x* 4 pax-1-g=0;
poiche, dopo averne eliminata la quantita o per
mezzo delle relazioni riportate nel n.® 15, decso
non conterria altro che delle funzioni simmetriche
delle radiei a, b, ¢. Non isviluppando per ora
1 secondi termmini di ciascon fattore, s1 trova
4 2 2 57 .2 i 3 .
g% —f a?—}da b--c)’ }zs -(aa—a"b-4-c)’ (@ a—t-ab--c) =0;
— (& art-tb-f-c)

ma ]
(“a-i‘-a’b—,LC)?(&“a%-ab—!-c)3:[(aa+azb+c)(3"‘a-}.“b+cna3
sviluppando adesso il prodotto

[ (za—t-a"b-l-c) (w2a+a5+c )k
con I’avvertenza di sostituire 1 in lnogo di a3 ,—3
in luogo di -2, e di g’ ea* (15), verra

2 2 z
a ~- b ¢ —acagbe—bc,

quantiti equivalente a
a”—{—b'»{-c’—}—zaZy—{-:}ac—f-zbc] N
—Sab—35ac—23bc {

(a-+-b4-c)*~3(ab-t-ac--be)
=3 p,
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poiche " equazione proposta essendo senza secon-
do termine, s debb’avere

at-b-4-c=o0,
e da cio ricavasi
(2a4-a"bi-c) (a*a-f-abtc) =—27p’
Facendo dipoi il cubo di ze-a*bd-c, come

pure quellodi 2* e 4 ab-~c, prendenrlu la snmma
del rPsultan € pnnﬂ}dn 1 per a’ e per 2’ y—1
per oot P atie at 27 (15), verra

20’ 26’ f-2c’ b 12abc }
—ba c—3act—32a ' b—3ab’—3bc—3bc?
espressione, la quale, non contenendo che delle
tunzioni simmetriche pun es~ere determinata per
mezzo delle formale del n.° 6. Gon vn poco d’at-
tenzione vedesi ancora ch’essa e € equivalente a

2(af-b—-c)—9g[ac(ad-b-tc)——abe]
—9glabla4-bl-c)—abc]
—9g[bc(at-b--c)—abc]
:-—-—277.
Abbiamo dunque in altimo
z°~f27 gz’ —27p’ =0,
equazione, le cui radici, indicate disopra per &,
ez, sono

2
3

[}

W VT VeVt i
Ma I’ equazioni

z —=aata btc, z' —=aat-ab-lc,
nuite all’ equazione @ -l-b-l-c=o0, resultante
dall’eliminazione del secondo termine della pro-
posta , e per mezzo delle riduzioni indicate nel
num.’ 15., danno
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I k s ’ = r? 2 ’ i - T
e o3, _afdma’z Aiaz
€ == 3 - ) P ’
3 2 Z
;rf

2

laonde , se st pongono per le quantith z, 27, 2, 2
i loro valori, troveremao

3

3
=V iy bV T Vg VI,

1___\/:3 ’ . . -
Z’: \/ = /__L \/_’_ '}’”*5‘"1‘?"

I a % 4

.I' — i y T Y o
= | Veeig+VEpiy

o)
1...__\/__..33 , —
T & 4 o] ‘/:-;ps—‘;*:q )

Di queste tre radici la prima sola sembra reale,
le due altre cono sotto ana forma (mmaginaria.
Ritornerd in seguito sopra quoeste formule
per far conoscere le circostanze diverse , che ap-
presenta la risolozione dell” equazioni di terzo
grado ; per adesso mi limiterd ad osservare che le
uantita z’, e z” avendo ciascuna tre valori, poiche
desse indicano delle radici cubiche, potrebbero
rezultare da.ll’impiegn successivo di quest: valori
tre sisteoi di radici @, %, ¢; ma quello, che io

ho riportato qui sopra, € il solo, che sodisfaccia
all” equazione .

3 .
r'-mpr--g=c.

I due altri offriranno respettivamente le radici
dell” equa zioni x> —-g px—-i-—-QﬂO: .‘Z"-—%—'asz——!—qxo "
legate colla proposta in modo da formar con
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essa , per mezzo della moltiplicazione , un’equa-
zion razionale del nono grado, e che condurreb-
bero egualmente all"equazione in z ottenota di
sopra , perche quest’ultima non contiene che il
cubo di p, ch’ e quello altresi di ap, e di 2" p.

Per dictinguere il sistema delle radici, che
bisogna impiegare, serve il far saggio di esso, e
vedere se renda la funzione ab—-ac—-~bc eguale
al coefficiente di x nell” equazione proposta: ora,
i valori trovati di sopra danno

! 1

abw-—'l—-ac{—{)c:z-— % 2

3
ed abbiamo d altronde
2z = Sp.
1. Passo al quarto grado denotando per a,
b,c,d le radici dell equazione senza secondo ter-
mine
xt4-px*--qx-i-r=o0:
procurasi ancora (ui di trovare una funzione i
queste radici, la quale sia della forma 4 @ L A
mc—~nd, e dipenda da un’eqnazione men ele-
vata, o meno difficile a risolversi della proposta .
In una tal funzione le lettere @, &, c, d posson
essere combinate in ventiquattro differenti maniere,
e per conseguenza essa dee dipendere da un’ equa-
zione del ventiquattresimo grado; ma st puo, con
istabilir delle relazioni tra 1 coefficienti indeter-
minati &,/,m n, ridarre a meno il numero delle
dette combinazioni. Sapponendo primieramente
k=1, non restan altro che dodict cangiament:
possibili nella distribuzion delle letterea, b, ¢, d,
e «uesti canciamenti si ridurranno a sei se
s’ abbia m=—=nr; la funzione di sopra diverra al-
lora

I(a-tb)—-m(c-d),
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suscettibile di altri cinque cangiamenti
l{a—-c)-tm(b-{-d)
{a—--d)—-i—mf b-—-‘c)
I(hd-c)~-m(a-d)
I(b+d)+m(at-c)
[(c—d)4~m(at-b).
Non si puo diminaire di piu il numero di que-

ste combinaziom senza renderle tutte identiche;
ma ponendo [=-—m  avreino le sei quantita

lla——b—c—d), [(¢c+dw——a—10b)
z(a!c el I{ Bl g

|
!(a- b—-c), [(bd-c—a—4d).

Le due, che snno sopr’una medesima linea.
non d)FFPI‘I-COHH che per il cegno; di maniera che
I’ equazione del sesto grado, da coi desse dipen-
deno , debb’ aver tre radici positive , ed altrett‘an-
te necative respettivameunte ecuali a ciascuna delle
prime. Questa equazione sara duoque della forma

2’ -+ Az* - Bz - C=o0(Elem. 208.),

e riducibile al terzo rrradn , prendendo z* per I’in-
cognita, Ma, se in vece delle quantiti,

/(a- c—d), ec.
si prendona 1 loro qnn.rlrati, non avremo che tre
tunziont differenti, poiche
I"(atb—c—d) =0"(ct+d—a—1b)",
¢ cost dell’altre; e facendo =1 in quest’ ulti-
me fanzioni, I’ eqmmnne che dee darle, sary il

prOdOL‘L‘O dei tre fattori,
Z—{(a-1b—wc—d),

z2—(a--c—b—d)",
z2—(a-d—b—c),
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Ora,
(a--b—c—d) =
a*+-b* -’ +d*oab—oac—2ad—2obc—obd l-20d
= a—{——b+c+d) lw-/}ac-—-——{}ad —hbe—4bd
e siccome |’ equazion proposta manca del secondo
termine, st ha

1. pollcy ol se o
a+—b-4-c-td=o,
ed in conseguenza

(a—J}-b._..c*—-d)ir_: hac—had—~A4fbe—4bd .
ma poiche, secondo la composizione dell’ equa-
zionl ,

—=ab-~ac <~ ad -~ bc —-bd -+ cd

{ s

ne resulteri
—fac— qad — fbc — fbd =— — 4p s 4ab—-4ed:
dunque finalmente

(a~1~l)—-c——-d): :-4p+4ab—{—4cd.

Troverem parimente
(a+c—b—d)=—/}pl-iact 4bd
(a-t-d—0 .0)2:—-4p—1—*4ad—-4bc.

Per maggior semplicita si prende 1’incogunita z
eguale a X delle funzioni (@ t-cembd—d)*, ec.;
I’equazione in z diviene allora il prodotto de’ tre
fattori

zt+p—(abi-cd)
z-op—{ac+bd)
z—4-p—(ad-+bc).

D’ altro adesao non trattasi se non che di
sviluppare questo prodotto, ed esprimerein p, g,
e r le funziont sstmmecriche dia, b, ¢, e d, che
Vi sl trovano eontenute .

e

-
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Per effettnare il calcolo con maggiore sem-
plicita, porremo
Z +p == T N
1} che dara 1 tre fattori
—_— — P |
u—(ab+cd), u—(ac-{-btd), u—(ad- bec).
Il coefficiente del secondo termine dell’ equazio-
ne 10 u sari egua,le a
! 1 _ o »
— (ab—acad--be—~-bd—-cd ),
ovvero, ch'e la stessa cosa, a —p; quello del
terzo sara

a’b ¢ + a’b'd +a“cd
—-a bc +~a b*d ~-b*c d
—J'i--a bc*--acd ~-b ¢*d]
tabd++acd -+-bc¢ d.

Questa funziope ¢ simmetrica; imperocché essa
non cangia per (ualunque permutazione, che faccia-
st tra le quantiti a, b, ¢, d, ed essa non e che
un caso particolare della funzione a"b* ¢’ |- ec.,
la cui espressione ¢

S?JS S —_—Sn-a—!“s?_s S _SP-&?SnﬁiHQS

1 n+9 7P (6)'

Per averne 1l valore, si fa n—=2 p=—19=1
nella formula superiore, della quale non se ne
prende che la meti a causa di p==g¢g, e si ot-

tiene

NP q

$(5,8—28, 5 —§ 28, ):

dipoi, cercande i valori di S, S, S, S, ed
oscervando che il secondo termine manca nell’cgqua,-
zion proposta, si trova— 4 r per resnltato.

Si perviene immediatamente a questo resul-
tato osservando che Jla funzione a* bc-1-ec. & equi-
valente ad
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a(abci-abd-tacd+bcd)—abed
~+b(abect-abd4-acd-i~becd)—abcd
~+c(abct-abdt-acdt-bed)—abed {—
~+d(abct-abd—acd{-bed)—abed
(a-}-b-tc--d)(abetabdt-acd--bed) —4abed
e s1 riduce 1n conseguenza a — 4 abcd, poiche

at+b-tc-td=—=o.
L’ ultimo termine dell’ equazione in u essendo
eguale a

—(ab-+tcd)(ec+bd)(ad-}-bc),

ha per suo sviluppo
a’bed Lab’edt-abc’d—+abced?
- {_Fazblc"" .a*b*d* —{—-azczd?‘ —1—3)202({2 }
Il valore della prima linea dedurrebbesi dall’ e-
spression generale delle_ funziomi della forma
a" bt ' d }ec., facendovi n =73, p=g=r=1;
ma si vede assai facilmente non esser essa altra
cosa che
a;’)cd(a:+b:-}—-ct+dz):,”rs, —=-—2pr.

T.a seconda linea avrdi per espressione, secondo
cio che peecede, |

(8938, 8, 428, ) =—2prt ¢
rinunendo queste due part . © cangianc_ln 1 lor se-
gni, troveremo +4pr—q° per I'ultimo termine
dell’ equazione cercata, la quale sara in conse-
guenza

w—put—4rutipr—g=o:
ponendo z--p in vece di u , otterremo

2 -2p (= hr)e—q =0,

Sieno adesso z,z ,2z letre radici di questa
equazione , avremo
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(a-t-b—c—d) =42 -) . (eb—c—d=—xroV/ 2
f ')
\a———-c-——b--—-d) "—'42:” ‘ d — a—l—-c —-—Z)—-d-‘"-—l—"ﬂ/z
(a-d—b—c) =4z a|-d—b c==—+2Vz".

Le tre ultime equazioni trattate unitamente

all” equazione a-t-b4-c-td=—0, la quale resulta
dalla mancanza del secondo termine,danno, pren-

dendo i segni superiori deir radicali,

? tar

a____._(._l_-‘/z —1—‘\/3'{_..4_\/3 ),

b—=1:(1+Vz ...._x/-”-_.\/z’”),

c=1:(—VI LV V),

2 7 o ITAW

d:—-_.;-(--—\/z ---\/z —1—-\/21 ):
€ prendendo 1 segni inferiori,

a::-_.---::(-—--\/z’--\/zf’——\/zm .

b.-——-l(__..\/z, L,\/z —vz!’/)

c=- (—L\/z ——\/z -\/z N,

=:(LV iV ..._.\/z”),
I primi valori son relatlm al caso dove il pro-
I

dotto Vz' - V2 . /277 debl’ essere positivo; ed
1 secondi appartengono al caso, dove la medesi-
ma quantita € negativa. Questa specie d’ ambi-
guita dipende dal non avere immediatamente de-
terminate le funzioni e ~-b—c—d, ec., ma il
loro quadrato, il quale resta lo stesso beuche cia-
scuna di esse sla positiva, o negativa, e qualun-
que sia il segno, che abbia il (‘(lPﬁl(‘anfﬁ g5 poi-
che I’ equazione 1n z non coatien che 1l quadrato
di questo coefficiente. Segue da eio che le radici

trovate debhono egualmente Stldlbﬂl re al caso ove

g € necativo, come a qurllo ov' egh € positivo
dimodoche questi otto valori riuniti son le radici
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dell” equazione resultante dal prodotto delle dae

geguentl . |
x*4-px’t-grtr=o0, =z*tpari—qri-r=o,

le quali noa differiscono che per il seguo 41 g,

Quello de’ due sistemi di valori, che corri-
sponde alla prima equazione, dee dunque dare
la somma dei prodotsi delle radici , prese tre a
tre col segno contrario, eguale ad uwva quantita
p()&.ltlva e ’altro dee condurre nella medesima
circostanza, ad un resultato netra,uw)

Ora, se s’ effettua questo calcolo, vedremo
che il secondo sistema sodisfa alla prima condi-
zione , e che il primo sodisfa alla seconda; poiche
uno da per guesto prodotto

-—1——\/; . Vg \/;
e 1’altro

-V V7 N

Si puo ancora arrivare alla medesima con-
elusione moltiplicando tra loro le tre equazioni

a 'i‘b c—d—oVNz

a-——-c-—-—b—-—-dziz\/?, .

a d b C:::ﬁ‘\/?ﬁ-

?
poiche, ridecendo le funzioni simmetriche | che si
trovan nel primo membro del resultato, si ottiene

--q:..—_.\/z’ , M ) ‘/z_m;

il che dimostra che 1 segni de’ radicali debbon
essere tali che 1 lor prodott1 sieno d’ un segno
contrario a quello di ¢, e che in conseguenza il
gecondo sistema corrisponde al caso dove g € po-
sitivo, ed il primo a quello dov’egli e negativo,

8 Lia forma delle funzwm impiegate di
sopra per risolvere I’ equazioni di secondo, di

2
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terzo, e di quarto grado non é la sola, che
poxsa esser dicevole a quest’oggetto. Lagrange,
che ha presentata il primo la Teoria della risolu-
ziou generale dell” equazioni sotto il punto di
vista , secondo 1l gqualel” o esposta (Mem.dell’ Ac-
cad, delle Scienze di Berlino per gli anni 1770,
e 1771), ha fatto vedere come si potrebber trova-
re le funzioni appropriate a dar I’ espressione delle
radiei d’nu’ equazione proposta, e determinare il
grado dell’ equazioni, dalle quali queste funzioni
dipendono: ma non § & potuto fino al presente
formarne per il quinto grado, le quali dipendes-
ser da un grado meno elevato. Nelle Memorie,
che ho gia citate, Lagrange non si € limitato a
presentare una nuova maniera di risolvere 'equa-
zioni: esso ha esaminato altrest 1 metodi propo-
stidaeli Analisti, iquali o han preceduto 1n que-
sta carriera. Non potendo sviluppare in un’ Ope-
ra di questa natura tutti i particolari d’ un sog-
gettn cost importante, ho sezulto, per darne un’idea,
il metodo tracciato da Laplace nel Glornale delle
<edute della Scunla normale (Lezion: T. 11., pag.

soa. della prima edizione).

Osservazioni sopra U espressioni delle radici
dell’ equaziont del terzo, e del quarto grado .

19. Allorche I’ eqnazione del terzo grado e
della forma x? 4-pr-—g=o0, e valeadire che il
coefliciente p e posifivo, delle tre radici, cli’ essa
comporta , due o immaginarie , una sola e reale
(16); ma. se P S negativn:, ovvero se Si ha.

23 —px--q=o0,

il radicale quadrato \/?'?PS'%.“;‘?: , il quale entra nell’

espressione delle tre radici, si cangla in\/----;—’:—p3 4+,
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e diviene immaginario se - p’ sorpassi 2¢°. Tutte
le radici sono allora affette da immaginary | e
sembrano in consecuenza tali. Frattanto abbiam
veduto {Lilem. 213.) che qualupque equazione di
graeo imparl aveva lecessariamette una radice
reale. Ve dunque, per il caso, di cat mi occupo,
una contradizione almeno apparente, ¢ che biso-

gna rimuovere .
Siffatta contradizione dipende da questo, cioe,

che si avrebbe torto di pronunziare che un’ espres-
sionc composta , contenente degli immaginary,
sia immaginaria, salvo che noun s sia provato
ch’ essa gli conserva allorche ¢ sviluppata. La
formula

3 3

o=V g4V ig—zp V= —Vi—p’

puo scriversi cosl:

z=VatsV__1-VapV_1,

se facciamo, per abbreviare,

1 — H 3 T L 2,
_—g—=a, g =505

¢ se succede che le quantita a -}— bV — 1 , ©

a—Db V"1 fosser de’ cubi perfetti della forma
(A-BYV — 1), e (A—BV 1),
A ,e D essendo delle quantita reali, avremo allora
w=A BV 1A _BV _{=>

valore reale.

, -
Se s avesse, per esempio,
3

‘/2—%—11\/-—-1-—54‘/2—-—11\/——1,

cl assicareremmo , per mezzo dell’ inalzamento a
cubo, che
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3

‘/2—-{~11 \/:T:2~}—\/:,
VoV i=2V_,,

€ si treverebbe 4 per la somma dei due radical;.

I' primi Analisti, i quali occuparonsi della
risoluzione dell” equazioni dei gradi superiori, do-
po d’avere osservata la specie di paeradosso svi-
luppato qui fopra, arrivarono infatti a ricavare
dall’ espressione medesima della prima radice un
resultato libero degliimmaginarj allorche le quan-
tith comprese sotto i radicali cubi eran dei cubi
perfett: .

20. » In questa maniera . dice Lagrange (*),
» cheBombelli si ¢ convinto della realta dell’espres-
» sioue immaginaria della formula del caso irri
» ducibile ( questo e il nome, che si da al caso
7 ch’esamino); ma questa estrazione non essen-
» do poscibile in generale che medianti le serie,
» NOD &1 puo arrivare in questa maniera a una
» dimostrazion generale, e diretts della Propo-
» &i1zione | di coi si tratta.

» Non & lo stesso riguardo ai radicali qua-
» drati,ed a tutti quelli, il cui esponente e una
» potenza di 2, Infatti, se abbiamo la quantiti

Vad oV 1 Ve v,

» composta di doe radicali immaginary, il suo
» quadrato sard

g a2 Va 57

(*) Sedute delle Senole Normali (Lezion: T. 111.

pag. 295. della prima edizione ).
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» quantit"& necessariamente positivn.: dunque s
» estraendone la radice quadrata, averemo

Voal2Va 15
» per il valore reale della quantita proposta.
» Ma, seinvece della somma si avesse la difle-
» renza dei medesimi radicali, allora il suo (ua-

» dratosarebbe 2 a—2 Va1+i):; quantitdy neces-
» sariamente negativa; e rilevandone la radice,
s’ avrebbe I espressione immaginaria semplice

v:z. aQ— 2 Va: - b:.

» Se si avesse la quantim
4

VooV _1--Va—bV =1,

» alzerebbesi immediatamente al quadrato , 1l
» che darebbe

-
gl

F]

L
-
P

— —_ J—
ValoVZ14Va—tVitaVa 0=
vga—}—g\/az o b?'—{—ﬂf:/’a: "”li‘ b,

» quantita reale, e positiva javrem dunque ancora,
» togliendone la radice quadrata , un val(.)re reale
» della quantita proposta; e cosi di seguito. Ma,
» se si volesse applicar questo metodo ai ra}dn(‘ah
» cubici, s ricaderebbe in un’ eqquazione di terzo
» grado nel caso irriducibile.

» Sia difatto

\g/a_{_b\/:"i —{—\‘/a-—-—b V1 ==x;

» alzando primieramente al cubo, st avra

a3 v a’-+ﬂb=(\3/ a-+bV —1 +\}a bV —1)=a",

» Cloe ,

3 — .
20l 3aVa T B =x,



3

»
»
n

»

D

¥y

»

2}

Fy )

3
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-
z}—3 x\/az...{_.b:-——ga__—:_o;

formula generale del caso irriducibile , poiche

3
H2a) Lo (—3Va b)) =—02,

Se b=—=o0, avremo

a“ﬂﬂ\/;z-;

sara necessario dunque il provare che I aven-
do un valor qualunque reale, x avra pure un
valore corrispondente 7zeale. Ora, I’ equazion
precedente da

S—0oa

3
—— o x
2 . 2
\/a LY ==
+ :.73-1'
ed alzando a cnbo st trova
x9—6ax6+ 12 a* 2} =8 a?

3
2% x

a® b=

b

e bax® —15a* x? —8 g}
3

o7 x°

eqnazione, la quale puo mettersi sotto la forma
stguente

”~y
F o~
b° =

(2*—8) (2° +-a)*
. 27 xs ’
O gs1vyvero sotto questa,

52:—2'7 ( 1..__.§._:.z) (.2:3 —}—a)z.

X

» Quest’ nltima forma fa vedere che b ¢ zero
allorche «’ =— 8 a; che 1n seguito b aumenterj
sempre senza interruzione allorche z aumen-
tera, poiche il fattore (x’-}-a)* aumentera



»

»
3
»
»
n
»
D
n
»
»
b}
»
»
b))
p)
J)
»
b )}
)
»
)
»
»
»
»
b
3

3

b ;
D ALGELDRA. 49

sempre,el’ altro fattore aumentera pure, perché
il df*Uﬂfl}ifl&tOI'e x? aumentandosl 3 la parte nega-
. oa
tiva -,
x
sempre minore di 1. Cos1 facendo aumentare
per gradi lnsensibili il valore di #° da 8a smo
all’ infinito, il valor di b° aumentera pure per
radi insensibili, e corrispondenti da zero sino
all’ infinito . Dunque reciprocamente a cia~con
valor v 4%, da zero sino all’ infinito, corrispon-
dera un valor di x* compreso tra 8a, e 'in-
finito; e siccone €10 ha luogo gnalunque sia
il valore di @, ne possiam concludere legitti-
mamente che qualunque sieno 1 valor dia,e
di 4, il valore corrispondente di x°, e per cou-

seguenza quello di a, sard sempre reale. Ma

come assegnare questo valore? Non sembra
ch’ esso poss’ essere rappresentato in altro modo
che per U’ esprescsione immaginaria 40 per an’
espressione in serie, che n’& lo sviluppo (1l
quale fard conosceve in seguilo ); co=l dobbram
risguardare questo genere d’espressioni imma-
ginarie, il qual corrisponde a deile quantita
reali , come faciente una nuova classe d espres-
sioni algebriehe, che quantunqu’ esse non ah-
biano, come 1’ altre espressiont, il vantaggio
di poter essere valutate in numeri nello stato,
in eu desse sono ., hanno nulladimeno quello,
ch’¢ il solo necessario nelle operazioni alge-
briche , di poter essere 1mpiegate iu (ueste ope-
razioni come se desse uon contenessero umina-

ginarjy (*). =

, la quale & in principio =1, diverra

S

(*) S’impiegapo quest’ espressiont COM SUCCESSO

nell’applicazion dell’ Analisi alla Geometria per rap-

yorto alla divisione degli angeli. Quest:
sviluppata nell’

Trattato del Calcolo Differenz

 Teoria trovasi
Introduzione, e nel Cap. HI. del mio

iule, e del CulcolvIntegrale.

2

wign &
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L’ impossibilita di ridurre sotto una forma
ad uo tempo reale, e composta d’ un numero li-
mitato di termiui a,lwebrw , le radici d"an’ t‘qua,-
zione del terzo n‘rado nel caso dove -p® sor.
passi -;-q ha fatto dare a questo caso 1l nome di
caso iruduczbzie |” espressione della vrima radice
non e allora che un caso particolare della se-
guente

n red

\/a+b \/—::_f-—%—\/a«——-b Y
la quale appartien pure , come lo vedremo in
appresso, a una qu'mttm reale, ma inassegnabile
aloebricamente, e in una maniera finita , per tutti
1 mezzi fin qui rnn@ccmt:

21. Non solamente nel caso irriducibile la
prima radice & reale, ma le due ultime , le quali
sono immaginarie i totti gli altri casi, diven-
oo in questo caso real. Possiamo in prlmo luo-
g0 \;8(](:1!0 Jmmudlatamente allorche le (quantita

a—-0V — 1 e a—bV —1 son due cubi perfettis
poiche, sostituendo le loro radici A—}—B\/—-—- 1,

e A—DV _— 1 1n lnogo del radicali cubici nella

seconda , e terza radice (16), ed eflettuando le
moltiplicazioni conformemente al n.° 172. degli
Eilement: , s1 trova

(.__1_44\/ _...:5) (A--BY 3 ( )(A-——B —1)

z-—-A-—-B\/”’.

V3 — - V=3
( ‘2 “’)(A+B\/ 1)- ‘*2 )(A-—-B\/.-_l)
=—A--BV3,
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22. Possiamo senza il soccorso dell’ estrazione
delle radici dimostrar che allorquando le tre ra-
dict dell’ equazione ' - pa—-g=o 5000 reali,
p € negativo; chesi La [lf‘(‘haadlldlnf‘l]tf’ 7P > —(/ 2
e che viceversa, allorche = p’ sorpassa [ g7, le
tre radici souo real; . .

Difdtto s1a a unna radice reale dell’ equaalo-
ne x’ H~px —=q.....o avremo
5 i
—+pe--g=o,
dalla quale

2

q = a —pa.

ed in conseguenza

; 3 __
x’—a ~-p(x—a)=o,
che dara , dividendo per x — a, I” equazione
T ! = I
X —4ax--a 4-p=o,
1n cul son contenute le due altre radici della
proposta , dalla gonale ricavas

Y / i 2
X==—z@izV —-a —p.

Si fa manifesto primieramente dall’ispezione
di questo resultato che le radici, clh’ el sommini-
stra, non potranno esser reali salvo che p non sia
ncgatwo, ¢ nel medesimo tempo eguale a 2a”,
OVvVero maggiore.

Cangiando dunqueilsegnodip, e supponendo
p:% a” -—d avremo

‘ b e 3 T
X w—mpX—g==0, a -—-—-paw G ==y 2

le tre radici saranno @,=—:a - -V d —ﬂ-a-—u\/d
e ponendo per pil suo valore nell equazione @’—
pa-tg=o0, troveremo

q .,,.......--—-*-- a —I—‘a Cl
Per paragonare (uesto valore di ¢ a quello di p,
zenza conoscere quello di @, bisogna alzar p
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al cubo, € ¢ al quadrato, affinche la piu alta po-
tenza di @ gia la stessa nei due resultati; otter-
remo 10 guesta maniera

p _._-.—ao—lw-—a‘*d—{-%a:dz—-'r-ds,
¥ (4] 1 X Rl
(] :-;;a a— a*d—}_— a d )
. e
di dove

Sp =it Getd et d 5 d
tgi=a"—~latd-1a"d.

dalle quali pm' CONLTULNZE
sp—ig=5etd—1d*d - 5

Td [Lat—5ae dgdY ]

2d (;a*—1d).

L’ ultimo valore 3 & (-—a"——--d) essendo sempre

positivo fintanto che d sara positivo, poicle 1l suo

secondo fattore essendo un guadrato, da eviden-

temente

|l H

- p3 - ‘]2 "
ed il contrarie non potra avere mai luogo salvo-
che d nou sia negativo, e vale a dire salvoche le
due ultime rad1(1 della proposta non sieno imma-
ginarie . I'acendo d__——:.o s1 ha
TIT A q
e le tre radici , le yuali sono allora reali, hanno
tro loro una relazione notabile 1ndicata dai valo-
Il seguenti: @,—; 2,—-a.

E dengue dimostrato da cio, che precede che,
se un’equazione di terzo grado ha almerno in tutty
i cast una delie sue ra‘ticl, che sia reale, tutte
tre divenaono tali allorcl’ p é negativo, e che

7=’ sorpassa = q”. Ora abhiamnve('lutu(Flem 2173)
Lh(‘ ([ucn ungque equaz:olc d un grado zmpan ha
almeno una radice reale, qualunque sieno i valo-
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vl , che hanno i ai lei coefficienti: dunque sone
tutte tre reale nel caso citato.

2. Aspettando ch’io esponaa le serie, ch'espri-
mono i valori approssimativi delle redici dell’equa-
zioni del terzo grado nel caso irriducibile, ripor-
tero adesso un metodo molto piu semplice dato
da Clairaut nei suoi Elementi d’ Algebra .

Questo metodo consiste nel ridar I’ equazione
x}—px—-+g=oalla forma 2> —z =r, facendo
x==m z e determinando la quantita m 1r1 modo
da rendere il coefficiente di z eguale all’ vnita .
Per mezzo della sostitszione indicata, s’ ottienc

y P& q

2" T30
m m

<

« ponendo m* =p, abbiam solamente
3 q

, P g —
e e

m3

Dei due valor: m-—-:::\/p il primo conviene al
caso ove ¢ € m-oratwn nel primo membro, ed il
secondo a quello ov essn ¢ positivo; di maniera

che si ha sempre r— g Cio posto l°equazionc
P \/p

23 —z=—7 non puo cadere nel caso irriducibile
se non che quando s>>:7r", e vale a dire quan-

do r << \/—; : 1l che non puo aver luogo
3 \/
fintantoche il valor positivo di z & tra 1 limiti 1,

e 2 " Difatto e visibile che z dee sorpassar Pani-
V3 q

ta accid la quantitd £’ — 2z sia positiva; ma, SC

-
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: 2 _ : |
oi facesse z=—=——==y/i; avrebbes per resulta-
3 ’ ‘
¢ 2 | . di 7
o - ‘/ -, Iumero maggiore ai 7.
2V 3

Se suppongasi dunque z =1 +d,1a lettera d ;
non potra rappresentar che una piccola frazione,

minor deila differenza ©, 1547, che trovasi tra 1,
e V%; il cubo 0,0037 di questa frazione puo esse-
re trascurato; e la resultanza della sostituzione

di 1-}4d in loogo diz nell’ equazione proposta,
omettendo ¢°, conduce a

of 3§ =r,

dalla quale ricavasi

(5:-—--}—% \/T-{w.?)r,

1
- 3

ed in conseguenza

poiche non si cerca che il valor di z, il quale
sorpassa |’ unita. Il limite dell’ errore, che &i puo
commetter per mezzo di questo metodo, Don grun-
ge rispetto al valore di z che ad un millesimo

d’ unita. Difatto , se s1 suppone z=—= \/-’;- , valore che

4

corrisponde a "-’-"—’;-’;\/Ea e pel qonale § & il mag-
giore possibile, la formula qui sopra dara

ol V, 1LVI -
z == 5 L5~ "5 in luogo dM/;_;},

g

che non differisce dal vero se non che di ©,00126.
3 il » - -
Sia, per esempin, I’ equazione &3 ——132-4-5H==0;

faremo x =—2V 13, ed avremo
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s 9
Z’-—-—-z___ —
12V 13
dalla qualc ne dedurremo
e
12
2 |- ‘/1 & T
2 12V 13,
= —y g -
13\/13 %
15
— ~
__.2'\/13___‘/ lu+_{/__._;
ki 7 /
x———. 5 :_.—-—_-—W— "-))784-

Se si vuole spingere 1 esattezza piu oltre,
impiegheremo il metodo dato nel n.° 215, degh
i - 5 .
Lilementi, e troveremo per di lui mezzo
x:::-—-—3,78434. . N
24. Vado adesso ad occuparmi delle radic:
dell” equazione di quarto grado
x* ——apx® -Lgx--r=—o.
O el ) - .
Queste radici dipendon da quelle dell’ eqnazione
e /Ry e
la quale chiamasi la ridotta ; ed abbiamo peln®17.
. "—"'"_.r_ __J‘_‘ ot ! —_;f -::'_!&’
X ==1<( Vz H]-\/z —{—«\/... ¥
_____1- }__‘ :f T :H( e
1-—-—2<'"'i V‘u "'—-—'\/Z ——-—-\/o J s
dE= (*-—\/5’-—%——\/5”-——\/3!”),
x:,l(—--\/;:f——ﬂ\/z”._l_ \/;’;)
a ! )
OVVCro
x:;(__.l/z}-——\/z”-——-\/s"?’),
o= — \/:5" -_]i- \/z”-—i-—av;__;’”)j
. —~r w7 55
e =g e g - 0Ty
== (- V5 V2T 5

~ 3

-
o+

fecondo che g4 ¢ negativo, o positive.
.
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1.° E visibile dalla forma di questi valori
che, se le radici della ridotta son tutte tre positive,
e reali, quelle dell” equazione proposta saranno
pure tutte quattro reale.

2.° L’ equazione (R) avendo il suo ultimo
termine negativo, dee, allorche le sue tre radice
sono reali, averle tutte positive, o solamente una
positiva, e due negative; poiche quest’ ultimo
termine essendo il prodotto di tutte le radic
prese con un segno contrario, non puo resultar
negativo che dalla moltiplicazione di tre fattori
negativi, o da quella di due fattort positivi per
uno fegativn. Nell’ ultimo caso fra le (uantiti

£ frt

z ,z", 2" ve ne son dunque due, le quali son
affette dal ceono—. ed in conseguenza le quat-
tro radici della proposta SONO immaginarie, eccet-
to il caso ove le due qguantita pegative fiseero
egunali tra loro, poiché allora esse «i distrugge-
rebbero in due delle radici, le quali diverreb-
ber reali, ed esupali. Infatti, se &1 suppoue, per
esempio, che le radici z/', e z/' sien negative,
ed eguali, 1 dne primi valori di z in ciascuna
colonva divensono immaginarj, ed abbiamo nel-
la prima colonna
a":_."—h-:-v? Xr——- Vi
e nella seconda
x_-:—i‘~-;-\/z’, xz—{——;—\/z’.

2.° Allorche I’ equazione (1) ha vna radice
reale , e due immaginarie, la sua radice reale
non pud esser che positiva; poicbe le due imma-
ginarie non potendo provenire che da un’equa-
zione di secondn grado, di cui " ultimo termine
sia positivo, e sia in conseguenza della forma

zt Az = 3—o0, bisogna neces:ariamente che

2

-

e! fattore del primo grado; i) qualc conticne la.
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radice reale, sia delle forma z— 7 ;senza di che
I’ ultimo termine del prodotto del primo fattore
per il seeondo sarebbe positivo.

Risolvendo 1’ equazione z" 4 Az} B=o,
avremo

Z::——*éj—_-_- é—-——B;
2 4

ma, ‘perché le sue radici sieno immaginarie , € ne-
cessario che

A*

-—--4 <B:

tacendo dunque, per abbreviare,

A A

""‘—-"‘--—"'—C&, B"""—':ng

2

otterremo
z:ar-_t\/——czza&_—_tC\/—-— 1,
ed avremo
'z':::aa—l—C\/-—-— I, z —a—=6C \/"'"" P zm__-.':y,
Troverem soccessivamente in due dei quattro va-
lori di x la quantita,
VateV =714 Vo—eV T,
la quale, benche affetta dai simboli immaginary,
q s ginarj

¢ reale, ed eguale &

Vaa —-}~2\/al—"— 6* (20):
queste due radici saranno in conseguenza realis;
le aitre due contenendo la quantita

ValteV—1=Va—ecV=r,
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la quale riducesi a

Vou—oViZ 1 ¢,

garanno in conseguenza immaginarie,

Per riconoscere parimeiite col mezzo det coef-
ficienti della proposta in qual caso "equazione (R)
abbia le sue tre radici reali, altro non si dee
fare che mandar via il secondo termine di que-
st'ultima, affin di poterla paragonare con la for-
mula 3° Py . Q=o0; si supporri per questo

O

e ;i

L=y ———, cio che dara

{ T .
¥ o~ T 7 7 O}
equazione , della quale le tre radici saranno real:
quando

3 3 2
/P , L /2ep 8rp B
:T(z‘"lrlf’) >;('27""“""§‘Jx 9" )

25. lo non terminerd questo sogoetto senza
far osservare che le radici immaginarie dell’ equa-
zioni del quarto grado son della ctessa forma di
quelle dell’ equazioni di secondo. Difatto, allor-
che la ridotta ha due radici negative z, 2z,
rappreseutandole per— 2, e — €7, i guattro va-

lori di x diverranno
= (V& (a4 )W)

(V2 —(a-6)V )
—: (Ve 4 (a—€)V—1)

s -
=— (Vi = (a—E)V 1),
I due primi combinati insieme daranio un

fattor reale di secondo grado; lo stesso succederi
rigaardo a’due ultimi.

) n> opd 87
‘.3 p | 47,) p 71)‘

I

T
X
x
x



D ALGLTRA, 59
Quando la ridotta ha due radici immaginaris
della forma ¢—-¢€ vV ,ea—6E VYV —1, le due

radici immaginarie della proposta divengono

pEm b Vs “’—2\/“:*{*6 :z"_-i?’_ir_m/_ 1,

k3

e —

x_—.:——g;/—-——\/;za-—-—;z\/m:——-'l—*g :::—;';"/—-J —1.

v

facendo 2 % — 2 \/:&: —}= 6% ——— §*,

La proposta potrda dunque, anco in questo
caso, esser formata dalla moltiplicazione di due
fattori reali di secondo grado.

Delle radici immaginarie in generale,

26. Abbiamo veduto che per la risoluzione
dell’ equazioni dei 2.°, 3.9, e 4." gradi le radiei
tmmaginarie di queste equazioni posson sempre
ridursi alla medesima forma, e distribuirsi a cop-
pie , tali quali come

x:!—lr—}--B\/——l , *=A—DBV —1,
di maniera che ciascuna coppla dava un fattore
di secondo grado, i cui coefficienti eran real; .

Gli Anpalisti hanno pure riconosciuto che
qualonque equazione di grado par; & decomponi-
bile 1n fattori reali di secondo orado. Eeco la
dimostrazion, che n’ha data Laeplace ( Giornaile
delle Sedute della Scuola Z\"brmaZe, Lezioni,
prima_edizione , Tom. 11, pag. 315.)

Ii necessario provare in primo luogo cle ogni
equazione d’ un grado qualunque p avra un fat-
tore reale di secondo grado se qualunqgue equa-

/
zione del grado B( P_'—- 1)

lia un Jatiore reale,

.y

tanio di prim.o, che di secondo grado.
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Rappresentero per (P) 'equazione del grado p,
e le sue radici per a, €,%,§, ec. Gid posto,
osservo che 1 fattori di secondo grado di quest’e-
quazione, formati necessariamente dalla molti-
plicazione det fattori di primo grado, combinats

due a due, saranno
' —(a+€)x-af,
i —(a-ry)eey,
zt—(E4y)xrCy
€cC. ’

e dinenderanno per conseguenza dalla ricerca delle

funzioni della forma «4-€, e a €. Queste fun-
zioni sarebbero determinate quando se ne cono-

scessero duv della forma

o--€-+~Mab, e1-64M2z€,
le lettere M, e M’ indicando dei numeri dati;
poiche facendo

6-4-6+LMab=N, . a8+ Mab=N,
troverebbesi
M'N—-N'M N'—N

eTe=—pgr—3w > *Tu—m’
Ma per giungere all’ equazione, dalla quale di-
pende la funzione a-€—-4Ma€, bisogna for-
mar tutti i valori, che dessa prende ponendovi

successivamente, in luoeo di a2, e €, tatte le ra-
dici 2, €, v, §, ec. della propnsta | combinate

s PP —1)

2
fa velere in conseguenza che I’ equazione cerca-
ta, ch’io indicherd per (Q), sarebbe del grado
plp—1)

— .

doe a dne (7), il che resultati, e




p’ ALGLEBRA. 61

1.° Se ¢’ ammetta primieramente che quest’
equazione akbia sempre una radice realc, daudo
a M un infinita di valori, si formeranno un’infi-
nita d’equazion simili, ciascuna delle quali avra
una radice reale, conteneunte vna delle combina-
ziont , le quali posson farsi delle radici della pro-
posta nella formula 264+ Ma6: ora, il no-
mero di queste combinazioni essendo hhmitato
bisognera necessariamente che la stessa combina-
zione sia ripetuta pit volte con diversi valori
di M. Poesiamo dunque asserire che esistono al-
meno due funziont della forina

a-+&4+Mef, a—6-4-M af
contenenti le medesime radici ¢, e €, ed 1 valori
delle quali N, e N’ cono reali; dal che resulta
che 1 valori corrispondenti di 2-€,e di 2 € lo
son parimente.
2.° Se I’equazione () non ha radici reali,
ma solamente un fattor reale di secondo grado,
le cui radici sieno immaginarie, dando a M un’
infinita di valori, otterremo un’ infinith di fun-
zioni ¢+ €~ M a€, I"espression delle quali sara
della forma A - BV_1.e proveremo come qul
gopra clie se ne devon trovare diverse, le quall
non differiscono che per il valore di M. Avremo
dunque
4t E-Mal=ALBYV =1,

@l-ClMat=ALBY 7,
dalle quali ricavasi
M (A+BV Ty _MA LBV )
M — M
AL RYITi—A—BV T
M —M |

s1-E=

a €
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E rinnendo tra loro 1 termint real: , ed i ter-
mini immaginarj , potremo rappresentare uesie
espressionl per

2(C--DV—1),ed B-LTV 7}
e per mezzo di cio il fattore * — (26 ) - af
diverri
x:——Q(C—-jf—D'\/-—— 1) -LE-T V1.

L’ esistenza di questo fattore porta seco quella

d’un altro, il quale sarcbbe

*—2(C—DV_1)2 LE—TV —;

poiche, sia X—YV 7 il quoziente , che da
I" equazione (P) allorche dividesi per il primo
fattore, le quantitah X, e Y debbon essere neces-
sariamente tali che le parti immaginarie conte-

nute nel prodotto di questo {attore per XYV —§
s1 distrngeano, poiche il dividendo ¢ interamente
reale ; e, se s1 moltiplica il secondo fattore per

3}-{-'\7‘/—- 1, avremo un nuovo p'z'm'lﬂti:n_,J nel
quale la parte reale sara pure la stessa che quella
del precedente, ¢ la parte immaginaria, altro
non avendo fatto clie cangiare di segno, svanira
parimente .

In venerale , qualundque esprescione | la quale

ha aun futtore della forma a--0V — 1, n’ ha ne-

cessariamente un altro della forma a—23V —7 -
Adesso, se 1 polinomnj
e r°—2 (C-—-—D\/-—-— 1)x—+-E—T W1
non hanno divisor comune, dessi contenson tra
loro quattro fattori semplici dell” equazione (P),
v quali moltiplicati I"uno per 1’altvo danno an
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fattore del quarto grado, 1 cai coefficientt sono
reali ; ed abbiam dimostrato nel num.” 25. che
qualunque equazione del quarto grado puo decom-
porsi in fattori real: del secondo.

Se 1 due polinomj |

x*— 2 (C+DV— 1)3:—%11——;]?\/-—1,

x""--—fz,(C-—D\/——— 1)x—-’|—4E—-—F\/———1
hanno un divisor comune, ponendoli sotto la
forma

x’-——-;?.Cx—}-»E-—-(ng—-—P)\/——q,

" — ;zG.r—{—E—l—*(sz-—-—F) V-1,
vedremo che questo divisore debb’ essere comu-
ae ancora alle due quantita ™ —2 Cx+5L, e

oD r—1T, e ne concluderemo ch” esso non puo
essere se non che della forma x -1+ avrem dan-

fjue

x"-—-szJrE-—-(Q.'Dx--F)\/-—-l
—(z —K—LY—=1)(x—1),
x*—2Cax~E-+-(2Dx—1TI) \/——-1,
:::(x-———K—FLV-——- 1) (x—1);
del che ne segue che x——K-—L\/——l, a:-—-K—J(—L\/-—l
e v—1 saran tre fattori dell’ equazione (I').
1 due primi moltiplicati tra loro danno un fat-
tore reale di secondo grado; e dividendo 1" equa-
zione (P) per il terzo, otterremo, s essa € d un
grado part, un quoziente di grado impari, il quale
avra euli stesso un fattore reale di primo grado,
formante con quello, pel quale abbiamo diviso,
un secondo fattor reale di secondo grado. E dnn-

que ben dimostrato che un’ equazione (P) di grado
pari avra almeno un fattor reale di secondo , gra-
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do ce I’ equazione (()) ha sempre un fattor reale
tanto di primo grado, che di secondo.

o= Cid posto, qualunque numero pari essen-
do necessariamente il prodotto d"un numero im-
pari moltiplicato per qualcuno del numer: 2, 4,
%, 16, ec., e vale a dire, per una potenza dv 2,
gara compreso nella formula 2" #, m rappresen-
tando un numero intero qualunque, e n un nuo-

mero impari; il grado dell” equazione (Q), espresso

- —1
eneralmente da p(B- ) sara dunque esualc a
g 3 ] s

Ry

o"n (2"n— 1) et
v 2 2 —
5 n( n 1)

se p—2o" n. Facendo n (2"n—1)=n', n’ sara
pure uu numerv imparis, poiche desso e il pro-
dotto di due nnmeri impari n,e 2" n—1;e se-
condo cid, che precede, I'equazione del grado 2"n
avri un fattore reale di secando grado se I’ equa-
zione del ogrado 2" 'n’ La un fattore reale tanto

del primo, che del secoudo. Per la stessa ragione,

Y equazicene del orado o" ' n’ avri un fattore
m— 1 n/'——'l )3

reale se 1’ equa zione del srado2” > '/ (2

m—z 7/ s ; . .
ovvero 2 n'' ha un fattore reale tanto di primo,
che di cecondo grado. Gontinvando cost, passe-
remo per una serie d’equazioui, 1 piu altl espo-
nent: delle quali saran della forma

m=—3 rrs

I ’ = Jf
2 n t....l’

o"n, 2 'n, 2" n,
i numeri ,n, 2", 0’ . ... essendo tutti impa-
7i , ed arriverem finalments a vn’ ullima equazio-
ne di grado impari, la quale avra necessariamente
un fattore reale di primo grado ([ Llem. 213. );
in conseguenza la peuultima n’avra vno di secon-
do grado, come pure ciascuoa dell’altre sino alla
proposta inclusivaucate. Se al concepisca in se-
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cuito, che quest’ultima sia divisa per il fattore
di secondo grado, del quale o’ abbiam provata
1" esistenza, 1l quoziente essendo ancora di grado
par: couterrda alineno un fattor reale di secondo
grado , per il quale potremo dividerlo nuwovamen-
te. Senza che vi sia bisoguo o’ andar piu avanti,
st fa mamifesto che un’ equazione qualunque J’un
grado pari e sempre decomponibiie (n fattorireals
di secondo grado; e pmche un’ equazione di grado
impari si ridues ad an equazwuve di grado per;
dividendola peral fattor reare, ch essa ha neces-
sariamente , ne sevue che wn’ equaziorne di grado
qualunque non pz},o avere che decle radict real:,
o delle radici immaypinarie similt a queile dell’
equazioni di secondo grado, e vale a dire, ridu-

cibil: alla forma A =BV — 1,
o8, IV Alembert ha dimostrato il primo che
I espressiont immaginarie potevano tutte ridursl

t

alla forma A+=D vV 1. . La veruta diquesta Pro-
posizione, a riguardo dell espressiont resultant
da operazioni algebriche , segue naturalments da
cio , che precede; imperocche eguaglivndole a
delle incognite, e facendo sparire 1 radicali
ch’ esse contengono, arriveremo a dell” equazioni,
le cut radici immaginarie saranno della forma

A-—t—B\/——-l.

Possiamo ancora assicurarci direttamente di

questa verita osservando,

—

1.°chea b Veg—a'—b'V 1. RIS vV i ec.

—{a—a'+-a’'-+ec.)-(b—b b —|-ec.) vV,
o 5

. B
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° che (a4 V1)@ b V_3)
—aa' — 0 (a b-al W —1;
oy a VI Vo) @V D)
VI e V=) (@ V)
__aa —Jr—bb a"b-—-—ab A

T a0 + B
4.° che {(a—-b \/—-—1) *"‘AJFB\/*-’“I

Per provar quest’ ultima Pmpocizlone can-

geremo (a—iwb\/«-—-_l) ina" (14 - \/-—-1) ; ed os-

servando che

1) = 8
V1) t=-+1 (\/--—-;) =1,
vedremo che , se s indica per . un numero 1ntero
gualunque, s debb’avere in generale

(V_1)=1, V) = Ve,
(\/—ﬂl)‘**""*::-q (\/—-1)4‘*3_—-—-—‘/-—-1,

il che contien tutti 1 casi: poich¢ e evidente che
non esiste alean numero , 1l quale non sia com-
preso in una delle quattro formule

4i, 4i-+1, 4ita2, 4i-+43,
e vale a dire, che non sia divisibile per 4, op-

pure che non 1a divenga quando gli si toglie 1,
¢ sivvero 2, oppure 3 uuita.
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Cio posto, trovast per lo sviluppo della po-
tenza m del binomio.

| b -
( 1‘““‘:"“; ‘\/-—-—I,m::'

mb ,____ mim—1)* m(m——1){m-—2)b’
R VA

- V—1

1 a 1.2 a 1.2 .3 ab

m(m—1)(m—2)(m—3) b*

'+" > 4 "i‘" ec.

l.ﬂ.J.z’,a

e riunendo i termini affetti da V—q , 1 quali son
quelli situati in posto pari, & otticne

b
("‘{T‘;a‘» —_— l)mx

m(m—1)b* 1 m ! me—1) me—ao)(m—3)b* *

I e | ——fC

1 ., 2 a° ! 1 2.3,y a*

mb  m(m—i W(m—a)b?

"]!“ T = - 11‘(:"(?.)\/..._.1.

l1a 1 .2.,3 al

Per passar da questo sviluppo a quello di
6 m
(1-——;\/ --..1) , serve cangiare il segno della

quantitd — 1n tutti 1 termini ov’ essa ei trova al-
a

zata ad una potenza impari, e cosl avremo
b X
)
a

m(m——1))* ' m(me——1)(m—2)(m-—3)b*

e @t 1 2.3 .4 a* -

+ BC.) —:1-, -

I-—--

eC,

1
mb m(m—1)(m—2)b?
(1 a 1.2.5 @



(.8 COMPLTATTL NTO

Moltiplicando (uesti resultati per @”, ¢ lu-
cendo
(smm 0 oy
a"l 1 - - —C. J==A,
1.2 a 1.2.3 .4 a

omb m(m—1)(m—2) L}
o ) (m-a)

J

Jr-cc.)z]},

1 a 1 =« 2

COnseZuiremo
(a--b/ =AY T (a—bV r=A—DBV 1,
Allorche avro fatto vedere che lo sviluppo della
potenza m del binomio couviene egnalmente al
caso ove | esponente m ¢ {razionario, o negativo,
carh dimostrato da cio, che precede, che, qua-
lunque sia m,
(a-—lrb\/..._i)miA -{—B\/-—ﬂl.
Per mezzo di questi resultati ridurremo alla

forma A"F’ B\/-——- i qualunque espressione risul-
tante dalla combinazione di pih quantiti‘m della

forma a-_—tb\/-—-q , per addizione, sottrazione,
moltiplicazione , divisione, ed elevazione alle po-
tenze tanto intere, che frazionare.

29. Segue dalla Proposizion dimostrata nel
n.* 27, che, per ottcuer le radict immaginarie
d”un” eqnazione qualunque fa di mestiert decom-
porla in fattori di secondo orado; ma questo mez-
20 esize la risoluzione d”un” equazione del grado
m(m-—1)

—
se la proposta del grado m hLa, o non ha delle
radici immaginarie. 1 Geometri han cercato del
metodi per riconoscere | estztenza di queste radict
indipendentemente dalla  risoluzione d° alcuna
equazione: vado ad esporre cio, che Lagrange ha
trovato di piu generale,a questo riguardo.

2~) prima ancora che si possa sapere
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Se s”i?(]imnn qer z, §, 7,9, ec., le radict
e _
reali d’un’equazione d’un grado qualungue. le

sue radicl immaginarie potranno esser riunite per
coppie della forma a—=+b Ve , a—+ bV 1 , €C.
(28); le differenze delle radici combinate due
due saranno necessariamente d’ una delle torme
seguem.i:

o2 — € tra due radici reali;

g—a=FbV—1 tra 1 rad. reale, e 1 rad. im.
(a-a")=(b-b" )V —1 tra 2 rad. im. di cop, dif.
o bV—1 tra 2 rad. im. della med. cop.

Tacendo i quadrati di quest’ espressioni, tro-
verem per la prima un recullato reale , e positive!,
e per la quarta un resultato reale, e negativo,
le altre due daranno dei resultati immaginary,
calvo che non si abbia @ ==a, ovvero a==a, 0p-
pare b==0"; ma ciascuno di questi casi introduce
delle radici eguali uvell” equazione ai (quadrati
delle differenze. Seoue da cio che, facendo astra-
zione dalle radici eguali, 7’ equazionc, le cut ra-
dici sono i quadrati delle differenze, che si tro-
van tra quelle della proposta, avra tante radict
negative quante coppie ha quest’ ultima di radic
immaginarie .

Zo. Da cid, che precede, sicomprende quanto
sarebbe da desiderarsi che st avesse almeno uua
regola sicura onde convscere senza calcolo il nu-
mero delle radici positive, e negative d"un” equa-
zione qualunque; poiche carebbesi allora 1 istato
d’assesnare, per mezzo dell” equazione at qua-
drati delle differenze , il numero delle vadicirealz,
e quello delle radici immaginarie della propo-
sta . Disgraziatamente la regola, che ha dato
Descarves per soli=fare a quest’ oggetto, generd-
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lizzata tanto quanto pué esserlo, riducesi alls
seguente cloe :

Qualunque equazione non pué avere un nu-
mero di radici positive maggior di quello delle
variazion! dit segno , che st trovano tra 1 suor ter-
mini, né un numero di radict negative maggior
di guello delle successiont del medesimo segno;
e s’ essa non contenesse che delle rudics reali,
ella n’ avrebbe precisamente tante positive quante
le vartazion: di segno, e tante radict negative
quante le successioni del medesimo segno.

Le wariazion: di segno sono i canglamenti
dal -~ in — [ ovvero dal — in -, i quali hanne
lumm da un termmn, all’altro; e v e successione
ogul qual volta 1l seeno d’un tcrmine e lo stes:o
di quello del prer'ﬂdente L’ equazione

' —8x’fra’fgxr—4=0,
per esempro, ha tre wariazion: di 86200 , cioe ,
da - x*a—8x', da—8z°a-+7a° eda,-»—«gx
a.--—-4 dal te rmme—f—ﬁx al termine-~9x evvi

una successione di egn0+.

Tra le diverse dimostrazioni, che son state
date di ¢uesta regola, scegliero quella, ch'e
dovata a Segner, perch’essa m” & sembrata la piu
semplice di tutte altre.

Sia " equazione

"+ P X" j(g.x‘"’_:.. oo+ Tax=+=U=o,
nella quale 1 segni -~, e — procedono in una ma-
niera (ualunque ; moltiplicandola per 1l fattore
a—ua, il quale da la radice positiva x=—z .
avremo

,.‘f—f- }1 }r =1 .‘::U }tr }-_—C
—af =Py =Taf =Ues

1 coefficienti posti nella prima linea del re-
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‘
enltato son quelli della proposta presi col mede-
¢imo segno, da cul essi erano affetti in principio;
ed 1 coefficienti delln seconda linea son formati
con quelli della prima moltiplicati per «, ma
prest con un seguo contrario, e scritti un passo
avanti verso la destra. Gio posto, sino a tanto
che i coefficientl superiort saranno maggoiori de-
gl” inferiori, essi determineranno il seguo del ter-
mine, nel gnale s trovano; ¢, siccome essi non
han cangiato di segno, v saranno tra loro le me-
desime wvariazioni, e le medesime successiont che
nella proposta ; ma 1" ultimo termine = U « avendo
serppre un $egno contrario a quello del coefti-
ciente superiore —+ U del penultimo, ne resulters
ana puova variazione , che nou avea la proposta.
Allorche s incontreriu un coefficiente infe-
riore di segno contrario al suno corrispondente su-
periore, e maggior di quest’ ultimo, avremo una
successione della proposta, che si cangera 10 una
wariazione ; poiche il segno del termine , ove Cio
accaderi , essendo determinato da qnello del
cocfficiente inferiore, sara contrario a quello del
termine precedente, che st suppone " istesso di
quello del sao coefficiente superiore .
Comprenderemo la verita di quest’ AsPTZIn-
ne osservando che non possiamo esser obblizati
di ricorrere al coefficiente inferiore per ricouo-
scere il segno d’un termine e non che in det
casi simili ad uno dei due seguenti:
~+Ra™ -8 }:r:”’“ —Ra" I —S 2" *
—Rea ’ h—iaB:&} ?
supponendo che s abbia Ra =>8S; ['ordine pro-

gressivo det seeni sard vel primo —-—, e nel

secondo — —~: 10 non Lo scritto il coefficiente in-
feriore nel primo termine, poiche per ipotest,

desso non influisce sul segno di questo termine .
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b dunque evidente che ogni qual volta s
dizcende dalla linea superiore alla linea inferiore
per determinare il segno, avremo in tal caso una
variazione, la qual non si trova nell” equazion
proposta; e, se dopo di questo passaggio si resta
sempre oella linea inferiore, si trovano le mede-
sime variaziont , e le medesime successioni come
nella proposta, perche i coefficienti di questa li-
nea hanno tutti un segno contrarie al primitivo
lor segno . Quando risaliremo dalla linea inferiore
alla superiore, potra risultarne o una »ariazione,
0 una successione ; poiche non egiste connessione
alcuna tra il segno d oo eoefficiente inferiore, e
quetlo del coefficicnte soperiore del termin se-
guente . Ma capponendo ancora che questo pas-
sagelo producesse in tutti 1 casi una Successione,
siccome 1 nltimo termine della nuova equazione
fa parte della seconda linea, bisognera sempre
tornare almeno una volta di pin in questa linea
che pella prima, ed in conseguenza la mnuova
equazione avra almeno una wariazione di segno
di pio che la proposta: succederebbe lo stesso
per ciascuna radice positiva, che s introducesse
di nuove,

Se si moltiplica in seguito 1" equazion pro-
posta per 1l fattore x4z, il quale da la radice
negativa X == —g, avremo
a7 =P at=Q }x’”_ '

e =Py

o=U Y2 } L
+Taf 4Uaf=™%

I coefficienti posti nella prima linea sono ancor
qui gli stessi, e del medesimo segno che nell’ equa-
zione proposta; quelli della seconda linea son pure
formati da quelli della prima moltiplicati per ¢,
e portati avanti d’un passo verso la destra; ma
nel caso attvale dessi conservano il seglio lor pri-
mitivo.
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Ragionando della stessa maniera come di
sopra, vedremo che , ogni qual volta saremo ob-
bligati di prendere 11 seano del coefficiente infe-
riore , otterremo una nuova successione, la quale

non esmteva, nella proposta. Gli esempj, che se-
ouono
+Rx’”" —S }.:r ks —Ra™ 3-8 Y 4
—Rea ! 2
analoghi aquelln , chie a,.bhiam dati superiormente,
renderan questa conseguenza molto evidente
pmcht, R & essendo magaiore di S, avremo nell
uno -, e nell’altro — . Allorche risaliremo
dalla linea inferiore alla linea superiore, potra
resultare indifferentemente o una wariazione, o
una successione; ma supponendo che in goalan-
que cago abbia luogo una wariazione, potremo
malgrado cio concludere che il numero delle suc-
cessiont sary almeno d”an’unita mageiore, poiche
I’ ultimo termine trovandesi nella seconda linea,
ci obblighera sempre a tornare a questa linea
almeno una volta di piu che nell’altra. Segue
da cio che ciascana radice negativa aggiunta alla
proposta apportera con essa almeno una succes-
stone. Rapprossimando questa counclosione alla
precedente , vedremo che i numero delle radice
positive d’ un’ eqazione qualungue non potra sor-
passare quello delle variazioni di segno, ch’ essa
contiene ,ed il numero delle radict negative quello
delle successiont .

Se I’ equazione proposta non avesse che delle
radici reali, si proverebbe per mezzo dicioch’ essa
debb’ avere precisamente tante radici positive
quante variazioni, e tavte radici negafive quante
successioni di segno, Infatti, qualunqne siasi 1l
numero delle »wariazioni, e il numero delle suc-
cessioni , che porta seco clascuna radice positiva,
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e ciascuna radice negativa, il numero dell’ une,
e dell’altre nel resultato finale debb essere eguale
a quello dei termini diminuito dell’ unita , ov-
vero all’ esponente del grado dell” equazione , op-
pur finalmente al numero delle radici; ma le va-
riazioni non son prodotte che dalle radici positi-
ve . e le successioni dalle radici negative: bisogna
dunque che vi sien tante variazion: quante radict
positive, tante successiont quante radicl negative,
e viceversa .

%1. Le radici immaginarie modifican questa
proposizinne , perche desse hanno luogo tanto cot
delle wvariazioni, quanto con delle successiont ds
segno. Civ st fa manifesto sull’ eqnazione stessa
del secondo grado z*=2px--g=o0, le radici
della quale sono immaginarie qualunque siast
i\l segno di p, allorche p® ¢ minore di 4.

Possiamo spessissimo Ticonoscere immediata-
mente la presenza delle radici immaginarie per
mezzo della regola sopraccitata,, allorche uv’equa-
zione manca di qualche termine, Nell’ equazione
x’- px - g=o0,peresempio,sesi pone:=o0. 7~
in luogo del secondo termine, il quale manca,
3 ottiene

2’ +=o0.2"+px-tg=0;
e quando non si ha riguardo che al segno supe-
riore, non si trovano che delle successiont, men-
tre che il segno inferiore da due variazions. Que-
sti recaltati, uno de quali sembra indicare tre
radici negative , e I'altre dae radici positive , non
accordandosi punto tra loro, fanno vedere che
la proposta ha delle radici immaginarie: se § a-
vesse

x? _"p‘r'_i{_qﬁoa

scrivendola nel modo seguente

2o x'—prITq=0,
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qualunque segno s’ impiegasse , troverebbers: sem-
pre due variazioni, € ana successione; |’accordo
di questi resultati prova che quest’ equazmne puo
avere le sue tre radici reali, ma non ch’essa le
abbia difatto, poichée sappiamo d"'a,ltrnnr]e che
cio non ha lumro eccetto che quando 5 pP> 47,

%2, Gio posto, ndico per (1)) I equd,;'mne ai
quadrati delle differenze (“9) la qlmle puo for-
marsizecondo le regole del n.°8. I evi idente, merce
dalla recola del num.® precedente, che, se tuttl
1 sunl setgni sono alternativamente positivi, e ne-
gativi, e vale a dire, se dessa non ha che delle
variazioni, non avra che delle radici realz, e
positive, e tutte quelle della proposta saranno
reali. Difatto, se questa avesse delle radict im-
maginarie, tra le radici dell’ equazione (D)) se ne
troverebbero necessariamente delle real; , e neza-
tive (29); essa averebbe dunque delle succession: ;
il che e contra la sapposizione.

L’ ultimo termine d’ un’ equazione essendo,
come si sa, il prodotto di tutte le sue radici prese
con un sen'no contrario, sard negativo, se il nu-
mero delle radici reah positive € zmpan 1mpe-
rocche I’ ultimo termine del prodotto d” una cop-
pia di radicl immaginarie ¢ sempre positivo.
Applicando quest’ osservazione all’ eqxnzmne (D)
vedremo che, se il suo ultimo termine & necati-
vo, essa avra un namero di radici negative pars,
0 impari, secondo ch’ella sari d” un grado impar:,
o pari. Nel primo caso, la proposta avriv un no-
mero pari di coPpie di radici immaginarie , ed
un numero mpari nel secondo. In a'enerale seoue
dalla natura delle radici dell’ equazmm (D) &
da ¢io, che abbiamo veduto nel n® 29., che la
proposta non puo aver piu coppie di radici im-
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maginarie di quel che si troviuo successioni di
sexno nell’ equazione (D).

Le considerazioni precedenti non conduacono

sempre che ad assieurarsi se an’ egnazione data

Lia delle radici immaginarie, el a trovare on li-
mite che il lorn numero non pnssa eceedere ; ma
seouendo lo epirito del metado , formeremo delle
nuove equaziont ausiliarie, le gquali non potrebbe-
ro avere delle radict negative se non che allora
quande la proposta avesse almenn quattro radict
immaginarie ; altre . che non avrebbero che delle
positive fintanto che il numero delle radict zm-
maginarie della proposta fosse al disotto di ser;
e cosi di sewuito. Bisognerebbe formare nel pri-
mo caso 1 equazione, che da 1 quadrati delle
differenze , che trovansi tra le somme delle radics
combinate due a due: nel secondo quella , che
da i quadrati delle differenze, che si trovane
tra le somme delle radici prese tre a tre.

2%. Qualora s arrivasse a trovare in uta
maniera qualunque le radici negative , e inegnall
dell’ equazione (1)), se ne dedurrebbero le radici
immaginarie della proposta. Difatto, sostituendo

in quest’ ultima a+b\/m«1 in laneso di x, ed
egnagliando separatamente a zero la parte reale
e laparte immaginaria, avrebbersi due equaziont
per determinare le incognite a, e b; ma, se §!
conoscesse @ priori il valor di b, e st sosbi-
tuisse nell’una, e nell’altra di queste equaziont
a sarebbe data per mezzo del divisor comune der
due resultati fatto ecnale a zero (lilem. 189). Ora.
chiamando —z una delle radici negative dell’equa-
zione (1)), questa radice esprimeriv il quadrato
della differenza tra le due radici immaginarie
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comprese nella formula a=? v —1,ed avremmo
11 conseguenza

—z = b* \
dalla quale

Dell estrazione delle radici delle quantita in
parte c - mmensurabili, ed in parte incommert-

sumbili g

74. Abbiam veduto net num. 19., € 21. quar-
to poteva esser atile 1l rapere (quando un’” espressio-
ne complicata di radicall sia wna potenza perfet-
ta; per questa ragione gJiAnali:-.ti conosl tesl oc-=
cupati della ricerca dei caratteri , dai gquali queste
putenzc sl riconoscono .,

7%5. Sia Va e Vo: ! espressione @ —- V5 non
pn{) essere che 1l quadrato d un altra espressiune
di guesta forma & A —- v B, nella quale =1 trova
comnpresa la sesuvente A -4~ DB, supponendo che
A=A". Gio posto, averemo

a-—ir\/bﬂ(\/ A—Jr\/B)"’::.AJFB—\e-Q\/AB;
paragonando da unp lato la parte commensura-
bile, e dall’ altro la parte incommensurabile,

formeremo (reste due equaznni

e=ALB, Vi=2VAD;

quadrando di puovo, avremo
al_":Az—{—ﬁAB--‘;—sz l):::4AB;
togliendo la seconda equazion dalla pruna, con

sey piremo

o’ —b=A'—2AB-B;
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e finalmeute prendendo la radice quadrata da
ciascun membro di quest’ ultima, concluderemo

v az e b ﬂA _ Bt
Se si combina quest’ equazione con a==A--B,
ne ricaveremo 1L valori
A=lal Vo —b, B=ita—:1Va b,
dietro ai quali le quantitd A, e B non possonn

essere razionali come snpponesi, salvo che a”— &
non sia un quadrato perfetto

— avremao

Sia, per esempio, v - \/48;
A==", b:48, az-ml):::[}g-—-—l}Szl,
Vo VB=VidVi—a V.
Sia ancora [ esprescion letterale
\/4mn+g(m+n)(mf~n)\/——l,
equivalente a
\/ann — \/-———4 (m +rz)2(m-——-n-)2‘5
avremo, per quest’ esemplo,
a =f4mn, b=—~4(m—4-n) (m—n)*,
a*— b= 4m*}+ 8m *n -4n*=4 (m’|-n*)",
\/I::\/gmn{mmz—ll—nz, \/E::\/an—-—-mi:_n-i
-:.:m-}-n——’*(m-—._n)\/ml.

Finalmente, se s’ avesse

2 3 2
% m —-—-—-mn—{—; n {*2\/?723!&—-——2”22122”}&17737;3
4

troverebbesi
V' n —{—-\/ m'—omn--in’.
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Quando, in luogo di \/a+\/z , abbiasi
Va._%\/E bisogna prendere VA—VEB,A,eB

conservando ght stesst valori che sopra.
In queetl due casi la radice cercata ("(]Opplft
come tutte quelle di secondo grado; poiche ab-

biamo nel primo caso
-—!—\/A+\/B,() sivvero-———\/A——\/sz
e nel secondo,
- VA —VB o siyvero — VA i V.
%6. Vado a cercare attualmente il caso ove
sia. possibile d” estrar la radice cubica da un’ espres-

stope della forma a+\/b Per glungere a Ci0
fa di mestieri scoprir la forma, che si dee dare
a questa radice. Non si puo suppor ch’ esza sia
\/A-—]—-\/B, poiche il cubo di gnesta quantita es-

sendo

AVA1.3AVEL3BVA--BVB
— (AL 3B)VA - (3A-+BIVE,
contiene due radicali quadrati essenzialmente di-
versi .
Non sara cosi della forma A —- VB;ma, per

ceneralizzarla un poco, sCrivero
(A 4 VE) VC;
il suo cubo sara allora
G(A* - M\/B"+3AB+B\/E)
Paragonando la, parte razionale di quest’ espres-

sione con a, e la parte irrazionale con Vb tro-
vero 1’ equamom

a=C(A’--3AB), Vi=C(3A°-1-B)VE;
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quadrando 1’una, e 1’ altra, otterro
o’ =0C"(A° 4 6A*B-}-9A*B*),
b —=C* (9A*B -6A°B*-D°),
dalle quali conchiudero
z (;: ¢ AC—3A*B L 2A' B — B’ = (A*—B)3,

ed in conseguenza
3

7 S ——— 3
A*—B ‘/“2"““3’._‘/@1“”)0
pr—— T Uz G »
La lettera C essendo indeterminata , possiam di-
sporve in modo che la quantity (a°—25) G sia un
cubo perfetto: allorche questa determinazione
sara effettuata, averemo , facendo, per abbre-

_ V(a—1)C .
viare, C =—c¢, I’equazione
A B=c¢,
dalla quale
B =A"—c¢;

sostituendo nell’ equazione ¢ =G (A* -3 AB),
avremo

4CA° —3¢cCA—a=—o0.
Quest’ ultima avra necessariamente una radice
commensurabile, s¢ A, e B son razionali.

Prendendo, per esempio, la quantitda 2-{-11 vV
del n.° 19., otterremo
a—2,11 vV_ 1:::\/1)9
d’ onde .
b——121,a" —b=125

b & I 4
A —“B—“T-‘C\/125 C.



b
D ALGEBRA. 81

Il numero 125. essendo un cubo perfetto, potremo
far C=1, ed averemo

0553 A'-—-—-Bﬁﬁ, € 4A3-——15A-2:0.

L’ equazione in A avendo per divisore commensu-
rabile A—2, somministra

A=2;
dipo1 trovasi
B— 4 — ) == e 1 ,
dalla quale resulta

\72+11V::2——}~\/;;?

otterrebbesi col medesimo metodo

vi’..—-ll V:xz—\/-- 1.
Sia ancora la quantita 52 - 30 V'3, 1a quale

da
e=53, Vi=30V3, a&’—b=4,
2 _____1_\3/""_"
A*—B=V}C.

Qui , per rendere 4 C un cubo perfetto, bisogna
far C=—=2, ed abbiamo in s¢guito
A*~B=1, 8A’—~6A-—bH2=0.
Adesso, se si pone 2 A=y, avrem |’ equazione
y Sy e==bha=0,
della quale y—4 & un divisore, e & arrivera
finalmente a

yz[}, A:z, B-—""-:ZJ,
di dove

Ve -L20V3= (2-\—\/3—)\/;:,.
Z7. Questi esemp) servono per far vedere

2, 6
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come puo giungersi a estrarre una radice qualun-
que da un’espressione irrazionale data. La dif-
ficolta consiste nell’ indovinare la forma , sotto la
quale questa radice dee presentarsi; ed allorche
questa forma é trovata, e che se ne paragona la
potenza con |’ espressione irrazionale proposta,
ottengonsi dell” equaziont in numero eguale a
quello delle indeterminate, e che debbon con-
durre ad un’equazione finale avente dei divisori
commeunsurabili.

Cosi, per ridurre alla forma (A+\/E) V3

I’ espressione \”/a - Vb, avremo
a -—%—\/b:(](A.—i—\/—ﬁ)”,

quazione . la gual st dividerda nelle secuenti
ec ne, | [ st divid lle seguent

. n{n=1) . n(n-1)(n-2)(n=3) , ,_
—af A" +p2
a___C( ll.zA B+1.2.3.4A B—l—ec.),

Vb“:c(?A”*‘vM”(”") (72) pyv-3 v/ ‘B‘J,-ec.) ,

1.2 .3

Dietro a questi valori & visibile che
a=1C[(A4+VB)+(A—VBY],
Vb=1:C[(A-VBY—(A—V BY];
€ siccome
a*—b=2C*[(A-}-V B)*"-2(A*—B)"}-(A—V B)*"
—(A+4+VB)*4-2(A*—Bf'—(A—VB)*"],

1 ha, dopo fatte le riduzioni,

a’—b
02

Bisognera dunque primieramente, per una deter-

a” —b=C*(A*—B)", oppure Az--B_.-:-:.‘/
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minazion convenevole di G, rendere la quantiti
a —b

2

una potenza esatta del grado n; allorche

questa condizione sara sodisfatta, avremoun valor
razionale di B, il qoale sostitvito nell’espressione
di A dovra condorre ad un’equazione avente dei
divisorli commensurabili, se A puo essere razio-
nale .

]

Dell’ abbassamento dell” Equazioni .

28. Vi son delle circostanze ove un’equazione
pud esser ridotta ad uv grado inferiore a quello,
sotto il quale essa presentasi; cio succede sempre
allorche esistono tra le sue radici delle relazioni
particolari, ovvero cli’ essa divien divisibile per un
fattor razionale. La ricerca dei caratteri, da cul
riconoscesi che un’ equazioue sia suscettibile d° ab-
bassamenio , e quella dei mezzi d’effettuar questi
abbassamenti , fan parte della risolnzione delle
equazioni; ecco perché qui ne trattero succinta-
mente.

_ Supporrd in primo luogo che s”abbia I’ equa-
rione

gL pxilgai-ra-~s=o,

le cui radici sieno rappresentate per ¢, b,c,e d,
e che si sappia che tra duve di queste radici
esista una relazione indicata dall” equazione ma - -
nb=rk;m,n,e k essendo delle quantita cogmte,
potrem trovare @, € b in una maniera semplicis-
ma ; poiché @, e b essendo le radic dell’ equa-
zione proposta, avremo

a*4-pa’tqatra-ts=o,
b Apb® g frbts=o:

ma , se dall’ ultima di queste s’ elimina & per mez-
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zo dell’ equazione ma--nb==k, 'equazion resunl-
tante dovra necessariamente accordarsi con l'equa-

Z1006
tz“—{—pa3 +qa’+ra+szo;-

e poiché I'una, e I’altra saran soddisfatte col
medesimo valore di a, desse avranno un fattor
comuae, il quale otterremo cercandone il loro mas-
simo comun divisore, che fara conoscere il valor
di a (Elem. 189 ): troverebbes b nella stessa ma-
niera . Conviene osservar che nel caso, ove le due
radici a, e b entrassero similmente nella data
relazione , il che succederebbe se & avesse m—n,
da cui ne risulterebbe
m(a-+0)=kF,

31 divisor comune, di cui ho parlato, ascendereb-
be al secondo grado. La ragiove di questo fatto
e facile a tendersi; poiche allora, sia che s’eli-
mini a, sia che ¢’ elimini b, si cade sopra equa-
zioni simili, e che per conseguenza debbon con-
durre ad un’ equazione, che da nel medesimo
tempo ["una, e I altra di queste incognite , ovve-
ro che ha due radici.

Se la relazione proposta fosse la—--mb-|-ne
=— %k, s  avrebbero I’ equazioni

a*L-pat4-ga’+raif-s=
b* —-{—‘pb;«-——-(]b2 rb 5=

c*+petd-qet - ref-s=o.
Eliminando, per mezzo delle doe ultime, &, e ¢
dall’ equazione Za 4~m b 4-n c=k, & arriverebbe
ad un’ equazione finale, che non contenendo altro
che a, avrebbe necessariamente con a*4-p a’ -
ga* --ra-t-s=o un divisore comune, il qual
determinerebbe a; troverebhersi b, e ¢ in unna
maniera consimile. Se s'avesse I=m, ci0o che
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cangerebbe la relazione data in ! (a--b)4nc
— k, siccome sarebbe indifferente di scrivere
per b, e & per a, il divisor comune, il qual som-
ministra @, somministrerebbe ancora b, e sarebbe
in consegnenza di secondo grado. Finalmente nel
caso, ove la relazione data fosse ! (a4 b—-c)=*k,
le tre radici a, b, ¢ eotrerebbero della stossa
maniera nel divisor comune, il quale sarebbe
in conseguenza del terzo arado .

Cio che abbiam detto per rapporto all’eqna-
zione del quarto grado, cd a relazionl espresse
da equazioni del primo, pud applicarsiad un gra-
do, ed a relazioni qualanyue; e ne concluderemo
che bisogna trattar ciascuna delle radici, le qua-
“1i entrano nella relazione data , come un’ incogni-
ta distinta, formar L equazioni resultanti dalla
loro sostituzione nell’ equazion proposta , ed unir
queste naove equazioni con quelle, ch’esprime
la relazione data; dipoi eliminare totte le 1nco-
gnite, eccettuatane ana, che si conservera ad un
tempo nelle due equazioni, le quali cosi ammet-
teranno un divisor comane, il qaale secondo il
orado, di cui sard, fara conoscere uoa, 0 piu
delle radici comprese nella relazione data.

39. Prendo per primo esempio " equazione di
terzo grado |

z} tpx*—q x—q p=0,
e suppongo che si sappia d” altronde che fra le
cae radici due ve ne sono ezuali, ma di segno con-
¢rario: chiamando a, e b queste dae radict, ot-
terremo immediatamente dall’ equazion proposta
al —}-paz-——-g:a-——(]:p:-::o,
b} -pb— gb—q  p=o.
La relazione data tra &, e b somministra di pio
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questa terza equazion b=—a, in virta deila que-
le la seconda diviene
3 3 2 2
—a’+pa*+-q°a—q p=o,
oppure, cangiando nel medesimo tempo tutti1 te-
gni, e ponendo x per a,
3 2 2 2
x}—px’—gq z+q* p=o.
Dipoi cercando il divisor comune a quest” ultima
equazione , ed alla proposta, si trova
2 -
xre—q>;
1l che da
z 2
r —qg =0,
O 8IVVETO

x=-1-qg, 6 x=—4q.
11 divisore ¢ di secondo grado, poiche la relazio-
ne b=—-—a, equivalente ad ¢ +b=0, resta la
stessa allorche cangiansi e in b, e b in a (38).
Il precedente Problema si sarebbe potuto
risolvere nella maniera che segue: il fattor, che
contiene le due radici a,e b, essendo 2°—(a+-0)x
ab, diviene x*—a” allorché si suppone, die-
tro la data relazione , b=—— a; bisognerebbe dun-
que, se a fosse determinato convenevolmente, che
I’ equazione proposta fosse divisibile per x*— a”.
Ora, dopo d’avere ¢pinta la divisione per questo
fattore fino a che sia possibile, abbiamo per re-

sto

2 2 2 p

—(g—a )x—(g p—a’p);
quantitd, la quale dovendo essere zero indipen-
dentemente da x (Elem. 210), somministra

2 2 2 2

4§ —a =0, 9 p—a p=0;
la seconda di quest’ equazioni e identica colla pri-
ma, dalla quale ricavasi

g -=a",
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ed in conseguenza
xl__azmm?-qu.,
come qul s0pra .

Sara facile, con un poco d’attenzionedi ricono-
scere che quest’ ultimo metodo, convenevolmente
generalizzato , dee risolvere tutti 1 Problemi rela-
tivi all’ abbassamento dell’ equazioni.

40. Se le due equazioni g*—a*=0, e g p—a’p=—o0
non si fosser trovate comprese I’ una nell’altra,
I’ equazione proposta non sarebbe stata divisibile
per un fattor della forma x*—a*, e non si sa-
rebbe avuta per conseguenza tra due delle sue
radici la relazione, la quale abbiamo supposto
esistere; ma , se le quantiti p, e ¢, oppure In
generale i coefficienti dell’ equazion proposta, fos-
sero stati indeterminati, avremmo potuto deter-
minarli in modo da soddisfare a tal condizione.
Le modesime circostanze s’ incontrano nel primo
metodo ; poiché potrebbersi eliminare a,eb dalle
tre equazioni

a*l-pa*—qg*a—qg*p=o,
b fpb*—q'b—q p=o0,
a-b=o0,
ed esisterebbe ancora un’ equazione tra p,e ¢, la
sale si troverebbe identica nel caso attnale , per-
che I’ equazion proposta sodista alla condizione
data, ma che, se cid non avesse luogo, esprime-
rebbe la relazione, che una simil condizione sup-
pone tra i coefficienti dell’ equazion proposta .

41. Abbiam veduto nel n.° 205. degli Ele
menti che, quando un equazione avesse delle ra-
dici eguali, essa sarebbe suscettibile d’abbassa-
mento; questo & ci0, che si puo provarg per mez-
zo delle considerazioni precedenti.
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: 2
L’ equazione z* -+ pa® 4-gx’ L rx-a1=0,
per esempio, somministrando tra due qualunque
delle sue radici @, e b, I’equazioni identiche

a"-—{——pagfl[“?“z rat-s=o,
b* 1-p b3 —}—qb" +rb—+4-s=o,
conduce a
b p(a’ ) g8 r{a—B)=o
Dividendo questo resultato per a-— &, avrem
I’equazione
a’t-a’bt-ab* b -Lpla*tabt-b")tg(a-1-b)-f-r==>0,
la quale diviene |
| fa*+3pa*+2ga-t-r=o
allorche si suppone a==25: bisogna dunque che,
in quest’ ipotesi, |’ equaziont
a*+pa’4qga*+t+rats—o,
4a’--3pa’ +2q9aif-r=—o,
abbian tra loro un divisore comune. Seguendo
questa via, arriverebbesi, mediante il soccorso
della Proposizione del n.° 158. deghi Elcment; al
resultato del n.° 205. del Volume ;medesimo .
Possiamo trovare ancora le radici eguali con-
siderando che un’equazione, la quale ha due ra-
dici egpali, & necessariamente divisibile per un
fattor della forma
x'—2ax-t-a’,

e per un fattor della forma

P —Zax - Ba x—a’,

s’ essa ha tre radici eguali; e cosi in seguito.

Arrivasi ad un resultato piu elegante, e pia
generale cercando cio, che diviene allora la fun-
sione designata per (A) nel n.° 4.

Se 1’ equazion proposta e della forma

(#—a) (x—=b) (2—c)" s ¢ 4 s « X (x—g ) w—h)=0,
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vale a dire, se dessa ha n radici ezuali ad e, p
cgnah ab, g ecuali a ¢ ec., la funzione (A)

ch’esprime la somma dei diversi quozienti, i qua.h
s'ottengono dividendo I’ equazion proposta per cia-
sCuno de suoi fattori di primo grado, diviene vi-
sibilmente eguale a

n(x———-a)”"(x———b)” (x—c)' e v (r—g)(x—1),

Aple—a) (2= (o) . (g )(x—h),
Lg(x—a) (omb) (el (g (x—h),

4 8 8 4 5 2§ " g % B P8BS P e PP e &R ST A SRS S e o8,

L (r==a)" (x—b)" (x—c)o.. il (1),
4+ (z—a)" (x—b)" (x—c).....(x—g),
osservando che 1 fattori eguali danno il medesi-
mo quoziente ripetuto un numero di volte eguale
al loro grado di moltipliciti ; e riconoscesi dall'ispe-
zlone d1 tal quantitd che tuttii suoi termini han-
no per fattor comuune il prodotto

Cr—a)"" (x—b)" " (x—c)' .
Ma, se si sostituiscono nell’ espressione della fun-
zione (A) i valori trovati pel coefficienti, i quals
moltiplicano le diverse potenze di x, essa diverra
allora
- (m—1) P (m—2) Q2" ... - T,
Segue da cio che, quando la proposta avra la for-
ma , che le abbiam qui sopra assegnata, le due
quantita
2" Px™ Q" T U,
mx™ " - (m—1) Pa™ e (m—2) QX" L= T
avranno per divisor comune il prodotto
(.:t:---a,)”_I (.:::---b)”“ (x—c) ™" oL,
il quale contiene tutti 1 fattori eguali alzati ad
un grado minore d’ un’ unita che nell equazione
proposta.
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4o. L’equazione
6 1 4 3 2
264 pa' - gt rad - g2tk po L1==o
offre un esempio del caso, in cui la forma stessa
dell’ equazion proposta fa scoprire una relazione

tra le sue radici. Essa resta la stessa allorche si

1, : :
gi sostituisce — 1n lnogo dix, e trovasi solamente

x
gcritta in un ordine inverso: bisogna, dunque CcOll=

1

cluder da cio che, se @ & una delle sue radici, ~
a

n’s pure un’ altra. Chiamando ¢ una radice dif-

ferente dalle due precedenti, dessa pure n’avra

¥
una corrispondente ~3e finalmente e essendo una

radice distinta dalle quattro, che ho gia indicate,

.1 . . .
dari una sesta radice - Da cio si fa manifesto che, se

¢’ indicano per a, b, c,d, e, fle sei ¥adici della
proposta, avremo tra loro le relazioni seguenti:

5 1 d 1
—a’ - f-—-e’
0 slvvero

ab—1, cd=1, ef =1.

Non & necessario d’impiegar qui il metodo del
n° 38., poiche egli & evidente che, combinando

ciascuna delle radict @, ¢, e colla sua enrrispon-
deunte, per formarne un fattore di secondo grado

della proposta, avremo questi tre fattori

1

= (at2 e,
, 1

=t (ot )o 1,
C
2 1

&= e"l"; I—l—l,



D ALGEBRA. o1

nei quali altro non v’é d’incognito se non che il
coefficiente delsecondo termine, Se donque s’ indica
questo per z, la quantita z non dipendera che da
un’ equazione di terzo grado, le cul radici saran-

1 1 1
no a+;, ¢ -}- - e — Bencheé queste finziani

non sembrino a prima vista contenere tutte le
permutazioni, che la lor forma permette di fare
tra le radici, & facile assicurarsi che quelle, che
si trascurano, non son che ripetizioni. Difatto,
non supponendo alcuna relazione traa,b,c,d,e, f;

s avrebbe
1 1 1
af—, e -, e
1 1 ' {
bty I g

ma, poiché nell” ipotesi stabilita
I I 1
, b= . d— ~> f= >

le funzioni della seconda linea sono le stesse che
quelle della prima, ed in conseguenza I’ equazio-
ne di sesto grado, che darebhe queste sei funziont
per il caso generale, debbe abbassarsi, in gquesto
caso, al terzo grado.

43. Si puo formare quest’ ultima semplicissi-
mamente dividendo per x’ tutti i termim dell®

equazione proposta
6 5 | 3
2 b pa -t gt et - gzt -1 =o,
e riunendo quelli, che sono equidistants dagh
estremi, nel modo, che si vede qul sotto

x;+%+P(xz+}g>Jrq(x_;di).q_r;-—_o.




COMPLEMENTO
1

02

Se facciamo adesso X - —=z, avremo
X

1\? .
(.I'—-‘[—-;)::::B',

eppure
. 1 \
*-to-t—=2"
X
dalla quale ricaveremo

1
- 1
x "'I“ P == 2,

1\3
.3
(=+1)=""
il che dara

1 1 1 1
T L R CRN Ty

pol

; . 1
e ponendo z in luogo di x—-i—;:, otterrenfo
' “

Sostituendo questi valori nell’ equazione

_ I 1 1
X ;?+P(x2+5?)+‘i(x - 5)'—-?’:0,
troveremo
Ptpzit(g—3)str—2p=o.

Allorche avremo determinato z per mezzo di que-
st’ equazione, altro non restera, per ottener le

radici della proposta , che risolvere le tre equa-
zioni di secondo grado

&t %1220, &2 £4-1==0, &z "24-1==0,
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nelle quali &', 2", 2"’ rappresentano i tre valori

; ; 1
di z, che si deducono da x -~ =2.
x

Le osservazioni precedenti sull’ equazione

2 e pa' - g2 g2t b pzf1 =0,
convengono a tutti i Problemt, nell” equazioni dei
quali i termini equidistinti dal primo, e dall’ ul-
timo hanno gh stessi coefficienti, e che s1 chia-
mano equazioni reciproche, perche desse non can-

) - . e 1 . .
giano allorche si sostituisce — 1n luogo di x ..
. X

44. Sia I’ equazion generale d’un grado par:

am 2m—1I Im—=2 L —— e

afpat g™ g pr1=0;

la divideremo per 2”; e riunendo i termini equi-
distanti dagli estremi, avremo

™ 1 [ m"“"&
x —}~x-?+p (x ,,,..,)—}-q( - 2) - =0.

Faremo ancora z —i- ~ —2z, e nonsi trattera d’al-
X

tro che di dedurne successivamente

1 1 1
f"f‘;u x3+;3“3- ==l

x
Ora , ravvicinando 1 resultati digia trovati, e

calcolando nella stessa maniera alcuni di quelli,
che vengon dopo, troveremo

Il

x —-~=2z

x 3

.1 X

w—"l—xz_ﬂz‘“ 2,
‘1

xa—}——?zx;—-ZZ,

x
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1
iy =t =g e,
Tb =2 — 52 5z
x

e spingendo questa Tavola tanto Jontano quanto
saria necessario, riconosceremo, dietro la legge
dell’ espressioni , ch’ essa countiene, che

o) 'i_ R n-zJ_n(n-—-Z) e ”(”—4)(”"""5)2,,4

1.2 1.2 .9
+n(r—.>)(n-—56) (7;"‘"'"7) n—-s — ec,

Da cid si {a manifesto che I’ equnazione proposta
del grado 2m sara ridotta al grado m.
S” essa fosse d’un grado impari, e 8’ avesse,
per esempio,
s 4 3 = i i
2’ fpati-gaifgxi-pr41=o,

8l scriverehbe nel modo seguente:

\

2’ 4+ 14px(2t1)4-g2° (r41)=0,
il che farebbe ved**re ch’ essa sarebbe divisibile
per x {-1; e fatta la divisione, avrebbesi per
quoziente
x4 (p—1) 2’ — (p—g—1) x*(p—1) & |- 1 =0,
equazione reciproca del quarto grado,

Sara faoile I’ operare sopra qualunque equa-
zione reciproca di grado impari, come su quella
di quinto grado.

45. Cio , che precede, s applica all’ equazione
m-—-[ m—21 w—3 A ———
sl T v + +1=0,

dedotta dall’ equazione y"—1==0 divisa per fy---l
e che contiene le m— 1 radici dell’ unita, dlffe—
renti da 1 (Elem. 159.). Vi son dunque due casi
da ’esaminare , ci(?é\, quelluaove I’ esponente e par:,
e Ialtro dov’egli & impari.

Nel primo, il numero m — 1 essendo impar:,
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I’ equazione 4™ ' - y"" >+ ec.—=o0 & divisikile per
q YAy e | llerp
& -1, e da per quoziente un’ equazione reciproca
del grado m-— 2, la quale riducesi a un equazio-

. m —— 2 . < )
ne in z del grado — = .Si puo ancora arrivare
2

immediatamente all’equazione del grado m—2
in y , osservando che, siccome la potenza m ¢ parz,
~ . ]
s1 puo soddisfare all’ equazione ¥" =— 1 =0 facen-
do y = =1, cosicche quest’ equazione ¢ divisibile
per (y —1){(y—+4-1)=y" —1. .
Allorche m & impari, I'equazione ........
"' Ly l-ec.=z 0 & reciproca,e di grado par;
’ d o e T m—1’

€ se ne ricava un’ equazione in z del grado

2

Segue da cid che si puo, nello stato attual
dell’ Analisi, trovare per mezzo della risoluzione
dell” equazioni tutte le radici dell’ equazione
y”— 1=0 allorche m non sorpassa 10; peiche
I’equazione y'°—1==0 pud dividersi per y'—1,
e I’equazione d’ottavo grado, che ne resylta, si
ridace al quarto ;ma I’ equazione ' —i=c, non
essendo divisibile che per y — 1, conduce ad un’
equazione reciproca di decimo grado, la quale
non puo ridursi che al quinto (*).

Torna in acconcio osservare che avremo
tutte le radici dell’ equazione y""—i=—o0, 1 nu-
meri m, e n essendo primi tra loro, se sl cono-
scano quelle dell’ equazioni y"—1==0, €y =~=1=0;

(*) La considerazione delle proprieta del Circolo
somministra, per tutt: i gradi, dell’ espressioni delle
radici dell’ unita, le quali espressioni s1 troveranno
nel mio Trattato del Calcolo differenziale, e del Calcolo
integrale .
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poiche copponendo "=, I’ equazion proposta s
cangera in X — 1 ==0; e designando per a una
qualuuque delle radici di quest’ ultima, avremo
Yy —a=0;
resultato, al quale daremo la forma ¢"— 1 =0,

m_ Tawr

facendo z=¢tVa.

- M. Gaussinun’ Opera commendabilissima 1o-
titolata Disquisitiones Arithmeticae ha fatto ve-
dere che ogni equazione a due termini, il cui
esponente ¢ un numero primo, puo essere decom-
posta raszionalmente in altre equazioni, i gradi
delle quali son espressi dai fattori primi del nu-
mero, cle precede'd’un’ unita questo numero pri-
mo . Siftatto Teorema riduce, per esempio, 1'e-
quazione x'’—1=o0 a quella di quatiro equoa-
zioni i secondo grado, e quella dell’ equazione
x'*—1 =0 a quella di due equazionl di terzo
grado, ¢ d’ una di secondo: ma, per dimostrarlo,
bisogua ricorrere a delle proprieta dei numeri,
ch’io mnon potrd far conoscere se non che alla
fin di quest” Opera..

46. Le relazioni ab—1,cd=1,ef=1,
che si avevano nell’ esempio del n.” 42, posson
esserc Tiguardate come una sola, ed unica equa-
zione , comuue alle tre coppie di radiciaee b, ¢
e d, ¢ ¢ f;ese,in luego di questa, se N avesse
un’altra qualunque tra queste radici medesime,
" abbassamento sarebbesi effettuato con un metodo
analovo a quello del num.® preeitato.

Sia infatti un’ equazione di grado pare

2P QM T U=,

e tale chie & abbia tra due delle sue radici @, e b
un’ equazione qualonque , comune alle coppie c e d,
e e fec Sesfa a+4-b=2z', e che in luogo di &
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si sostituisca il suo valore 2z’ — a nell’ equazione
data tra @, e b, potremo eliminare a da quest’ ul-
tima per mezzo dell’ equazione

a4 Pa*¥ ' L Qa2 ..., 4 U=0o0,
e ’equazion resultante sara quella, che dara z'.
Facendo ¢ -|-d=2z", e f=13z"", ec., & facil ve-
dere che si dee trovare per z”’, 2", ec. la mede-
sima_equazion che per z', e che in conseguenza
£,z , 2 ,ec. son le radici dell’ equazione in z’,
la quale salira al grado n, poiche vi sono n cop-

pie di radici, che sodisfanno alla condizione data .

Allorche conosceremo z’, avremo il secondo
termine del fattore di secondo grado, formato
con le radici @, e & della proposta, e ch’&

x*—(a--b)x 4 ab, ovvero 2’— 2z x + ab;
pol, per ottenere a &, ch’io rappresentero per ¢,
divideremo ’equazion proposta per a’—z'x-}-q,
e quando saremo arrivati ad un resto, eguaglie-
remo separatamente a zero la parte di questo
resto , che moltiplica x, e quella che n’¢ indi-
pendente ; otterremo cosi due equazioni, che non
contenendo se non la sola incognita ¢, debbono
necessariamente avere un divisor comune, dal
quale ricaveremo il valore di quest’ incognita.

Se 1l metodo particolare; che si fosse giudi-
cato a proposito d’impiegare per I’eliminazione,
facendo salire 1’equazion finale pin alto che il
grado n» , avesse introdotto un fattore inutile,
(Elem. 196.), la vera equazione sarebbe allora
il divisor comune dell’ equazione, di cui abbiam
parlato, e dell’ equazione, che si otterrebbe for-
mando a priori quella, da cui dipendono le som-

me a-1-4, a-}-c, ec. di due qualunque delle ra-
dici della proposta, tra le quali s troveranno

2. -
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necessariamente commprese le somme delle coppie
ae b,ced, ec.

4. Estenderem facilmente cio, che abbiam
detto pel caso delle radici dell” equazione combi-
nate per coppie, a quella ov’ esce fossero combi-
nate tre a tre in un ordine particolare . Se I’ equa-
zinne proposta fusse del grado 3n, e s’ avesse | per
esempin, una relazione qualunque tra le tre ra-
dici a, b, e ¢, la qual sussistesce pure tra d, e,
e f, e cost di seguito, farebbesi a-b-4-c=z, e
ponendo per ¢ il guo valore z—a—1?b nell’ equa-
zione, ch’esprime la relazione data, ¢ elimine-
rebbero in seguito @, e b per mezzo dell’ equa-
Z1001

e’ PaT Q" ...+ U =0,

b= POT QT L. L U=0,
resultantt dalla so-tituzione dia, e &in lnogo di x
nella proposta: I equazione finale in z conterrebbe
tuttit valoridelle somme @ - b+ ¢, d-}e-- 1, ec.,
il cut numero e n. Gonsideraado 1o seguito 1l
fattore x’—(a-=b--c) 24 (ab-] ac-{-bc) x—abc,
formato dalle tre radici @,b,c, ¢ punendo z in
huogo dv @ 4-b ¢, ¢ in luogo di ab4-act-be,
erperabce, verra

.1‘3-_-—2."?92_!*_(]1‘__;'; _

qarsto fattore dovrebbe dividere esattamente la
proposta sc g, e r tossero coguiti, Eguagliando
dunque a zero 1l resto, che lascia allorche & im-
prega pello stato attnale | e che contiene tre parti,
di cul la prima e affetta da =7, la seconda da =,
la terza e senza x, si avrebbero tra le due inco-
gnite g, e r tre equazioni, e per mezzo dell’ eli-
minazioue s arriverebbe a duye equazioni finali
tra la medesima incogwita 7: il divisor comune tra
queste due equazioni darebbe r,
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Vi sarebbero molte es-ervazioni importanti
da fare sopra questa parte della Teoria dell’eqna-
Zlomi; ma non posso qui trattenermi, OGsserverd
solamente che I"abbassumento ha luogo, in gene-
rale, allorche ¢ ottengono tra le tncognite d” vn
Problema possibile pio equazioni, eh” esso non
contenga d’incognite; coa, alla quale spesso i
giange , considerando 1l Problema propo-to sotto
pru aspetti: o1 trovano allora tra usa mederuna
incognita due equaziom huali, che dovendo ac-
cordarsi tra loro, haono un divivore comune, da
cuiricavasi la soluzion la pia semphiee, della quale
il Problema proposto sia suscettibile .

48. Qualunque equazione, la quale pud de-
comporsiin due fattor1, s" abbassa necescariamente
con questo mezzo: ¢ dunque utile saper conosce-
re quando questa decomposizione posta eseguirsi.
Il metodo indicato nel n.° 210. degli Liementi, e
digia richiamato pia alto, serve per ottenere 'equa-
zion finale , da cui dee dipendere la decomposi-
zton d” un’altra in due fattori di gradi dati. Ma
1o ritorno sopra queste ricerche mediante un me-
todo piu semplice, fondato sulle cousideiazioni
del n.° 182, degli Element:.

Sieno «,€, % le tre radici dell’ equazioue

2’ —4-Pa*-Qxr+R=—o0:
dessa sard necessariamente il prodotto dei fattori
X—a,2—EC,x— 7 . 8e la decomponghiamo in
due fattori " Ax DB, e x-A’, ¢ evidente
che il primo dee comprendere due qualunque dei
fattori riportati qui sopra, e che x4~ A & iden-
tico con quello, che resta . Ma si possono combiua-
re i fattori x—a, x—§, x—7 due a due in tre
maniere diverse: cosl I’ equazione proposta potrd
sabire tre decompusizioni differenti , e siccome
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niente indica quella, che si cerca in particolare,
esse debbon trovarsi comprese tutte nel resultato,

che &’ otterra . . -
Se si moltiplicano 1" uno per I’altro i fattor

x*+Ax--B, e x--A", e s paragoni 1l pro-
dotto alla proposta, troveremo, per determinare
i coefficienti A, B, e A’, I’ equazioni

ALA'=P, B+AA =Q,e A'B=R,
Qualunque sieno tra le incognite A, A’, e B le
due, che & eliminano, arriveremo ad un’equa-
zione finale di terzo grado.

Quest’ ultima puo ancora ottenersi a priori;
poiche , se ¢ A, che st cerca, il Problema ridu-
cesi a trovare una delle radict della proposta,
perche x—[—A':::o di z— — A'; dobbiamo dun-
que incontrare per equaziou finale quella, che
« otterrebbe cangiando x in A" uella proposta.
Se A e quella, che cercasi ., questo coefficiente, di-
pendendo dalla somma di due gnalunque delle ra-
dici della proposta, ha necessariamente tre valo-
ri, i quali sono — (&~ 8),—(a—y),— €+7),
e in conseguenza & eguale a—z nell’ equazione
del num.” 7. Per arrivare all’equazione in B, fa
di mestieri osservare che B & il prodotto di due
qualunque delle radici della proposta, e che cosl1
B La tre valori, cioe, ¢, ay , €y; moltiplicando
dunque tra loro i tre fattori B—a€, B—ay,
B—Cy , ed eliminando le lettere o quantita &, &, %,
avremo |’ equazion dimandata . In qualunque ma-
niera si operi, non § ottiene in questo caso che
un’ eqquazione di terzo grado , tanto difficile a risol-
versi quanto e la proposta.

49. Sia adesso I’ equazione del quarto arado

2*+Px?+Qx*+-Rx+4S=o,

che ha per radicie, €,y ,ed; decowporla in due
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fattori 2" +Ax+B, e x LA r+B riducesi a
combinare due qualunque dei quattro fattor: x—aza

x—=E , x—y , x—0, il che puo farsi io sei dllte-
renti mamere Cosi , cercando di determinare per
mezzo del parafrone del prodol:to dei fattori

x —II_A'”—‘— , €6 & +A1+B con la propo-
sta 1 coefficienti A, B, A, B s1 trova, dopo

P’ eliminazione di tre qualunque di questi “coetii-
cienti, che I’ equazion finale, dalla quale dipende

1] quarto ¢ del sesto grado
Difatto , il prodetto
i +(A—{—A') x} (B4 AA - B)a®
»{—(A’B—{—AB’)x—{— BB,
paragonato termine a termine con
xt+PaP 4 Qa*4-Rax-|-8,
somministra 1° equazioni
A + A' =P,
Bl-AA 4 B = Q.
A'B4A B =R,
BB =S.
Ricavansi dalla seconda, e dalla terza

A(Q—AA)Y—R

Br== A — A ’
g R—A(Q—4A)
T A— A

Ma la prima dando A'’=P-— A, avremo
L\ A[Q—A(P—A)—R

2 A—P -
g R—(P—A)[Q—A(P—A)]
2A—P ’

3
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e sostituendo questi valori nella quarta, si otter-
ra , dopo fatte le riduzion,

A—3PA’ (B3P fo0) A*—P (P*4-4Q) A’ ]
AP QPR Q*—4)A _P(PR+-Q*—48)A / (R)
4+ PQR—P*S—R*=o0. ’
Quest” equazione potreblbe dedursiimmediatamente

dalla formazione dei coefficienti A, A", B, I’
per mezzo delle radici della pmpnsta :

A, per esempin, essendo la somma di due
qualuoque delle radici @, €, %, d, ha 1 sei va-
lori ceguenti;

—(a+€), —(a-t9p), (a8,
—(E-4+9), —~(6€+4+4), —(y+4d).
B n” ha parimente sei, i quali sono
«€, oy, ad,
€y, €&, ~d;
e I'equazioni, le quali debhon dare A, e B, si
formeranno nel modo, ch’ ¢ stato avvertito nel

vam. 7. L faell vedere che I’ equazioni in A,
e B’ sarebhero simili all’ equazioni iu A, e B.

Del rimanente, quando A je D) sono (‘Ognltl
abbiamo

A’ =l —A =
L ’l

P

t:é[m

E da osservarsi che la supposizione di P—=o
fa sparir tutti 1 termini affetti dalle potenze rm-
pari di A well’ equazione (R), la quale per que-
sta ragcione divien risolobile collo stesso metodo
di quelle del terzo grado. 1 principianti vedran

senza dubbio con piacere la causa di tal sempli-
cizzazione .
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1 9% c:]uazione proposta ridacendost allora a

xt Q'+ Rx+4S=o,
esppure essendo senza secondo termine, bisoana
che la somma delle sue radici , tanto positive che
negative, sia pulla, e vale a dire, che la soinima
dell’ une sia egnale a quella dell altre, fatta astra-

zione dal segno: avrem dunque
& + 3 '_i" 4 "Jl— J==o0 >
dalla quale st fa manifesto che
&+€$“(7 'J'[“'J)s
a"%"‘g::"_(c"{_'ﬂ/)a
e per conseguenza , 1N quest’ ipotesi, tre dei va-
lori di A son respettivamente eguali agli altri
tre presi con un segno contrario. Bisogna dunque
ele I’ equazione 1n A sia della forma
A°4-bA* 4-d A f=o Llemn. 208.).

50. Senza supporre P=o0 nell’ equazione (R),
serve farne sparire il secondo termine; tatti quelll
di grado impar SPAriranno nel medesimo tempo;
il che la rendera sempre risolubile col metodo
del terzo gradn.

Infatci, il coefficiente del secondo termine
di quest’ equazione essendo la somma der valori
di A presi cou un segno contrario , sara, dietro
a cid che precede, eguale a

(3&+3C+37+38}, oppure a— 3P,

e per fare sparire 1l secondo termine, faremo
A g X L S
— A ——I—-—;( Jlem. 2C0. ),

dalla quale ricavasi
'[.l
= A ——

‘I‘
-

/7
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ponendo per P il suo valore, e sostituendo sacces-
sivamente ciascuno di quelh che debb’aver A, sl
troveranno 1 resultatt aeguentl

H€)] “+C+7+J 7+8“““€(1)

(@ .

Ay o 4§ G"S 2
y)_Jl__—‘——}y i2 7(2)

| !
(e gy 2T Lty E4y—u 8(3)

2

w+6+7+6 abS—C—y 5

2

(€4%)
(€ L. +C+7’“l“ a"+7“"”¢"’"8

\

——

464 d €y —9
m«sm‘” i” LE. T

tra i quali quelli, che son seguiti dalle medesime
cifre, non ditferiscono che per il segno. | sei va-
lori di A saran dunque eguali due a due, e di
segni contrarj; ed in conseguenza I’ equazinrm in A”
non conterra alcuna pot:enza. impari d1 (Juest’ 1m-
cognita , |

1’ equazion, che darebbe B, sarebbe in tutte
le ipotesi, di sesto grado, e completa,

Da cio, che precede,«i fa mamfesto che I’e-.
quazione di 4.° grado puo sempre abbassarsi a una
di secondo per mezzo della risoluzione d”una di
terzo. I coefficienti dei fattori z*--Ax|B,
e J'Z—J‘—A’x 1B essendo determinati, la risolg-
zione di questi fattori, considerati come equazioni
di secondo grado, dara le radici della proposta:
€cco dum{ue un metodo proprio a risolver I’ equa-
zioni del quarto grado; e questo & quello, che



P  ALGEBRA: 105

difatto Descartes ha dato; ma desso e particolare
a questo grado. 1l suo successo dipende dalle cir-
costanze , che abbiam fatto conoscere dietro La-
grange, le quali non hanno luogo ehe nel quarto
grado. Le considerazioni indicate nel n.” 164 de-
gll Elementi, combinate con quelle del n° 7., e
colle pre(:edcnt]J fanno vedere ch’esso non puo
applicarsi ai gradi pia alti.

51 Cid , che precede , conduce ancora alla pos-
sibilita di dt,compor qualunque equazionedi quarto
grado, i cul coefficienti souno reali, in due fat-
tori reali di secondo, ma con un metodo, il quale
presenta alcune circostanze notabili. Suppongo,
per semplicizzare 1 calcoli, che siasi fatto sparire
il secondo termine di quest equazione: I’ equa-
zione (R) divenendo

A L2 QA - (Q*—48)4* —R*=0(R),
il suo ultimo termine sari essenzialmente negati-
vo: essa avra dunque due radici reali, una posi-
tiva, e I’altra negativa (Elem n“214 ). I’ espres-
sione di B, trovata ' nel num. preredente ridotta a

2
o A ’
dard necessariamente un valor reale per B, e
I’ equazioni

B—=

A'=—=P—A,oppure A'==— A, ¢ B’:%
ne daran pur de’reali per A", e B" e cosii fat-
tori suppostl caranno real:.

Evvi nulladimeno un caso particolare dove
i detti fattori non si potrebbero determinare per
mezzo delle formule sopraccitate. Questo caso
corrisponde a quello di B =o0; abbiamo allora
A=o0,e B=7Z;

‘*”
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espressione indeterminata, (Elem. 69.). L’ espres-
sion generale di B trovast difettosa 1n questo caso
perché ad un medesimo valoredi A ne corrispon-

dono dne di B (Elem. 191.). Difatto, «e si ripren-
dono le quattro equazioni primitive tra le inco-
gnite A, A", B, ¢ B, queste si riducono a

/ s ’
A'l=o,B+B =0. Bl =85,
a motivo di A—o0. di P—=o0, ¢ di R=0: di
maniera che B, e B" son le radici dell’ equazione

di secondo grado
B*—QB-+S=o0;
ed 1 fattori sono per consesuenza
*+B, 2*-+B,
0 sivvero
210V, £ Vi S,

che si dedurrebbero parimente dalla proposta, Ia

quale diviene
x* L Qx*+-S=o.

Questi fattori saranno immaginari se,S essen-
. e .23 . ’

do positiva , sorpassa =7 ; ma ess1 condocono ad
altri fattori reali. Facendo per abbreviare

‘E’Q:‘"a: % Qz___g:_____bz’

4

e risolvendo in seguito I’ equazioni
x“—]—a—’r—b\/:; —0, .r’-}—a--b\/._..] =0,
avremo i quattro fattori di primo grado
V_ V1) 2LV —
xV—a—b V 1)’\,x+ otb V—r})
z—V—a b\/:—lu-‘,.r 4 a}b\/:;‘,

il cut prodotte forma 1’ equazion proposta . Se ades-
s0 si moltiplican tra di loro quei della prima li-
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nea, indi quelli della seconda, avremo due nuovi
fattori di secondo grado

2 Y —ae b VAV 0 v:ﬂ x|
7 o T {_\/———-aub \/_ﬁ_—]—\/-——a—}—b \/-——-1 ( Z L
+Valy |
1 quali, dietro al n.° 2¢c., riduconsi a
"—J—:x v __ 2 a2 Va ——-b -l V a? -0
*—zV—2a-to x/a-+b2_1.x/a-+ b7

€ sono in conseguenza realt.

Da cio s1 fa manifesto che 1 fattori di secon-
do grado trovati in primo luogo non erano im-
maginarj che per I’ effetto d’ vna combinazione
particolare dei fattort di primo.

Dell’ eliminazione det radicali : della marie-
ra di formar I’ equazione allorché si ha Z’esPres-
sione della sua radice.

Ho. Oltre ar mezzi analoghi a quelli, di cut
ci siamo serviti nel n.° 180, degli Elem, per fare
sparire 1 radicali, o’ esiste unaltro , il quale ¢ ben
di conoscere , e clhie copsiste 1n tormar nello stesso

te mpo tutte le radici dell’ equazione , da cui dee

dipendere la quantita proposta.
Per prendere in primo luogo I’ esempio il pia
semplice, sla r=V A: &'evidente che , poiche un

radicale quadrato puu essere affetto mdlﬂﬂrente-
mente dal segno—, o dal segno—, dobbiam

risguardare 1‘:-—-\/A come la secouda radice
dell’ equazione, dalla quale dipeude la prima.

-~y o
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Moltiplicando i due fattori .:r:-—-VA w4—\/ A,
Puano per I’altro, ed eguagliando 11 prudotto a
gero, troveremo

2 A =—0
per I’ equazione razionale, alla quale appartiene
z=V A,

Se s’avesse x =V A si porrebbero succes-
givamente in quest equa.zmne le tre radici cubi-
che della quantita A (Elem: 159.), e facendo, per

abbreviare,

otterrebbesi
3 3 B
x—_-‘\/A, x:a\/A, xr=—CV A
11 che darebbe 1 fattor:
x-—\/z, x-—-a\/x, x—CV A,

il prodotto dei quali sarebbe

X e \/;1_21:2——- avfex—acAz

. Z— e
—aVA 4. eV A*
3 3
——C\/XS -—-af.C\/PS g
Ma , poiche 1, a, e € son le tre radici dell’ equa-
zione y’ — 1 =—=0, la quale manca di secondo, e
di terzo termine, ne segue che
1-tot+6=0, a-f&tab=o0, 1XaXE=abf=1,
ed in conseguenza 1l prodotto qui sopra riducesl a

x’—A=o,

== 0.

come doveva aspettarai X
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H%. Passo adesso all’ espressione

Per ottenere tutte le radiei dell’equazione, dalla

: S 3
quale dee dipendere la quantita vV A 1V B, bi-
sogna combinare in tutte le maniere possibili le
diverse espressioni, di cui son suoscettibili le radici
cubiclie di A, e dit B. Formeremo cosl nove va-
lor1 di x, dai quali ricaveremo 1 seguenti fattor:

o - \/ A \/ ]?: x-—-a\/K—— \/fS_.r.-——- \/A—-—a\/B

eV R A-———CVB x-—-—C\/ A— \/L . v A—-—C\/ B,

se st moltiplicano tra di loro quest: fattor:, giun-
ceremo a un prodotto, il quale non conterra che
delle funzion: simmetncke delle quantita z, e €.
Queste funzioni s’ otterranno cercando >, per mezzo
delle formule del n.° 15., le somme ]—J—a 6%,
1 +a —{—CS delle potenze delle radici dell equa-
zione y’—1=—0; ma questo calcolo puo effet-
tuarsi in uvona mamera pitt semplice, facendo a
ciascuna moltiplicazione parziale le riduzioni, che
si presentano in virtu dell’ equazioni 1--a-1-€=
2—+-€—--af=0,aC=1, riportate qui sopra,
e osservando cheg*—=¢€, e §*=—=u: I’ 0perazmne essern-
do terminata, non restera alcun termine irrazionale,
54. E fa,cd vedere che 1l metodo indicato
qui sopra non e altra cosa che Y eliminazione
effel:tnata. con un mczzo analogo a quello del
n.° 9. Infatti, ponendo I’ equazioni a due terminl
t}'—A=c,u 3. B —0,d’ onde resulta xr—t—u=—"0,
8e £l sostltmscono in quest’ ultima , 1n luogo d1 u,
e di ¢, tutti i valori, che possono aver queste 1u-
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cognite, @ s1 moltiplichin tra di loro i resultati,
dessi saranno delle funziont simmetriche delle
radici dell” equazioni ¢’ —A—0, u'—B—o, e po-
tranno e8primersi per conseguenza il una manlera
razionale . '

Principiando da eliminar ¢, il che si fara

mo]tiplicandn tra lero le tre quantitd,

3 L 3 3
x——u—u\/z, r—u—aV A , T—u—~CV A .
le quali resultano dalla enstituzione delle tre ra-
dici dell’equazione t3—A=—o, in x—(—u—0 , Ot-
terremo ‘

{(x—u)’— \}X /{J:—wu)"----}—- 54\3/;\_: (X—uj—26A=0;
-—-——:.z"/'i A -+ € '\?Az
—EV A ) -2 \j/KT-
resultato, il quale si ridurra a
(*—u)’—A=o0,

Ponendo successivamente, in laogo di 2, i swoi

tre valori
3 3

\/E, cz.‘\/B_, cVB

verra

3 3 3
(x—VB)'—A, (2—aVB)—A, (z—&VE)—A;
sviluppando queste quantita, e facendo il lorg
prodotto, coll’ avvertenza di ridur sem pre le fun-
zionr di @, e di € secondo le relazioni stabilite
nel n.° precedente , ricaderemo ancora sul mede-
slmo resultato.

o mon riporto qguoi il calcolo, che sarebhe
a:sat lango, e non ho un poco 1nsistito sul metondo
€c non percheé desso hLa il vantagoio di far vedere



DDALGEBRA. 111

e priori a qual grado dee salir I’ erquazion ra-
zionale, di cul abbiam la radice.

O:servero che I’ esempio di sopra pud ancora
esser trattato in un modo molto pia semplice, co-
me abbiaw fatto nel n.® 20; poiché, se s alzano

3 3
al cubo i due mem bri dell” equazione x:\/A—_{J/B 3
averemo
3 3

2’ =A -3V A"B 1.3V AR B,
trasportando nel primo membro i termini A,eB,
ofterremo

3 3
z --A——Bﬁa\/Azlj_,_:;\/ABl;

ma

VA - \/ABzx\/AB(/A_}_ VB)=aV AB;

d unque

3
x} —A—B=23x ‘/;_(Et
cabando i due membri di quest’ ejuaziole , avremo
(x'—A—B) =27 A B x’;
resultato _mzion-a{e facile a svilupparsi .

53. 51 puo, col mezzo di quel che precede,
trovare il fattore, per eni una funzioneirrazionale
proposta esseado moltiplicata , ne resulti un pro-
dotto libero dei radicalj. Infatti, se si formano
tutte le radici dell’ equazione , dalla quale dipende
I espressione irrazionale proposta, 1l loro prodot-
to, facendo astrazione dal segno , essendo eguale
all” ultimo termine di quest’ equazione , sard razio-
nale , ed 1n conseguenza il prodotto di tutte quel-
le, che son dipendenti dalla proposta , dara il
fattor dimandato .

3 3
Avendo, per esempio, r="V ..q;-ﬁ\/B, se
81 fa il prodotto degli aleri otto valori di x, que-
sto prodotto sard tale clb’essendo moltiplicato
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3 q
per VA —{—\/B, ne resultera una quantita rae-
zionale esnale all’ ultimo termine dell’ equazione
finale in x, preso con un segno contrario,

56. Euler avendo osservato che nell” equazioni
di secondo, e diterzo grado ,senza secondo termi-

3 3
ne, le radici son della forma x=—VA. ar-:::\/A-]—\/B,
congettaro che quelle dell’ equazioni di quarto,

e di quinto grado potrebbero essere rappresen-
tate da

Y e B, . B, 8. 0 Ep
x:VA+VB+VC. , x.—.—__—\/A—f—\/B—{._\/G.TL\/D .
e che in generale la radice dell’ equazione del
grado n sarebbe della forma

»n 4 b4 n M
2=VA}LVBIVCIVDIVEf.......,
il numero dei radicali essendo n— 1.

Dopo aver posto ~osi in evidenza per eciaxzcun
grado 1 radicali di questo grado, penso che le
quantita A, B, G, I), ec. non potevano conte-

nere che dei radicali d” un grado inferiore, e non

dipenderebber percio che da equazioni d” un grado
inferiore a quello della proposta: ma un’osserva-
zione piu attenta sulla forma delle radici dell’ equa-
zioni di terzo, e di quarto grado, e la difficolta,
che provo a formar [’ equazione del quinto, con-
forme la radice, ch’ei suppoopeva, lo determina-
rono a modificare la forma di questa radice. Esso
prese la legge seauente
2.° srado .IﬂA\/u

fod
o

3 3
2.° —A u-»-li—B\f/u,2

w

‘& 4 )
x=AVu BV E OV

...pa.

gy

J x:A\/z;—{ﬂ-B \/ZZ—J!—JC ‘/ung 'T‘D \/1;4.
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ed in generale

n - »n R, n__ H —_— Y
=AYy BV W OVl LDV LMV
le quantita A, B, C, D... , M, e v essendo in-
determinate .

Le formule qui sopra contengono implicita-
mente tutte le radici dell’ equazione , dalla quale
esse dipendono.Quanto al terzo grado, per esem-
pio, la radice cubica di u avendo tre espressioni ,
Cloe 5

Vi, oVu, eVa.

il sno quadrato n’avrd parimente tre, le quali
saranno . , \

Vui, Vu© , &7 V?,
¢ si formeranno le tre radici consbinando ciascuno
d1 questi valori col suo corrispondente , nel modo
che segue,

3 3 3 3 3 3
2= AV i BV uF 2= AnV i Ba* Vit p= AV 4 BV R
Non v’e cosa pia facile adesso (7., e15.) che &
formar I equazione , dalla quale derivanu le ra-
dicl qui sopra, e troveremo
2 3 ABux— Adu — By —o.
Paragonando questa resultaute con
x’ tp x--g==0.
S1 ottiene
p:-—-—-BABu N ::——--A%-——B‘uz.
Siccome Vi souo in queste due equazioni tre
indeterminate, A, B, e =, ne posstamo determi-
nare una a piacere. Euler ha fatto A=, il

che da D =— f%ﬂ . Sostituendo nell’ espressione di
7]

2 3

han &
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g, s vttienc 3

r

= e U
q 27"

& per conseguenm ‘ ,

P

2 o
ujﬁ‘(lu‘"‘"gqs
{

dalla quale

2

i . ' 3 ¢ ¥
uz=—1q=tVip 19
Da g—=—A u—D"u’ ricavasi

(ol
F=

1

dungue finalmente

3
a y .
AVa=Y_tqe=Vipid,

3 3
BV gV

e

(neste espression danno per x 1l valore no-

tato nel v.” 16.
[nvece di formar I equazione
2} 3 AB uzx — Adu— B u=o

a priori, come ho indicato di sopra, Luler, che
conosceva bastantemente il resultato, al (quale
doveva arrivare , si serve d um metodo , clie puo
csser comodo in molte occasionl, per riconoscere
ce un’ espressione proposta ¢ la radice d”una data
equazione. Egli sostituisce nell” equazione x’-px
J-g=0 in luogo di x, ¢ di x3 1 valori

|
3 3 3 3
A \/-l;, —-l—*' B\/ w® 5 (_&)\/u Jf B\/a"" )35
il che da :
3 s
Atu-l3ADu Vi 3ABR Vi Bu |
3 3 = O«
- opaver Vi
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Perche il valore di A \/u+B \/u convenga

a tutti 1 cast dell’ equazione &3,_\,[,3;“_,7__ , € ne-

cessario che lequazume Ui sopra "possa aver
3

e
lnoso quando ancora \/u e Vu® fossero quantitd

rrazionali . Segue da cio che 1 termini mzmnalz
debbono sepdratamente distruggersi, nello stess
modo che gli irrazionali: dobbiam dumlue avere
ceparatamcnte

1"1311,h-|"—-~]_))3 -—] g—c., 5 ZA° B.L+- ])A-—O SADB? u-J FL:C'
le due ultime equ'lzmm altro non sono che uALu—T-
p==o0 moltiplicata 1 primo luogo per A, ed in
seguito per B. Questo metodo conduce come 51
vede al medesimo reanltato del precedentt’

57 To non seguivo punto Fuler uvelle parti-
colarity dell’ app[:camnn del ¢no metodo al quartn
ﬂfrado, mi hmlteru a dar I’ espressione delle ra-
diet 1n tal caso, » Fer qup.,tn faro osservare
che le radici dell euju imunt*} — [ == 0O SON0

ye=1, ym=—1, J==--V—I, ":-—‘/-——1'

moltiplicando per questi valori Ia qllﬂﬂ"lhi ‘v u,
avremo le quattro espressdoni, di cui essa & cu-
scettibile; dipoi formando il lor quadrate, ed il
IOI'O C!lb() troverema le diverse CL‘})IC“IOIH di

\/u?"j e di \/u : & combinando i insieme 1 resultati

mmnmmtrdtt div un medesimo valor di 3, avremo
Js

x== A \/u—l-—L\/ TGN ‘u
Ax/: I;Vu eV

v= AVTT . VaeBVa' GV Vi

r—=—A V7 . \/u,—-b\ TR § V1. VieE
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Fssendo ottenuta 1" equazione, di cui ho formate
le radici, si paragoueri a x*+-px’——qr--r=0;
e siccome non avremo ancora che tre equazioni,
potremo prendere arbitrariamente una delle quat-
tro indeterminate A ,B. C, u. Euler fa qui b=1,
ed arriva, per questo mezzo, a ull’ equazione di
terzo grado in u; me , s egliavesse fatto u=1, ed
avesce voluto determinar B, egli sarebbe caduto
sopra un’ equazione di sedicestmo; e sopt’ una di
ventiquattresimo grade, se avesse cercato A, 0G.

58. Euler passa in seguito alla formazione
dell’ equazione di quinto grado. I calcoli, ch’ esso
¢ ohbligato d’efiettuare in questa ricerca , son
troppo proli si per tisvarli qui collocati; tuttavia
il suo metods ¢ troppo elegante per non darne
un’ idea.,

Indicando per z, &, 7, ¢ § le quattro radiei
dell’ cquazione 3° —1==0, diverse dall’unita, le

cinque espressiont di V u saranno
1 3 y 5 5
Vu, aVu, EVu, 7\/u, §Vu;
e, formando le loro potenze, troveremo che le

radici dell’ equ&zinne di quinto grado SONO

5
b 5

r== A Va=l=- B VaF- G \/u3+ D Vg+

5 . B | B e
sza\/u.__Bcf\/uz-—_‘l—-Ca’ \/u3 {«Da""\/u‘—"_
s 5

2= AEVa LBV HCe Ve LD VF
Ay Vad B, Vel Q3 Vil LDy Vs
2=AS Vi LBEVE L CH Vi LD Vs,

Sarebbe lunghissimo il formar per mezzo
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della moltiplicazione I’ equazion resultante da que-
ste cinque radici; ma avremo (8) questi valori
P—=-—S

Ps _Lg
o PSS!

2
R__ PSI +QS=+S%
3 3

€cC.

Se dunque si fa successivaments la somma dei
cinque valori di a, quella delle loro seconde,
terze, quarte, e quinte potenze, ne dedurremo
1 coefficienti P, Q, R,S, e T dell’ equazione
x‘+Px4-—]~Qx3~i’-R.r2r}~Sx—;-'T:-_0,
la quale contiene (questi valori.
Prendendo primieramente la somma delle
prime potenze, si ha

S, =A(14a 6 4y +0)Va,
+B(14a" -6 kgt 87 Vi,
FCGAa Oy - P) Vs,
D1kt € Ly 5 Vi,

espressione, la quale riducest a zero (15); il che
fa vedere che I’ equazione cercata non debh’ avere
secondo termine.

Troverebbesi parimente che S, 8., ec. con-
tengon le somme delle pol:enzeode}le radict 1,
2,8, 7v,ed, determinate nel n.° 15.

59. Per trovare , dietro al metqdo accennato
nel n.°54., I’ equazione, la cui radice e

”

R P Sl
A

x:A\,’/z:—{~B\/;;—{—C\/;?+Q\/I:Z * oo -“T['“M:v’“ P
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Y.
faremo Yu =y, ed avremo da elitsivar ytra le
due equaziotl
FH
)y —u—0,
| v 3 H~1

I‘Zf y”:*By‘”T:“(l}f)ri”I‘)j’4 I o"{""“]]f -
I.” equazione finale non salird che al grado n, e
non avra secondo termine; paragonandola termi-
pe a termine colla formula geuerale

: —3 = 3 i .
.I'”--i*— I} :L'" *“'1"“ (\' vr-.” ’ » 5 o 0o @ '_%"L == 0 b

¢ otterra un nomero n — 1 d’ equazioni; € S1CCO-
me eutrerannovi n indeterminate A, B, G, ec,
u , potremo prendere un valore a placunento per
una di queste iudetermivate. Se st fa, per esem-
pio u=—1, si cade sopra le due equazionl ausi-
liarie

n

y —1=0,

x=Ay4-By*+Cy*+-Dy*. ... .My
impiezate da Bezout nel metodo, ch’ esso ha pro-

posto per risolvere I’equazioni, e che riduces
com’¢ chiaro, a quel d" Luler.

6o. Affin di forimare, per I'uno, o per laltro
der metodi esposti qui sopra, I"equazione, di cut
gi ha la radice, altra difficoltdh non s’incontra che
la lunghezza dei caleoli; ma, allorche si cerca
di determinare le quantita A, B, G....,u per
mezzo del parasone del resultato coll’equazion
generale del orado n, si cade in un’ equazion fina-
fe , oppure in una ridotte, di cui il grado sor-
passa molto quel della prima .

Bisogner& esaminare se quest’ equazione finale
contiens delle radici inutili al Problema, oppure
se dessa sia suscettibile d’ abbassawmento . Lagran-
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ge, e andermonde, per dei mezzi assai diffe-
reoti, &1 son occupati di questa ricerca , ed hanano
trovato che non si poteva abbassare che al sesto
grado la ridotta del quiato.

IX un Problema non ancor risoluto quel di
saperc se sia possibile, o no desprimere la radi-
ce d’ un’equazione per mezzo d’ una funzione com-
posta d’un numero limitato d’ espressiont radicalt
d’un erado inferiore a quello della proposta .
Se I affermativa fosse provata, resulterebbe dalle
riflessioni , che Condorcet ha fatle su questa ma-
teria nel Tomo V. delle Memoriedi Turino , che non
stamo arrestati nella risoluzion cenerale dell’eqna-
ziont se- non che dalla lunghezza dei calcali da
effettuarsi. Difatto, se la radice dell’ equazione
del grado n avesse la forma

n — b/ - n s
y
x:\/;&. +v .[)"JI""VC-Q LY
rebl d ‘he I’ azione', | le d

prfrebbe succedere che equazione,, la quale dee
dare A, s"elevasse al di sopra del erado n, perche
il valore di (questa quantiti sarebbe compreso in
quello d”ana _funzione suscettibile di piwdin for-
me diverse | per le differenti combinazioni dei ra-
dicali d” un erado inferiore a n, che vi ¢ troverebh-
bero coutenati. Se, in questo caso, A potess es-

* 5 ™ = *
sere, per esempio, della forma

7 !

Ky F 4

VA LVE ...,

e che A’ fosse una quantita seuza radicali, oppur
non ne contenesse al pia che di secondo grado,
P’ equazione in A" sarcbbe necessariamente rida-
cibile al primo, o al secondo grado; e un tale
abbassamento sarel-be ‘acile a riconoscersi. se A’
non avesse «uesta forma, ma che v eptrassers
ancora dei radicali d’un gralo 2", ponendoli in
evidenza, e ragionando deliz siessa manicra, s
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proverebbe la possibilita di arrivare ad un’ equa-
zione di primo, o di secondo grado per rapporto
a una delle quantita contenute sotto questi altimi
radicali. £ facile spingere queste considerazioni
tanto avaati quanto vorrassi, ed assicorarsi col
loro mezzo che,sel’ espressione della radice d’ar’
equazion qualunque e composta d’ un numero li-
mitato di radicali, tanto sommati insieme, che
posti gli uni sopra gli altr, bisognerd necessaria-
mente che facendoli sparire gli uni dopo degh
altri, e con an metodo, il quale non introduca
fattori inutili s”arrivi, per rappporto alla quan-
tita razionale, che trovasi posta sotto l'ultimo ra-
dicale, ad un’ equazione di primo grado.

Dalla feconditi stessa dell’ Algebra dipende
che aumentasi la difficoltah delle sue ricerche,
1’ equazione finale, o sivvero ia ridotta, che ot-
tiensi contienc tutti i valori, di cui le quantitd
A.B, G, ec. son suscettibili; I’ espressione d’ una
qualunque del'e radicl dell’ equazion proposta per
mezzo di combinazioni convenevoli dei diversi va-
lori delle lettere A, B, G, ec., divien guccessiva-
mente quella di tutte I"altre radici; e finalmente
si risolvono spesso ad un tempo piu equazioni
differenti dalla proposta, nello stesso modo che
abbiam veduto per I’equazioni di terzo grado nel
n.° 16.

6,. I visibile cheallorquando si prende un’espres-
sione radicale , che non contenga tante indetermi-
nate quanti sono 1 coefficienti dell’ equazion ge-
nerale del crado, al quale essa riportasi, I'eli-
minazione dei radicali non conduce che ad un’equa-
zione particolare: vado a darne un esempio.

Se s1 suppone solawmente
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le potenze di quest’espressioni potranno esser po-
ste sotto la forma

VA-LVE =VA-LVD

(VA VB =VA* VB oVAT

(-\’71“__;“-{’/1‘2) VA +\7 "B3+3\7 KB(\”/ I+\7 B)

(VE LV 5=V A% VLV AB(V A V)6V EE

(VE4-VBy ="A7 1V sV AB(VA LVE)
J-10VAB* (VA LV E};

¢ se da quest’ equazioni ricavahsi successivamente

1 valori di \/F_{—\/B"", v AS.-}\M/.I-}-"3 , €C, per mez-

zo delle potenze di (\7 A_—}-\”/ﬁ), e di(/AB,con—

segniremo , ponendo xin luogo di V"A_—-l—\/_ﬁ-, eb
in lnogo di AB,

\/K-—{—\/E::x
'\/K-E—{*— Vﬁzmxz—z \/g
VA | VBi=z3—32V5

VALY B —at— 4V i L oVE

VA LVB —z 5-—-5:83;/3-——-5.2"\/35:
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Un’ mr]uzmne simile a quella che abbiamo indi-
cata nel n° 44., fara vedere che

" v % 3 m-— S
\/A’H*Jl—\/B"" "V b _{,#m(m : 4‘/{’"

1 1 .2
. — N
m(m +)(m3 '))rmmé\/w%—ec.
1 .2 .

Ponendo adesso m=—=n, ¢ A-+B=—=a, avremo a
* — L
motivo di \/A"--i#\_/B":: A-I-B, quest’ equazione
no_ " nln—3) ,_ /-7 nln—4)n—>H) ,_ o
g M) iy e D) 7

1 1.2 1.2 .3

P

i n: n__._-f})(n-—-—C;)(n -) ?z—gvb4.+ec za

: 1 L] _J L] ‘-)

di cui ona delle I‘&dlCl e

. " f
r=VA--VB,
Paragonandola coll’equazioni generali dei 3.°
4.°5 5.7, ec. gradi, riconosceremo quali son I’ e-
quazioni di quegtl dlver31 aradi aventi una radice

della forma \/A—-[— \/B
L Quando n=73, sl ha

x*-{—pxw}(]:—:o, 2 -—-3.:1':\/2)-—0__0,

e § ottiene = \/E, g —=-—a,
di dove b=—p’;
¢, siccome abbiam fatto

A4 B=a, AB=5b,

A, e B saran le radiei dell’ equazione
2 ! 1 3 = :
. , A -i—-qA—-——;—y-p —= 0
cio chie rientra nelle soluzioni del terzo grado
date nel n.° 16., e n.” 50.



tv
(R |

D ALGEBBA 1
2.* Quando n=—4¢4, si ha
“+pf+wx+”“m
'-—*4.2? \/b+ \/b‘—-—-a.xo.

Il paragone di queste due formule sommimstra

i 4
p:-—-4\/b, q—0, J"::Q\/l)2 —a,
L’ equazione g=—=o0 & la condizione, che limita
l’: equazion proposta; ed allorche dessa ha luogo,
g1 trova

¥ 2%
[)"“‘“;";'b'p (I::_':-;p -—-—l":

A iy ) A ot o
]’ equazione di quarto grado, che si risolve per
mezzo di queste formule, ¢

-~

atpa fr=o.
5:° Quando n=—>5, &i han I’ equazioni
+pxdgx’ —l~—ra:~—{—s—-—o
x’—w5r3’\/3~[~53\/5‘£——-a:::0,

dalle quali se ne deduce
p,—_—_.__5\/3 Q‘—'O T_—:ﬁ\/z_)_i- S——a.

Trovasi in questo grado la condizione g—=o, digia
esatta pel Precedente e’ equa.zmm .

pz——-—-f}\/b, 7‘..':':5\/51
danno di piu, per I’eliminazione di %, la seguente
relazione tra p, e r, moe

=bhr.
Allorche dessa ha luugo, ne risulta
1 |
bﬂ—-— -g;p s a—-—s$§ s

1
| s
.A. —T—‘SA'———-—-;SE? ..._.O’

e I’ equazmﬁ risoluta e

& dpa +ip xts=o.
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Non spingerd piu oltre siffatto esame; ma
faro riflettere 1.° che le quantita A, e B essendo
date per mezzo d’un’equazione della forma

A"——-aﬁ_u—{-—« bSO,
la radice dell’ equazion proposta sara

:v' a+\/§a2ﬂb+\/§a~V§:zzﬂb;

resultato, al quale si posson applicare le rifles-
sioni del n.° 19., e che fa vedere per conseguenza
che il caso irriducibile ha luogo nell’ equazioui

dei gradi superiori al terzo.

” o n
2.° Che 1’ espressione \/A—{-\/B somministra
nel medesimo tempo tutte le radici dell’ equazio-
ne corrispondente, allorché si combinano due a
due gli 7 valori, dei quali & suscettibile ciascana

delle quantita \/A, e VE, di maniera che il lor
prodotto riducesi a VAB , evale a dire , che se si

prendono ¢« 2 A,eb VB , sabbla @« €§=1. Con
quest’ attenzione sitrova (15) che gli n valori di»
S0N0

r—u VK—{— a ! ‘\/_[:i
r—ua \/I—l— >V B
e—’ V-A—J[— Z VB

 »« o o a 8 ¢ 88 ¥ s e s Be e

rx=a" " \/K—{-m\/_ﬁ(*).

) Allorche Pequazioni particolari, che qui cen-
sidero, cadon nelcaso irriducibile, desse hanno tutte le
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62. Le riflessioni antecedenti debbono far
sentire la natura delle difficolta , che appresenta
il Problema della risoluzione algebrica dell’ equa-
zioni; e riepilogandole e facil concluderne ch’e
ancor dubbloso s2 possano esprimersi per mezzo
d’ un numero limitato d’ operazioni algebricle , e
vale a dir d’addizioni, di sottrazioni, di molti-
plicazioni, di divisioni, e d’estrazioni di radici,
generalmente indicate, le radici d” un’ equazione
qualuonque per mezzo dei suoi coefficienti. Nel
terzo grado altresi, pel quale abbiam trovate
delle formule generali, divenendo queste formule
illusorie per il caso irriducibile, la stessa circo-
stanza , la quale debbe a piu forte ragione aver
luogo et gradi piu alti, servirehbe per rendere
inutili le formule delle radici relative all’ equa-
zioni di questt gradi quand’esse fossero cognite.
» Possiamo assicurareir bastantemente , dice La-
» grange, che quando ancora s’ arrivasse a risol-
» vere generalmente I’ Equazioni del quinto gra-
» do, e seguenti, non avrebbonsi contuttocio che
» delle forwule algebriche , preziose per loro
» medesime, ma pochissimo utili per la risolu-
» zione effettiva , e numerica dell’ equazioni dei
» detti gradi, e che in conseguenza non ci dispen-
» serebbero punto dal ricorrere ai metodi arit-
» metict » (*)

loro radici reali, e s! riportano alla divisione d’un
arco di circolo in n parti eguali; il che fornisce un
metodo semplicissimo di calcelarle col soccorso delle
Tavole trigonometriche. ( Vedete il mio Trattato del
Calcolo differenziale ,e del Calcolo integrale, Tomo 1.)

(*) Della Risoluzione dell’ Equazioni numeriche di
tutti 1 gradi (Avvertimento pag., VI1I.)
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E stato in virta di questo motivo di s1 gran
peso, ch’ io ho creduto di non dover dare negli
Lilementi d" Algebra se non che la risuluzione na-
merica dell’ equazaom la gnale & « a parlar pro-
» prnamente un’ operazmne aritmetica , fondata
» 10 vero sul priacipj generali della Teoria dell’
» equaziont, ma 1 di cul resultati non son che
» dei numer: dove non si riconoscon pid i primi
» numeri, 1 quali han servito d” elementi (vale a
» dire t cocflicienti dell” equazion da risolvere ),
» € non conservano alcana traccia delle diffe-
» rentl operazioni particolar. , che «li banno pro-
» dotti . L’estrazione delle radici quadrate, e
» cubiche e I’ operazion la piu semplice di questo
» genere; questa € la risoluzioue dell” equazioni
» di gecondo, e terzo agrado, nelle quali mancano
» tuttl 1 termml mtermed]

» L Algebra, si libra, per cosi dire, egual-
» mente sull’ Arltmetlca e sulla Geometna, il
» §0 oggetto non e quello di trovare 1 valon
» stessi de][c quantita cercate, ma 1 sistemi dell’
» operazionl da farsi sulle (J!ja'ﬂtlld,‘ cognite per
» dedurne 1 valori delle quantitia , che si cercano
» dietro le coudiziomi del Problema . L7 intavola-
» tura di quesle operazioni, ra,ppresentate poer
» wmezzo dei caratter: alm,brlc ¢ cio, che 1n Al-
» gebra si dice una formu[a » .

Siam dungne ancor ricondotti dalle osserva-
zioni d’ un Geowmetra , 1l quale ka profondamente
meditato salla filosofia delle Scienze Matematiche,
a dimandarsi se non sarcbbe un’impossibilita as-
soluta quella di far dipetdere da un numero li-
witato d operazioni alg(*])riche la ricerca della
radice d” un’ equazion qualungne, ovvero, ciocli’e
lo stesso, d”esprimere questa radice col mezzo
d"una formula algebrica . Sarebbe forse temerario



D ALGEBRA., 1247

nello stato, 1n cui si trova attualmeute I’ Alge-
bra, il decidere afferwativamente su gnesta im-
possibilita; ma quelli, che hanno percorso il va-
sto campo dell” Analisi, sanno ch’ esistono altre
quantitd , le quali non si posson ottenere col mezzo
d’ un sistema limitato d’operazioni algebriche, e
pensano senza aubbiv che debban esistere tra le
egrandezze relazioui tali, le quali € impossibile
sviluppare diversamente da una mauiera appros-
simativa, e individuale , o sivvero adattata a cia-
scun valore particolare. IE evidente cle, se le ra-
aici dell” equazioni algebriche sono di questa na-
tura, altro non resta che a perfezionare 1 metodi
aritmetict appropriati alla loro ricerca.

Victa ¢ stato sicuramente gnidato da delle
considerazioni di questo genere allorche , nel suo
Trattato De numerosa potestatum adfictarum
resolutione , ha cercato risolvere immediatamente
I"equazioni numeriche mediante una serie d opera-
zionl purameate aritmetiche, € combivate tra loro
presso a poco, come lo sono quelle, che s 1npie-
gano per estrar le radici det numeri. Se il suo
metodo fosse uniforme per tutti i casi, che pus-
sono presentarsi, di tal maniera che, mediante una
succession regolare dei medesimi metodi , esso con-
ducesse infallibilmente alla radice CGI‘L:H& tutte
ievolte che Juesta radice ¢ assegnabile esattamente
10 pumerl, ¢ in tottiglhi altrl casl a un valore 1
piu in piu a:pprncsj mato, nou lascerebbe il medesimo
nulla da desiderare nella risoluzione numerica
dell’equazioui, che si potrebbe allor risguardare co-
me completa nello stesso modo chie l estrazione del-
le radici:ma cio non ¢ difatto cosi, malerado oli
sforzi, che Harriot , Qugtred , Wallis, Pell, ed
altri hamm fatto afﬁu di perfezionare 1l metodo di
I iéta jdesso e sempre restato difettosissimo ; e La-
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grange in ultimo luogo ha dimostrato » ch’esso
» mon pud riuscire in una maniera certa che per
» 1’equazioni, di cui tutti i termini hanuno lo
» stesso segno, all’ eccezione dell’ ultimo tutto
» cognito; poiche allora questo termine dovendo
» essere eguagliato alla somma di tutti gli altri,
» sl puod, per mezzo di tentativi limitati e rego-
» lati, trovar successivamente tutte le cifre del
» valor dell’ incognita fino al grado di precisio-
» ne, che c¢i saremmo prefissi. ln tutti gli altri
» casi 1 tentativi diverranno piu o meno lncerti,
» a motivo del termini sottrattivi.

Lagrange dimostra di piu che si puo sem-
pre ridurre un’ equazione a questa forma, » pur-
» che si abbian due limiti d’ una radice, uno 1n
» pia, Paltro in meno, e che sieno tali, che.
» tutte 1’ altre radici, come pure le parti reali
» delle radici immaginarie, se ve ne sono, cadano
» fuori di questi limiti « . Ma ruesti limiti essendo
almeno cosi difficili a trovar.” quanto le radici
medesime dell’ equazione, il mcetodo dato negli
Elementi, n.° 221., e preferihile a questa ricer-
ca , € combinandolo con cio, ch’e¢ stato detto nel
n.° 3%. di questo Complemento , avremo i mezzi
di conoscere le radici immaginarie, come pure le
radici reali, e vale a dir tutto cio, che mai si
possa desiderare sulla risoluzione numerica dell’
equazioni.

63. Segue dal n.° 181. degli Elementi che,
se per un’ equazione algebrica qualungne esista
sempre un’ espressione reale, o immaginaria, la
qual sottoposta alle operazioni indicate in que-
st’ equazione dia un resultato, di cui tuttii ter-
mini si distruggano, la medesima equazione sara
necessariamente il prodotto di tanti fattori sem-
plici, quante sono le unita nel suo pin alto espo-
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nente. La risoluzione dell’ equazioni dei quattro
primi gradi dimostra altresi la verita di questa,
proposizione nell’ equaziom del quinto , le guali
Lanno necessariamente una radice reale(Biem.213.).

L manifesto che in generale il Problema ri-
ducesi a provare che qualunque equazione d’ un
grado pari ha almeno una radice o reale o im-
maginaria . La proposizione del n.° 27. mostra
che una simile equazione ha alimeno due radici ,
le quali posson esser comprese 10 un’ equazione
di secoudo grado, che abbia i suoi coefficienti
reali; ma non si arriva a quest’ ultima equazione
che riguardando la proposta come 1l prodotto
d’un nuwero di fattori semplici eguali all’ espo-
neute del suo grado; di maunierache la difficolts
sussiste ancora nel suo totale. Era necessario d’al-
loutavarla dagli Elementi , i quali non debbono
contenere che le nozioni le piu evidenti; ma con-
vien dimostrarla per I’intero a quelli, i quali
Lanno digia penetrato tanto avanti nell’ Analisi
per concepirie lo spirito. Se non abbiamo ancora
da offerir loro la dimostrazione completa della pro-
posizione, di cui si tratta, si posson nulladimeno
dar loro delle ragioni tanto valevoli perche dessa
nou sia altriment: dubbiosa.

» Lo spirito del calcoloalgebrico ( Lagrange,
della risoluzione dell’ Equazioni numeriche, pag.
116.) » il quale ¢ indipendente dai valori parti-
» colari, che si possen dare alle quantita, fa ve-
» dere che si puo riguardar qualouque polinomio
» {x"4-ec.) come formato dal prodotto di tanti
» fattori semplici x—a, 2=b, z—c, ec. quante
» sono le unitdy dell’esponente m del orado di
» questo polinomio, qualunque possan esser d’al-
» tronde le quantita @, 7, ¢, ec. »

2, 9
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Sviluppiamo un poco quest’ osservazioni.
| La formula x=—— }p—lr\/ ip* —gq, la qual
rappresenta le radict deli’equazione x*—-pX—--g==0,
non cessa di farlo ancorche quest’ equazione di-
venga assurda ; solamente dessa riducesi allora a
un sinbolo puramente algebrico, il quale non
corrisponde piu ad alcana quantita esistente, ma
che . essendn sottomesso alle operazioni indicate
nell’ e;juazione, remie civ nonostante la somma
di tutti i termini egnale a zero. Mediante que-
st’ escmpio  dobbiam comprendere che, s egista
per un ol caso un’ expressione della radice d un
equazione di egrado pari, (quest’ espressione debbe
ancora sussistere per qnalungu’altro. Ora, abh-
biamo veduto ( Lilem. 214.) che qualun:gue equa-
zZione di gmdnpm‘i ha almeuno due radicl reals
allorche il suo ultimo termine € negativo; ma il
valove di que-te radic dipendendo da (quello det
coefficienti dell” equazion proposta, dee necessa-
riamente esser comnosto in una certa atuiera coi
suni coefficienti, o sivvero e:serne una funsconec.
Benche non st possa assegnar la forma di questa
funzione, la sua esistenza non & poro meno evi-
dente; il metodo delle serie, e 1l calcolo differen-
ziale somministrano i mezzl di averne degli svi-
loppi. Gio posto, e manifesto che Jessa debbe
ancora sussistere allorche s cangari il segno
dell’ ultimo termine dell” eiquazion proposta, e che
allora dessa diverra la rad:ce dell’ equazione, il
cui ultimo tevmine e positivo: essa potra, me-
diante tal cangiamento, cessare d’ esser reale , ma
non d’esistere come espressione analitica: sara
dunque sempre permesso di mppresentarla, per
mezzo d’ un siimbolo, il quale godrd delle pro-
prieta comuni a tutte le radici dell” equazioni.
Potrebbersl opporre a ¢uesto ragionamento

1
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le osservazioni fatte nei num.i 7. e Gg. degli Ele
mentt; ma vi sl risponderebbe facendo osservare
che 1’ eccezioni indicate in (ueste Osservazioni non
possono 1ncontrarsi nell’ equaziont algebriche a
una sola mcognita . Difatto (jueste equazioni non
posson essere identiche senza che si riconoscan
per tali alla semplice loro ispezione; ed & evi-
dente (Llem.212.) che nessun valore infinito non
potrebbe mai sodisfarvi allorche 1 loro cueffi-
cientl sono finiti.

D’ alcune trasformazioni , le quali conducono alla
risoluzione dell’ equazioni dei quattro prunt
grad:.

64. Il numero dei mezzi, che gli Algebristi
han tentati onde risolvere ! equazioni letterali,
¢ troppo grande per iutraprendere di farli tutti
conoscere; ve ne souo frattanto due, ch’io vado
ad esporre, perche son notabili tanto per la sor-
geute , da cui essi derivano quanto per la loro
scenpheita ., 1l primo ¢ il metodo di Tsclhirnaush :
eccone un idea succinta .

La sostituzione di x -~ a in luogo diy inun’
equazione in y mnon e propria che a fare sparire
un sol termine; poiche dessa nou introduce che
una sola quantita indeterminata @ (*); ma se, in

= . =

(*) Quelli, che non hanno ancor 1 abitudine
dell’ Analisi, crederan forse di guadagnar ualche
cosa supponcndo y =x-a-~b: wa ., sc faceiano il
calcolo, si convinceranne ben presto che la gunan-
tita a +b si comporta come se fosse una quantiti
monomia, ¢ ch’essi non possono determinar separa-
tamente ¢, e b, n¢ per conseguenza fare svanive pia
d’un sol termine .

w 4t

. s -,

G

L. .

. R ' MR da
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lango dell’ equazione ipotetica y=2--4, prendasi
y*==x-a-=by, si posson fare sparire due ter-
mini dall” equazione 1n X, determinando conve-
nevolmente le qnautita a, e 0, sulle quali nolla
vien stabilito dall’ enuaciato del Problema.

Tn questo caso, I”equazione it L non g cosl
facile a formarsi come quando s cangia solamente
y in z-l-a: ma {rattanto dessa € ancora del me-
desimo grado della proposta, come possiamo os-
gicurarceve per il metodo dell’ eliminazione da-
to nel n.° 0.

Se, per esempio, < indicano per z.6.,¢€ 7,
le tre radici dell equ:-l.,zi(me‘y3-—4'1--'}’)-":«---i,:~(‘)3- - li==c,
dietro cinv, che precede |” equazione finale 1 &
resultera dal prodotto delle tre quautitd

o —bog—~{(a--2)

C* b —(a-t.1)

y*—by—(at ),
la quale percio necessariamente non passeri il
terzo crados; e dopo che avremo eliminato &, 6,
e y;lwl modo conveniente, ofterremo utl resultato
il quale puo ra-ppresentarai da

-+ A 2?4 Bx4-G=0,

in cui A, B, e G saraunno quantiti composte
dei coefficienti P, Q. e R dell’ eqquazion propo-
sta, e delle duoe ndeterminate a, e b. Scegliendo
fra queste tre quantitd , per epuagliarle a zero,
le due cle sono affette dai termini , che si voglio-
no eliminare, ¢l procureremo lell” equazioni, le
guali daraunno i valori, che debbono avere a,
e L in tal cwrcostanza, e dicito n qquesti valorl
I’ equazione x"rirwa"-&—-Bx'k-C-_::o sara ridotta a
due termini. |

La supposizione di ¥y =2 ta-l-bytegnale

- = » . 9
anente propria a fare sparir due termin) 1o o
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equazione di quarto grado. Eliminanlo y tra

quest’ equazione ipotetica, e la proposta
4Py’ 0y 4 Ry-+-S=o,

col medesimo metodo che nel caso precedente,

arriveremo a un rusultato della {orma
x* 4 A - Ba*+Cx4-D=o,

1l quale poirem ridurre a tre termini, eguachando

a zero due quaalungue delle quantita A, B, (G,

e 1), che, coine «(ul sopra, saranno date per

P,.K,S, a,eb.

Se st volesie cangiare 1’ equazion proposta in
un altra, la qual contenesse tre termint di me-
no, analogia fa vederecle si dovrebbe prendere
allora 1" equazione ipotetica

yi=x-{a-by-Lcy?,
e che eliminando y tra quest’ultima, e la pro-
posta, troverebbesl nancora, operando come di
sopra, un resultato della forma
at-=Axd —— Bt Cax-~D=o,

ma 1 cui potrebbersi egoagliare tre coefficienti
a zero, polche avremmo ingrodotte tre quauntitd
mdeterminate, @, b, e c.

B faeile di ceneralizzare quest’andamento
e di riconoscere cle preadendo I equazione sus-
e1diaria

”

”_ Ty, ! .2 "1
yo=xma-tlby eyt g™,

potremo cansiare I equazien generale

P LT L () A [ & T
y '—]"“IJ ‘*—1‘ (‘}J "I ) "“l LJ-}_“" .[‘--.-—-
in un altra

AT BT . 4 L=o¢,

i
fle“a quale putremo fare spa-rirc 0 numero di
termiui eguale a m col meszo delic m (uantita,

indeterminate a, b, c,...,q.
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65. Questa teoria sembra promettere la ri-
goluzione dell’ equazioni d’ un grado qualunque
ed essa offre il mezzo il pia semplice, e piu na-
turale, che si possa desiderar per risolvere I’e-
quazioni di secondo, di terzo, e di quarto grado:
ma , malgrado il suo successo in questl gradi,
desso & inferiore a tutti gli altri metodi conosciuti
per la lunghezza dei calcoli, che porta seco. lo
non saprei entrar qui in delle diffuse particolarita
sopra questo sosgetto; frattanto in favore di
quelli, 1 quali voglion conoscere tutte le ricchezze
dell’Analisi, vado a tracciare un estratto rapido
del metodo indicato da I'schirnaiis.

Facendo sparire, mediante la supposizione
di y =x - a, il secondo termine dell’ equazione
¥ --Py--Q=0, lariduciamo alla forma " ~|-B=o0,
la qual si risolve subito mediante I’ estrazione della
radice quadrata, e da z ==+ —B. Difatto,
sostituendo z—-a in luogo di ¥ nell’ equazion
proposta , dessa diviene

x —-2ax-}-a’
—+ P xL-aP ]:::0 5
+Q
e, se si ecuagli a zero la quantita 28 -P, coef-
ficiente di x, ella riducesi a
:z:':h}a""—«}—al’—{— -0,

il che di

— 1, . 5
B=—a*-aP-1Q;

ma da 2 @} =0 resulta
v iy 1 P

4 ! 3

ed in consezuenza

X —— - \/-i ]’?'--u(e,

< y=ajpa=—il= VP —Q.
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66. Allorche ]’e([uazinn plr;pnsta. e
7. +Pr4-QyR=o,
prendendo y*=—=x-4-a--0by, la canueremo in un’
altra della forma
Az L BxtC=c,

nella qnale potremo fare sparire due termini; o
51 vede bene che, se si eguaglinn a zeroi coeffi-
cienti A, e B dei termini intermedj, I"equazione,
ridotta al ¢no primo, ed al suo ultimo termine,
st risolvera mediante la sola estrazione della ra-
dice cabica . Se s" ellettua 1l prodotto indicato per
questo caso nel n.” 64., e si esprimano per mezzo
dei coefhieientt P, Q, e R dell” equazion propo-
sta le funzioni simmetriche di «, €, e 7, che
questo produttn contiene, troverem senza pena la
(“)HIPH‘-‘IZII}IIP dei Loefilcwntl A, B, € dell equa-
zione 1n 3 ma’questi resultati, (Jhe il lettore fara
ben di cercare per esercitarsi nel calcolo, son
'mppn Pomplicnti per nou trovarhh qul eapnuti :
n’otterrem der piu semplict suppmwndo che gia
siasi fatto sparire il secondn terinine dall’ equazion
proposta. Non avrem’altro che da eliminar y tra
le due equaziont

y’ +Qy+R=o0, sy'=zx-a-by;
il che si fara, nel modo seguente, ponendo per
abbreviare x 4~a=—m (*).

L’ equazione y*=m -~by essendo moltiph-
cata per ¥ da

¥ ’_—_::r.n} L-aZJ}

-y . R 1= ..
, ovvero 3 ..._..m_)"#ﬁbm—%-q ¥

s =

(*) S laseran sempre 1o due guantita indetermi-
nate a. e b malgrado P eluninazione del secundo ter-
nwinedella p:npu,f v, perche Pequzzione in x ha nolla-
Gisaeny 1o segundo termine, 1l quale  bisogna pure
fare svaive.
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se si ponga per y* il suo valore. Sostituendo in
seguito nella proposta , otterremo

my~+bm—4 0y 4 Qy-+R=0;
d’ onde
bm-+R
Y= CP
m—-b"—-Q
e ponendo questo valore nell’ equazione
y =m--by,
otterremo, dopo le riduzioni,
m'42Qm Q> ) m— R
Q0" —bQR =03
—30R} —b°R
Rimettendo in luogo delle diverse potenze di m
quelle di x-}-e, ordinando 1l resultato per rap-
porto alle potenze di x, e a, paragonando con
x3-Ax* 1L Br--C=0, conseguiremo
A—73a —Ji—‘QQ
B—3a"-+-4Qa +QF—3Rb 4-Q°
C— a‘sﬁ{_QQai_ii_.Q’a_i_.Qb:a-#:BRﬁa——-—Rb3--——-BQZ}--—R:.
Se si fa A=—o, B=0, il che produce l'equa-

Z10111
30+2Q::0.-............(1)
Z2a*--4Qa-b"Q-—3Rb4-Q°=o0....(2),

I equazione

2 -Axr*-Bx-C=c;

riducesi a

.’L‘?’r—}—CﬂO’
3
x:——-\/C.

La quantitd C sara cognita allorche avremo de-
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terminato @, e b; il che ¢ facile, poicheé, dietrs
I’equazione (1), si ha

0 ()

[

a‘—“‘_'-n._——-_
p———

3

valore, il quale, posto nell’ equazione (2}, la can-
gia 1n
Qs"—3R f)—-—inﬁO;

equazione di secondo grado, la cui soluzione dar
il valore di &. lo pon rm fermero a w:lnppare
I’ espressione di G, ne a ricavare le numerase car-
reouenze , che rmullano da questa Teoria, ms =
GU}Jpllra, facilmente ai particolari, che mnetter?;,

Allorche abbiamo determinato ¢ ,h, e x, non
bisogna prendere indistintamente 'ps‘r) T q"z'!-
]unque delle radici deil’ pquqzu)ne y =z -a-'b--,
ma st dee, dietro cio ch’ & stato detto nel n'° 1972,
decli I:lementz , cercare 1l divisore comune, ci2
esiste allora tra quest’ equazione, e la propasta,
o sivvero, che torna lo stesso, sostitnire 1 valor:
di @, di b, e di x nell’ espressione

- R b(r—a)+10

m—— b* - Q_— iﬂ—i—»czw--f;--——b:»--t -0 ?
la quale ha servito all’ eliminazione di ¥,

67. Passando al quarh aradn, il medesimo
m(-*'l,odo puo appllcart isi in due maniere diverse
1rnperocche se 81 cangl {L P’ eqnwzm:m

}f I—'P‘f’—w—Q ———-h1~~1 S==0
in un’altra, ove i termim affetti daiia terza . o
dalla pnma potenza dell” incogriia slzno spariti,
fjuest’ ultima potrd risolversi saisa i quelle del
secondo grado (Elem. 160°: si pud finalmente
come per 1 gradi precedenti, trasformave i rjua-
zion proposta tn tal modo clie la resultante possa

* . - . l
esser ridotta al suo primo, ad altime termioe

y =
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Nel primo caso, non si hanno che due termi-
ni da fare sparire ; serve dunque combinar 'equa-

zione
3 2 s
y*+Py +Qy Ry 8=o
con I’ equazione
yz ¥ 2 -{—arE—- by.
Effettuando i calcoli necessar) per ottener 1’ equas
zione |
2L A LBa* LCax-D=c,
e ponendo in seguito
A=o, C=o0,

¢1 ha
4 | 2 .
zt - Bx +-D=o0,
equazione, che si risolve col metodo di quelle di
secondo grado . L’ equazione A — o sarebbe anco-

ra del primo grado per rapporto alle indeterm-
nate a, e b, ma i’ equazione G=o0 salirebbe al
terzo grado; cosi la rizoluzione dell” erjuazion
proposta si troverebbe ridotta a quella d un’eqea-
zione di terzo grado. Gonoscendo a, b, e &, tro-
verebbesi y, come nel num.’ precedente.

Per cangiar I’ equazione
4 1. D3 1w e —
¥ Py -Qy Ry-+S=o
in un’altra, la quale non abbia che due soli ter-
mini , bisogua farne sparir tre, ed 1 CoNsLguenzi
gupporre
z S ] g ol
yl=axta-d-by--cy.

1 resultato dell’eliminazione di y tra quest’equs-
zione , e la proposta essendo sempre espresso da
a* - At 4+ Bat - CGx-t-D=o,

faremo
Ne==8, D=o, C=c,
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1] che dara

x* -»-i-—-on;
wa le indeterminate @, b, e ¢ trovandosi al primo
grado in A, al secondo in B, al terzo in G, l'e-
quazione , da cui dipende il valore d’una d1 esse,
salira al sesto grado, e sari dunque in general
ﬂiﬁ difficile a risolversi che la proposta medesi-
#a: frattauto Lagrange ha provato che dessa
potrebbe ancora ridursi ad un’ altra di terzo
grado.

Allorche la proposta sarh di quinto grado,
bisognera necessariamenie cangiarla 1n un” altra,
la quale non abbia che due soli termini, e per
questo far disparir quattro termin dalla trasfor-
mata; ma disgraziatamente la ricerca delle 1n-
determinate coundurra allora ad wun’ equazione
finale d’un grado molto piu elevato della propo-
sta , cosicche il metodo di Tschirnaiis, nello steszy
modo che tutti gli altri metodi conosciuti, ¢ man-
chevole al dila del quarto grado.

68.71 secondo mezzo, col quale terminero cio
che ho da dire sull equazioni, & quello, che s
attribuisce a Cardano,oalmeno che & impiego
bel priucipio per rintracciar I espressione cli’ essa
avea data della prima radice dell’equazione di
terzo crado senza secondo termine; mezzo. che
Lagrange ha esteso dipoi all eqnazion del gquar-
to grado. Esso counsiste in far r—u--z uellequa-
zione

X A-px-i-q=0,
afiin di potere , disponendo convenevoimente d'ana
delle indetermiunate u, e z,decomporre (questa edua-
zione in due altre pin facili al essere rizolnte,
11 resultato della sostituzione del valore ipotetics

dl 2 e
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w' b3tz 3uzt 2 }
+ pu-pz ;=0
+ g

fra le diverse maniere , colle guali ¢i pud dividere
- - - , L]

in due altre equazioni, eguagliando vna delle sue
partt a zero, ci siamo ben presto accorti che la

seguente
2 2
Sutz—+3uz" +put-pz=o,
3 P N P
w -2t -g=o

era la sola , che avrekbbe potuto semplicizzare 1l
Problema .

La prima dell’ equazioul di sopra & la stessa
cosa che

(3uztp) (s --2)=o0,
£ si riduce per conseguenza a
Suz-+-p=o, -

poiehe non si pud fareu 4-z=—=0 senza supporre
x==0; 1potesi, la qual non si accorda punto
coll” equazione proposta. La risoluzion di quest’

ultima e dunque ridotta a quella dell’ equazioni

54 - . 3 59 —— gy
Suz--p=—o, u -z 'l §e=i
Ia prima di «ueste dando

3
I 3 3 .
uz......—--;_..eu pA =
N £y
si ha
el e 5 .3 P
U s =—q, Wz T

e segue dalla Teoria della composizione dell’equa-
ztoni chie w’, e 2° saranno le radici 4’ un’ equazione
di secondo prado avente g per coefficiente del sue
3
| | p . .
sccondo terinine, € — — per suo ultimo termine.

¥ 7
e
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1
Se t* gt ----E}- p® == o rappresents quest’ equa-

zione, ed A, e B sieno i valori di ¢ avremo

3 % Y
) Faa T 2 . a &
u :‘\/A, e £ =V . Le diverse espressioni di que-
ste radici soddisfaranno in un ordin qualunque
all’ equazioni

ps
Wb g,ewt =t
27

ma 1’ ultima qvest’ equazionl e piu gencrale

P

che uz=—=— 3 dalla quale esea € stata ricavata:

in quest’ultima egli & dunque che bisogna sostituire 1
valori di u per ottener quelh di z,oppur, ch’e lo
stessv , bisogna combinare ciascuna dell’ espres:ioni
T3 3 3
VA, «VA, o VA
eolle seguentl

3 3
R = - 33
VB, 2VB, 2*VB, |,
di maniera che il prodotto riducasi aV A B; 1l
che non somministra se non che questi tre resaltati:

. 3
VAl VD,
3
& \/A-j'——a"\/B,
3 3
2*VA-LaVE.

E facil vedere che ponendo per a, e z° i
valori dati mel n° 159. degli Elemenii, e per
A, e B quei, che resultano dall’ equazione
t* ;- gt — ;. p> = o0, ricaderemo sull’ espressioni
ottenute nel n.° 1C. |

Faro osservare in quest’ accasione che , allor-
quando alzasi un’ equazivne ad nna potenza, ov-
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ver si moltjpllchl per un fattore dove si trova
P incognita, ¢’ introducono delle nuove radici,
straniore al Problema proposto,

69. Abbl&m risoluta I’ equazione del terzo
grado x’--pr-lg=0 supponendo X=U—-z ; &I
risolve quella del quarto grado x*4-px* ~f—qx—1-r—-o
In una maniera ana[(wa facendo z=—=y -L-u |-z,
poiche introducendo cosi tre mdetermmate due
ve ne sono, che restano arbitrarie, e di -
puo 10 conseguenza disporre per dividere I’ equa-

2107l I)I’OPO-LcL in altre, le quali gieno piu facili a

risolversi (*).

Dalla supposizione di x:yJ._uwl—-z reaulta

==Ly -y -—5'~z } = g lu® —J-z "~ 2uy-toyz--ouz

E == } -%—--u --L“ ) [(‘}/‘ :1-u ﬁ._.._‘, /TQ(I&}FH}'Z —-{*—UZXI
=y w2y a2 Ny rusay)t4luy-tyztuz)’

4{uy- )

svi!uppandn solamente 1" ultimo termine, avremo

ya-tuz) =4 Cy J~»‘v'"’z:—»—uzz:)-%Sfuy:z-L yztuyz?)
=y Ly e s Buya(y Lt o)

il che snmmmr-tm.

Sy u ) iy o uy s o)

~=4 uy —|—) o —f~—u 2 )-—]—Suyzy—{—u~q-p )3
sostituendo i valori di x, x , e x*nell equa-
zion proposta, dessa dwerra,

w2 g y e 2 (uy sz
44 (uty -yt etz ) -Buyz(ud-y-z) —o
w%*piy"*-Eu:—-£~z’H—ﬂp(u)-"%*uz—l-zy>+fftf-l~u+z> "
—+r
A causa delle tre indeterminate introdotte , si
puo divider (quest’ equazione in altre tre, e la.

[ I

(*) Gid si rileva dalle Sedute delle Scuole Normaa
Li, Lezioni, Tow. 111. puy. 3c6., ( prima edizione ),
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combinazion, che riesce, consiste in eguagliare a
z#ro i termini moltiplicati per u-}-y -z, e quel
ciie lo sono per uy —uz --zy; il che da '
. = 2 ;)
Suyz-g==o(1),  2(y*u -z} p=o(2).
Per questo I’ equazione suddivisata si trova
ridotta a |
(y*+u’- z2)1+4(u?y'2+y’z:+u’zz)-l.‘p(y:_;_u:—l-z’)—h‘-_:o(?))
resultato, il quale ,se si ponein luogo diy*tu’4-z*

il suo valore R ricavato dall’ equazione (2) 5 61

A
czmgia, n
- %"{-“4(1;"‘7}24[_“352_}_},253) —+r=0;

abbiam dunque per determinare ,y ,€ 2, le tre
equazionl

’ 2 o s ‘I e
oy *Hua7) p=o
Toos® 2 _° | 2,2y ! p-____,_
futy sy = =0
8uyz-t+qg=o0,

ovvero, che si riduce allo stesso,

w oyt pat=—t

. L. opr oy
u ytut et 'z"__..f6; 7}
u-.-. y,zz___g_’f
- 2
4

di cui la prima da la somma dei loro quadrati,
la secouda quella dei prodotti di questi quadrati
combinati due a due, e la terza il prodotto di
tuttitre. Rammentandosi la composizione dell’equa-
zioni (Elem. 183), si vede tosto che, s si riguar-
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dano le quantityh u*, y°, e z* come i tre valori
d’ una medesima incoguita ¢, quest’ Incognita di-
pendera dall’ eqnazione

1 2
31 P2 P q
I (D) T e

Designando per 7, m, e n le tre radici di
quest’ equazione, avremo

u =1, _yzzm, z'—n,

d: dove
U ——+ '\/Z,y:i:\/;nﬁa Zx-j:\/;?:,

ed in conseguenza
x_-:f_V7¢Vm_+:V; )

Questa formula, nella quale & possone com-
Linare come si vogliono i segni, equivale per que-

sto alle seguent: :

X= \/Z_-—*}\/n_z _Jr_‘\/r;, t=axN1—Vm_V}
s = VIV V| 2= VLYV
X = \/fn»ﬂﬁ-\/r;z_ S VS .| =1~ \/‘2———\/??2—‘[—\/;3
2= VN m AV o VIV Vs
e sembrerebbe dar otto valori per I’ incognita x|
la quaie non puo averne che quattro; ma rimon-
tando piu alty , vedremoche i valori di u,y, e z
deblono sodisfare all’ equazione 8uyz4-g=—=o,
della qgunale non abbiamo impiegato che il qua-
drato. Ora, se g & pusitivo nell” equazion propo-
sta ,avremo 8 &y z==— ¢; bisognera dunque com-

?

binare i zeoni dei valori u=—4+ VZ,_)-’:-}_-_:\/;:
.z.z—_—__:-_-;:\/n di maniera che il loro prodotto sia
negativo, 1l che non potra farsi se non preadendo
negativamente o i tre radicali, o solamente uno,
e cosi non avremo che le combinazioni riportate
uclla secunda colonna qul sopra; ma, allorche ¢
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< . =19 . . 5 2
wirh negativo nell” equazion proposta, ne seguird

o) u:yl ¥4 $+q %
ed in conseguenza bisognera disporre 1 segni
der radicali in tal modo che il loro prodotto sia
positivo , il che esige che tutti tre sien positivi, o
sivvero che ve ue sien sempre due presi negativa-
meante : da cio risulteranno le combinazioni ripor-
tate nella prima colonna, le quali caraunole quat-
tro radici della propousta nel caso dig negativo,
laddove che quelle della seconda colunna espri-
mono queste radici vel caso di ¢ positivo .
Se , nell’ equazione

2 r 2
t% I"-I—jt: {-E-'-—-—-——)C-—-—- 1:
T 2 \16 4 ©

S - . - L] [ -
-, le frazioni spariranno mediante la ri-

§1 fa t=
duzione di tutti 1 termini al medesimo denomina-
tore , ed otterremo
Sd-opst - (p*—frys—qg =0.

ridotta simile a quelia, che abhiam trovata in 2
nel n.° 17. Gi convinceremo altresi facilmente che
1 valor: di x riportati di sopra & accordan con
quelli, 1 quali si dedurrebbero dai resnltati del
medesimo n.° 17.

Dello Sviluppo delle potenze frazionarie, e
negative in seric. -

~0. Abbiam veduta nel n.° 235. degli Elementi
la divisione prolungata indefinitamente dar origi-
ne ad una serze infinita,la quale esprimeva lo
sviluppo 18 termini monomj d’ una frazione; e
nel 1.°237. ho aunupziato che 1 estrazione delle
radici counduceva pure a delle serie. Per offrire

2, 10

RN

e W A e
:gfl.. "

=

i W e

T et

e

T T e TAp. . B &F o I
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un esempio di quest’ ultimo caso, vado ad estrar
la radice quadrata di @™ 67,

@b’ BN
2 a ; e T
—itl "oa  8a? 16a°
e 5
X 2 a—-—
b 2a
4a” : b b?
+ 6 8 |2a-———
B b B b_-,_,___ b J a 50)
L ga” ' Ba* 064a°lec.
ec.:

la radice quadrata del primo termine essendo a
resta &, il quale hisogua dividere per 2 a; scri.

~
=

vendo 1l quoziente by allato di e, nella radice,
Z/..
avremo a——}— ~ per 1 due primi termini di questa
b4-
radice, e — — per il resto ; raddoppiando la ra-
4a°
dice trovata , abbiamo 2a--—; e dividendo il
a
b* b4
resbo — - per 2 ¢, avremo un quoziente — —
4a” P ’ 1 8a’

il quale eara il terzo termine della radice. Ve-
rificherem quesio termine conformemente alla re-
X
gola ordinaria | e togliendolo da — ——, avremo an
z}u
resto sul ¢nale opereremo come sni precedenti .
Sarebbe facile imitar quest’ operazione per
estrar lu radice d” an grado pii elevato, ma con-
siderando le radiel come potenze’ fmuonarle s1
deducono piu semplicemente dalla formula del
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binomio, tale com™ essa ¢ presentata nel n. 134
decli Lilementi.

Difattn , se si cangi Va® 6% in (a*~-b>)7 | ¢
¢i faccia m == pella formnla precitata, dopo che
vi si scriva a” per x, b7 per a, otterremo, come

qui sopra ,
'\/_Tﬁl—-—b*: l b“ 54 f bG
a ——~b —a — cc,
: | 2 a 5515 * 1 612;

QQuest’ esempio serve per far vedere qual par-
tito potrebbesi ricavare dalla formula del binomio
se fossimo assicurati ch’essa avesse luogo, qualun-
que fosse I"esponente m; cio che non potrebbe
concludersi dalla maniera, colla quale vi siam
pervenuti negli E'ementt, perche dessa suppone
che m sia necessariamente un numero intero posi-
tivo. Disogua in conseguenza sottomettere questa
formula a noove verificazionr appropriate ai dit-
ferent1 casi, che vi st voglian comprendere .

~1. I'ra le diverse prove, ch’ Euler ha Jdate
della geuneralita della formula del binomio, la se-
suente tiene il primo posto per la sua brevita, e
ottigliezza.

E stato dimostrato che, quando m e un na-
mero intero positivo, si ha

m m(m-—1) , m m—1)(m—2)
e P

ma s ignora a che cosa corrisponde il secondo
mewbro di quest” equazione allorche m cessa d esse-
re intero, o positivo: tuttavia e incontrastabile
che in questo caso medesimo 1l suo valore essen-
do legato con quello di m puo essere rivuardato
come lo sviluppo d’una funzione incoguita di m.
Rappresentando questa funzione per { (m), avre-
mo , 10 generale,

z ey
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m m(m—i) , m(m—1)(m
f(m):1+73+ L | 1.2.5

ﬂg)zs-Jr ec.

Se si scriva n in luogo dim il che &' permes-
80 , avrem parimente

n n{n—r1i n(n—i (n—-o ,
f(n)—1-- -z ( )zz{ ( ( )53-a;aec

i
] 1.2 1.2.5

ed In conseguenza

f(m) X f(n)=
A —— (rrt——1)m—2o
[1_*_2?;2?{“?:7("2 1)zz+m\n )( )-z’ } e('.]

1.2 1.2.5

n(n———-])

X[l_]_;z_{—____z2+n(n—|)(nm2)z; i ec]-

1.2 1.2.3
Esaminiamo adesso qual debba esser la forma
di questo prodotto, che indicherd per P. E evi-
dente che, se si ordina per rapporto alle potenze
di z, potremo rappresentarlo dalla serie

1 Az—-Bz" + Ce* + Dz* H-ec.,

e che 1l coefficiente di una qualanque di queste
potenze , della quinta per esempio, dipendera
dalla maniera, con cui saranno composti I’ uno,
e I"altro dei fattori dal primo termine fino a
quello, il quale contiene questa potenza : poiché
questi sono i soli, i quali concorrono alla forma-
zione del termine, ch’io considero. Ma la com-
posizione di questi termini non cangia , qualunque
sieno 1 valori particolari dim, edi n; e se dessa
€ cognita In un casn ove m, e n sien dei numeri
indeterminati, dessa sari la stessa in totti gli al-
tri: ora, si sa che quando m, en son dei numeri
interi, il prodottn P’ ¢ egnale a

e (12

(1-128)"",

oppure a
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e che
- m—{-1 m—=n)(m—-n—1i)
(12 22, (A #fec.,
1 1.2
vale a dire, che ciascano dei coefficienti delle po-
tenze diz € composto eolla gnantita m-—-n, come
1 coefficienti corrispondenti dei fattori ( 1 4z )",
e (1+4)z" lo sono coi numeri m, e n: dunque il
prodotto P dovendo conservare la medesima for-

ma in tutti i casi, dee corrispondere in gelierale
a {(m--n); e ne resulta da ciod che

f(m) X t(n)="f(m-n).
Quest’ equazione & quella, che contiene il carat-
tere fondamentale della ficnzion designata dalla
lettera f, e che fara connscerne la natura .
Se si cangia n in n -+ p, dessa dara

f(ln)Xf(n—}-*p):f(:n_%qn_%_p);

€ siccome
f(n) X (p)="f(n-p),
conseguiremo
f(m) X {(n) X f(p)=1(m-+-n—+p).
Otterrebbesi una simile equazione qualunque

fosse 1l numero delle,funzioni moltiplicate tra

loro .
Segue da cio che , se prendasi un numero 4

; ; : h
di fattori eguali a f(—)(— , AVremo

f(§>xf(;)xf<%) 9 g o
:f(;+§+§.......)zf<fz>,

. h .
poiche = X k=kh, ed in conseguenza

!!
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()=

Istraendo da ambedue i membri la radice del
grado &, troveremo

()=(r0y

ma % essendo un numero intero, f'(}z):(l_J',z)/r,
e 1’ equazione qui sopra diviene

f(—z—):-“(l—}—z);::

¢ dunque dimostrato che f(z—), o sivvero la serie

B ko h ) Il 3
1

— €C,

e z z
b'_r‘ 1'2 + I-2-3 l

& lo sviluppo della potenza frazionariaé della

qunntit?t 1 +z
Passiamo adesso al caso ove I’ esponente & on

numero negativo: si ha allora

m-}-1n=0,
ma da un altro lato

f(m +”) = (14 2)°"=1(Llem. 37);
segue da cio che
f(m) X f(n)=1.

Ponendo in luogo di m 1l suo valore — n,
s  ottiene, qua,lunque sia 7 ,

fm=pg)3

e pmchc

f(n)""(l'_'l—z) (1+ )u ( +z)_’z
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ne resnlta che f(— n), o sivvero la serie
Ty M . n(a)(de) 1 gc.
1 1.2 1.2 .3
e lo sviluppo di (1-2)"".
Si passa facilimente dallo sviluppo di (1--2)"

a
a quello di (r--a)"; 1mperocche, se si fa z=~,
<1 ha
(+3) =52
I _1_' - " 2
x X

da cul ricavasi

(z-ay=a"(1-42) ,

o

¢ siam condotti alla formula del 0.° 144. degh
Lilementi .

~2. La dimostrazion precedente non lascia
nulla da desiderare dal lato del rigore, e dell’ele-
ganza, ina essa Tiposa sopra una considerazione
molto sagace, e percio molto difficile a intendersi
dai principianti. La seguente, fondata su deile
semplici nperazinni di caleolo, sembrery forse piu
chiara alla pia parte delle persone; essa ¢ rica-
vata dalle Transazioni Filosefiche (anno 1790,.

L’ esame delle prime potenze di 1 -+ @ condu-
ce naturalmente a pensare che lo svilnppo d’una
potenza qualunque di questa quantitd debb’ es-
sere della forma

I —{—an—i—Bx: ——%—~ Cx? v~]—- Dx"‘—{—E x° +ec.
i coefficienti A, B, G, D, E, ec. essendo dei nu-
meri lllfllpen{]f‘lltl (]el tutto da qualunque valore

di . E manifesto d”altronde che questo sviluppo
non dee contenere alcuna potenza uegativa di x
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poiche, se s’ avesse , per esempio, un termine della

P

forma—;, la supposizione dix=o0 renderebbe que-
V4 :

sto termine infinito ( Elem. 68), mentre che la

medesima supposizione riduce all’uniti tutte le po-

tenze di 1.

Cio posto, gla,

| (1+x)%::1 +Ax4Bx® - Cx’ -|-Duxt H-ec. .

avremo ancora

(14 =144y 4By’ --Cr' +Dy* Hec.,

e facendo

4 : 5
(I——i—-x) =u, (L-y) =v,

otterremno

] i}
(142) =u", (11y) =",

e
W= Ay By (2 ) Dy ) e
ma , se 81 fa attenzione che
(1 +x)—'":un: (1 “"!I"Jr)z v”:
ne concluderemo che

”" "
u -7 zx--—_)”

¢ che
u”’-—-v”'_A (r—y) l B(x*—y?) } C(x’-——:ys) I
un___vu x___y i x-__y [ .'L'-——J( * ecC.

Ora, in virtu del Teorema del n.° 158, degli Ele-
menti, st ha, poiché m, e nson dei numeri interi,
u—v'=(u—v)(u" +u" . a2
” ——— S — ——
un“y e (u——'l))(u-" 1_‘_u?z z‘v. . .""“'uv” 2_‘_—”72 1 )5
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¢ la divisione per la quantitd x—Y s effettua;
verra danque dopo di cio

T T .—’f—uv”'_:-{-—'v""'

TR Al VPR .-—}—uv"ﬂ——\—-vn_‘
A B ) H O 4oy oy Dy -2y )
| E(ataty-baty ey ) e
Quest’ ultima equazione dovendo aver lnogo qua-

lunque sieno x, e y, sussistera ancora allorquando
faremo z =y ; ipotesi, la qual somministra,

1-x=—1-4yy, v=V,
‘e che riduce I’ espressione qui SOPra &eeeess (V)

m—1

M Ad2Ba-3Ca’-4Dad5 Eat e,

p——r

n
nu
0 sivvero a

7 =u"(A-}-2Be-3Cx -4 D’ -5 Ext-ec.).

n

Adesso, se si pongano per u”, ew’ i loro va-
™
lori (1 +42)",e (1 4 x), avrema

” ( 1+x}*z_——_(1+-x)(A—i[—-2 Bz4-3Cx -4 Da’--sErt-leec);
n

equazione, la quale contiene una condizione pro-
pria a determinare i eoefficienti A,B,GC,D, ec

dello sviluppo di (1 —Jf—x)s. Infatti, se si sostitui-
gca questo sviluppo nel primo membro, avremo

mn m m :
. Ax-l - Ba? Cx? Dx*-i-ec.
47 Azt Bar k" Qi Dt

n 'n
_ {A A-2Bar4-3Ca* 4 Dx’ s Ex?-ec.
—1 -4 Az+4-2Bz’-3Cx*4-4Dx*+-ec.

3¢ non sl € punto perdnto di vista che putte
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I"equaziont, per le quali siamo passati, debbon
verificarsi senza che siavi bisogno d"assernare al-
cun valore a a, ve concluderem necessariamente
che il lor primo membro dee contenere precisa-
mente 1 medesimi termini che il secondo , o sivve-
ro, ch’e la stessa cosa, che desse Equazioni deb-
bon essere identiche. Ora, perche cid succeda |
bisogna che 1 termini affetti dalla medesima po-
tenza di x sieno moltiplicati nell’ uno, e nell al-
tro membro pei medesim coefficienti: eguarlierem
dunque 1 coefficienti del prino membro dell’equa-
ziou precedente a quei, che lor corrizpondono nel
secondo ; conseguiremo 1 questa maniera equa-
7ioni

” H m
.A._.-:—-- s ) fl T,
L n
AlZ )
! el |
”
2 B-—g—*:& - — A . T e 7 ’
) n o
m
R o Gt )
7z ar =
-"C—L‘QB‘:_:H- . )
24 7 B, ,dalle quali’ = \ 7 ’
ricavereuo 3
' m
N m”m T
4-[)_'{—0(:::: C. G ( n 2 )
n ) ) — .
” m ,
5F;-——][—4D:: —I) D —*----—q.
n . 7
I'J = = 5
oD
ec. ec.

. | .o . i .
S vede dall’nltime equaziom come 1 eoefficienti
A,DB, G, D, ec. derivino successivamente gli gni

dagli aleri. Se si prendano i loro valori, il che
»
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non affaccia alcuna difficolta, e si sostitaiscano
nella serie

1 ~Azx-4+Bx®4Cx’ t-ec.,

troveremo
m myqm m /m m
% —  G\a ! i\ T (r{_"2
i It :
{ e =1 e - xt
(1t +: ' 1.2 | 1.2.3
n sm nL m
-GGG
LH £ A I IL 4
_ , x*-1-ec.
* 1.2.9.4 +

Osserverd che non v’é alcuna induzione in
eio, che precede; poiche tntte I’ equazioni, che vi
conducono , sono simmetricke, ¢ la legge det loro
termini ¢ tale che si puo concepirne uno tanto
lontano guanto si voglia dal primo. Fa di mestiert

"
riflettere ancora che lo sviluppo di (1-Lx)" da quel-
le di (1-~x)", facendo n=1, € che in questa
maniera la formula del binomio trovasi dimostrata
allorche 1’ esponente e un numero intero .

Potrebbesi eziandio richiamare in dubbio la
legittimita della formula per il caso dell” espo-
nente mnegativo; ma, per dimostrarla, servira far
vedere che I’equazione (V), da cui s ricava la
formula , ha loogo ancora allorche vi sl cangia m

in — m tora, Ci0 € quello appunto, a cul si pervie-
ne osservando che

poiché ne resulta

u—-mﬂ_v—m 1 (’Z’m-—'—um> 1 (u ” #vm)
7 — n M —_——rm " ]
i »==—1 P W N\ - 7 U U ~—3
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m L4
c--—-—‘.’v

.

. 5 .. u
e siccome da cio, che precede, la quantity, - . .
u'—
|l §
o I R .
diviene ———- tostoché » = avremo , per il me-
nu .

desimo caso,

~m n

g -1
u"—v  —1 wnmu"

—m— 1
—_—mu

T u 2w n—1I n—1 §
U —mup u nu nuw

Il cecondo membro dell’equazione (V) non can-
giaudo A altronde di forma, avremo

-y -1

n .

e xA—Jr—ﬁBx—{-aSCx"—}—Z,Dx’4~5Ex4+ec.;

equazione, la quale non differisce da (V) se non
che per il segno di m e che dee per conseguenza
condurre ali medesimi resultati, i quali si dedur-
rebbero dall’equazione (V) cangiandovi m in — ;.

75.Per applicare adesso la formula del binomio |
all’estrazione delle radici, vado a cercar la ra-
dice quinta di a--b, e vale a dir, sviluppare
(a +b)* . Facendo m ==+ nella formuala del g.o 144.
deuli Elementi, e caungiandovi x in @, e g in & .
le quantita |

m a m-—1 a —=—9 g

1 20 2 x’ > x°
divengono
1 1 1
o i e O} “———3
15 5 b 5 b 5 b
1,5 = ~y e,
"Sa’ 2 a’ 5 a’ 4 a’ '

g 1 ib _9b  14b
"ha’ 234 354’ 45a’ F
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Facendo t prodottl consecutivi dei nomeri di que-
, [] . - »
st ultima linea , come I'accenna la formula pre-

1

citata, e moltiplicando il resultato per a’, tro-
veremo

= = 1 h 1.4 b* 1.4.0 b}
byl oy 11 E i)
l ha 2.5%a’ ' 235 a’\ |
14.9.I(Lb4

Per impiegar questa formula nell’estrazione
approssimativa della radice quinta d" up numero
dato, dividerem questo numero in due porzioni di
maniera che la maggiore sia una «uinta potenza
esatta, e la rappresenteremo per a; il resto sa-
ra b. .

Sia, per esempio, il numero 260; lo decoms
porremo 1n 24%4-17, perche 243 € la quiuta
potenza di 3, e faremo

a == 243 5 b— 130
ne resultera
4 17

b ook
=5 -

0—243.

U\lu

a

Sostitnendo questi numeri nella formula antece-
dente, la radice cercata sard espressa da una se-
rie di frazioni di pia io piu piccole . Per valutarle,
tara di mestieri ridurre queste frazioni al deno-
minatore medesimo ; ma eviteremo (uest’ imbaraz-
zo convertendole in decimali . 1n quest” esempio, b
essendo minore della decima partedie, 'appros-
simazione sard rapidissima.

Eecco 1 differenti termini della serie_ forma-
t1 ciascuno mediante quello, che lo precede, a
forma di cid, che abbiaw detto di supra .
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LS tEIMIN€eeesssessese—1,0000000

b 1+
01X —=——=A=-0,0130918
ha 1219

b )
5,“3_‘A><2.“—"""_—__— It Bﬁ-o.ta..ilto"‘"‘"O:OCC'?)gl.j
Hha
b
) ;o .~
4°,BX 5 —= —=-}-0,0000164
Hha
S’OQGXZ' _é ——— e 1) e s s s st .“‘_0:0000308
2 Ha
—}«1,0140082——-0,0005923
—0.0005929
: - o
~+1,0150159
3

7 ; S -

5,0408477
I termini, che seguono il quinto, son tr(._)p‘poop.iccoh
per non dover tenerne conto , allorché c1 limtiamo,
com’ Lo futto, a 7 decimali . Ho tolta la somma
dei termini negativi da quella del termini positi-

vi, ed ho moltiplicato il resto per @*, o sivvero 3,
il che ha dato 3,0408477 per la radice quinta di
060 ; ma . benche il resultato abhia 7 decimali ,
non si puo contare che sull’ esattezza della sesta
ciira. |

74. Di qualunque grado che sia la radice,
che vuolsi estrarre, procederemo come di sopra,
ed osserveremo generalmente che ,ogniqual volta
s’Jfrlplegl'lqrﬁ. la..{t>r1111;.la,'(%—}.—~a)’” per convertire
un’ espressione in serie infinita, € per approssi-
marsi al di lei valore, bisogna che il primo ter-

. . . , L a .
mine x sla maggior del secondo a, affinche - sa

una frazione, e che tutti i termini divenendo di
pia in pia piceoli, la serie sia convergente.
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75. 1 primi termini dello sviluppo di (z--4)"
bastano al piu spesso per esprimere in una ma-
niera approssimantissima le radici dei nuomeri,
ed € per questa ragione che ne sono state ricava-
te piu formule, le nal faro adesso conoscere.
Sia proposto d’estrar la radice m¢ dalla
quantita a’"—{—»b, nella quale a ¢ una quantita
assai maggiore di b. lu virta di e parago-
nando allo zviluppo di (@ 4 ¢)" la quantita proposta
a" b, e scancellando da nna partve, e dall altra
il termine 4", avremo

_ m(m»—-——l) - mf."m—-—l)(m-——“fl\} a3
SN ol m—2 2 . AN b P N S
b—ma q ] ) - a q —i—~ﬂ__i_-—-g T @ g re
resoltato, al quale puo darsi la forma seguente
o om(m—1) _,  mm—iy)m—2) . . \
b:.::(} (mam g a” G- a )f/ﬂ“i‘ ¢
—lf 1 . &2 | 1.2 . 3 /
e dal quale ricavercmo
b
g = ( y -
e, mm—1) mime—1"m-—2 . .,
ma i d 7 i == 7/ t/ "-!""“{ L.

| B/

Potrem trascurare in confronto del termioe ma”

quelli, 1 quali sono affesti dalla quantith ¢, se

questa quantita debb’ essere una frazion l_;iccul:‘s-

SlNa j; avremo una prima approssimazione,l(.‘lle
7}

desicnerd perg’.edicui Pespressionesari ¢ =———-
L) perq ., P )=

Prendendo un rermin di piu nel denomivato-
re dell’ espression geunerale di ¢, e non trascurando
che 1 termini affetti da ¢°, e dalle potenze supe-
riort, avrassl

b b Y 1
g —= = o
m(m—zy) ,_. ma m—1
' a "q Q-

%] )
i -

=1

ma’ —-—

;
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Porremo nel denominator del secondo membre
in luogo di g il suo valore g', che resulta dalla
prima 'Lpprosmmazmne e ne resultera un secondo

valors

piu esatto del primo: potrebbes proseguire in
questa maniera, ma mi contentero d’ aggiungere
a clo, che precede I" esempio dato da Lambert

autors del metodo.

Sia m=23, e a’+b=45873642; si trova
che i1 cubo maggiore contenute in questo nu-
mero ¢ 45499292, cubo di 357 ; abbiam dunquc

@>=45499295, b=2374349, e a=357. § ottie-

ne in segmto
b b

1
atq
2 274249 =349,53221
5 3

IO( I

;b 1 349,53221
7 =5 T 357 =0,98

b 1 349,563221
da a+q 357,98
¢d in conseguenza

a-l-¢" =25%7,0764.
Queste resultato e esatto fino alla quarta decimale

e si puo assicurarsene facendo a= 358, nomers
approssunantissimo , e dal quale resulta

r

g = :0:97643

><
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a’ = 45882712, b=— 9070

=220 8445065

Saatyg  357,9764
d’ onde
a+-9"=2357,976409;
valore, il quale accordasicol precedente nei quat-
tro primi decimali .

Se nell’espressione ¢' ' c=eme—— X -
mag " . m—1

: b
I 4 -
$1 ponga per ¢ il sno valore ——=1 5 Oftorremo

- 2ab
(/...—_.."*

—a g
2ma"—~(m=——1)b
da cul ne segue

sal

E13
\/am:i-_b:aj

L, 9
Smam-*_,_—_;(ni*—-—ml)b
formula, alla quale Haros, impiegato nel Cataste ,
€ perveuuto senza conoscere il calcolo di Lambert .
Resultano ,allorché m =2, e m==3 , Pespressioni
seguenti:

Vo oalb 3/3 al
Q@ tbmmgimT— @’ tb—a—+ 5.
q4a” +=b 3a3+-b

76. Facendo m =21 nelle quantita rappre-
sentate da A, e da B alla pagina 68, desse da-
ranno, se g sorpassa b, delle serie convergent:,

2, 11
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per mezzo delle quali otterremo i valor prossims
dell’ espressioni
(a—\—b\/--—l);, (a——-b\/:._l)‘__
Otterremo
o b’ 1.2.5.8 b*
5.6.9.12 a?

. 1.2.5 1,14 b° }
s
{ , e 3 (% b |
3.6.9.12.15.8 a®
v b 1.2.50 1.20.5.8.110 0
B:::aS{-—-_ lI - = —
Za 3.6 9a3 5.6.9 12.13 a’

1.2.5. 8. 11.14.1767
3.6.9.12. 15.18.21 a"'—‘*# BC.}s

o sostituendo questi valori nelle formule del 0.°
a1, avremo dei valori approssimativi, e reali del-
l.e radici dell’ cquazione‘di terzo grado nel caso
trriducibile.

(Queste serie non essendo conwvergenti se non
nel caso ove si ha & << a, bisognera trovarne di

a

quelle, che procedano secondo le potenze di 7

per il caso di 6> a;il che s fard scrivendo 1 bi-
nomj proposti nel modo, che segue

6V "y ey, (—bV—=1+a)S
Ora

W gl Ny — ———-) —
TS T :{)b/ﬁ’”('w"\/’"’ Wea-
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::.(1 »i—n\/:_;)}(—-b\/_..n

dunque

— — B g
a+b'\/—-—1)”‘x(5\/-—-1) (]-—-—5\/-—.1),
a—bV 1 y=(—bVIaY (L 4V

Gl sviluppi dei fattori

s1 dedurranno da qnelli di

b
(1-——\/-——-1),8 (I—Jr—- \/-——1)

a
: b. a .
cancriando - in X altro non restera che molti-
= a

p]ivare le serie resultant: pei fattori

(Z)\/m—l)m___b’" \/—-—1) € (-—-—b -——-1) _—-(-—-—Z’\”’\/-—-]}mﬂ

Per ottenere (\/—-—1)’" allorche m:g, fa di me-
q
stieri cercare 1l valore di (\/-—-1)’, ed inalzarle

n seguito alla potenza p. Sia _}-’:('\/—-1)7’

pure, che torua lo stesso, y -——(-—-—1) ; 1nalzando
i due membri alla pﬁfPﬂZd o g, sl AVIa
y'=—1, oppure y*’'-Li1=o0.

Tal’t I equazione ;" dalla qnale dipende in ge-

nerale (\/-—-1)-’;; ma allorché ¢ & impari, uno

deir valor1 di quest espressione @ eguale a -l \/.—.—-1 ,
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oppure s —V—1, secondo che ¢ & “della formd
4i--1, 0 sivvero 4i--3(28), perche facendo el
primo caso _y-..:--—\/-:;, e nell'a.ltro‘y..-::ﬂ'—\/-—-x,

gi trova y' = V' _1. Segue da cio clie 4 1)?-——-

—A | VEffettuando1 caleoli per il casodim =— -,

troveremo

A b.;. ta 1254 125811 a° R
=05, T36 5 —eC.
136 3.690° 1 5.6.9.12.100 ’
| . 2 - { 4
- 1. 2@ 1.2.9.8 «a |
hasmpuell L bj 1 - — - ec. 5
t . 3.60° 35.6.9.12 b4+ ’

e formeremo con (uestl valori un secondo sistema
di formule, il quale dara le radici dell’ equazio-
ne del terzo grade allorche 6> a.

w7, Abhiamo in generale |

(a LoV (a—bYV )=
N\ 2 L . 4

w. mm—1b" mn(m—1){m—a)(m—23)b
28 ) I~ R ~ 4-_60.}"

! 1.2 a 1.2.9 .4 a
Si posson ottenere per la medesima espressione
altri svilappi in serie, il cu andamento sia pid
rapida di quello del precedente, e ci0 con un

semplicizsinio mezzo. Agciungendo 1’ equazione

AN
()=
mb  m{m—1)b"  m/m—1)(m—2) b’

i N NS

all’ equazione
] = - ) ==
a

m{m—1) b*  m{m—1)m—2) b’ _,r
I €c.

-+ ec.

A

t3

m b
Y —— e e -
le' 1.2 & t . 2 . 3%a
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b " b m
(1 —T-;) —-l-- (l —r ;) ==

(m—1)b6> | m(m—1)(m—2Ym—3)b*
(17 )b mlmn)m— e

ptterremo

—— T

1.2 a 1.2.9.4 a

o0

Sl

e se ¢ fosse tolta la seconda dalla prima , sarebbes

avuto ,
N I\"
(I -—}-———) -—-—(1-—-——) ==
a a .

mb = mim—1)(m—2)b>
2. -—- -—l—- - _ ’_!"— e(.o ;
1a 1.2 .3 a b

nno di questi resultati non contiene cle 1 termini,
i quali son sitvati 1n posto zmparr nello sviloppo
dcl binomio , e I altro quelli, i quali sen situatian
posto pari. Se adesso ¢l aggiunga I’ espressione di

' Z) m1 b .
42 (=)

trovata qul sopra con qnella Ai

Z) i/ b o P .
QRN VR, R ( 3 sem N |
( ' a 1) ‘ RO A

Jodotta dalle serie del n.° 28, e che sarebbe
,‘/} m{m—1) 0" m(m-—-—-l)(nz—-———%){m-——E)?j C(‘)

g -~ i .

1.2 a 1.2 .9 .4 a*

ne resulterd

—‘1""*'-. - —n o e /l-—-—-‘ ——l-— i i_......_ — T
T 1> | <1 a 1) N\ a) ! a)

Cm(m-— 1Y m—2)(m—23) b+ '
=4 1 —-ec. |

——y ; . 4.‘

1 .2 .9 .4 a
ia scrie del secondo membro altro non conterra
che 1 termini dello sviluppo del binomio presi dx
quattro in quattro, a partire dal prime
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Togliendo i seguito I esprezeione di

J b m b 0
B
a a
da quella di

(1—i— V:) —{—- (1—-——*\/ \
troveremo |
| b, \" ( AN L\ . I
o ) e A Y 1 o .
(1 I‘a\/ I> T\‘ rz\/ 1) ( 'J[ a> (1 a) =
m{m—1)(m—2)m-3)m-4)(m-5)b°

m(m—-;)b l ( _ i )
“"’4(‘ v 7. 4.5.6 &%)

1.2 a 1.2 .9 .4

il secondo membro non contien parimente che 1
termini delly sviloppo del binomio di quattro in

quattro, ma a partire dal terzo.

Ricavasi dalla prima di quest’equazioni

A
m (me—1 )(m—2)(m-—3) b: - ee

Y 3
s L0 S — Yo
Jﬁ*(‘i 1.2.35 .4 at )

e dalla seconda,

(o V) + =) ()

!<m(m-1) b* rs m(m-J)fmwe)(rnhu;(m—[,)(rnuJ) b° l )
o *—*—E \ e 55 hee 'C(".
+.1.za' 1.2 .3.4.5.6 ab |
Allorche I’ espoutente m cara frazionario le cerie
di sopra non avran termine; ma, te la frazione

" -
.

-
L I

b : .. . ;
~ e piceolissima , servira unire alla quantita ..
a
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b\ » b\"
(i+-—> —-\—(1---) ano o due termini dalla se-
a a

rie, che ne vien dopo; potrem contentarcl sovente
dell’ uno o dell” altro di questi valori:

|/ b e N
(1+—\/—-—1 ("""*\/-—-—-1) =
a a

b " b m-‘ !
—(+3) (=) ++

b\ b, —A"
( VI (V=
| AN b\" an(m»—---'l)b:t
(8 (=2 -5
a a 1 .2 a

S; vede dal segno dei termini, che st trascu-
rano, che il primo debb esser piu piccolo del
vero valore, e che il secondo debb’ esser piu gran-
de. Conoscerem dunjque dalla differenza dei re-
sultati ottenuti il grado & approssimazione , @
cui saremo arrivati. Tutte le formule precedent:
s applicheranno all’ espressione

(a0 Ve 1)";—4’[-(41--.6 \/:)”’,

moltiplicandole per a.

b/

~8. Se si prenda la differenza dell’espressioni di

b o m Z) o "
(1 "11";\/—--1) s © (l”;\/"’"‘l> 5

che si divida per \/-—-1, e s¢ n'aggiunga o sc ne tolga

lo sviluppo di

b m b\m
(I-—ll—-*)““"‘ L= | 2
E a a

avremo le due equazioni qui appresso, i cul se-

condi membri contengono 1 termini dello svileppo
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del binomio presi di quattro in quattro, a partirsi
dal secondo, e dal quarte,

S (CHEDE ATy} (YY)
(i) .
a »

b mim——1Y(m—2 3 m——l) 15

i

1a 1.2.3.4.3

-

7;1_:“;_ ((1 +Z\/:;)m—--<r -——Z \/:)”}““ (I +§) /I

b\ |
__i_. (I -_ —) \
a/ /
" m(me—1)(mm—z) b ' m(m-—l}...(m—~6)/)7+ )
o - p— ec.
1.2.3 &b 1.2..7 a’
79. L facil dedurre dallo sviluppo della potenza
n del binomio quello della medesima potenza di
un polinomio qualunque (@ -4 4~ ¢ - 4 ] e—-ec.).
Per giungervi in una maniera comoda , rappresen-
tero, affin d’abbreviare ,1o sviluppo di (a4-0)" per
a’-+Aa" 'b+-Ba" b 4-Ca" 3 lec.
Se adesso suppongasi che & si cangi in -j-c,
11 b-iI]UmiO (a —-}- b) diverra il .trinomio (a4-b-¢);
e bisognera scrivere nello eviluppo precedente
1 AN 1 2 N3 .
(b0-1-c), (b-4-c)*, (b4-c)?, ec.
in luogo di 5,47, 8%, ec. Troveremo , mediante que-
ste sostituziont,

: 7202
AT e ate G T e

T G S G
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resultato, il qual’e facile di continuare tanto lontane
quauto vorrassi. Sia dunque Ne" ™' 4" il termine
generale di (e4-0); esso si cangerain Na"“”’(b—{—c)"',
¢ facendo |

(b )=
VAT e-BT G TR LN T e e

b \
LAY e
L B's" %R

esgo diverra Ne" »' s Co' 733 ).
\

.:.I_: N. £ [;?z / :"73:’ ! G.". ,'..'
\ +€ C.

Considerando con attenzione questo sviluppe,
&1 scorge ben presto che in ciascuno dei termini,
che lo compongono, la somma degli esponeuti delle
lnttere a,b,c & costantemente egnale a 2, ma
ch’essi hanna d’altronde, ciascano in particolare
tatti i valori, 1 qualt possono sodicfare a questa
tal condizione: di piu € manifesto che il termine ge-
nerale, e vale a dir quello, il qual non contieue
che degli esponenti indetermjnati ,ha per espres-
slone

N Nfan-—n’ bn"-—?m Cn’f‘

Suppongo ancora che ¢ ¢i cangi in (¢c-}d), e
- . i _
che s"abbia
1y f -
(e4d) ="~ A """ d -

1 onli—2 g2 e W LN gty
Blem Td 4Gl TP LN"¢ dlie(‘.,
gostituendo questo sviluppo in luogo di ¢” " nel re-
sultato precedente, troveremo cle il termine ge-

nerale di (a--b--c1-d)” sard

:

NN’ N ’? Pl St en TR d:;“-’
~ e k
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E agevol cosa cnnnnuar cio che precede, e si
r} rirl Iy :

vede dlu ia che N7 d""" e"’"’ e eudu il ter-

miue Lrenemlp del binomio (d—e)”’, quello di
(awmb—f-c—{—dnr—e) gari

N -vl\ N I\IN a: o b,_, —u’’ cnlr-——”ﬂ! d"/!/--n»'ul 8”“'!
Altro non resta, per aver ciascuuo di questi ter-

mim generah , .w.. non che sostituire in luogo dei
- 4 v f : FE A rrz
coefficienti N, N', N, N "Jec. 1 loro valori.

Poiche N ¢ i} coefficiente del termine 2" 7’5"
nello sviluppo di (a --5), 1 ha

Ne== Sl VAL, (n-_n,+l)(EZem. 141).

1 .3 -« - ¢ . n

Qe ¢ scrivono nel numeratore | e nel denmmw
natore tutti 1 tattor compresy tra 1 , € ne——n' in-
clusivamente, il valore di quest’ Bbpl‘tfaSll)ne non
cangera , ed avremo allora

- 1 - 2 . . - - » . - . b4 . L] - L] ] » n
N— , )
1,2 ... X1 .2 ....,0—n
T/ > . s - 42
Dedarremo N’ da N cangiando rinn’;en inn’;
otterrem dunjue | :
h (R SR L n
P - . . .
N= - ~
P .02 .. XY a2 ..

avrem parimente

T & 2 s 5 s & » w6 o s oe n,'
* 7 - L . . » *
.'l\ ﬁ-— -_’{’\\» L S
1 - :-).- @ . » it /‘:\ ] . 2 . * o {1 "'"'—"‘]l,
rrr
N”’ 1 - ‘:—"J L] L] L} . » L] . - L - L] > - L] - n ’
rry 177
1.2 ... C.on —=n"

2
Facendo il prudurm NN N'N", coll”’avvertenza
di scanccllare tutti 1 fattori comuni ad un tempo
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al numeratore, e al denominatore, troveremo

NN'N'N" =
2

- - -

T (2

v

Rt
L]
.-)l

F YR

A(n=r') X 12.(n'-n" )X 2. (n-n") X1 2.n""-n""")1.2

(n —_—T =p
F &4
n - :(]

Facciasi, per abbreviare, (n” —n' =r

rrr 171y

n +~—n =—S
Ylrd

'y == o

e sommando quest’ equazioni, otterremo
ptg-+r-tsq-t=n,
ed avremo

1.9

.H..Q...lti&.‘...oo.loﬁaal..l.n

1.2..pX 1.2,..9 X 1.2...r>< 1.2...8 X 1.2..0
pel termine generale di (a--b-tc—-d--e) :¢e.

facile da ci0 dedurre quello della potenza n d’an
polinomio qualunque .

a’ bg Cr ds é:

Mediante il termine generale formerem lo
sviluppo cercato, osservando che desso dee con-
tenere tutte le potenze, da o sino a n inclusiva-
mente , di ciascana delle lettere a,0,c,d, e, ec.,
¢ che la scomma degli esponenti in qualunque ter-
mine siasi dee sempre esser eguale a n. (Juanto
poi al coefficiente numerico, la formula preceden-
te fa ben vedere come questo producasi dagli espo-
senti del termine, al quale & affetto.

Per darne un esempio, prendero

(o bpct-d)'.

Ordinando lo sviloppo di questa potenza per rap-
porto a una medesima lettera, e supponendo che
qnesta gja @, non dovremo far altro che cercar
tutti i termini, i quali debbono contenere ciascu-

n

L

fFits



ﬁ

172 COMPLEMILNTO
na potenza di a; la maniera, con coi io formerd
quelli, che sono affettr da a®, fara conoscere co-

me bisognerebbe contenerst per qualunque altra
potenza. |
Scrivero

a” b’ a*’ a®d’
a’ bc a‘cd

a* b d a ¢ d*

a?. Z) C:

a’l c d

a: b d:.

Non mi tratterro a formare 1 coefhicienti, perché
non vV e alecana Jditieofta a questo riguardo | ram-
mentandosi cke qualangue lettera, la quale non
ha esponente, st considera avernc nno eguale
all’ unita.

Se n non & un nnmero intero positivo, la con-
dizione espressa dall’ equazione p--q 4-r--s—-t—
. ...=n, potrebbe sembrar difhcile a sodisfarsi;
ma eviterem quest’ inconveniente dando al polino-
mio a-+b--c-4-d--e--ec. la forma d’ un bino-
mio (@ —4-x)", nello sviluppo del quale sostitairemo,
in luogo delle potenze di x, le quali saranno ne-
cessariamente positive , ed intere, quelle del polino-
milo b—{—-c—l—d—{-—e—"rec.

80. Potrebbesi far uso delle formule prece-
denti per isviluppar I espressione

{aﬂ%—abxr{~cx2 Hedad e, )
secondo le potenze di x; ma v arrivercmo in una
manijera piu semplice supponendo
(a—-bxtcx®-da’~-... V'=A-Br-+Cx’*+-Dr’4-ec:
4. B, G, D, ec. essendo dei cocthicientt indeter-
m nati; il the sommwintstra pure :

(a--by -cy*—dy’—-... "= A+4-By--Cy*--Dy’<-ec,;
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¢ facendo, per abbreviare,
a——l—-bx-—*—cxz——l-—da"g—}a....:u,
. T 3 .
a--by oy A dy’ ... =2,
troveremo
u”—-v”__B(x-—-—y)—}—C(r’-——y’)-——=D(:::’-——-—y3)-J¢ec.
u—v b (x—y )¢ (2 =y ){-d (2’ —y?)—ec.
T due termini della frazione del secondo memnbro
di quest’ equazione son divisibili per xr—y; ettet-
tnando la divisione, troveremo

B——~C(x~{—'y)+f['}(x-"_\-xy+qr‘)+ec.
b —c(z4-y)-d (x*H-xy -y F)-ec.

Se st fa =y, avremo nel medesimo tempo u=v,

u—" _ .. .
si ridorrd, in guest ipotest , a

lo svil
¢ lo sviluppo ~——

nu”"", qualunque sia 7, nella stessa maniera che
concladerebbsi facilmente dal n.°72,e Fequazion

precedente diverra
| . Blalx-L3Dax*d-ec,
-n(a—{—bx—{—cx’—}—dx3+ec.)" St Rkl B + :
b2 cx—-ad x”—-ec.

ma

(al-bar-—cx®d-da®d-.)
(a—{—bx-[«cx'*‘__‘_dx?—}—,..)””’—-._...: a-—;—bx"‘—;—‘cxzﬂi-dxi:[ﬁ. .)‘:_:
AL BxCa® 4T’ -ec.
a b x—e a - dax’—-ec.
stante 1"ipotesi: avrem dunque
n(A-+-Br--Cx®~Dax’-ec.) B-oCax-+-2Dx" H-ec.
a—--bax - cx® - da’—-ce. b ~+ac a5 a’wé—l—. e
e mandando via 1t denominator:
n{ A-Ba+-Ca?- Daid-Eatdce. ) (b-+2ca+t-3dx? e e
= Bt-2Ca-5 D2+ Ex’-Lec fatlatca®4dritext~ec) .
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facendo le moltiplicazioni indicate, otterremo

nbA -~ nbb x4 an:x;—{- nb L

—-2ncA

>

x -~ nbC

COMPLEMENTO

+2ncB
—-3ndA

.r+3aI)

+ 5B L2bC

5 aB4-22C

—{- cB

—~+anc G|
~-3ndB

+4nc A

i
X -4 akl
420D
-2 ¢C
—+- dB}

anclD)
—+-3ndC
—+4ne B
+5rzf'A

x5+5a Fi

1R
136D
+-gdC

~+ eDB

x‘—{«ec.\

(,

5

1y
.
-

ec.

Paragonando i coefficienti delle potenze omologhe
di x, troveremo

aB—nbA

2aC=(n—1)bB-}-2ncA

zaD:(_n-—-Q)bG-a
fal=(n—2)6D

(2n

~(2n—1)cB-1-2ndA
2)cCGr-(3n—1)dB+4neA

bat ={n—/{bL+4-(2n—23)cD~~(3m— 2)dCA-(4r—1)eB-L-5n

€c.

La legge di questi valori & facile a conoscersi :
tutti 1 coefficienti B, C, D, ec. saranno determi- 3

nati allorche A card cognito ; ma si vede ch’esso
esprime 1l valore dello sviluppo allorche z =0,

iﬁ‘

ed in questo caso la funzione proposta (@—-bx—-
cx®1-dzx’4-. . .} riducesi ad &"; abbiam dunque

A—a".

Caleolande dietrs d; questo valore gnellp delle
lettere B, G, D, ec., troverem faciimente che la
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potenza n del polinomio a4-b--cx’-{-dxr’—-ec. ha

per es PI’GSB]OHG

- —1) nfn—i1Y¥n—=2) ,_. . .-
a+nan be+ ) 71 Zbi\x: i __( A)(?I )0-” 3b3 \
1. 2,
\ ,
<l na" e - (1) u-zy,
‘ I . 1
)

+

* SbS'
1.2.3 .4 a B . B .
]Endl)(n-z)a"_3bzc + n(fl ])(H' 7) - 3) ,z.,._.4b o
I -2 .« 1 1 .2 .5 1
?l(n-l)an-—zbd + n(n 1 (J’I n) n-‘-zb d
1.1 1.2

n(n—l)an—-zc'z i

1. 2 I .1

—

n(n ])(n-ﬁ\ n-3)(n- 4) o

e 'd

n(n- 1)(!2 )) T

nirn- 1) —ap

1 .
"'11"‘ n(n- 1) -z
1 el

Moivre, che ha dato 11 primo la formula
prcvedente iece pure osservare la legn*e secondo
la quale si pud formare ciascun dej termini, che
dessa contiepe ; ma siccome non avro accasion
d’ impiegarla frequentemente , non mi tratterro
ddeanlagxrm gopra que-t0 soggetlo . Qsserve-
ro solamente che non esistono funzioni algehri-
che le quali non s1 possano evlluppare medmute
civ, che precede; poiche le pu generali non po-
trebbero essere che combinazioni di monomj, o di

!I"“

- 5
T

; fL

|
8
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polinomj alzati a delle potenze positive o negati-

ve, intere o fragzionarie.

Della somma delle serie, il cui termine genera-
le éuna fuuzion razionale, ed intera def nu-
mero det loro termini .

81. Ho data nel n.°® 209. degli Elementi la
somma dei termini d’una progressione per diffe-
renze

a,b,e,...k,1,
la coi differenza era §, ed il numero dei termin;
n; suppongo adesso che si alzi ciascun termine (;
questa serie ad una potenza medcsima., e vado a
considerare la serie .
a, b, ", . LK, I,

Si forma immediatamente lo sviluppo di queste
quantity alzando alla potenza m ciascun membro
dell’ eqnazioni '

b:a+(§, Cmb—{f—(y...’l:ii—{vad"

¢ s1 ha
m o, m(m—i) _,
bm:: m-____‘ L % IJ l - H—2 02
. " a - ———ta d*+-ec. |
, 7”2 e mimn-—-: -2 0z
61:”‘”__;_&,4 i‘)"l“ ( )b”' J‘—-}—ec.:

1 .92

m(m—i1) ,_,
¢

e | 2
d’“.:__c T § - 0%~ ee.,

1 .2

- » . - . - - = v - - . - . . - - . ] - - L] - L] ,

A A N Sy S

I - 2

Sommando respettivamente tra loro i primi, e ;i
secondr membri di quest’ equazioni, scancellandg
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1 termim comum alle due summe » € trasportande
" nel prime membro otterremo

m " m m— m— ™ww— ”—
F—a'= @ b e )

mm-1) o (@™ DALY

1.2
m(m-1}(m-2)
. »'13 w3 "~ 3 ”_,3 "3
| 1.2 .3 0> (@77 A" e KT
- ec. |
a -} C .. .. ... -—a:-/l; -—-!-’ —_ -
atwb:—-:—-cﬂ ........ —}—f:z—JrZz.__Gz
an:+bﬂlﬁ_ﬂi_‘cm . "-+;\'m+lm:g ,
AVremo
a-*]i—-’) +C ......... -’-—’( :SI_‘Z

aimg—b‘%-c:........—I—-i{‘"...-:Sz-—-Z!

a0 e =8
i m
e dietro a questi simboli I”equazione (1) si can-

gera 1n

m(m-——-l)

r—a"= (S, 1) (S, _—1"")

o

I « 2

, m m-—-—-])(m—-—-g -1
s ( 7_—)53(5,'_'———2"‘ }4-ec......(2).

1 .2 . 9

Questo resultato contiene una relazions tra le di-
verse somme S, S, . .S 5 e fara conoscere
I" vltima allorche 1 altre saranno date .
Supponghiamo primieramente m=—1 , ot-
terremo
. o ay,
l-——-a___(g{bo—-z )9

ora S::ao-lr—bo—f—co. ; ..+A'°—J=——Z°mn;

<. 12
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avremo dunque
l—a=(n—1)7,
0 sivvero
l]=—a-t(n—1)d,
come 1 abbiamo ottenato nel n.° 228 degli Ele-

mentt.
Facendo in seguito m =2, avremo
2 _ . ! i “t Sy
P a® =24 (S, -——-/)-—1#(5 {f_‘u—-—l ),

—

[ —n
e ponendo —per 8 =1, troveremo

[>e—a*=26(S, —1})-+{d({=—n),
di dove

o 12 (1—a--1) (!—}—a)

S F— 2
l B g 1 2 ¢
¢ siccomel—a-+d=nJ, conseguiremo
n:_’f——§-a)
K1 = e »
2

nelln stessa maniera come uel n. 229. degli Ele-
ment; .

La supposizione dim =23 dara
U—a’=3{(8, — )-u5 (S .__Z;_{--S (“ —I1°%;
gostituendo in c;m‘:st equa.zmne per So---{ 5 6 bl-—-—l,

1 valor trovati t_]i__lj sopra ., desza diventera
i GE(Sy—1) 38 —a" ) —3* (l—a)

3 R .
l a ’ ;
2

e dara

_— A 23-——- "—'""?ﬂf, “ ] —
Szzz‘,g ( a‘_) 0)4’——(( a)

60
o (!’ —at) -1 2817 4-a™y - 5 /-—-—a)
6o

e
m—
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19 fa.ciie, proseguendo cost, d arrivare &1 valori
di S;,8; ,ec. '
Tommaso Simpson ha dato pure un mezzo
wmplu 181 per  ottenere immediaramente la
scmma delle potenze similt dei termim della pro-
gressione per differenze , il quale riducesi presso
a poco a quetlo che M’ﬁ'l]f’
La somma delle prime potenze esseudo

(a1 )n . § oa ~—4¢
§ = T , diviene — n® - n allor-
o ’ 12 o

¥

clie si pone per ! 1l suo valore a_j‘_»(n._. 1)$:
I"analogia porta a concluder da ci0 che la somma
delle pnttenze del grado m puf_a essere espressa da

——'rlm —Jr(;n ....-—*:—Mn,’
lIelettere A, B, G,... M designando delle qnan-

tith indipendenti da n: avrem dunque. im que-
sl Ipotesi,

An"™" T-—-i--vBu“——-%--—Cu“"' e M=
@"--{a——§ )" (a+248) .. .. (e (n—1)E)"
Ma, e s aumenta la progressione propesta del
termine a - n d§ conseeutivo ad a—+-(n-—1) 4, il
numero dei termini diverra allora n —— 13 e sosti-
taendo quest’ ultimo 1 luogo di 7 nel primo menm
bro dell” equazione di snpra, troveremao

A(nd-1)y" ' B(n—-1)*4+C(n--1)"" L M(nLy) ==
a"-(a4-8)"-(a--24) ~--~1“(ﬂ+\”“ 1" (a-tnd)”;

togliendo da qumt’ ultima equazione quella che
precede, conseguiremo

Al (12" -n™ 1L B[ (1) "-n ] -G ()™
..... +— M={a+-nd)",

Sviluppando i due membri di quests resultato,e

"]
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brdinandoli per rapportoa =, prenderd desso la forma
m+IAn + (= I)mAr m=t (m+ )m(m:;—- ) An**-ec.

1 .2 1 .2

m n ]
4 -;_Bn,”’"’..]_ : (:n )Bn "1-ec.
m—1
+ Cn“-z-—{—- ec.
I
(1 ——
t—':(,; fl + "‘m b _m-l % Tn‘\m nl)azd‘m-zrbm'—z +ec,
1.2

Eguag]iandn adesco tra loroe 1 coefficienti dex ter-
mini simili di ciascan mewmbro, avreme

m——1)m .
(-~ A4 B="af
I .2
(-1 mlm— 1) mim—1)_  me—y_ mim—1)
— A B C= 2§
1 Bowd 1.2 1 1.2
(mA-Ym(m-1){m m(m-1)/m-2 (m-1m-2)_ m-9
+1) et - o2
1.2.5.4 1.2.9 1.2 1
1.2.5
ec.;
d’ onde ricaveremo
R‘M
G
A= —o
m ~- 1
[
- n —- 1
D—al" —— A
V)
i
b m (m-—--1)m
C—= a0 ——DP— A
2 ) 2.9
mim-1) .. m- c m(m-1)T3 (m—-1m(m-19
= ———g ¢ — , R
2.3 2 2.3 2.5. 4 ’



¥

B’ ALGEBRA, 181

Se in queste formule successivamente «i faceia
m=-—1,m=—=2, m=—3, ec., e si sostituiscano
nell” cspressone An™ " - Ba” 1~ ec. i valori, ch’
esse daranno peri coefhcienti A, B, G,..., eche
s indichi, come qui sopra, per S la somma delle
prime potenze, S, quella delle seconde, S3 quella
delle terze.. .., troveremo

) 28—
Sl e } n

2 2

2ad— Jz . , 6a*——bBaf-|-§*
82 Sy 71: + E‘ 6 ,_. 12
§? gad'"———é‘* 60*5——6an+53 ., 2a’~3a’§Lal?*
g == —nt n’ l n { 7.

4 2 . 4 2

83. Io non ispingero piu oltre questi valori,
ma ne faro l’appli(‘azinne alla prngressione for-
mata dalla serie naiurale del numert

: 7
~1.2.9.,..1.

In fuesta progressione
a—1, Jﬂl 3 Z:‘::IZ;

ed 1n conseguenza

. . ¢4

So—.::n EE
1
g _ n"—tn n{n--1)
13 ' —— = b 2
‘ Qn;%—z.«wz--?——n m’\’n*—f—-l} (2?l+1}
B, = — : T
6 1 9 o 5

. n*t-an’ —%—‘nz nz(n—.lL'l}z
=y == s '
€C,

84, Col mezzo di queste formule & puo iro-
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vare la somma di tutte le progressioni, il cu: ter-
mine generale e espresso Jda dette potenze intere,

€ poaltlve di n.
Infatti, seil termine mnnml 4’ una szerie foss=

an? | la quantttu a non c'a.nw:am!n e evideute che
la. somma di que-ta serie, rh cui claseun termine
ricavasi dali® espressione an’ | faceado soccessiva-
mente n=—1, n==2, ec., sarchbe

1f.a --2".a —'143".a—;—4’.a,...+n"a

= (1P 4 2f 4344 Fen Ja=a D,

Seaue da ¢io che In somma della serie, il cm
terwine generale e an” 4-bn' ha per es‘pre-saitmc
a§p+bH pmche Cl148CUA10 dm termioi di (uesta
serie e la somma iiei termint , 1 quali 81 corriepon-
dono nelle serie derivate da an’, e da bn’

F’inalmente il termine chnPraIP essendo

an’l-bn'—cn’' la somma sard @ S, - 68, —cS§,
perocche ciaseun termine di quest ultmm serie é
egnale alla differenza tra 1 due termini, che si

cort rhpondwnn nella serie rlf srivata da an m—}—bn ,ed
i guella che da cn’ ed e evidente che deest ot-

tenere 1l medesimo reeulmto facendone la sottra-
zione termine a termine, oppure prendendo la
differenza delle respettive due somme .

85. Sien, per esempio, le serie

. n
1 ol gl B =
4 =
n{n T
| 2.6.10 ’
IQ-J
n(nd-1)(n-La)
10.20
4 l 33.3
cc- - .Ic...-ut - - s 0= 4 [, ',

te quali contengono 1 coefficienti dei termint delln
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sviluppo delle potenze nesative d:l binomio, e di
cul 1 terminl generali sony 1 coefidcitentr relativi

alla potenza —n .
La prima e la progressione per differenze ,

il eni termine generale =u, ed ¢ eguale 1n cun-
geouenza a

n*tn n(nda )
2 2
La seconda, il cui termine generale o
n(n—--1) ng—Jl-n
T
puo essere considerata come la metd della somma
delle serie
’ l 1
144+ 94-16... . nT,

1234 4o

an’4-3n°-Ln

La somma dell'una essendo S, ==

6 P
, n®-n
e quella dell’altra S —= ———, avremo
>
S; 48 't 3n%-l-aon n(nid-1)(n-l2a)
2 6 I I

La terza serie proposta, avendo per termine

n(n-t1)(n--2) n--3n°—~on
oenerale ' — — ,pud
" 1.2.9 6

decomporsi in tre altre, i cui termini generali sa-
. n®  3n* an . .
ranno respettivamente . \ . ed ¢ facil
6 6 ° 6
vedere che le somme di queste serie avranno per.
S 38, 28

6° 6 ° ©

1

espressiont . € che in conseguen-
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Za queﬂa. della serie proposta sari

S,4-38,4-28  n*4-6n’—4-11n*L-6n n(n-- 1)(n+2)(n+3) |

- ER |

T

6 24 1.2.35. 4

Le serie, che ho sommate , fan parte di quel-
le, le quali sono comprese sotto la denominazione
di numeri figurati ,a motivo del loro rapporto con
certe ficure di Geometria. Si vede che la somma
di ciasehedana e la medesima cosa che | termine
generale della segueute; di modo che la seconda
e formata dalle somme parziali della prima, la
terza e formata da (aelle della seconda, e cosi
delle altre .

Delle serie ricorrent;

86. Abbiamo veduto ( Elem. 235 ) la pro-
gression per quoztlenti

a—-!—aq—}--aq2+a 7° -~ ec.

a

I—q
conduce naturalmente ad esaminare le serie, le
quall possono resultare dallo sviluppo d’una fra-
zione qualunque . Supponghiamo primieramnente

. ; a ..
che ¢’ abbia la frazione : — 5 perisviluppar-
a -0x :

nascere dallo sviluppo della frazione 5 CiO

la, possiam servirei delly ferinula del binomio |

¥ .~ a I ¥ -1
poiche —— - =a (a +bx Ooppure sup-
a + b’ o | ) 2 pp ]_
porre ancora che

=ABa-- Cx*4-Da’ | x x*t-ec.,

a
a b x
le lettere A, B, C, ec. designando dei coefficienti
indeterminati . Moltiplicando i due membri per
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@' 15" x, e passando tutti 1 termini in un sol
membro, avremo

o Ao Bleaga C;x’—ﬂaa'D
—a-—-0'A} +b B S+VC
quest’ equazione dovendo aver luogo qualunque
valore che diasi a x, bisognera egnagliar sepa-
ratamente a zero 1 coefficienti di clascuna poten-
za di o1l che dara

x3 - ec.
=0
-t €,

a’A-——-a =0 . e a«f
a
! ! b’

a B+ A=o0 B:::-—Z-,A,
, , 1 dove! b’
aCLbB=o S (J';C:”-—-;—,B,
) ’ b’
aD+b C=o0 D:-—-—;-;C,

ec, ec. ;

e 51 vede che ciascnn coefficiente di x della serie

A--Bx 4 Ca® - Da® Lec. &formato, el caso

attuale, di quello, che lo precede, moltiplicato
: b’

per la quantita — ~» oppure che ciascan termine

3 | . b'x

¢ il prodotto di quello, che lo precede, per — —_

} ]

Sia ancora

a-tbx :
, -=A : ' - ec.s
T +Bx+4C2®+ Do’ -ec.;

operando su questa frazione come sull’ prece-

deate , otterremo

a’A--a'B i x -+a Clzr*d-a'Dix’4-ec.)

—a—+b0 Al 4-4'B| L¥C ec. '==0;
—b | eal 4Bl e
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ed avremo per conseguenza

, : a
a’'A—a—0 . A=
a
! ’ b—b'A
a B---}--—b A-—-—-—-b =0 Bﬁ T
a
: —c A—0'DB
I7a :fB ,,‘A_ﬂ /’5 dl d()l’e ( Gz — - :
# G B oA i dove a
’ 7 - ’ Ig _—- b’ G
' D+ C-bc' B=o Do
T G
- -

Qu1 ciasenn coefficiente, a partirsi dal terzo, &

determinato dai due, che lo precedono, moltipli-
' 4 !
b

. . . c
cati respettivamente per le quantitd — —,— —;
a a

ed in ecnnseonenza cinscun termine della serie si
forma dai due precedenti, moltiplicati respettiva-
t ez’ b'xr '
mente per —— L -
P PO

Finalmente sia, per ultima esempio ,

a-i-hx 4 ox®

— ———=A-1Bur-Cx*J-Da’I-ec.;
& b x 4 - @’

troveremo in questo casn che 1l enafficiente 6 una
potenza qualunque di & dipenderi dai tre | che lo
precedono , moltiplicati respettivamente per le

. d’ ¢’ b )
quantita — — > — —, — —,e che un termin qua-
a a a

lunque della serie sara formato dai tre prece-
sflenti, moltiplicati respettivam ente per

! r_ 2 !
dx? Cx bx
] 7 /2R i i

a a Qa
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E facile di coneludere dagli esempj d1i sOpra
che una frazion razionale della forma

ad-bx-tecx*... ..—Jr-',rn:""‘I
a'-—i—b’x—ll—c’xl .-—}—-p’x’”_l »Jl-q.' x

generera una serie, nella quale il coefficiente d” un
termin gqualangue dipendera da tanti coefficienti
precedenti quante unita vi sono nel piu alto espo-
neute del denominatore . Bisogna frattanto osser-
vare che questa legge non ha luogo nella serie se
aon che dopo tantl termini guantl se ne trovauo
nel numeratore.

: { d’ c’ b
Le quantitd — —,....——,—=5,— ., per
a a a a
le quali bisogna moltiplicare i coefficienti det ter-
mini, che preeedono quel che a1 cerca, portano
anitamente il nome di scala di relazione; e la re-
lazione costante, ch’ esiste sempre tra un medesi-
mo numero di termini cousecutivi di queste serie,
le ha fatte chiamare serie ricorrenti. Possiam pro-
porci per queste serie, come per le progressioni
i due Problemisecuenti: 1.° Determinar I’ espres-
sione d’un termin gualunque indipendeniemente
da quelli, che lo precedono, o sivwvero il termine
generale. 2.” Trovare la somma d’ un numero qua-
lunque di termini di queste serie. 1l gecondo Pro-
blema e il piu facile a sciogliersi; percio io prio-
cipiero da questo ,

87. Sia A--B-L-G4+D...... +-H4-T-- KL
ana serie ricorrerte, di eul clascun termine non
dipenda che daitre, che lo precedono; quest’ esem-
pio bastera per far vedere come il metodo s1 ap-
plicherebbe a qualunque altra. La natura della
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serie propo-ta somministreri I" equazinni seguenti
PA—-{-—(/Bﬁ—-rC +S D:—_—_o
pB1+-¢Ct-rDst=0o

pC-AgD+rE sl =0

p-yg L4-rt' -2 5G=o0

oooooooooooooooooooooo »

pHAqgI-4rK ~sli=o0,
Preudendo la somma di (quest” equazioni, ot-
terremo
p(A—f—B—{—C%—D.....+H)~-f—-q{B—%—C—|i—-D...—{-I)'L s
—+r(G —[L—D.....—{»K){—S(D ......... ALy 7
e se s iadichi per [ la somma di tutti i termini
della serie proposta , avremo
pOf—T—K—L)-g(/—A_K—L) _
+r(f—A—B—L)4-s(f—~A—=B—()f =

di dove ricaveremo. . . .. ... . ... ... —

P KA4L)4-g(A~ K LL)br(A--B-1) —s(A LB-LC)

]

P +9-Fr--=s
Vedesi in conseguenza che la somma dimandata
non dipendera che dai tre primi termini, e dai

tre ultimi,
8%. Lo stesso metoda | dovato a Tommaso

Simpson , fu conoscere ancor la frazione, da cni
la serie proposta prende la propria origine . Fa i
mestiert percio considerar questa serie cowmne in-
definita , e valea dire, far astrazione dacli wltimi
termini. In quest’ ipotesiil numero dell equazioni
p Agqg B-—j-rC—J:— sDD—nop
pB —-I—I]G—-—-rl)—{_s E=—o0
pli4+q¢D 4 7rE4sT =0
pO--gE--rI'4-sG=0¢

£C
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diviene illimitato; sommandole insieme 81 ha

;p(A' D }l G D—}f—an)—}-(/(B—‘—U—}—-D—}—ec.)}:O;
~r(G—D—-ec.)-}-siD--ec.)
il che dara
144! FA)-forl e A—B) 4 s( i A—B— C) =0,
§e ¢1 rappreseuti per./’ la somma di totti 1 termini
della serie continuata all’ infinito , oppure, cip ch’e
lo stesso, la frazione che I’ ha prodotta mediaute
i di lei sviluppo . Da quest’ equazione ricavasi

AALT(ALT) b (AL BEC)

ptqg--r4$

Sia , per esempio, la serie

12 x—+8x°-282%-f1002*-}ec,
nella quale ciascun termine e formato dai due

precedenti, moltiplicati respettivamente per 2x?,
e per 3&, come possiamo assiCUrarcene osservan-

do che

8z =1 X 2x*foxrX 3x,28x =2x X2x"48x* X x,ec.

avremo
A=—1 g B== 2T , C= Srz, D= 283’:3, ec.
C=cx*A{-32B (——2x"A——-3xB—,LC:o
T):zle’n—{—{%xﬁ oppure 22 B Gxl~-D=o0

il clie somministra

2 f e
P_.-:—-—S’..:C =0T, 7T=1,5§=0,

-

/,‘ ] — X r—1
v} o T nxﬁ 33,\ | 1 - 01‘1 ;_ 7‘2’| 1 >
—2X —Sa - 24" -G —

e, se ¢i sviluppi difarto questa frazione, ricade-
remo sulla serie proposta .

89 TPossiamo pur ricavare dal n.° 86. indipen-
dentemernte dalla considerazione dell’ infinito Ie-
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gpressione della fmzmne ceneratrice d’ una serie
rccorrente . Tn quel num®. I\ equazioue

a-l-bx .
—————— A} Dx-Cr*+ec.

@« +—bxr—i-cx |
avendo condotto alle seguenti,

QIA——G_‘_‘_.O 3
a B4-b'A—~b—0:
a—+-bx

se s1 sostituiscano nella frazione —
PR

valori di @, e di 8 dati da quest’ equazioul, con-
seguireino

o’A-(a'BLb'A)x A‘H[H—"’ A)x

LA Y, r 2
a‘bx-—]-cx

¢’
1-.}_ ‘r_i"_“ x’

a

Qui la frazinne generatrice altro non eontiene
chie 1 coefficienti del due primi termini della serie
proposta, e 1 due termini della scala di relazione

dei coetlicienti di questa serie, tu virtu dei quali
si ha

p A*“'“(; B—L'(J_,__

P g C—-D=0c

ec.
Nell" ezempio del num.” precedente

Az , =l
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€d in conseguenza
A--(Bg'A)r ] —
| 1~+¢ xp'x’ 1 — 3L 22X
come di1 sopra .

S1 costruirebhero nella stessa maniera delle
formule per ritrovar la frazione generatrice delle
serie ricurrentt, la cai scala di relazione conte-
nesse un maggior numero i termini .

Cio, clie precede, suppone che la serie pro-
posta sia ordinata secondo le potenze d” una me-
desima (oantith x;se s’ avesse la serie numerica

1+ 2828 -+ 100 -} ec.,
bisognerebbe prendere in di lei vece la seguente

1 - 22 - 827 - 28x® 41002t - ec. |

Ia quale rientra nella serie proposta atlorche si

fta r—1.
) : e me L .
Rapprossimando cio all’esprescione di S,
ottenuta pel n.° 5., vedrem che le comme 8,

1 1
|

__ ec. delle potenze delle radicid’uu’e-
quazivne algebrica, forwauvo una serie ricorrente
e troverem facilmeunte la frazione, da cu essa
deriva.

9C. Passiamo adesso al cecondo Problema | il
quale ha per oggetto la ricerca del cermine ge-
neraie. Per dar un’idea de lla maniera | colla uele
€350 possa Tisolversi ) ecanumamo alcune delle
serie ricorrent; e piusemplici. La prima e qucila,

Mo 37

. ~ . a
che prende la sua origine dalla frazione ————;
| ’ a —-*—b x
e che riducesi ad una progressione geometrica,
. b'x L
di cui la ragione sarebbe ———p, ed il primo
a

. a | : T
termine — ; e facil vedere, dopo di cio ( Llem.
a
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231 ), che il termine genem!;e , quello cioe, il cm
posto & indicato da n, debb’ essere

! b | H—1
a b x\" ab’ B
-7 e == T )
a a

a

i1 seano saperiore avendo luogo allorche ne——x
sara pari, ed il segno inferiore nel caso coon-
trario,
Daremo a qnesto resultato una forma piu
!

_ a a : ;

semplice facendo —=u, -~ =2 ;la frazione pro-
l) b br b

posta, la rerie che ne deriva, ed il termine ge-

nerale di questa serie diverranno allora

o @ ar | ax’ exr”
T Ty T ra i- 23 eC.’ € * TH
a-—xr° o 7 o

91. Viene in geguito la serie, che resulta
: : a-—~bx _
dallo sviluppo della frazionz —— —{ ; fra-

g : ' 2
a-—-0x—cr
zione , che puo scriversi nel modo seguente:

a b
¢c '¢

; : facendn, per abbreviare
a | b 3 ’
RPN
C c
a ]) af / br 4 . ~
- =a,-,=6b,5~=a,— =06 , esst s cangerad
C C C c i

, a—}-Ex . :

n —— -. Se p, e g indicano le due radi-

o € x-t-x”

. . _ . ] , ,

cidellequazione disecondo arado 2”8’ x |-2'=o0,
. o 1 ’ . 5 .

la quantita w2+6 x—-2 sara 1l prodotto dei due

fattori x—p , e xr—q; avrem dunque ",

a--€x v - € x

f . ,’ T . [ -
& fi—-g Jl"-—-i*vztf'2 (I'yh——.?')((}-—-.x‘)
I naturale il pensave che una frazicae, 1
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cui denominatore & composto di piu fattorisemplhier,
puo resultare dalla riduzione al medesimo deno-
minatore , e dall addizione delle frazioni aventi
questi fattor semplict per denominatori; e questo
& cio, che si vede nella maniera), che segue. Sup-
pongas: .

2 Cx P Q
. e B B
(p—x)(¢—=x) p—% 4—%*
P, e Q essendo delle quantita indeterminate . €
indipendenti da x; riducendo al medesimo deno-
minatore le due frazioni del seeondo membro, i

trova

et-Cx=(Pg4Qp)—(P+Q)*,
il ehe puo aver lnoge, qualunque sia X, s¢ &=
(Pg4+-Qp), e € =—(P+Q); e, per sodista-
re a (ueste coudizioni, serve determinare, me-
diante I’equazioni di sopra, le quantita P,eQ:
s1 trovera

p—— | d.g€
P= g p . \ Q= I A ,
P—1 p—49
Col mezzo di questi valori , avremo
o -6 P )
i R .

a’—%é”.r{#x: p—z | e
¢ siccome ciazcuna frazione del secondo membro
puo evilupparsl 1 una serie ordinata secondo le
potenze di x, ne segue che la summa del termi-
ni, i quali si corrispondono 1n queste serie , sari
ecuale al termine, chie occaperebbe il medesimo
posto nella serie resultante dalla prima frazio-
ne; il termine {.l‘f*‘-‘el’&l di qnmt’ ultima & otterra

dunque aggivngendo quelli delle d-tze_primeﬂ?_‘i
e e P2
quali, dopo civ che precede, saranno ———, >
% 4

20 ) 13
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Segue pure da questo che la serie resultante dalle
due progressioni per quozienti, sommate termine
a termine, & ricorrente,

‘92. Nel caso, dove s’avesse p=¢g, e valea
dire, ove 1 due fattori del denominatore fussero
eguali tra loro , non potrebbesi decompor la

) e~4-Ca _
frazione -— in dae altre della forma

o' 46 xfx*
o= ) — , poiche troverebbesi

p—x p—zx
etnf  g=" +r€.
o 0 ’

e si vede che cio debb’esser cosi, perche le due

P Q

frazioni —— , --“—si sommano immediatamen-
p—x p—x

te, ne posson dare che un resultato simile a cia-

scheduna , e non simile alla frazion proposta:

bisowna dunque allora tentare un’ alera decompn-

sizione , Si scorge immediatamente che la frazione

o6 x

P

equivale alle due segu'enti

o (e
(z—p)’ +(x—-p)‘ ’
E X

(x=—-p)"
e che I’ altima, scrivendosi cosi X ’T1-
T—p  am—p
ducest a
o
s S 1 } _,_p .
poiche
il - P_.
L==P X—p
ricavasi da €10
a-t-6x 2 , € 4 pé€

(x—p)* (x—p) | 1;’}7 (x—p)
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Yecoci dunque arrivati a sostituire alla frazion
proposta due altre frazioni, i cui numeratori sone
indipendenti da x. Lo sviluppo della prlmae

. . '____(cz+€’p) or 3x”  4x’
(e-Ep)p—)* (22 ):

P

serie, 1l cul termine genera]e ¢ evidentemente

(a4€p) mnx
pz * p”"""'l 2
e quello della seconda frazione essendo espresso

"’

da ——— ne resultera

p

[n & + ( n-—1 ) Cp

e
per il termine generale della serie data dalla fra-
w4+ Cx

3 .
(x—p)

95. Miresta anco un caso da esaminare, quello

cioe ove le radici dell’ equazione #*4-€'r+a'—=o0
sono immaginarie. I fattorixr—p, e x—gq dive-

Pa"
nendo immaginarj, il termine generale -———

Qs i

7 si trova complicato d’ immaginarj, ma.

che non sono se non che apparenti, e si distrog-

gono scambievolmente allorche I‘idllCOHSI le quan-

. Pxn—x x?!""l

tlta’ - n 3 Q "
P q

e sl svlluppano le potenze indicate . Difatto, se

pongansi per P, e Qi valori precedenremente

trovati , e si riuniscano 1 termini moltlphcatl per &
8 quelh che lo sono per 2, avrema

yione

al denominatore medesimo,
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(a-Ep)x™™" I (a+-Eq)x"

p—p" ' (p—q)q"

— ap™—9) | ST =97\ e,
—— NS n—j b
p—1)p’7" " (p—9)p" " q
ora, quando p, € ¢ sono immagivarj, dessi posson
essere rappresentati da

a+bv— I ,ea-—--b\/—_—l;

H—TJ

il che da .
p—g=2bV 1, pg=a’ ¥,
e le quantita,
p"-——-q':(a-{—-b’\/w——:},” (a Z:‘\/—-—_l\”,
P = (e bV =) T (e V)

divengono allora della forma 2B\/-——-1

! - . . g
2BV __ 1 (28) ;sostituendo quest’ espressioni nella
formula suddivisata , dessa si cangera 1n

aB , i
(b CEA Y (a’"i—Bb’ )”“") z

resultato reale .

4. E nel decomporre cosi la frazioue gene-
ratrice 1o altre frazioni pin semplici che s1 puo
arrivare al termine generale della serie ricorrente,
ch’ essa produce, e che per questo trovasi decomn-
posta essa pure in serie ricorrent: d’ un ordin piu
semplice . Bisogna che le fraziont parziali, di cuoi
I'insieme rappresenta la frazione proposta, ab-
biano dei numeratori costanti, e per denomina-
tor1 1 binomj, che ¢ otterranno cercando 1 fattori
semplici del denominatore della proposta. Questi
fattor: ricavansi dalle radici dell’ equazione, che
sommnistra il denominatore della frazion propo-
sta eguagliato a gero; e 1 nameratori possou ot-
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renersi col metodo dei eoefficient: indeterminate,
come nell’ esempio del n.” 91.: ma quando s in-
contrano delle radici egnali, la forma delle fra-
zioni parziali prova delle modificaziom analoghe &
(quella , che ha avato luogo nel n.° ¢2.; ed allor-
che vi sono delle radici immaginarie, si pone i
termine generale sotto una formareale , svilappan-
dolo nella stessa maniera che nel pumero prece-
dente. Tutto questo esige alcune specialita , nelle
quali non posso entrare; osservero solamente che
I ricerca del termine generale d” una serie ricor-
rente & compresa in quella del termine ceperale
della formula del n.° 8o ; poiche la frazioue

i w1

al-brt-cx®. . . ... px
a - b'x 4~ cxr ..... + p'x”"* 1 g "

riduacest a

(a-tbx. ... px™ Y Hbx. . .. Aepla™ g ")
ed in conseguenza il metodo, di cut c1 siam ser-
viti fino al presente per trovar ¢(uesto termine
venerale , e indirettissimo . La risoluzione dell’
equazioni, ch’esso esige, introduce nell” espres-
sion dimandata delle quantita irrazionali, le quali
non debbono entrarvi: la ridozione di tutte le
parti di quest’ espressione al medesimo denomina-
tore . e I'impieco delle formule relative alle fun-
sioni simmetriche delle radici dell’ equazioni, ta-
rebhero veramente sparire gl’irrazionali, ma non
resulta di meno che la risoluzione dell’ equazioul
e una difficoltd straniera alla ricerca del termine
generale d” una serie 7icorrente .

.
4

La Teoria delle serie @ una delle ramifica-
zioni piu importanti, e pia estese dell” Analist :
dessa riunisce le parti sue elementari alle parti
trascendengi s Ma € pr.incipulmeuts in  (uesté
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ch’ell’ e d”un’applicazion pin frequente, ed essa da
loroaltresiieuoi principali accrescimenti. Non vi &
dunque cosa piu sconvenevole quanto quella di sud-
dividerla cosi come si fa quasi da tutti, ed io con-
tesso clie mi saret astenato di parlarne, se non wi
fossi state forzato per evitare il rimprovero di non
aver reso quest'Opera tanto completa, quanto quelle
cli” esistevano per I avanti. Troveremo d’ altronde
tutto cio, che concerne la Teoria delle serie in
sexuito del Trattato del Calcolo differenziale, e
integrele digia citato. Terminerd questo sogzetto
esponendo succintamente il metodo, che Lagrange
ha dato nelle Memoric dell’ Accademia delle Scien-
ze di Parigi, anno 1772., per riconoscere se una
sC€rie proposta sia ricorreute,

9J. Abbiasi S=A + Br -~ Cz*4-Dux’-ec.,
una gerie , nella quale le inantita A, B, G, ec. indi-
cano dei numeri dati: se uesta serie & ricorrente,
dessa dee risultare dallo sviluppo d’una frazion
razionale (88). Suppongo, come in tutto cio che
precede, che il pia alto esponente di « nel nu-
meratore di questa frazione, sia minored’ un’ unita
che nel denominatore; se avesse luogo il contra-
rio, il metodo stesso ce o farebbe conoscere, cosi

come lo vedremo 1 appresso,

Cercheremo immediatamente se la serie S
)
«

uo essere lo sviluppo della frazione —— . €
p pp a-—{—-br’

7

a |
er cuesto faremo S— - d’ onde resnlta
P I a4 bz’

1 a+bx a b
--—:———:——nzmalm——,,-.’t‘zp +qx
S a a ' a ’

il che dimostra che il quoziente dell’ unita divisa
per la cerie S, ordinato per rapporto a zx, non
dee contenere che due termini solamente, aller-
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che questa formula viene difatto dalla frazione
SUPPU::[& .

Sia, per esempio,

S=o44xr+48x*4 162’ -}-ec.:
faremo la divisione nel modo seguente , prendendo
o per il primo termine del divisore:

1{ 2+ 4>+ 8x:+16x3—+—cc.:

——— T

2

T v T 4.1*2-——- Xz} —16x*—ec.

; SR ‘. ec.
224274~ Bx - 16x -+ ec.

) O © (O] O

AVIemo
p;"‘-}_, q::.:—-—-l, e =z —X,
di dove ricaverem facilmente

2
S—=

] — 2

Se la division non si termina cosi al seconde
termine, la serie proposta won sara lo sviluppo

d’ una frazione tale come P P blson'ner'é, pro-
_ at-bx’

vare allora se dessa non venga da una frazion
a -+ bxr
a+br+cx"
1 ____a-Jl—b.'z:—-|—cac'”L
S a J-b'x )
Se s effettua la divisione indicata nel secondo
membro, e non si spinga che sino a tanto che

non s abbia un quoziente della forma p 4-gx, il
che succederd dopo due divisioni parziali, ave-

della forma ; in quest’ipotesi avremo
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remo un resto, i guoale potremo rappresentare
per @’'a*, ed otterremo per counseguenza

1 a' x’

S _.__.p—q—qx——{—-a +b 1.

il che prova che il resto della divisione di 1 per S
sara divisibile per x~. Se s’indica per S, x” questu
reeto, il quule sard nua serie della forma

A x* LB o’ b Cxt - ec.

avremo
1 8.2 | ! a’ x*
e ——-—p--!—qx#- R —p-—qx i.a/-{--—b"xa
d” onde procede
S, a’ S ad—db=m
S & -z’ 8, — a7
e
S

=t =t

facendo la leISlOHe indicata, nel secondo mem-

S

bro. Cosi = dee dare un «quoziente di due ter-

Ll |
- [ ] - - ~ 1
minl come | abbiamo ottenuto qul sopra per— ; e
q ]

[

dalle due equazionl

I S 2? S
S":P’"*“qx”{" g hsz:pf—&—‘?lr:

ricaveremo
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ridacendo questa frazioue, conseguiremo
| .
P 9.t
., , _—
(_P—T'(]x;' f[’ﬁ‘r‘(hx)’ﬁ“x
Supponghiamo ancura che non s abbia esat-

> .
tamente = = [ - g, x: bisognera far allora

=1

S —

o 4V xA-c'x’
L 2 3

a--bx--cx —dx

ed operandn cowe nel casv precedente, troveremo

1 a+bx+cx:+dx3 a'r*4-b x
=p-t+gr+

__ e
a' 4-bx—cx

- —
Py

¥

—— T
R £ "

B +
-

< a"fi{—b/xﬁrﬂc’x
La serie, che resta dopo che abbiamo spinta
la divisiope 1n g fino al due priml termini p-gx,
cssendo divisibile per x”, potra essere rappre-
centata da S,a°; di maonlera clhie avremo

g

T “SIJ:Q# Lo o x*b x’
=P Ty TP T e
il che dara
S a -0 x 8 Ma"-+b’:r+c’x"
< -c;ét—b’.x'-—{—»c’a:"" ’ ._S:M a'f'r-k—b”x
e
S a’'x*
S =P« T 011‘4—“;;%_1)”1_,

i
facendo la divisiene indicata nel secondo mem-

bro, ed arrestandoci ai due primi termini del
cuoziente . Quest’ ultima espressione dimostra che
la divisione di S per S;, spinta parimente fino a
tanto che sabbia uu quoziente della forma pi—q,x,
lascera per resto una serie divisibile per x°, e
chiamando S x* questa serie, averemo
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S . | ' Sz&ﬂ‘z a”»’x:
5 =P 3 ~=p +q 2z} T
d’ oude
S _ @ S _r o .
é—; a"’—i—b”x"g.* e’’’ a”’ | a”’r—_"p'°+7’x'
combinaudo I’ equazioni
1 ; Slxz S S,&L‘z
s=rte S B g et 52
S
g =P 9.%,

che abbiamo ottenute , ne dedurremo

c, (PI—!__quI)(,”qu) il 'I:

B9 ), 19,2 )(ps9: %)+ (p92)-Hp,—q,2)x*
per la frazione generatrice Jdella serie propo-
sta . Sarebbe facile ades<so proseguire piu avanti
IFoperazione e la divisione di S per S, non
dasse un quoziente esatto, e dobbiam vedere che
dessa condurri sempre, come di gopra, a un au-
mero finito  d equazioni tra S, S S,- 8, ec.,
dalle quali dedurremo I’ espressione della frazione
geveratrice. La regola da seguirsi in tutti i casi
puo enunciarsi cos1: Dividete ’unita per la serie
proposta S, fino a che abbiate nel gquoziente due
termint tali come p--(x, e indicando il resto
per 8 x°, dividete S per S_, fino @ tanto che ab-
biate nel quoziente due termini come p —-q x,
indicando ancora il resto per S, x* | dividete S, per
S,. fino a che troviate un quoziente della forma
P. —=1, X, ecosi successivamente . Se la serie pro-
jrosta ¢ veramente ricorrente, arriverete in ultimo
ad un guosziente esatio, il quale potra essere rap-
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presentato da p, ~+q,X. Si ottiene allor quests
serie d’ cquazioui

1
1 § x* S== S z°
=P T I3 ptaet g
- S 1
S : S X L. -
_mp;+q1x+ ~— S S’___..'r
81 Sx dl P1+‘71x+ S
< dove a ; 1
= S, " [ricavasi| —s —
=P, 9.5+ g~ 5. S,z
a 3 p,—!—-(},ﬂf g~
S i i
:_. :Pn",F qnx —S“"”—" g ' .
i s PiT9X

96. Per applicar la regola antecedente alla
serie dei numeri 1, I, 3,7, 18., 47, 125, 323,
843 , 2207 , 57738 , ec., per esempio, le daremo la
forima

=1tz 3x*terad - 18ar e fra’ - 1232
7 8
D202 - 845 ~- ec.,
ed avremo
pt+gr=1-—2x,
8 = em g far — 112" — 29X’ — 762 — 1992’

— Ho12° — ec.

px+?1x:_‘%+%x3
198

Q= —ax ——--’-;.1'-‘2-—- {EI;—“ 58.174-—-—;-1‘5-—" ec.

p.+9g,x=4—38x,
S, =— 5 — 15& = fox’ = 1051} —ecC.,
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e finelinente py—gyv =21 | “x senza resto.
Formaudo allora I’ equaziont

i |
4 i S.—; I
—.;.1-*-_"— ' | o) -_:— — -
A 3 v o ?
o, i A & >, 3yl V2
4 X I sz
oy
i f e 1
ke em—— R iy 1 =3
) 'y , , . v ;H.IUL
s e I v ==
g | L] bx l D
troveremo
B N e
b — 3

i—--B@L"—J.l—_—I:
Ji numeratore essendo d un grado pie elevato

che il denominatore , possiamo tocliere an intero
dalla frazioue, ed avremo,

Se=— g2

d’ ende <1 vede che la cerie proposta ¢ la serie
Ricorrente prodotta dalla frazioue propriamente
detta 2 =, alla quale si sono asoivati i

— 29X —— &
termini — 2, e — x; cosi, nella prima, la legge
della ricorrenza non si manifesta che al (quiuto
termine , in lwogo che dessa st manifestera al ter-
2o, se si toloono — o e —x, poiche verri

5= 2x 4 3x" vt f-ec.,

e digif{-
Zxt=73 Xe—ax*J-2x X3x,

7x’ = 2x X —a” 4327 X Zx, ec.
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Swiluppo in serie degli esponenzialz,

e dei logariime.

97. Abbiam ricavati i logaritmt dall’ equa-
zione y = a* ( Elem. 240.), y essendo 1l numero,
z il logaritmo, e a la base; (uest’ equazione pre-
senta due Problemiy trovare y conoscendo x; e
trovare x , conoscendo y. Principiero immediata-
mente da cercare y in x; e per questo supporro

a*—=A +Ba 4 Cx* 4+ Dx? +-ec.,
A.B,C, D, ec. essendo dei coefficienti indipen-

denti da x: prendendo duugue un’ altra quantita z,
avro egnalmente

a® — _+_Bz__1l-—sz———[l—-D83—-{—€C.,

di dove ricavero

a?—a* Bla—z)-C{x"—27)- -1Vt —2% )-ec

R——

X—2 X—z

La divicione del secondo membro per & —2z gl ese-
onisce dietro alla formola del num.® 158. d"f:-f“
Liementi, e s ottiene

a:{' . az

- a—
——r

X£— 2z
P Girts) 1 D(a™ ) wat 234 Bt hata ozt o) oo
Per potere sviluppare nella stessa maniera il
prime membro, scrivo il suo numeratore cos
a® (a7 — 1) : facendo in seguito a=1--b, vella

quantita a7-7, io la sviluppo secondo le potenze
di b mediante la formula del binomio, ed ho

i 2 (x—2) (x—5—
(107" ”..—-”_-1+(T i/ : ' i)b’»j‘_—-ec.,

I i . 2
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| di dove procede

(@=s), ()t ]

| 1 . 2

az(ar*”-—l):a“[

Quest’ ultimo sviluppo essendo divisibile per z—z,
ne resulta

S . ---..—-]_) Y A/
a’(bji-x : E—b-{-(:r zz.(g z b—!——ec)-—

B G o) FD(a+s 1o°) HE(= +2"s fos" 427) e
Se adesso si suppone xr=—==z, |’ equazione qui sopra
diverra

* b}
* — = I S p— —— L SN v s
a*( b ST 7 +€'c )
B-}-2Cxr+ 3D x"4-4Bz’-ec.;
facendo per abbreviare,
b} b*

........._—{---—--—- 4-ec.=k,

e sostituendo per a* la serie
A 4+ Bx+4-CGx*4-Dx’ | Ex* 4 ec.,
troveremo
Ak -+ Bkz 4 Ckx* 4 Dkrx® 4- Eka* -ec. =
B+ 2C0x 4 3Dz" - 4Bx’ - 5Fx* faec.,

dalla qua,le ricaveremo

BA r
B—Ak C—or D=CF g DF 5 _EXE .
2 3° 4 5

Tatti 1 coefficienti, ad eccezione di A, saranne
determinati da queste equazioni: ma, allorché
=0, I’equazione a*—=A | Bx-}-Cx" +4-ec.

dando 1=A, ne segue che A=1, B._..;f C== ke

l.l
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i’ k* k?
D— 2 Ll = $ F: —s ©C.,
1.2.9 1.2.3.4 2 By D w s D
e che
k x* k3ax? k*

y—'ar'::1+ } 3+

1.2 I.2.

1.2.3. q—}-ec

08. Ea proposito d’ osservare che, qualunque
valore diasi a x, la serie, di sopra finira sempre
con essere convergente . Difatto, e facil vedere che
st puo rappreseutare il termine gencraie di que-

. k'x” L,
sta serie per ; quello, che viene 1mme-
¥ o 2w ull
kﬂ"f‘[ N 1
: x :
diatamente dopo , sara — -3 ed 1l rap-

kx
porto dell’ uno all altro avra per espressione — —

H—‘l—‘l
Ora, prolungando la serie, si dee necessa riameote
incontrare un termine , nel quale -1 sorpasserd
kx , e che in conseguenza sari minore di quello,
che lo precede ; ed & chiaro che il decrescimento
continuerd sempre nel termini ulterior:,

99. Si tratta adesso di determinare la quan-
tita k. Ponendo, in luogo di &, 1l suo valore a—r1,
avremo

T 2 ! 3 4 .
Questa serie non sara convergente fintantoche a—1
non sari minore dell’ uniti ; ma dessa € suaccetti-
bile didiveunir tanto convergente quanto vorremo,
mediante la dipendenza, che si trova tra e, e &,
e ch’ 10 vado a far conoscere.

Allorche si suppone z =1 nf*lla serie

-

)

kx | Kk x
a-‘t"_—:.l—{--? | -—-—-~-——-Jr - ec.,
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dessa diviene
k'S

A
s=1-41tptrTE T

e dara il valore di a quando quello di & sara co-
gnito. Facendo A==x1, e indicando per e il valore
corrispondente di @, avremo

1 1 1
pp—— l ___'_.J___‘ —— -l_'.—_. !

&’ onde resultera e =2,7 182818, arrestandoci alla
sottima decimale .Se sostituiscansi e in longo dia

1

—~ec.,

] - kx
e 1 in luogo di k nell’equazione a® =1 i |~ ec.,
5 1 1 -
otterremao
] 3 4
T 2 x x
X .
e e s — - ec.
1 1-2 . 1!2"-3 1020’3.4

Quest’ en aazione dovendo sassistere qualundgue sia
z, suppurremo X ==A; dessa si cangera 10
kK A
8k::1h¢rﬂgj___

1 1.2 ' 1.2.9
e dara , in virta del suo paragone col valor di a,

__E_..n e(‘. )

a — ek,
Prendendo 1 logaritrii, troveremo
kle—=la,;

ce a & la base del sistema dei logaritme rappre-
sentati dalla caratteristica 1, avremo

1
k= -
le
e per conseguenza in qucst’ipotesi
)’_-:.a-r el
2 3
r
1~ - 4_.. = : e¢C.
‘ ].le+1.2.f\lc)‘“ 1.2.3.(16))+—
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Tal’ e I’espressione del numero y per il suo loga-
ritmo X .

100. 1l Problema proposto & risoluto, poiche
abbiamo y espresso per.x,e vale a dire, ch’ essenlo
dato il logaritmo z, e uello del namero e rela-
tivamente alla base a, avremo il nnmero y ; ma
I’ espressione di 4 in a ci conduce pure alla solu-
zione del secondo Problema : essendo datoun numero
trovare il suo logaritmo.

Infatti, se si suppone che a sia una (quantita
gualunque , e si ponga per 4 la serie, ch’egli rap-
presenta nell” equazione kle—=1a, ve resultera
la—le {(a_l)-—-(-f::-l—)j‘\“(*a_!)a (o) ~- ec.}.

1 o 3 i
Ecco dunque il logaritimo d un oumero qualunque

+a espresso per mezzo di questo numero, e del solo
logaritum d’ un numero determinato e,

Questa gerie non ¢ convergente se Dol che
quando il ouwrero a ¢ vicinlssimo all’ smita: ma

: f— 1 . ;
siccome 1. Va = —la(Elem.241),sesi cangia nel
m

®
QECOIIdO membro a 1n \/a , otterremo

(Vi) Va—1r (Va—1)?
la=mle! a—1) s i( a,_, . ec.}:
U 1 2 %

b

ora, in generale prendendu per m un NuUMero gran-
dissimo , potremo far sempre 1o modo che la quan-

"
¢ita V adifferisca tanto poco uanto vorremno dall’u-
nita . |
Abbiamo pure un mezzo semplicissimo di
a. 14
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calcolare il lozaritmo di a; poiche, prendendo m
eguale a qualcuno dei numeri compresi nelli se-
ric 2,4, 8, 16, ec., non avremo che da effettuare
dell’ estrazioni successive di radiei quadrate (Lle-
menti 153). Frattanto questo metodo diverrebbe
laborinso pei numeri un poco considerevoli,ed e
per cido che gli Analisti hanno cercate delle nnove
serie , le quali potessero applicarsi a questi numeri;
gerie | le quali non sono che delle trasformazioni
della prima espressione di la.

101. Il numero a essendo supposto nelle serie
precedenti indipendente dalla base deilogaritmi
¢ evidente che potremo applicar queste serie a
un nomero qualuonque y, e che avremo n ge-
nerale .
y—1) (g1, (y—1)}

B .
1 24 ) b

Sostltuendq in quest’ espressione I ~~u inluogo di
vy, dessa diverra

2 3 4
u 'y i 73
I1+4-uy=le { e A ec.b
2 d 4 J
cangiando in seguito ~~uin—u, avremn
\ ( u u® ud  ut

1([-—-——1”:16- - N = —'—-—GC.-L;

L ! 2 - 2 4 }

toglieudo il secondoresultato dal primo, troveremo

1(14~u)—=1{1—gu)=1 <l+u

fo——ll,

————
e —

3 5 -
il 1L i l

o {2 et
2 ,1Jf % ]—5 f

eerie , il coi andamente € piu rapido di quel
delle precedent .
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Se ne trova una molto pia couvergente facendy
in quest’ ultima
1-+-u oz

=1
i——U i
il che da
2
U — —— %
202

ed N conseruenzy

](1,1;.5\; ! Otfﬂ_—:l(n%—z)-——lnm

§ Sie———

1/ Il

N b
z p? N
2 T T I\ ry T )

di dove ricavasi
Vn-2)= |

- n,+
3 : |
Qlej_"“i_’][""< - ) 1?( = ){ec.]‘}.
]2'2—]['3 ’ i?.r’t-—-i—~z 22 l

(Quest  ultima serie fara conoscere il logaritmo del
numero n—+z, mediante quello din e saeh tanto
piu convergente quanto plu 7L sara conziderevole .

Se si prende , per esempio, n=—1,z=1,

otterremo

T 1 1 1
et g e )s
y Ot .3 .5 7.2 Y,
serie convergentissima , e di cui lottavo termine
non arriva a —————: ridacendo in decimals tutti

quelli, che lo precedonn, conseguiremo
l2=0,60931472.1e.
to2. Non si puo avere il valore assoluto di
12 senza fissar qoello di le==1(2.7:82818), 1l
quale dipende dal sistema di logaritini, che s
adotta . L’ ipotesi la pia semplice coansiste nel
supporre le—=1, e si ba allora

lﬁzﬁle(
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la=10,6031472;
in questo sistema particolare, che corrisponde
all’ equazione y==e%(99), la base ¢ €. To lo desi-
guerd sotto il titolo di sistema Neperiano , per
rammentare 1l nome dello Senzzese Neper (o Na-
pier), al quale si dee " importante senperta det
logaritm, ed accenterd la lettera 1 ogni qual
yolta  trattera di logaritmi di questo sistema;
cosl scriverd Ve—i , 1'2:03693.4?2 «\*) .
Per passar dal sistema DNeperrano a quello,
la cui base fosse una quantita qualanque, hiso-
| v

gna , dietro I’ equazione L fﬁl“‘.  Lilem. 250), che
/

.. sz |l z
diviene nel casn attuale zI'=—= — , prendere | e==

‘C o3

[
o

-

a cecame U lagatiema delle tage € semyre Fui-
ta, sara comodo di fare z—a: avreuo cos

pon dogremo far altro c¢he caleolar 1"e mediante
1’ ultima serie data qui sopra,suppovendovile=1.
Per i logaritmi ardinarj, net quall e=10,
osserveremn che 10==235.2; vedremn che basta
d> avere 1" 5, perche '1o=1"5-4-12,€ I'2 e
digia cognito. ,
Affine di pervenire al logaritwo di 5, sup-

porremo nell’ ultima serie del num.’ precedeute

(*) T Logaritmi Neperiani son appe.laty comune-
menie Legaritmi Iperbotici ; ma questa denominazione
e difettose, perche non havvi miun Sisiema di Loga-
ritmi, che non currizponda a gqualcheduna delle
gu rve, alle quali 1 Geometri han dato il nome d’ Iper-

ole .
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n--'[, e £==1: € siccome 14-——- 2 l'a, conseguire-
preudendo l'e—=r,

Us=2l'2ta i 3()+ <)+ec

I tre primi termlm di questa serie bastano per
ottenere un resultato esatto fino alla settima de-
cimale , ed essa somministra

I'5=1,6094379 ;
sommando qucatn 10'rar1tm0 con quello di 2 troe
vato piu alto, si ha,

I"10 =12,3025851,
ed 1n conseguenza
I
le =—— = 0,4242045 .
T = 0,434204

MolbxFlmanAO Per (Iues’co nomero 1 logarlbml NC:“
periane di 24 ¢ 9, ottenuti ael oam.” 102, ¢d in
questo, troveremo

l2=0,3010300, e 15=0,6989700,

tali appunto com’ essi gono nelle Tawvole dei lo-
garitmi ordmar]

103. La quantita le & detta generalmente
modulo ; si vede che quello dei lnrra,rltml Ncpe-
riani € 1, e che quello dei lof"drltﬂ]l ordinarj &

,4342943. Si passa dai logaritmi Neperiani a
dei logaritmi qualungue moltiplicando i primi
per il modulo dei secondi, e da uesti ritornasi
agli altri dividendoli per il loro modulo, oppure,

cio ch’ e lo stesso, moltiplicandoli per le Allor«

e¢he la base € 10, s1 ha
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el e per questo namero che bisogna moltiplicare
i logaritni ordinarj,ende convertirll in logaritmi
Neperiant, il che spesso & necessario.

La serie, ch’esprime il logaritmo di n-}-z,
da per il logaritmo di n--1 qunest’ espression
semplicissima, e sempre convergente, allorche n

e =1,
e 1)y=1n--

1 o 1
: L ec.} :

. & FE

2]e {2’2_][_[ B ‘(:Zn—‘i‘l)s ‘.(“__‘17?——1;—-1\;‘
104. Dorda, el iiaros hanuov dato delle for-
mule, le quali esprimono, per mezzo di serie con-
vergentissime , le relazioni tra piu logaritmi di
numeri con-ecutivi, e condducono proatissimamente
a questi logaritmi. Eeco le prime, che si trovano
aucora nella Prefazione alle Tavole Trigonome-
triche decimali calcolate da Borda, riviste, &

aumentate da Delambre .

Se nella secie

1 (1—+~u) —=ale {E -_‘}._2’_ +- % - ec.}

| U v I N

g1 fa
1 —-}— 146 == (p-———'l) (p—1) (p+l) ﬂpa*—'z‘[’ 42,
= () (e (p—2) = P Bp — 2

avreain

2
!
. T
]p"——- 3p —L 2___] ' ps———Z’p
};3—-— Sp—2 : 2
p’—3p

0, , ) 3
;'Q[C{}-;?—-—-:S“}-)—"";(Psnzp) } ec-},
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di dove econcloderemo

l(p+2)~+—2l(p-——-l)—-|(p 2 ) 21([7—{--1)

2 2 2 Y
—ole ' -}( ) ——ec. ' .
{p3____3p l P?____SP l J

Se prenfla'-i successivamente

p=5. p=0, p=7, p=38,

avremo queste n_lgtdffr(v eqgua 210}

b7 4lo— 15 —212—ala _._._,’e[-——-~’—er
H2—-2lj—2lo—al7 ==2le[;5-+ec.]
210-2lb-4-2l2— 15—6la ﬂzle[-‘;—l—-e( }

F I_._ _..l. Z Iy P 7 i

154 la+-2ly— 13— lo—413 =2le[;3-1-ec.].
Le dette quattro equazioni non contenendo che 1
logaritmi dei numeri 2, 3, 5, e 7, logaritmi, che
s possono allora determiuare per una semplice
eliminazione: s’ ottiene in questa maniera

[ o8l b el
+ _—--i—j{Tu_ _‘P(‘](
{*‘Lm a3 GR) ""C]‘

— 4[3—7?—1—3 34'4)2’_1—'60]1
e COsi degh altri.

LJ

]2:‘:2]8(’

Se s1 prenda ancora p— 15 conseguire mo
P P ) _

= loaloly SGla==ale[- " 1 2 m)=+ﬂ».].

}
Finalmeoce avrem pure, facendo p=100%7

1 1009—“0]1006-—1 10¢) — 2| 1008

1 1 3
le[s;os TR hY ]! ;(5305';9:;\'1) —{—-ee.]
)llestx esempj son sufficienti per far vedere qual
artito possa mairicavarsi dalla formula di Borda .

105. Per ottener quella di Haros, hisogna
iell’equazione

Z——1 z—1\} -
IZxQIe{ - -;-( ) +ec.}
z4-1 z—{-l
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far in primo luogo z__—_—:E, 11 che da

.
B=ste b () e

dipo1 supporre

p::x"’—-zf}.r’:x"(x»}—m(x-——ﬁ) .
g=x*—252" |1 =2 —0)(xA-B) x4 ) (xm=—l),

ed avremo
olr—4-1(x--5) - x—5)—1(x+-3) —1(x—3);
.__.!(x—'i—-[;)-—-—l(x-———zi) T
0
—olef T 2 ( )
. e\l.:r:‘"———‘z,5w‘n3:"‘i:""'}"”'--fP1 X ..--057‘ 72 +“c

d’ onde ricaveremo il valore di 1 (z-+5) mediante
quelli di

x-4), (ax4-3), lx, 1(x—3). Hxr—4), 1(xz—D5).
La cerie ¢ convergentissima allorche 1l numero x
diviene un po grande, il suo secondo termine,
allorche = 1000, ¢ solamente
C,00C00 00050 00000 OCCOO 0OOOD L0000 12,
106. Termiuero fucendo vedere come, senza
la considerazione dei logaritmi, dedurrebbesi
immediatamente dall’ equazmne y-—arr lo svi-

luppo di x in y. Si pus dare a (juesto sviluppo la
forma

z=A(y —1)+By—1)" +Gly—1)’ 4ec’,
poiche x dee svanire allorche y =1; e facendc
Yy —\==u, aVYTEmo
x=Au-t-Bu"+CGu’tec.;
deslnmndo ancora per w 1l valnrf* diy—1, op

pure d1 u, corrmpnndente a un valor d1 x rap
presentato da £, avremo mrualmenle

e=—A w—Jr—B'w +Cw3+ec.,
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ed in conseguenza
X’
- ;-:_:A—-l— Bu4w)4+-C(u*+uw w)tec.
L’ equazione y = a® somministra
y—1,0vverou—=a* —1,
d’onde ne segue
‘Wﬂaz-—-—l e u_1y_—_:a1__a3= az(a-"”'.— 1);
ora abbiamo trovato (97)
az(a.r-z__ 1)

F J—
(x-—--z—- 1 ) . (r—2—1 )(.x'---Z-—-Q)
a*<b b* L b¥leec.t :
{ —]_. > i 9 . 3 + C} s
ricavando da quest’equazione il valore d1 . . ..

X = 2

a“(a" *—1) ’

| ' i
egua,glleremo alla serie

. Y e
supponendo 1n seguito x == z , di dove resulta u=w,
avremo

b* b3 b4
b_-"-—'-"r—l—'—-——-i-——ﬂ——-
( -1 —{—-ec)
A42Bu—3Cu” +4Du3—{—cc.

b* )3 b*
ponendo % in luogo di b— n—~+~—- --—-—-Jr- ec.,

e

1 -u in lnogo di a*, conseguiremo

- — —A+4-2But-3Cu* L4 Duidec,

Ko
osivvero, facendo sparire il denominatore,e pas-
sando tutto 1n un solo membro,

Ak+2Bku—{~3CAuz+4Dku3+ec.l____ ‘
— e Aku4-2Biu* -3 CAud-ec. ! “0’¢
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equ&zione, dalla qualc ricavast

1 T i
f\.—-ﬂ B_""“"'*-""" S s I)I;_:-" —— £ o
P ok’ Hi’ 4/{’PP ?

ed in conseouenza

Tl NS A SN vl W §

| 2

Se a ¢ la base del sistema dei logaritm1, avremo
dungue , come di sopra (101),

_{(-7"_—1) (.},-__1)’- r (,V_I)3 ec. b
h 1 2 T 5 l"

l 3y =

Del regresso delle Serie.

107. 1. uso frequente , che ho fattoin cio che
precede, del metodo dei coef/réenti indetermina-
t7, mi permetterda d’esporre in succinto quelio
del regresso delle serie ,ilqunale conduce a trovar
I” espressione d’una quantita invelta i1n una serie,
il cul valore sia dato.

Abbiasi y=z—-ar--br*4-cx’4-dx*{-ec.: per
ottenere x 1n y, passeremo il termine « nel pri-
mo membro , e facendo per abbreviare | y—a—:z,
CONZeTNITEImno

:-_-_ax——%—ab.'r:--ll~cx3—{—dx4+ec ..... (1):‘

la suppesizione di x==0 dando z=—o0, e facile
di concluderne che si puo fare

x=Az-Bz'-}Cz> +Dz*Jeec.....(2);
i coefficientt A, B, C, D, ec. indipendenti da z,

si determineranno col mezzo dell’ equazioni che
& otterranno dopo d’avere sostituito in luorrn delle
. potenze di x nell’ equazione (1) quelle dclla 50~
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rie(2) (*) , passati tutti1termini in un sol membro
ed egungliate separatamente a zero le quantita,
le quah moltlpllcano ciascana potenza diz . Ecco
il resultatn della sostituzione :

ax =—aAz+t+aBz' 4 alz’-L  aDztl-ec.;
. T —+-bA%2 00 ABz’+}9bAC 2% {-ec.

4 b B*z*
—+—cx3z. TP cA¥z? —J,HSCAsz”-}—ec. }=0.
; L 4 _4
..*?...‘dx*_,_.. ........... ..........'—%- dA 8+BC“

. - - - - - - - - - - - L - - o - - . " » - . .

quan‘llﬂﬂ(]ﬂ a zero 1 coefficienti di z, di z* , di

2}, ec., trovansi

aA——-;_—.:o, aB--bA*=o0, aC--20AB—-cA’ =0,
al)-1-20 ACH bB*? } 30A23+dA4r_o, ec.:

quﬁst’ equazioni danno

1 b ab—ac
Az*-, .B..:_—-—-—.;, C_—'
5 b
a a a

b —habe-L-a*d
D=—- ' , €C.,

ed abbiamo in conseguenza

1 b ob*—ac

~z— 2 - 2}

a a a

Hb* —bHahct-a*d

— ' z* 1 ec.
- .

a

% M

108. Proponghiamoci, per esempio, di rica-

(*) Queste potenze posson trovarsi con delle mol-
tiplicuzioni succegaime , o colle formule del n.° 8o.
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vare con questo mezzo il valore di x dalla serie

3
X

2 4
| x r x
_—-1 ec.
Y 1‘1.3‘1.2.3‘1.2.'3.4l
nella quale y = ¢* (99); avremo

zz')’v—-[,’

1 1 1

bre= == d—
¢ 1.2.3.4’0

a—

L) C.

1.3 1.2.3° 2

di1 dove ricaveremo

P o 1 I -
A=1, B=—: C=! D=—I, ec

) 3
wims | e | e ’
I =) =1y
1 o ! 3
il che si accorda con I’ espressione del n.° 101.
facendovi 4, o sivvero le=1.

ec ;

Ricaverebbest parimente il valore di ¥ in x dalla
serie

S R, - —T)3
P (r—1) ], =1 ..
1 2 %)

supponendo y—1=z, ¢ z—=Ax-}Bx*}-Cx’{-ec.
Lascio al lettore la cura d’ esercitarsi su questo cal-
colo s i coefficicat:s A, B, G, ec. essendo determinati,
rimetteremon ¥ — 1 per z, € conseguiremo

y=1 +A:r+Bx1—l|—Gx3—{—ec.

109. Se «1 avesse I’ equazione

ey +Cy* tyy’ Ldy*~ec.=ax--bx® t-cx?f-dr*t-ec.
formata da duoe serie, e si volesse ottener 1'espres-
Mone di ¥, supporrebbest
y=Ar-|-Ba2*1-Cx’ -Dx*t|ec,
ed opererebbesi come precedentemente, dopo d’a-
ver passatl tuttl 1 termini da..imo membro nel
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gsecondo. Not 1nsistiam poco su questi caleoli,
perche deesi non conducono se non che a delle for-
mule, delle quali se ne conosce facilmente la
legge . “ '

Delle Frazioni continue .

Ossravazione . Quest’ articolo, trannealcuni
leggieri cangiamenti, € 1l primo {)aragrafo delle
Addizioni tatte da Lagrange all’Algebra d’ Evler.

110. Il metodo espusto nel n.° 221, degli Ele-
menti d’' Algebra per approssimarsi al valor dell’in-
cognita in un equaziune d un grado qualunque
prescrive di far soccessivamente

1 X ' ; 1
x=a+=, y=b-+ =, y=b-+4—
Y J J

i
>/ r7
Y =0 —{"'*m: €c.,
y

a,b, b, b", ec. essendo i numeri interi immedia-
tamente inferiori ai veri valori delle quantita x,
v, ¥ ¥ . ec.: se nel valore di x pongasi quello
di y, ricavato dalla seconda equazione , otterremo

1
x:a+ -
Lol
i ==
Y
. . ) . AR
snstituendo in quest espressione per % 1l suo va-
lore preso dalla terza equazione, avremo

I
X—=2a e I
+ b"i—' 1 - )
b}+ R
J

eliminando y"' col mezzo deila quarta equaziine,
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perverrcmo a

1
x—a-r-—1
b+b’+im 1
b 4~ —3
J

e cosi di seguito .

La frazione ,che accompagna I’ intero a in gque-
st espressione, simile a quelle, che abbiam tatto
conoscere in Aritmetica (163), € una frazione
continua;e st comprende generalmente sotto questo
nome qualonque frazione, il cui denominature e
composto d’un intero pia una frazione, la quale
ha pure per denominalore uu intero pia una fra-
Zwone , e cosl saccessivamente,

S’incontrano le frazioni continue sotto due
forme differenti: 1’une hanno, come la preceden-
te, ’unita in tatti 1 numeratori delle frazionizn-
tegranti , mentre ’altre Lanno dei denominatort,
e dei numeratori qualunque; tal’ ¢ la seguente:

b

&1 c

7T
" dd-ec:
ma io non mi occuperd che delle prime, essendo
le altre piu cuariose che utili.

o
o i~

111. Ravvicinando il n.° 163. dell’ Aritmetica
al nt 221, e 243. degli Lilementi &1 fa manifesto
che « le frazioni continue si presentano natural-
« mente tutte le volte che si tratta d’esprimere 1n
« naumeri delle quantita, le quali noa s1 posson
« ottener che per mezzo di approssimazionl conse-
« cutive, lofattt supponghiamo che debbast va-
« lutare una quantita qoalunque data a, la quale
« non sia esprimibile per wn numero intero ; la
« via la pii semplice ¢ quella di comiuciar da
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cercare il numero intero, che sara il pia prossimo
al valore di @, e che mon ne dilierira se non se
d’una frazione minore dell’ nuith . Sia questo
numero ¢ , ed avremo a— 2 eguale ad una fra-

Y 5 - % .. . 1
zione minore dell’ vmta . di maniera che
a—a

sara pel contrario un numero maggioredell’auita.
1

Sia dunque — b ; e siccome b debl’essere

a—2o

un numero mageiore deil’ nnita, potremo cer-
care nella stessa mantera il numeru intero, che
piu &l apprm-imera al valore di b, e qneslu
numero essendo chiamato ¢, a.vlemu di noovo
b—¢ cguale ad vua frazioue minore delPonita

1 2
b—=G
titd maggiore dell’ unita, la quale potremo de-
signare per ¢: cosl, per Va.luta[‘c non dovremo
fdl" altro che cercar parimenteil Humero intero
pit prossimo a ¢, il quale esscudo notato da 7y,
avremo ¢ — 7 eguale ad usna quantita migore

1

ed 10 cunseguenza sara eguale ad una quan-

dell’ unita, ed in conseguenza sarid ecuale

C—
ad wna quantitd 4 maggiore dell” unita; e cosi
in seguito . Gon questo mezzo egli e chiaroche
¢i debb’ esaurire a poco a poco il valore dia . e
cto nella maniera la piv =emplice, e la pia
pronta che sia p()-alblle poichie non s° irnpw'm o
che det numeriinteri, di cui clascuno s appros-
gima tanto guanto e pt)ablblle al valore cercatn,

1

Adesso, poiche ~==b,avrewmo
G
; ]
g = — € a;:..":.{J:-—"

b’
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I

parimente , & motivo di ——¢, avremo

S—

b=Cto;
C

. P .
ed a motivo di ——==4d, avrem similmente

c—7Y
1
c=7y-+ 5
e cosi di seguito; talmenteche, sostituendo suc-
cessivamente questi valori, avremo

1
aﬂa-—{—'z’
= o ! 1
C+2,

1
RN Y
$°

ed 1n generale

« T bene osservar qui che i numert 2, &, v,
ec., i quali rappresentano, come I’abbiam ve-
duto , 1 valor: 1uter: approssimativi delle quan-
tita @, b, ¢, €c., posson essere prest clasculiodn
due differenti maniere; poiche possiam prendere
esualmente per il valore .ntero approssimativo
d'una quantita data l'uno, o I”altro dei due
numeri ioteri , trai quali questa (quantitd sl ritro-
va; v’ e nulladimeno una differenza essenziale
tra queste due maniere di prendere 1 valori ap-
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prossimativi per rapporto alla fiazione continua,
che ne resulta; poiche, se st prendon sempre 3
valori approssimativi minori dei veri, 1 detic-
minatori €, ¥, d, ec. sarannmo tutti positivi,
laddove che dessi sarebbero tutti negativi,:e
si prendesseroivalori approssimativi tutti mag-
giori dei veri; ed essi saranuo in parte positivi,
ed in parte negativi , se 1 valori approssimativi
sian presi ora minori, ed ora maggiori.

« Difatto, sex e minoredi @, a—z sara una
quantita positiva; dunque b sara positivo, e &
lo sara pure; al contrario a—a sard negativo,
se 2 ¢ maggiore di a; dunque b sari negativo,
e € lo sara pure. Parimente, se & ¢ minore di
b, b—¢€ sard sempre una quantiti positiva;
dunque ¢ lo sara pure, ed in conseguenza anco
v: ma, se & & maggiore di b, b—¢€ sard una
quantitd negaiwa, di manierachec,ed in con-
seguenza anco y earan negativi ; e cosi di se-
guito.

« Del rimanente, allorquamdo si tratta di
quantita negatwe, intendo per quantita minori
quelle, le quali, prese positivamente , sarebber
maggiori, . |

« Debb’ osservare altresi che, se fra le quan-
tith @,b,c,d, ec. se ne trovi una, che sia
eguale ad un numero intero,allora la frazione
continua sara terminata, perche vi &i potrd
tener ferma questa medesima quantita. Per eseme
pio, se ¢ & un numero intero, la frazion conti~
nua , la qual somministra il valore dia, sara

“"‘"’"“4‘21;'_{_1..
C

« Difatto exli & manifesto che per continuarla

15
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e\prendere v =¢; il che darebbe
D | I
d sl — oD (*) .
c—1y ©
ed in conseguenza § = oo ; di manierache avreb-
besi -

bisognerebb

1
a—u —+- —_ 1
Ca"l‘:)“;' +_L,
o0
i termini seguenti svanendo a fronte della qua.nti—

; 1
ta infinita & : ora, — == © ; dunque avremo sem-
00

plicemente
1
a=a- 1+ .
Y

¢ Questo casso succedera ogni qual volta la
quantity e sara commensurabile, evale a dire
che dessa sara espressa per una frazion razionale
ma tostoche & sara una quantitd irrezionale,
allora la _frazioncontinua andera necessariamet-
te all’ infinito .

« 112, Supponghiamo che la quantitd a sia

A

-, A, e B essendo dei
B ? )

numeri interi dati; & evidente in primo luogo
che il numero intero &', che pia sl approssimera

A
ad—B,

una frazione ordinaria

sard il quoziente della divisionedi A per

i AT - - [

4

(*) 11 segno = &, come scorgesi, qnello adoperato

dagli Analisti per denotare una quantita infinita, o

cio che diventa una frazione, il cui denominatore s’an-

nulli (Elements 68).
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B; cosi, supponendo la divisinne eseguita nes
modo ordinario, e chiamando z il quoziente, e
C il resto, avremo

A C

g -_-Ha""_“”" [ |

B B’
dunque b:a—: per aver parimente il valore 1u~

C . B

tero approssimativo ¢ della frazmnea , non do-

vremo far altro che divider B per G, e prender
per € 1l quoziente di questa divisione; allora
chiamando I il resto, avreme

D
b s C — '—C ’
ed in conseguenza

G
€=13"

continuerem donque a dividere C per D, ed il
quoziente sara il valore del numero %, e cosi
di seguito; d’ onde resulta questa regola sem-
plicissima per ridur le frazion: ordinarie a frazio-
ni continue

« Dividete primieramente il numeratore della
frazione per il suo denominatore , e chiamate il
quoziente o ; dipoi dividete il denominator peril
resto, e chiamate € il quoziente ; dividete dopo
il primo resto per il secondo resto, e sia v 1l
quoziente ; continuate in questa maniera , divi-
dendo sempre il penultimo resto per I’ultimo,
fino a tamto che si presenti una divisione, la
quale facciasi senza resto; il che dee necessa-
riamernte accadere , poiché i resti son tutti nu-
mer. interi, i quali vanno diminuendo: avrere
la frazione continua
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che sara eguale alla datafrazionc.

« 113. Sia proposto diridurre a frazion conti-
nua la frazione 5. Divideremo dunque 1103
per 887 ; avremo 1l quoziente 1, ed il resto 216;
divideremo 887 per 216; avremo il quoziente
4, ed il resto 23, divideremo 216 per 2%, il
che dara per quoziente 9, ed 1l re»to 95 divi-
deremo puare 23 per g, avremo il quoziente 2
ed il resto 5; divideremo gy per 5; avremo il
quoziente 1, ed il resto 4 ; divideremo 5 ) per 4 ;
avremo 1l quozmnte 1, ed il reste 1; finalmente
dividendo 4 per 1 avremo 1l quoziente 4, ed
il resto zero, di manierache !’ operazione sara
terminata . Riunendo dunque per ordine tutti 1
quozientl trovati, avremo questa serie 1,4,9,
2, 1,1,4, mediante la quale formeremo la fra-
zione continua

1103 1
-.-.1——*—- 1
887 b- 1
9+5__|_._:_l_ I
i

« 114.8Siccome nella maniera ordinaria di fare
le divisioni si prende sempre per quoziente il
numero intero, ch’¢ eguale, o minore della fra-
zion proposta , ne segue che , per 11 metodo pre-
cedente , non avremo che delle frazioni continue,
di cui tutn i denominatori son dei numeri positivi.

Ora, si puo prendere ancor per quoziente
il numero intero, ch’e immediatamente maggiore
del valore della frazione, allorche questa fra-
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ziene non e riducibile a un numerointero, e per
questo non dobbiam far altro che aumentare
d’ uo’ unita il valore del quoziente trovato col
metodo ordinario; il resto allora sara negative,
ed 1l quosiente, che sezue, sard necessariamente
negativo ancor esso . Gosli potremo a piacimento
rendere 1 termint della frazione continua posi-
tve , 0 negatir.

« Nell’esempio precedente, in vece.di prender
1 per il quoziente di 1103 diviso per 887, posso
prendere 2, ma avro il resto negativo — 671,
pel quale bisognera adesso divider 887: divi-
deremo dunque 887 per — G671, ed avremo il
quoziente-—1 , ed il resto 216, ovvero il quo-
ziente — 2, ed il resto— 455. Prendiamo il
quoziente maggiore—1, ed allora bisognera
dividere il resto— 671 per il resto 216, di dove
n’ avremo o il quoziente— 3, ed il resto — 23,
ovvero il quoziente — 4 , ed il resto 193. Continuo
la divisione adottando il quoziente magoiore — 3;
avro da dividere il resto 216 per il resto — 23 |
il che mi dara o il quoziente —g, ed il resto
9, oppure il quoziente — 10, ed il resto — 14 ;
e cosl di seguito.

« In questa maniera avremo

| I 1

| __3+_
—9 + ec. ,

ove si vede che tuttii denominatori son nega-

live,

« 115. Del rimanente si puo render positivo
ciascun denominatore negativo, cangiando il se-
gno del numeratore; ma bisogna allora cangiare
anco il segno del numeratore seguente, poiche
ezli € manifesto che si ha |
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I 1
o —{-— — 1 == e 1
7 -} ec. T ~= ec.

« Dipoi potrem, se si vogla, fare sparire
tutti i seani— della _frazion continua , e riduria
ad un’altra ove tutti I terminl sien positivi;
poiché abbiamo in generale

1 X

M — = p—1-4-- 1
v —1~ ec. I+v-—1+ec',

come possiam facilmente convincercene riducendo
gueste due quantitﬁ in _frazioni ordinarie.

<« Potrebbonsi ancora con un mezzo simile

introdurre dei termini negativi 1n luogo dei
positivi, poiche si ha
\ 4 1 i
- == I :
1 ¥ + €c. 1 +——-—-—

y — 1 - ec.,

d’onde si vede che mediante queste sorte di
trasformazioni possiam qualche volta sempliciz-
zare una_frazion continua, e ridurla ad nn minor
numero di termini; il che avra lnogo ogni qual
volta avremo dei denominatori eguali all’unita
positiva, o negativa.

« In generale ¢ chiarissimo che, per avere
la frazion continua la piu convergente che sia
possibile verso il valore della quantitda data,
bisogna sempre prendere per z,€, ¥, ec. 1 nu-
meri interi, che pilt si approssimano-alle quan-
tita @, b, c, ec.,sia che dessi sieno minori, o mag-
giori di queste quantita: or e facil vedere che
se , per esempio , non si prenda per z il numero
intero, che pid st avvicina, 0 in eccesso o In
difetto, al valore di a4, il numero seguente €
gara neceseariamente eguale all’ uuita. Difatto
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« la differenza tra a, ed « sara allora maggiore
1
a— o

« di2; in consegnenza avremo b =< , minore

« di 2: dunque ¢ non potra esser che eguale
« all’ unita .

« Cosi, ogni qual volta che in una frazione
« continua troverem del denominatori eguali all’
« unita,cio sard un segno che non abbiam preso i
« denominatori antecedenti tanto approssimatl
« quanto e possibile, e che in conseguenza la fra-
zione puo semplicizzarsi aumentando, o dimi-
nuendo questi denominatori d” un’anita; il che
potremo eseguire mediante le formule preceden-
« ti, senza esser obbligati di rifare interamente

« 1] calcolo,

« 116. Il metododel n.° 112, pud servire anche
« per ridarre a frazion continua una quantity
« qualunque, purche dessa sia prima espressa in
« decimali : ma,siccome il valore in decimali non
« puo esser che approssimativo, e che aumentanda
¢ d’un’pnita I’ulsima cifra s’ hanno due limiti,
« tra 1 quali dee trovarsi il vero valore della
« quantita proposta, bisognerd, per non escire
« da questi limiti, fare ad un tempo il medesimao
« calcolo sulle due frazioni, di cui si tratta, e
« non ammettere in seguito nella frazion continua
« che i quozienti, i quali resultano egualmente
« dalle due operazioni.

L

Se, per esempio, si tratta d’esprimere in
frazion continua la radice quadrata di 2, il cui
valore in decimali & tra 1,414213 , e 1,414214,
avrem da ridurre a frazioni continue le frazioni
ordinarie seguenti 11ill '‘iiii. troveremo per

1oooov? rYonooo 3

ambedue i sei primi quozienti eguali a 3; ma
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il 7.° sarebbe 3 per una, e 1 per l'altra: abbiam
dunque in questa maniera

\/2::: 1—!—-1 1
2= | !

5] - 1

+2+_ .
2-4-— I

2+£300

Del rimanente & a proposito I’ osservare che,
qualunque numero di decimali , che s” abbiano nel
valore della radice quadrata di 2, la frazicn con-
inya conserva 1la medesima forma con:e lo prove-
yemo in appresso.

« La frazion decimeale , ch’esprime il rappor-
« to della circonferenza al diametro, ¢ secondo
¢ il calcolo di Vieta 3,1415926535 ....., d1 manie-
« ra che avrem la frazione 22222002 da ridursi
« a frazion continua per il metodo sopra e:posto:
« ora, se non si prenda che la frazione 2430 8
« trovanoiquozienti 3,7,15,1,ec.;e ses pren-
« desse la frazione maggiore 37375, ¢ troverebbero
¢ i quozienti 3,7, 106, ee.; di modo che 1l terzo
« quozicute resterebbe jncerto: dal che si fa ma-
« nifesto che, per potere spingere solamente la
« frazioncontinuaaldila ditre termini, bisognera
¢ necessariamente adottare un valore della circon-

« ferenza, che abbia pid di sei cifre.

« Se si prenda il valore dato da Tudolph
« (Fan Ceulen) in treatacinque cifre, che e
5, 14159 26535 89793 23846 20433 83279 50288,

« ¢ £operi nel medesimo tempo su questa frazio-
« pe, e sulla medesima sumentaadovi 1’ ultima
« cifra 8 d’on’onita, troverem questa serie di
¢ quozicots 3, 7,10,1,292,1,1,1,2, 1,5,1,14, 2,
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€ 1,1,2,2,2,2,1,84,2,1,1,15,3,13, 1,4,2,0,6:
« 1; di manierache avremo -

’ ‘cf-‘ ? I

—_— 1
292+ 1
T e

« Siccome vi sono qui dei denominatorieguali
« all’unita, potremo semplicizzar la frazione in-
« troducendovi dei termini negatizi mediante le
« formule del n.° 115, e troveremo

circonf!

1
— G ] =
diametro ? l_‘ 7 +

1

« oppure
circonf.

diametro

1
___-3__&___ 1 *
— 2943 1

« 117. Dopo d’avere spiegata la generazione
« delle frazioni continue, andiamo a mostrarne
« gli usi, e le proprieta principali.

« I primieramente evidente che piu che si
« prendon termini d’una frazione continua, piu
« dobbiamoapprossimareialvero valor della quan-
« tita, che abblamo espressa per questa firazione;
« di modo che, se ci arrestiam successivamente a
« ciascun termipe della frazione, averemo una gerie
« di quantita, le quali saranno necessariamente
« conpergengi verso la quantita proposta.

~
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« Cosi, avendo ridotto il valore di a alla

« f}azion continua

«

“+C+-
7+J+cc

avremo le quantita

1
&, “—J["E, ﬁ+c+_
¥ 5 €C.,
oppure, riducendo ,

€41 a€y-t-a-ty o
¢ ’ €y 41 > 7

le quali ¢’ approssimeranno di pia in pia al valore
di a.

& ,

« Per poter meglio giudicar della legge di

« convergenza di queste quantlta esserveremo che
« 1n virtu delle formuole del n°111., si ha

ft

«

€«

«

L4

o=—u —{—%, b:_—€—~}—-}-, c:y-—l—}- ,ec.,
C

dal che manifestasi primieramente che « e il
primo valore approssimativo d1 a; che in segu:-

to, se si prende il valore esatto di a, ch’e
abfr

— e si sostituisca per & il suo valore appros-
simativo G, avremo questo valore piu prossimo
o+ 1

e

piu vicino ad a ponendo in primo luogo per & il

C°+’, il che da

(aC+1)c+a

cC-—]—'l

: che avremo parimenteun terzo valore

guo valore esatto

pp————
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« e prendendo in seguito per c il valore approssi-
« mativo %, con questo mezzo il nuovo valore
« approssimativo di @ sara

(2641712
cy-+1 .
« continnando lo stesso ragionamento, potremo
« approssimarci di pia ponendo nell’ espressione
« di a trovata di sopra, in lnogo di ¢, 1l suo

vd—1
d

« valore esatto , il che somministrera

a_((a€’+ 1) Y@-2)d4-a€ 41
N €y +1)d+F€ ’
« ¢ prendendo in segnito per d il suo valor pros-
¢« simo ,)‘5 di tal maniera che averemo per Ia quarta

« approssimazione la quantitﬁ,

((«€ -+ 1)7+x)5+ac+1:
BERE:

« € cosl in seguito,

« Da civ & facil vedere che, se col mezzo
« dei nomeri ,6,7,d, ec. si formano I’ espres-
« sioni seguenti;

A—¢ Al=1
B—=CA-}1 B '=¢
C=+B-|A C'=yB' -+ A’
D=J{C-4-B D'=J§C"4-B°
E=¢D4C E'=eD'-}-C".
ec. ec.

?
« avrem questa serie di_frazioni convergenti verso
« la guantita a:

A B ¢ D E F

ey 3 ec.

KT: BIS CI: Dl) Et’ 111
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Se la quantitae & razionale , e rappresentata da
‘T

una frazione qualunque vio e evidente che que-

sta frazione saria sempre I’ ultima nella serie

precedente ; poiche 1n questo caso la _frazion con-

tinua sara terminata perche " ultima frazione

della serie suddivisata dee sempre equivalere a

tutta la _frazione continua.

Ma se la quantita e siairrazionale ,allora
la frazion continua andando necessariamente
all’infinito , potrem pure spingere all’ infinito
la serie delle frazion@convergenti saddette .

« 118, Esaminiaino adesso la natura di queste
frazioni. £ primieramente maunifesto che 1 nu-
mert A, B, C, ec. debbono andare aumentando,
come pure i numeri A', B, G ec.; perche 1.°
g¢ 1 numeri «, &, 7y, ec. son tuttr positivi, 1
numeri A,B,C, ec. A", B’, G, ec. saranno pure
tutti positivi, ed avremo evidentemente

) >A, C>B, D>C(, ec.,

e

B —ovvero>A’, C'>B', D'>C", ec.:

« 2.° Se 1 numeri &, €, ¥, ec. son tutti, op-
pure in parte pegativi, allora fra 1 numeri A,
B,Cec.,ed A', B', G', ec. ve ne saranno dei po-
smw , e det uegatwl; ma 1n (uesto caso st con-
siderera che abbiamo in geuerale, per le formu-
le precedeati,

| D
Exg_}_.l_, — —7+_ _-«——J+ -, ec.,

dalle qualx si fa manife-to a prima vista, che,
se 1 numeri ¢, 6 ;¥ 5 €C. g0l differenti dall’ ani-

ta, qualunqueeuenud altrondeilorsegni, avrem
necessarisiuente, facendo astrazione “dai segni s
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B .Y A
—maggiere dell’ unita ; dunque — minoredell’u-
A B

. G . Y s
Ditd ; in eonzeguenza B maggiore dell uniti; e
cosl di seguito: dunque B maggiore di A, G
maggiore di B, ec.

« Non vi sara eccezione che quando fra i
num.'z, €, , ec.sc ne l:roverannodlunlllema,h
all’ anita. Suppoonchiam, per esempio, che il
numero 9y sia il primo, che sia eguale a = 13
avrem sobito B maggiore di A; ma G sara mi-

A
nare di B sesuccede che la frazione T abbia il

segno differente da 7, il che sifa chiarodall’equa-

. C A :
Zlone -—B-:y—-}—-ﬁ, perché in questo caso, 7 —

A

— sard un’ pumero minore dell’unita: ora, io

B

dico, che allora avrem necessariamente I) mag-
giore di B; poiche, steccome = i-1, avre-
mo (117)
Cm¢1+§ , € C——--:-ézjli

ma essendoche ¢, e d son delle (uantita maggiori
dell’unita (111), &€ manifesto che quest’equazione
non potra sussistere salvo che ¢, e d non sieno
del medesimo segno; dunque, poiche 3, e § sono
i valori interi approssimativi di ¢, e d, questi
numeri 3, e § debben essere pure del medesimo

. G A
segno; ora, la frazione 7= y B debb’ essere
del medesimo segno di %, a motivo chey eou

nunero intero, e — una frazione minore dell’u-

B
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G

nith ; dunque~ , e § saranno quantita del mede-

B
5Q

simo segno; in conseguenza 4 sarauna quantita

positiva, Ma si ha
D B
C

dunque , moltiplicando per= , avremo

D G
BT
§C

dunque 5 essendo nna quantitd positiva , € chia-

D |
ro che-E sara maggiore dell’ unita; dunque IJ

sard maggiore di B. |

« Si fa manpifesto da cio che, se accade che
nella serie A, B, G, ec. si trovi un termine,
che sia minore del precedente, il termine con-
seeutivo sara pecessariamente maggiore ; di na-
piera che , ponendo a parte questi Lermini minori,
!a serie non cessera d’andare anmentando.

« Del resto, potremo sempre evitar, se sl
voglia , quest’ inconveniente , tanto preadendo 1
nomeri «,C, %, ec. tuttl positivi, quanto pren-
dendoli tutti differenti dall’ unita; il che e sempre
possibile .

« Paremo gli stessi ragionamenti per rapporto
alla serie A, B', G, ec., nella quale s ha pa-
rumente
B’ G’ AT I B’

24 — == —%—-CT s €C.,

-.A_'I = s 'ﬁ-! = Y Jl B > ! ==
&’ onde ne dedurremo delle conclusioni simils
alle precedenti. -
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« 119. Adesso , se si moltiplicano in croce
« i termini delle frazioni vicine nella serie

A B C
A’ B G
BA'—ABr=1, CB'—BC—=AB'—BA:
DCG'—CD =BCG'—CBLE',ec,
« dalle quali concludo che avremo in generale
BA'—AB' —
CB'—BC' =—=—)
DC'—(CIDYV'=1
ED'—DDE' ——
ec.
« Questa proprieta € ragguardevolissima, e
« da loogo a pill conseguenza importanti.
« St vede primieramente che le frazioni

A B C
AI 3B1 QCI 2
« loro minimi termini poiche se, per esempio,
« G, e C' avessero un comun divisore diverso
« dall’unita, il numero intero C B'—B(C’' sa-
rebbe pur divisibile per questo medesimo divi-
« sore , il che non e possibile a motivo di
« GB'—BC'=—11.

« In seguito, se si pongono 1" equazioni pre-
« cedentl sotto questa forma,

L {4

ec., troveremo

« ec. debbono essere digia ridotte ai

14

~

B A 1

ﬁ_f Al AJBI

C B 1
G BT BC(G
D C X
50 TTD
E D .
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¢ facil vedere che le differenze tra le fraziont

A B G

vicine della serie r Tt ec. vanno con-

tinuamente diminuendo , di maniera ehe questa
serie ¢ necessarlamente convergente .

« Ora, io dico che la differenza tra due
frazioni consecutive & tanto piccola quanto e
possibile , di modo che tra qoeste frazioni me-
desime non putrebbe cadere alean’ altra frazio-
ne qnalunque , salvo che dessa nonavesse un de-
nominatore maggiore di quelli delle due pre-
citate frazioni.

« Imperocche prendiam , per esempio, le due

¢ D
T la cu1 differenza e -C—;-Eﬁ-; , ©

supponghiamo , s

frazioni

b

¢ mai possibile , ch’ esista
- ; m . .

un”altra frazione — , il cui valore cada tra

n

quelli di queste due frazioni, e nella quale 1l
denominatore n sia minore di G’ ovvero di
3

m C

D’ : dunque, poiche ~ dee trovarsi tra Gis ®

D m

C
O ,bisognera che la differenza tra —,e T

mC'—nG nC—mQC’

n(C'

D
minore diC‘ID , differenza tra - e 3

1
¢ chiaro che la prima non pud esser minore

. 1
di nC’

P Si&

-5 ma

: dunque , se 12 << D’ , dessa sard ne-

. . .1 :
cessariamente maggore dl—“ﬁ"'_' parimente la

Ul
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m D )
differenza tra -- e —— non potendo esser mi-

DI

—»> sard necessariamente maggio-

¢

[

_ 1
« nore di

n

. D
« re di T < G', in luogo che dessa do-

vrebl’ esser minore.
« 120. Vediamo adesso di quanto ciascuna

A B : :
frazionedella serie A7° R - 8l approssime-
« ra al valore della quantita a. Per queato 08-
« serveremo che le formule trovate nel n.° 117.

« dapno
. Ab4-1

¢

-~y

(

~

"~

A'b

Be-d- A

Bicd-A"

2 — Cd-1+-B

T Q'd-B?

De -G
= — 1 ’

D'e+Q

« e cost di sezuito,
« Dunqne , se s1 vool sapere di quanto la fra-
G g . .
« zione o per esempio, si approssima alla quan-
« titd a, cercheremo la differenza tra,-c_—‘fl- , € a;

Cdl

C‘d-{B”

C Cd+B C BC—CB 1

C~CdB G‘(G‘d-{—B?“‘G‘(G’d—{~B’§
1

« prendendo per a la quantita avremo

a-
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a motivo di BG' — OB =1( 1195: ora , S1C-
come si suppone che § sia il valore approssi-
mativo di d, di tal maniera che la differenza
tra d, e § sia minoredell’unita (111 ), &chia-
ro che il valore di d sarid contenuto tra 1 due
numeri 4, e § =1 (1l segno superiore essendo
pel casoove il valore approssimativo J € minore
del vero d, ed il segno inferior per il caso ove
§ sia maggiore di d), e che 1n conseguenza il
valore diG' d - B sard pur contenato trai due
segnentl C'§-+B e € (§=+1) 4B, vale
a diretra)’  eD’ =G : dunque la differen-
G

78 @ ——— sara contenuta tra questi duae limit:

= ' 2 : d’ d g. d'('
e i . : T onde potrem giudl are
d(ﬂ“& t]uantit‘a dell’approssimazione della. fra,u

_ G
zione ——.

Gl

« 121. 1n generale, avremo

A 1
*=3 T Ay

B )|

a4 = — .
B B'(B‘c—{—A')
S 1

a At aiep— I —t— r

G GGTdRDY
a____]") 1
I)I UI(DIG—_}“GI) ;

e cosl di seguito,
« Ora, se s suppooe che i valor A pPProssi-
mativi «, €, 9, ec.sien sempre presi Mminori

dei veri, questi numeri saranno tuttl positivi,
come pure le quantita b, c, d,ec.(111);duon-
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que i numert A, B, C ec., A', B, C", ec.,
saranno pure tutti positivi; dal che ne cegue
che le differenze tra la quantita a, e le frazio-

. A B G | :
L ==, 7> (o ©C- saranno alternativamen-

te positive , e vegative, e vale a dire che que-

« ste frazioni saranno alternativamente minori,
« e maggiorl della quantita a.

L (4

LU

(

{

{4

«

«

«

€«

«

« i pia, siccome b>€, c>7y,d>0,ec.
(zpot. ), avremo
b>B' ., B ctA'>ByfA>C,
VYd+B >0 4B >D', ec;
e siccome b <C-+1,c<<y—1,d<<d4-1;:

avremo altresi
bzBi o1, B'o- AT <<B (-1 )A' <C B
C'dB' <C (4148’ <D -G e,

di maniera che gli errori, che si commettereb-

A B )
bero preudendo le frazioni—j-; » BT :;x , €C.

per il valore di a, sarebbero respettivamente
minort di
" 1 I 1
L5 Ta @D
ma maggiori di
1 1 1
I I j I, _l'wIL-ISCII)Igcl 386
A(B-t—A)'B((J—f—B) D' —L)
dal che si fa manifesto quanto questl errori son
piccoli, e quanto dessi vanno diminuendo da
noa frazione all’ altra .
A B C

« Ma v’& di piu; poiche le fraziom RO

sono alternativamente minori, e maggiori della
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quantita @ egli & chiaro che il valore di que=
sta quantitd 1 trovera sempre tra due frazioni
consecutive qualunque;ora, nm abbiam veduto
qui sopra (119 ) esser impossibile che tra due
tali frazioui possa trovarsi uu’ altra frazione
qualunque, che abbia un denominatore minore
d’ uno di quelli di queste due fra zioni ; dal ehe
ne possiam concludere che ciascuna delle fra-
zioni, di cui si sratta, esprime la quantita a
pit esattamente di quello che non potrebbe
farlo qealanrue altra frazione, il cai denomi-
natore fosse minore di quello della frazivne se-

1

guente , e vale a dire, che la frazione G Por

csempio, esprimera il valore di & pia esatta-

m

mente di qualunque altra frazione -- , nclla
I

quale n fosse minore di D.

« 122. Sei valori approssimativi &, €,y ,ec.
son totti , oppure in parte maggiorl dei veri,
allora, fra questi numeri, ve De saTanno neces-
sariamente dei negativi (111 ); 1} che rendera
pur npegativi alcuni dei termin delle serie A,
B, G, ec. A", B', G, ec;in conseguenza le

diff ra le frazioni e O O I
: azloni — . . I R
tfterenze tra e 1razio IA‘ 5 Bl N G' ,€C., € I’

quantita @ non saranno pin alternativamente po-
sitive , € negative , come nel caso del numero
precedente; di tal maniera che queste {razio-
ni non avranuo piu il vantagaio di dar cempre
dei limiti in pia, ed in meno della quantita a;
vantaggin d”un’importanza grandissima, e che
dee in conseunenza far preferir sempre nella
priatica le frazioni continue ove i denominatort
saranno tuttt positivi. Gosi nor non censidere-
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remo piu tn seguito che delle fraziom di questa
specie .
« 123. Consideriam dunque la serie

A B G D

er E'; 9 CI s DI 2 €
nella quale le frazioni sono alternativamente
minori , e macaiori della quantita a; e chiaro

che potrem decompor (uesta serie nelle due
seguentt |

C')

A ¢ E

"'-;{—13 (-‘—-;-[’-E-:—{ee.
B D F
THEE A

la prima sara composta di frazioni tntte minor:
di a, e che anderauno aumentando verso la
quantita a; la secovda sara composta di frazio-
ni tutte magglori di a, ma che anderanno di-
minuendo verso «questa medesima quauntitd .
Esaminiamo adesso ciascuna di queste due se-
rie in particolare:uella prima avéremo, (117)

e (119 ), |

C A 4
GI Al"’""AI G!S
j [ G £

A — T

,EI Cl"_'"(}l EIDE

v nella seeconda avremo

C.,

B D J
Bl Dl""‘""BI Dls
D F 4

C.

F—_F!—DI Fl’ €

« Se i numeri v, §, £, ec. fossero tutt: egua-~
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li all’unita, potrebbesi dimostrare, come nel
n." 119, che tra due frazioni consecutive qualun-:
que dell’una, o dell’ altra delle serie precedeuti
non potrebbe mai trovarsi alcun’altra frazione,
il eni denominatore fosse minore di quelli di
queste due frazioni; ma non sara lo stesso allor-
chéinuarseriy,d,e,ec. saranno diversi dall'umta,
poiché in questo caso potremo 1nserire tra le
frazioni, di cui si tratta, tante fraziom irterme-
die , quante unitiy vi sarannouneinumeri y—1,
§—1 g E=—1,€C., © percif\ altro non dovrem
fare che porre successivamente nel valori di (_l,
e C' (117) inumeri 1,2,3,.....7—1 in
luogo diy ; e parimente nei valori di D,eD,
i numeri 1,2,3,....0— 1 inluogodi ;e cos
in seguito. |

« 124. Supponghiam, per esempio, che ¥ sia
== {4 ; avremo

C=4B+4A, e C'=4B"4-A",
A G

e potremo inserire tra le frazioni Tt tre

frazioni intermedie , le quali saranno
B 1A 2 B-4-A 5B 4+ A
'!Ti'—{-AI > oB A" 2B 1A’ .
« E chiaro che 1 denominateri di queste fra-

zionl formano una serie crescente per differenze
ecuali da A’ fino a G', ed i numeratori da A

« finoa C;enoiandiamo a vedére che le frazioni

A

« stesse crescono pure continuamente da T fing

«

&

=

C

; d1 maniera che sarebbe adesso 1m possibile

« d’ inserir nella serie
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A B4+ A 2BLA 3B LA 4B+ A C
1 9Tsl . Al _ 131l 1 I 1 1 18 re .
ACTTA U aB A BB A 4B AP

« alcuna frazione , il cui valore cadesse tra quelli

« delle due frazioniconsecative, e di coi il deno-

« minator si trovasse pure tra quelli delle frazio-

¢ ni medesime. Poiche, se si prendon le difteren-
¢ ze tra le frazioni precedenti,avremo, a motivo

C dl BAI-——-AB':‘;I,

B4 A A 1

B o-A" AT A(B-AY)

2 B--A Bi-A 1

aB AT BTRATT (LA (@BH-A
5B\ oB4+A [

2B LAY aB A (2B A7) (3B 4-AT)
C 3B--A 1

G\ ZB AT (@B AT G
dalle quali si vede immediatamente che le fra-
. .A B4-A
K ZION] =— 5 —————
A A
« che le lor differenze son tutte positive; in segui-
« to,siccome queste difterenze sono ecuali all.’unitii,
« divisa per il prodotto di due denominatori, po-
« trem dimostrare, mediante un ragionamento
« analogo a quello, che abbiamo fatto nel n.° 119,
« ch’>e impossibile ehe tra due frazioni consecutive

« della serie preeedente possa cadere una frauzione

{

-

, ec. vauno aumentando, pol-

n . ; d :
« qualunque—, se il denominatore n cadae tra 1
T -

« denominatori di queste frazioni, ovvero in ge-
« uerale, se desso & minore del maggior dei due
« denominatori. '

« Di piu, siccome le frazioni, di cui. parha-
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« mo, sono tutte minorl del vero valore dia, e

B

« la frazione i e maggiore, si fa evidente cle
« ciascuna di queste frazioni ¢ approssimera alla
« quauntitd a, di maniera che la differenza sarz

« minore di quella della frazione medesima, ¢

« della frazione IB},!: ora si trova
A B 1
AT BT TAB
fB—-‘-A B 1
B AT B (BFADB
f.?,B——]—-A B ¥
2B LA B' (2B FA)B
S3B+4A B o 1
3B'4HA'T B (3B LANHB
C B 1

GI “_'_Bz :-—-—-CIB‘—i -\
« Dunque poicheé queste differenze son pure
« eguali all’unith divisa per 1l prodotto dei deno-
« minatori, vi potremo applicare il medesimo ra-
« glonamento del n® 119, per dimostrare che

1 one & '
« alcuna frazione — non potrebbe cadere tra una

n
A B4A oBLA
A" B LATB LAY’

= qualunque della frazioni

1 . B ; : ;
« ec,ela fraz:oneﬁi , 86 11 denominatore n & mino-

« re di quello della frazione medesima ; dal che
« ne segue che ciascuna di queste f'razmm s ayp-
« prossima piu alla quantita @ di quel che nex
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pntrebbc farlo gualunque altra frazione minore

di a, e che avesse vn denominatore piu puoo—
lo, e vale a dire, che fosse concepita in pia
semplici termini.

« 125. Noi non abbiamo considerato nel nu-
mero precedente che le frazioni intermedie tra

A C

6ot sarebbe lo stesso delle frazioni inter-
C E E G

medietra - ,,€ — ., tra T [ p—
CI EI 3 GI

son dei numerl mag_rgiorl dell’ unita .
Possiamo pure applicare all’altra serie

i

,€C. ce £, Y, €.

BI DI }—; , €c. tutto cio , che abbiam detto rela-
B ! D 2 ]_:1
A C

tivamente alla prima serie'AI ST di ma-

niera che, se i numeri §,{, ec. son maggiori

. B

dell’unita , potremo inserire tra le frazion: f72 ©

I 1) F
tra

D7 DT
medie , tutte maggior: di a, ma che anderanno
continnamente dimiouendo, e saran tali che
desse espruneranno la quantiti a pit esattamente
di quello che non potrelbe farlo alcun’altra
frazione maggiore di a, e che fosse concepita in
piu semphici termimi.

I} piu, ce € € pure un numero maggiore
dell’ unita , potremn parimente porre avanti la

B A—J]—l o A1 %A-}-I

frazioneB, le frazioni

€A+1 . B

ec. fino a ——— , ¢cloe i C queste frazioniave-

¢

ec. differenti frazioni inter-

I
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ranuo le medesime proprieta delle altre frazioni
intermedie .

« In siffatta maniera avrem danque queste
due serie complete di frazionl convergenti verso
la quantity a. |

Frazioni crescenti, e minort di a

A BlA 2BfA (y—1) B-+A
A BTLAT oBT AT (p—1)B AT
¢ DG 2DC (s—1) D4-C

G DAC DG (e—1) DG
E FLE
L F L

c., €C., CC.

Fraziont decrescenti, e maggiori di a
A+1 2:’\—}—! 3A4-1 (E—1)AL1
T > 3 T E—1 ’
B C-+B <oC+B (—)CL B

'i_i;} y Cl_i"‘B]’ 2(_;;”}‘-51 3""((5‘__1)01__1_}51 ?

144

14

|14

1

«

L

D E-+D

o €cC.

DI 2 ]L'—-‘—DI ? b
« Se la quanﬁt‘r«i a & irrazionale, le duoe serie
precedenti anderanuo all’ infinito ; poiche la serie

A B C

delle fraziom — , ec., che noi chiame-

ARG

ec. , €C.

rem in sesuite frazioni principali, per distin-
guerle dalle fraziom intermedie , va di per se

medesima all’infinito (117).
« Ma se la quantit& a e razionale, ed eguale

V

ad una frazione qualunque Sk abbiam veduto

nel num.” citato che la serie, di cul st tratta,
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sard terminata , e che I’ ultima frazione di que-

v

sta serie sara la frazione medesima sk dun-

que questa frazione terminerd pure necessaria-
mente una delle due serie di sopra, ma |’altra
gerie potra sempre andare all’infinito,

« Difatto, supponghiamo che §,sia I’ ultigo

deuominatore della frazione continua, allora-—f)——,-«

sara I ultima delle frazioni principali, e la serie
delle frazioul maggiori di a sara terminata da

D

questa medesima frazione ik ora,l’altra se-

rie delle fraziout mipori di a si trovera neces-
C

sariamente terminata alla frazione -C—-I,]a- qua-

D

le precede 7315 ™A, per continuarla, altro non
dovrem far che considerare, che il deromina-

re ¢, 1l quale dovrel.be seguire I’ ultimo deno-

minatore ¢ , sari = oo (111); di maniera che
; L , L
la frazione e la quale seguirebLbe O > nella

serie delle frazioni principali, sarebbe

oo 1) -G j4

o D'4HC'T DY
ora, per la legge delle frazioni intermedie, e
chiaro che, a motive di ¢== oo, potremo Inse-

, I & E . ..
rire tra le frazioni — . e —— un’ infinita di
,GI 3 E

frazioni intermedie, le quali saranno

D4C  2D4C 3DHC

Dnl_{_c: 3 QD‘F‘—CI 3 3{)1:‘:0!9 Lk

« Cosi, in questo caso , petremo, dopo la
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- G
frazione G nella prima serie di frazioni, porre
ancora le frazioni intermedie, di cui parliamo,
e continuarle all infinito.

« 126. Una frazione espressa da dei numeri
molto grandi essendv data , trovar tutte le tra-
zton: wn termint minore, le quali siapprossimin
tanto alia verita, che sia impossibile I’ appros-
simarvisi di pit con delle frazioni piv semplici.

« Questo Problema si risolvera facilmente
colla Teoria, che abbiamo spiegata .

« Gominceremn da ridur la frazione propo-
sta 1n frazione continna col metododel n.°112,
avendo cura di prendere totti i valor: appros-
simativi minori dei veri, perche i numer: a,
¢, 7, ec. sieno tutti positivi; in seguito, col
mezzo del numeri trovati &, €, 9, ec. forme-
remo, dietro alle formule del 0.° 117, le fra-
A B C
A" B G
sara necessariamente la medesima della frazio-
ne proposta; perche, in questo caso, la fra-
zlone continua € terminata. Queste frazioni
saranno alternativamente minori, e maggiori
della frazione data, e saranmo successivamente
concepite 1n termini maggiori; e di pin desse
saranno tali che ciascuna di queste frazioni
s’ approssimera di pia alla frazione data di quel
che non potrebbe mai farlo ogni altra frazione
qualunque , la quale fosse concepita in termini
pru semplici. Gosi avremo con questo mezzo tutte
le frazioni concepite in termini minor1 della pro-
posta, le quali potranno sodisfare al Problema .

« Che se si vogliano considerar in particolare
le frazioni minori, e le frazioni maggiori della
proposta , inseriremo tra le frazioni precedenti

ec., ' ultima delle quali

z10N1 .
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tante frazioni intermedie che potremo; e cosl
formeremo due serie di fraziom convergenti,
I’ une tutte minori, le altre. tutte maggior: delia
data frazione (1235, 124,€ 125); ciascona di
queste serie avra in particolare le medesime
proprieta della serie delle fraziom principali

A B G . . b 2 % =
TR ec.; poiche le frazioni 1n cia-

scuna serie suran successivamente concepite 1n
termini maggiori, e ciascuna di esse €1 appros-
simera piu alla frazion proposta, di quel che
potrebbe farlo alcun’altra frazione, la gnale
fosse parimeute minore, o maggiore della pro-
posta , ma che fosse pero concepita 1n piu sem-
plici termini.

« Del rimanente pud accadere che una delle
frazioni intermedie d’ una serie non s apopros-
simi tanto alla frazione data. uanto ona delle
frazioni dell’ altra cerie, beunche concepita 1n
termini meno semplici di quest’ultima; ecco per-
ché nou conviene impiegar le fraziom interme-
die se non che quando si vuole che le fraziom
cercate sien tutte minori, o tutte maggiori
della data frazione.

« 127. Secondo La Caille I’ anno solare &
di 365°, 5o, 48, 49", ed in conseguenza piun
lungo di 5or, 48, 49“,(:1(3“9 anno comane,il quale
e di 365% ; se questa differenza fosce esatta-
mente di sei ore, dessa darebbe un giornoalla
fine di quattro anni comuni; ma, se si voglia
sapere precisamente alla fine di quanti anm
comuni questa differenza puo produrre un certo
numero di giorni, bisogna cercare il rapporto,
che v’¢ tra ajor e Hore, 48, 49//5 st trova (ue-
sto rapporto = ===-; di maniera che s1 puo
dire che alla fine di 86400 anm comuni bigc-
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gnerebbe iutercalare 20929 giorni per ridurli a
aegli anni sropici (%)

Siccome il rapporto di 86400 a 20929 &
espresso in termini molt‘.p gra-wdl , proponesi
di trovare in termini minori altri rapporti tanto

a.pprossimanti a questo , quanto riesca possibile .

. . . 86400
« Ridurremo percio la frazione ' . ;— a fra-
e continua colla regola data nel o. 112,
a di quella,che serve a tro-

mun divisore di dae numert

Zz100
la quale e la stess
vare 1l massimo co

dati: avremo

20929!86400 A=ux
83716
2657 20929[7=6
187338
#;”_/“ '268_,} 1=
3141
54321413:35
1629
512/943] 1==¢
12
31{512 16:::
fab
49
16{31]1==H4
116
15116] 1=4
15
1113115 =z
1)
0.

Vinterval

(*) Si chiama anno solare, ovvero anno tropico
lo di tempo, ch’e necessario per ricondurre
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« Conoscendo in tal modo tuttii quozientia, €, ¥,
A

AL’ BL:

« ec., formerem facilmente la serie ec.

« pella maniera segnente:

4: 75 1, 33 1, ]63 1, I, 159
4 24 3 _1_18 :__6__!_ 2704 2 865 58560 g64no
. 7% 8 9 319 39 2 5585 9 693 9 13499 avgzy ?

« ove s1 vede che I’ ultima {frazione ¢ la medesi-
« ma che la proposta.
Per facilitare la formazione di queste fra-
» zloni, scriveremo primieramente, com io 1" ho
« fatto, la serie dei quozienti 4,7, 1, ec., e por-
» remo al di sotto di questi quozienti le frazio-
4 29 313

» ni 4, 2%, 22 ec., che ne resultano.

La prima frazione avra sempre per nu-
» meratore 1l numero, ch’e al di sopra, e per
« denomipator 1’ unita.

La seconda avra per nameratore 1l pro-
« dotto del numero, ch’¢ al di sopra, per il
« numerator della prima, pia I'unita, e per de-
« nominatore 1l numero medesimo, ch’e al di
« sopra.

la Terra alla medesima posizione in riguardo del So-
le. Gli Astronomi hauno concluso dalle osservazioni
che questo spazio di tempo ¢ di 365 giorni, Sore, 48
minuti, e 49 secondi; e segue da cio che alla fine di
565 giorni, ossia J’un’ anno civile, mancano 5 ore,
48i minoti, e 49 secondi pevche la Terra vada a finirve
‘la sua rivoluzione intorno del Sole. 11 cemplemento di
tal mancanza si trova compreso nell’anno seguente.
Se¢ desso fosse precisamceute di 6 ore, 4 vivoluzioni
riempircbber 4 anui, ed vn giorno.

I giorni, che si aggivngono per accordar le ri-
voluzioni della Terrva con gh anm civili, si ¢chiamano
giorni intercalart , ovvero intercalazioni.
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« La terza avrd per numeratore il prodotte
del numero, ch’e al di sopra per il numeratore
della seconla, pia quel della prima, e pari-
mente per denominatore il prodotto del aume-
ro ch’e al di sopra, pel denominatore della
seconda, pia quel della prima.

« Ed in generale, ciascuna frazione avra per
numeratore il prodotto del numero, che resta
al di sopra, per il numeratore della frazion pre-
cedente , pi quello della frazione avanti la
precedente ; e per denominatore il prodoteo del
medesimo numero per il deuominators della
frazion precedente , pia a?luello della frazione
avanti la precedente.

« Qosi 29=7. 441, 7=7, 23=1.20+4,

=1.7-41, 128=3.334-29,31=3.8+7; 6
cosi di sezuito: il che s’accorda con le formule
del n.” 117,

« Adesso si fa manifesto dalle frazioni 3,5
33 ec. che I’intercalazion la pia semplice &
quella d’un’ giorno in gquattro anm comunni, il
che & il fondamento del Calendario Giuliano ;
ma che ci approssimeremmo di pia all’esattezza
wntercalando setce giorni nel corso di ventinove
anai comuni, oppure otto nello spazio di tren-
tatre anni; e cosi di seguaito.

« Si vede di pid che, siccome le frazioal %,
22 33 gopo alternativamente minori, & maggiori

240!‘
5T, 48,49
calazione d’un giorno in quatt’auni sara trop-
po forte, quella disette giorniin ventinove anui
troppo debole, quella di otto giorniin trentatre
anni troppo forte, ecosi Jdi seznito; ma ciascnna
di queste intercalazion: sara scimpre la pia esat-
ta che sia possibile nel medesimo spazio ditempo.

b

-,
-, linter-

2092y )

della frazioue %337, oppure
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« Ora,sesidispongono nelle due serie partico-
« lary le frazioni minori, e le frazioni maggiori
« della frazione data, potremo ancora inserire dif-
« ferenti frazioni intermedie per completare le
« serie; e per questo seguiremo il medesimo me-
« todo notato di sopra, ma prendendo successiva-
« mente 1n luogo di ciascun numero della serie
« superiore totti 1 numeri interi minorl di questo

« numero (allorché ve ne sono ).

~~

« Cosi,considerando primieramente le frazio-
n1 crescenti

Zi, 1 5
4 33 16T 28673 8640
1 8 2 39 % 694 5 200299

s1 vede che a motivo che I’unita & al disopra
della seconda, della terza, e della quarta, non
« potrem porre aleuna frazione intermedia né
« tra la prima, e la seconda, ne tra la seconda,
« e laterza, netra la terza, e la quarta; ma sic-
« come ['vltima frazione ha al disopra di lei il-
« numero 15, potremo, tra questa frazione,e la
« precedente, porre quattordici frazioni interme-
« die, 1 cul nameratori formeranne la progres-
« sione per differenze 2865-1-5569,2865--2.5569,
2865-1-3.5569, ec., e di cui i denominatori for-
« meranno pare la progressione Go4 - 1349,
« 694—4-2.1349,604 -+ 3. 1349, ec.

« Gon questo mezzo la serie completa delle
« frazioni crescenti sara

{

~

¢

~

<

~

¢

—

-

i 33 16t 2865 8$434 14083 10572 akrfr Yavre
T8 2 R0 9THU4 5 9033 3393 3 A7t 2 Geve 2 Ts39 3
36279 ATB4R ATa17 5au86 SASAE 64124 GHEYI T5a62
8788 230137 3 114865 128369 141842 155332 10802 182579
Rog3g R4 nn
195802 20,39 ¢

« E siccome " ultima frazione € la medesima
« che la frazione data, & chiaro che questa serie
« non pub essere spinta piu avanti.

2. 17
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« Da ciosi fa manifesto che ,se non si voglio:
o ammettere che delle intercalezioni,le quali
ecchino per eccesso, le piu semplici, e le piuu
esatte saranno quelle d” un giorno in qua ttr'anni ,
ovvero di otto giornin trentatre anni, oppure
di trentagove in centosessantun’ anni, e cosi di
segulto.

« Consideriamo adesso le frazioni decrescent:

7, 3, 16, 1,

gy w8 picd 309

7% 31 9 685 2 15390
e primieramente, a cap:a del numero~, il quale
¢ al disopra della prima frazione , potremo porne
cei altre avanti diquesta ,icul nmreratori forme-
ranno la progressione per differenze h——1,
o.4-+1,5 41 1,6C, € di cui i denominatori
formeranno la progressione 1,2,35, €c pari-
mente, a mMotivo del numero 3, potremo porre
tra la prima, e la ceconda frazione due frazio-
ni intermedie ; tra la seconda, e la terza ne
potrem porre 15, a motivo del nomero 16, 1l
quale ¢ al disopra della terza ; ma tra questa
qui, e I’ ultima non potremo inserirvene alcona,
« motivo che il numero , il quale resta al disopra,
¢ I unita .

« D1 pin, bisogna ogservare che, siccome la
serie precedeunfe noo e terminata dalia frazione
data , potremo ancora continvarla tasto lontano
quanto si vogha , come lo abbiam fatto vedere
el 10 126. Gost avremo queste serie di fraziont

decrescenti:

6 13 7 21 285 af &2 cg 128 289 ako Gty 772
e Tew 2T s Ta 0 6 tTT 3T a3 1% o - Toud 1istigu?d
033 04 T 85 1416 1 55T LI | PEGR T 000 o x 53
EeC e e TSha § g4y 2 882 3 . sThieoe * 4fuv ° 53809
383 g, 2 Peed Bt ML TH G 1-8369 264759 351363
T T s T3y 42789 atzal 3 4136 O 8068 3
AdT 800
JGS'_J:l_ia ec')
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D ALGETGERA, 259
le quali son tutte maggiori della frazion pro-
posta, e s~ napprossiman pia di qualooque altra
frazione , che fosse concepita in termini piu
semplici.

« Possiamo concluder da cié che, se non si vo-
lesse aver riguardo che alle intercalazioni, le
quali peccassero per difetto, le pia semplici, o
le piu esatte sarebbero quelle d’un-giorno in
cinque auni, ovvero di due giornl 1n nove anit,
oppare di tre giorni in tredici anoi, ec.

« Nel Calendario Gregoriano & intercalano
solamente novautasette giorniin qoattrocent’an-
ni; si fa manifesto dalla Tavola precedeunte che
ci approssineremmo con molto pin d’ esattezza

wntercalundo centonove giorni in quattrocento-

clb.{uanta anol,

« Ma bisorua osservare che nella Riforma
Gregoriana ci siam serviti della determinazione
dell”anno dato da Copernico, la quale & di1365
giorni, 5 ore, 49 minuti, e a0 secondi. lmpie-
gando quest’elemeuto, avremo in luogo della
frazioue %22 la segnente i3, ovvero 22, per
mezzo della quale si troverebbero, mediante
il metodo precedente , i quozienti 4, 8,5, 3,
e da cio queste frazion1 principals,

4,8, b, 3

4 33 169 348

13 6 2 41 2 1319
le quali sono, ad cccezione delle due prime,
assai differenti da quelle, che abbiam trovate
di sopra. Tuttavia non trovasi tra queste fra-
zioni la frazione &2 adottata nel Calendario
G regoriano, € questa frazione non st trova tam-
poco tra le frazioni intermedie, che potrebbero
iuscrirsi nelle due serie &, "2, e 22, 25 puiche
& chiaro che dessa non potrebbe cadere che tra
queste due ultime frazioni, fra le gnali,a mo-
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tivo del numero 3, il quale & al disnpra della
frazione ¢, posson cadere due frazioul inter-
medie, che'saranuo =2 e =<5 di dove si fa ma-
nifesto che ci saremmo approssimati ad una
magwiore esattezza se nella Riforma Gregoriana
si fosse prescritto di non intercalare che novanta
siorni nell’ ntervallo di trecentosettantun’anul,

« Se si riducesse la frazione 2 ad aver per
rumeratore il numero 86400, dessa diverra
sea i) che supporrebbe I"anno tropico di 365

e
R

ot 5 ore, 49 minuti, e 12 secondl,

« Tn questo caso I’ intercalazion G regoriana
carebbe alfutto esatta; ma siccome le oswerva-
zioni danno anno piu corto di 23 secondi, e
chiaro che bisngnera pecessariamente alla fine
4’ un certo spazio di tempo introdurre una nuo-
va intercalazione.

. Se volessimo stare alla determinazion di
Lacaille . siccome il denominatore 97 della
frazione 4% =i trova tra i denominatori della
(quinta , € della sesta delle trazioni principali
digia trovate , secue da cio, che abbiam dimo-
ctrato nel n.° 129, che la frazione 53 approssi-
merebbesi pin al vero che la frazione £5°: del
rimaneute , siccome gli Astronomi s0n0 ancora
divisi sulln vera luughezza Jell’anno, no1 el
astecrem dal decidere sopra (uesto argunmento;
d> altroude non abbiamo avutn altrogoetto nelle
particolarita, che abbiamo dedotte , se noo che
di facilirare i mezzi di porsi al fatto delle fra-
sioni continue, € dei loro usiiin questa veduta,
ageiungeremo ancora I esempio seguente .

« 128. Abbiam di gia data (110)la frazione
continua, la qual esprune il rapporto della cir-
conterenza del eiveolo al diametro, in quanto-

che dessa resulta dalla frazion di Ludolf_r/z; cusl
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« altro non dovrem fare che caleolare, colla ma-
« niera insegnata nell”esempio precedente , la serie
« delle frazioni converzenti verso questo rapporto
« medesimo, la quale sara

-
L D0y o
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« Queste frazioni saranno dunque alterna-
« tivamente maggiori, ¢ minori del vero rapporta
« della cirennferenza al diametro, e vale a dire,
« che la prima 2 sara minore, la seconda - mag-
« giore, e cost di seguito; e ciascana di esse st
« approssimera di piu al valor vero di quel f:he
« non potrebbe mai farlo qualunque a_tltrje}, fra-
« zione, la quale fosse espressa 1n termini piu sem-
« plici, oppure,in generale ,che avesse un deno-
« minatore minore del denominatore della frazin-
« ne secuente; di maniera che possiaino. esser
« certi che la frazione si approssima pin al vero
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« di quel ehe nou puo farlo alcun’ altra frazione,
¢ il cui denominatore fosse minore di 7 ; pari-
« mente la frazione *> approssimerassi pia al vero
« di qualunque altra frazione, il cutl denomioa-
« tore fosse minore di 100; e cosi delle altre,

« Quanto all’errore di ciascuna frazioune,
« desso sara sempre minore dell’ nnita divisa per
« il prodotto del denominatore di questa frazione
« per quello della frazione seguente. Cos1 I’ er-
« rore della frazione & sari minore di 23 quello
« della frazioue 2 sarda minore di —-—; e cos1 di
« segnito. Ma nel medesimo tempo 1 errore di
« ciascuna frazione sarh maggiore dell vuita di-
« viza pel prodotto del denominatore di questa
« frazione per la somma di questo denominatore,
« e del denominatore della frazione seguente; i
« maniera che |’ errore della frazione > sara mag-

« gior di:; quello della frazione Z* sara mag-

« giore di—535 € cost di seguito (121).

« Se si volessero adesso separar le fraziom
e« minori del rapporto della ecirconferenza al dia-
« metro dalle maggiori, cio a1 potrebbe fare inse-
« rendovile convenevoli frazioni intermedie, onde
« formare due serie di frazioni,le une crescenti,
« e le altre decrescenti verso 1l vero rapporto,
« di coi si tratta: avrebbesi in tal maniera

- circonf.
Frazioni minort di ‘

diamet.
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« Ciascana frazione della prima serie «i ap-
« prossuna piu al vero di quel che non puo farlo
« nessun’ altra frazione espressa 1n termint pia
« semplici, e che peccasse per difetto; e ciascuna
« frazione della seconda serie s’ approssina pa-
« rimente dipiv al vero di quel che non pao farlo
« pessun’ altra frazione espressa 1n tecimint piu
« semplici, € che peccasse per eccesso.

« Del rimanente, queste serie diverrebboro
« molto prolisse, se si volessero spingere tanto
« lontano come I”abbiamo fatto a riguardo delle
« frazioni principali date di sopra . «

129. Dopo gli esempj suddivisati 1 Lettor:
troveran selza pena i diversi valori approssimativi
di \/2, cioe
1?7 g0 279

Lo
> T T4 70 vee’

]

eC,

-u'-

i

rol mezzo della fraziowpe continua

1
1 == 7
Tatl
Q_T_. R
o - ec.(110).
Una simil frazione, nella quale i denomina-
tori son sempre gli stesel, oppore ritornano in un
cert’ ordine , si chiama frazione continua perto-

dica , e pud sempr essere riguardata come la ra-
dice d’ uu’equazione di secondo grado.

Sia la frazionea - - . 1
byt
Tb—ﬁ—ec .
facendola eguale a x, avremo
1
.:t:w—a_._..-bj .“l_
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Il numero delle frazioni iutegranti essendo illi-
mitato, ¢ evidente che st pud sostituire x —a
‘ancora a.ll insieme delle frazioni, le quali sezuon
la prima; di modo che avremo

1

b+—x—a ’
‘d’ onde ne segue
r*—(2a—b)z-}-a"—ab—1=—0;
equazione , dalla quale dipende 1 incognita =z,

che rappresenta la frazione proposta: supponendo
=1, 6 b=2, dessa diviene

xz—ﬂdz::()’

r== \/2 s
il che giustifica I’ espressione 1ndefinita riportaia
qulsopra

Sia ancora la frazione continua

ot

e da

b+ +
c-{—&c.,

1l eul periodo abbraccia due frazioni integranti;
avremo in tal caso

e sostituendo x —a in luogo di tutte le fraszioni,
le quali seguono la seconda otterremo

1
x—a‘-‘"“ o

1

c-—‘—.r-—-a

L X
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di1 dove ricaveremo
bx*—(2ab—bc)zxt-a*b—abc—c=o0.
E facile estendere questo metodo a qualun~
que siasi frazione periodica .

Reciprocamente’, un’ equazions di secondo
grado esseudo data, ne ricaveremo una frazione
continua periodica, applicandole 1l metodo dato
(Elem. 221.) per risolvere |’e¢quazionl per ap-
prossimazione. Troveremo la dimostrazione di
questa mede sima Proposizione nelle Memorze dell’
Accademia di Berlino, anno 1768, pag. 135, e
nelle Addizioni all’ Algebra d’Euler, pag. 470.

D:i alcune altre trasformazioni delle frazioni.

130. Abbiamo veduto nel n.® 112. che la fra-
zione continua equivalente al nnmero fraziona-

A

rio B si otteneva nella stessa maniera che s1 pro-

eede alla ricerca del massimo comun divisore, e
vale a dire, dividendo A per B, poir b per il
resto G, poi questo primo resto G per il secondo D,
e cosl di seguito. Si puo, 1n vece di prendere a
ciascuna operazione parziale un nuovo dividendo,
ed un noovo divisore, dividere il primo numero A
per B; poi per il resto C di questa prima divi-
sione; pol per il resto C’ della seconda; e cosi
di seguito. Otterremo dietro a questo metodo una
gpecie di frazioni convergent:, osservate primie-
ramente da Lambert, e trattate in seguito da
Lagrange nel Volume dei Dibattimentt della Scue-
la Normale, e nella 5.@ Dispensa del Giornale
della Scuola Politecnica.

L1
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Se s1 faccia successivamente
A=mB |G
A=nC ¢
A=n"C S C”
A=2ar"C"|-C"

ne dedurremo

A -
=%
-
chTG,
I
o= "'",',Gw,
I

ec.,
di dove concluderemo questi diversi valori:
A, G
B B
A A C’
B =T Bn Dn
A A A c”
B " Bn T Bun' " Bra'
A A A A c'
—ﬁ:m +-—Bﬂ-—-Bnn' | Bun'n"" Bra'n”
€c.

| : A :
La frazione -3 © cosi trasformata 1n una se-

rie convergente; p-iché € manifesto che i

zientt n, n n' , €C._Vanno crescendo , mentre che
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. . & » ’ 8 5 & .
i resti O, €', €, ec. incessantemente diminuiscos
no: di pit si fa manifesto che questa serie dee

terminarsi ogni qual volta 11 numero T & razio-

nale . Difatto, la serie delle divisioni prescritte
dal metodo suddivisato condnce necessariamente
ad un quoziente esatto allorche A, e B son del
vumeri interi; poiche i resti dimituendo succes-
givamente , si dee finire col trovarne uno exuale
all’ unita quando i nomeri A, e B sono primi tra

loro.
121. Se si prenda, in luogo del numero fra-

A C

2100nAario B la frazione propriamente detta T’

nella quale G <D, avremo

B ¢ ¢ ¢ _:r ¢
—=Tl —— T e . e
+ B n Br
) ¢ ¢
—n’ ¢ ——}-C”  ovvero{ — == —w———
B n Bn
2 717
| S r7 i Iy (J 1 (4
I —n G -—%-C g i .................._..._.-”
b n Bn
ec. . ec. .
di dove ricavasl sucecessivamente
C 1 v
B n DPn
C 1 1 —Jr 3
B n nn Brn'
¢ 1 : 1 C’
T n an ' onu'n Ban'n’
¢

Tutte le frazioni convergenti di questiresulta-
41, eccettuata I'nltima, hanne per numecrator Punita.
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Quest’ ultima somministra sempre I errove , il quale
resulta dall’insieme dell altre. L& facile concluder
da cio che i valori |
1 1 1 ] t 1

n’° n nn’ n  nn nn'n

sono alternativamente minori, e maggiort della

G

frazione L supponendo sempre 1 quozienti n, n’,
n'’, ec. presi come nell” Aritmetica. Sarebbe facil
trovare le modificazioni, che apporterebbero in
questa conclusione, e nei seguni delle frazioui par-
ziall, dei quozienti presi ora In eccesso, ora in
difetto ; le considerazioni analoghe sviluppate
nel 0.°114. mi dispensano dall’entrare adesso in
alcona particolarita a questo riguardo; mi limitero
a far osservare che avremo un’approssimazione pii
rapida prendendo sempre il quoziente il pru pros-
simo tanto al disopra, che al disotto,

Faro ancora osservare che si posson ottener

. . . A . L
per il numero frazionario i dell” espres:zioni si-
mili alle precedenti, sostituendo cuest’ ultime in

G . C
lnozo di 0 nell’ equazione A-—___-—m—lr——ﬁ

Se si applichi cio, che abbiam detto, alla
frazione -, troveremo

110355
887 o I I
1103 I #E) 5. 47” 45.47.:’)0
, 1 1
T 54750367 5.47.50.367.551
.—J'— ":"
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Possiamo impiegare ancora cio, che precede,
per ottener dei valori approssimatividelle frazioni
decimali javendo m(rua rde a quello, ch’e stato detto
niel prineipio del n.° 116, Se ne farem uso per de-
durre dalla frazione 2L dei valori approssima-

tivi di \/2 troveremo
1 1
Va—=1 —J—- - b ——
2 2.5 ' 2.5.7
Partendo dalla frazione, dalla quale dipende
if rapporto della circonferenza al diametro (116),

e prendendo i quozienti pia prossimi (114), 51 con-
segnIsce

€ecC.

c.ir:::org;ff____z—4 1 1 1
diamet, 7 7.113  7.113.4739
1
T ».113.4759.47051 oo
132. Abbiam fatto vedere nel numero 119.
che denotando per

A B ¢ D E F

Tl A VN T
Ta serie delle frazioni convergenti verso la quan-
tith a, dedotte dalla frazion contmua equivalente

a queata, qua-nt:ta,, sl aveva

ec.

B A 1

B AT AF

C B I

BT B

D G 1

DTT= @D

E D___‘ 1 ’

<
<
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segue naturalmente da cid che la guantita @ pue
€eser rappresentata cosl ; |

___A 1
CEXTAT
a — é..__k_ _I _]
—A AR BT
a == A | l e I_ ‘{__.3__
A TAB pd A

ec. ,

ii che offre pure una trasformazione dell’espressione
di e in serie convergente, flnita se @ ¢ razionale |
ed infinita nel caso contrario .

Quest’ ultiina trasformazione & tanto piu Ti-
guardevole c¢he Fuler ne ha ricavato ul (nezzo
di convertire in {razione conlinua qualungque se-
rie,icei termini sono alternativamente Hositivl . 8
negativi. (Vedasi il Cap. XV 1L dell’ [ntroductic in
Analysin infinitorum). Ilesso € tornato a parla,rue
dipoi nel 2.°.Volume dei suoi Opuscula analylica
(pag. 138); ma queste ricerche son troppo compli-
cate per non trovarle qui esposte.

133. 81 puo generalizzare la riduzione delle
frazioui ordinarie in frazioni decimali, proponen-

dosi d1 convertire una frazione qua,lunque in un
b

altra d’un denominatore dato . i essendo la prima,
)]

e b il denominatore dato, la seconda avra evi-
oG

dentemeunte per numeratore 1 quoziente T va-

lotato in muomeri interi. Se s rappresenti questo

- . W/ F
quoziente per n, cd il resto per L', avremo esai-
tamelnte

oG ‘ 9 1id U n 1 C
= 4T MY BT
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e proseguendo (ueste divisioni, si arriva a

Q¢ R 0 ¢ » O
L e e, m=or
B B B &4 4B
bclf Y C.’H C!! n}l CIU
e T
ec.;

resultati, dai quali ricavasi
C »n
BT 5" 4B
C n In’] C”
B~ s "5 " 0B
C n n " C7
1=t t e Tor
ec.

L’applicazione deiragionamentifatti in Ari-
tmetica sulle frazioni decimali couduce facilmeo-
te alle conseguenze, che somministrano I"espressioni
qulsopra; e le considerazioni, che abbiamo sviloppa-
te nel n.° 97, dimostrano in particolare che,se la

I

frazione — & razionale, i quozienti n n',n", ec,
. - iy . . .
debbono necessariamente avere dei ritorani perio-
dici .
134. Le diverse trasformazioni , di cui ho sue-

cintamente esposti i principj, si deducono dall’
equazione

Co—Be=+D,

— . . G
che s1 ottiene pa,ragonaudo (]IJG fI‘ﬂZlOl’ll B’ @

C ; ‘ . -
5 ber conoscere la lor differenza, di cui il na-

meratore ¢ espresso allora per D).
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. 8e s1 voglia, supponendo il numeratore
c=1, trovar per b un numero intero tale che
la differenza 1) sia la mnore pOSSlblle e manife-
sto che bisogna far b eguale al quoziente del de-
nominatore B per il numeratore G, e denotando
per n questo quoziente, si ricade cull’ equazione

C 1 C

—— ” ———
Sy

B n Bn

trovata nel n°131. Trattando nella stessa maniera
G!
la frazione — , e le sezuenti, opereremo la tra-
B ) ) b
sformazione indicata in questo numero.
2.° I manifesto ch’essendo dato il denomina-
tore, si cade sulla trasformazione del n.° prece-

dente.
3.° Finalmente se, lasciando 1 due termini

della frazione 3 indeterminati , si arriva a disco-

prire il minor valore, di cui dessi son suscettibili
in virtu dell’ equazione

Cb—Bec=-=D,
nella qualc D ¢ il mioore possibi le si rip rodarreb-

bero in un ordine inverso le frazu)m conv ergent: ,
le quali resultano dalla frazione continua equiva-

O . o
lente a B Cio si fa manifesto dall’equaziont
] BA —A B’_.._ I
CB—BC =—=— 1
DC—CD =1
* ED —DE =—=—1
ec.

g

- B
dedotte dal paragone delle frazioni %’B

clo
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D ) o

T nel n.° 119, poiche I'nltima di queste fra-

zioni essendo la proposta, la penultima sara iden-

_ c

tica con - facendo in secuito ' —bc'=-+1, la
7

, c _ c :

frazione e determinata come o , SArd neceszaria-

2 .

mente I autepenultina convergente ; e cosi di se-
guito.

Sopra di queste approssimaziont ¢ fonduta
I’ eccellente Memoria di Lagrange sulla trasforma-
zione delie frazioni; in essa si trovano 1 mezzi, onde
ottenere 1 numeri b,c,d , ¢ ; masiceome dessa non
contiene tutta la Teoria delle frazioni continue,
10 ho creduto di dover piuttosto preferire il testo
delle sue Addizioni all' Aigebra d’ Luler, il uals,
piu completo, silega d’ (.Lh.mnde meghio eollediver-
se Opere, in cu1 trattasi delle frazioni continue,
I Lettor1, aiquali questa materia puo interessare
dovran consultare

Le Opere di Wallis

Descriptio autowmati Planetarii ( Opere d" Huy -

gens ),
1’ Introductio in Analysin infinitorum ,d’ Eu-
ler,

Piu Memorze dell’ Accademia di ch{,mburﬂo
( Antichi Comm. T. 1X | T. X1; Nuovi, T. I.}_x,
X1, XVIIT, Atti 1779, parte 1.2 )

Quelle dell’ Accademia di Berlino (anni 17067,
1768, 1769, 1776 ).

Quelle dell’ Accademia delle Scienze di Pa-
rigi (anno 1772, 1.2 parte ),

1l 2.° Volume degli Elementi d’ Algelra

d’Euler ,
13
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Gli Opuscuta analytica d Luler,
La Risoluzione detll’ Lquaziont numeriche
di Lagrange,
la Teoria dei Numeri di Legendre,
L finalmeate 1l 5. Quadernu del Giornale

della Scuola Politecnica.
Nozioni genemii sull’ Analist indeterminata.

1755, Allarche 1" ennnciate d un Problema

gominini~fra Neno equa.z'.im"n chie incogmte, que-
sto Froblema e indeterminato, perche desso €
cuccettilnle ¢ un nonmero infinito di snluzioni. Se
ci* tyattasse, per esempio, di trovar due numert,
Ja cui soma fosse eguale a 10, avrebbest I equa-
Z10ne
x-t-y=10,

e (ualunque valore che «i desse a ¥y, se ne trove-
rebbe uno per 2 ma Iimitandos: a non preudere
per Fuouna, e I’ altra di queste ineognite che del
nomert interi posibivi, e evidente chie non s1 pos-
sonno avere che le nove soluzioni seguentl

xﬁl: 9‘: 3: 4: '6: 63 73 8: 95

,'}’:_93 8:- 73 6) 53 45 33 2, 15
e le quatiro uitime non debbon esser riguardate
come differeuti dalle quattro priue, ]‘michiﬁ LerVve
di caugiare & 1y per rcuder le une identiche
all’altre.

£ ceclucione data ai numeri negativi, e fra-

710Narj noi limita cempre il pumero delle solu-
2ioni dei Problemi indeterminati ; ma bisogna
gpes:a Ticorrere a decli artifiz] d’Analist rignar-
de- elissimi per non cader mai che su dei valor
e positivi delie 1mcognite.

nnmi,
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- L’equazione di primo grado a due incognite

puo essere rappresentata dalla sesuente

ax --by=—c, .
a, b, c essendo dei numeri interi dati. E ne-
cessario che 1 due primi a, e % von abbiano alcun
fattor comuue, salvo che questo fatture non lo sia
ancora del terzo. Difatto, se <1 avesse

a=—pm, b=/fun,

ne resnlterebbe

kmx —-/kny ==c¢, oppure mx-bny=—-,

e sarebbe in conseguenza impossibile che 2, e y
fussero dei numer: interi se ¢ non fosse divisibile
per k.

L’ eqnazione ax — by ==c non richiede alcue
na preparazione allorche uuwo dei cocfiicientr a,
ovvero b e eguale all uuita; poiche, s1a e==1, si
ha immediatamente

Xe=c—01r,

e non prendendo per y che dei numeri interi, non
troveremo per x se non che del nuwmeri paruncnte
nteri.

156. Occapiamoci dunque del caso generale |
e supponghiawo che nell’ equazione a2 by =¢
g2 abbia a<<b. Sia ma il maggiore dei multipli
di a,il quale possa eszer contenuto in b, di ma-
niera che b=ma--r, r essendo minore di a,
conseguiremo

ax-t-may+-ry=c.
Facciamo x-Lmy=t; avremo
7Yy +at: C.

Se r fosse 1"unita, il Problema sarebbe risoluto,
poiche si avrebbero allora I equazioni®

X+tmy=t, € y--at=c,
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dalle quali ricaverebbesi
_)f:::c-—-at, X==l—~—my,
che darebbero in consegnenza dei pumeri interl
per a0, e y . prandendone dei simtli per ¢.
Se 7 sorpassi 1" unitd , avremo, a motivo di

r<a,

a=m'r-}-r,
m’ 7 essendo 1l maggior maltiplodir, che possa es-
ser contenato in a; e sostituenda quest espressione
neil” equazione ry -j~at==c, trovereino

7‘*)“+m"rt—i~-r’z_—:cs OvVvVero r(}’--i«mfﬁ-‘)-{«-r’t::c;

faremo y -m t=mu, il che dara,

re-4-ru—c:

avremo dungue I’ equazioni

!

Z——my==t, ytm't=u, rtdru=c,
le quali, se r =1, daranno
r=t—my, y==u—mit, 1==C—Tu,
e prendendo per u un numero intero, ne dedurremo
ancora dei valor: di¢,di ¥, edi xin numeri 1nteri
S¢ r’ sorpassi unith , bisognera operare
sull” ultima equazione 7' ¢—-ru=c come sulle
precedenti, e poiche r & <<r, avremo
pe=m' r 1",
m’ v essendo il maggior multiple di ', che possa
ec-er confeunto inr. Mediante quest’ espressione,
I equazione 7't = -ru==c s cangera 1n
r(tmiu)—- ¥ u=—c;
facendo ¢ —-m u==2, avremo
Flurv=ec,
e nel eazo over’ fosse eguale all” unita, ne rezul-
tere bhero 1 equazicni
5"",' IHJ/::: ;_}’"{“ m’t::::u,, Z'——!r-m-“um'v, u—*—-r!q;zc,
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dalle quali ricaverebbersi
Xz=t—my , ye=l—m't, t==V—m U, u==C—7 v;

>
valori, 1 quali saran sempre 1uteri se » ¢ un nu-
wero intero .

£ facil vedere che questo metodo condarra
necessariumente ad un equaziose , nella qaaie una
dell” incognite avra " unita per covefliciente; poie
che 1 valori di r, 7/, #",..... si ottengouo colls
medesima operazione i quellay cie bizoguerebhbao
far per trovare il massimo eomun divisore dei
due numeri b, e a, & che darebbe per oltimo re-
sulcato " unita, perché questi nmmwerl son prime
tra loro. Difutto, nella serie dell espresatoni

b—=ma--r, a:J&:J'n’r‘r—‘i-‘rf5 r—m’ r"ﬁi-—rna ec:
r ¢ il resto della divisione di 0 per a, » quello
della divisione di a per r, r'" quello della divi-
siouc: di 7 per r, e cost di sezuito,

157. Prendo per primo esempio questo Pro-
blema: Un certo, il quale non ha cie delle mo-
nete di D fr., e delle monete de 2, franchi , si
propone d. pagare una somma di 109(‘['?', s quante
ne dovra egli dare dell’ une, e dell altie?

Sia « il numero delle monete di O franchi,
¥ quello delle monete di 24, otterremo

AR 1_~ 2qy = 109 5
31 ha 1n quaesto casn
a==0, b==Rf,; c==109Q,
e sl frova
/ 7
m:[}’ ?'.:'::_/}: m ==l F = E,

i} che somministra

.2:-——',——4‘yzt,y-hc—_—_—_— " t—ll-*fru:::]_og,
dalle qua,li equazioui ne dedurremo

g =t—hy, y=u—t, t==109—4U:
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risalendo dal valore di ¢t a quelli di », e di x,

troverem finalmente

x=54b—24u, y=bu—109.
Per non ricavar da quezti valori se nou che dei
resultati positivi, non bisogna presder per u che
dei numer: tali, che s”abbia 5u=>1c9, e 24u<545;
guestt numeri debbono dunque esser compresi
tra ‘—‘—;3, e 2, vale a dire tra 21, e 23; non

ve n’e in conseguenza che un solo, cloe 22. Sup-
ponendo w =22, st trova

& == 17: y 1
ed infatti 17 monete di 5 franchi fanno 85 fran-
chi, 1 quali sommati con 24 daune 1cg.

-

11 Problema suddivicato riducest a dividere
il numero 109 in due parti, una delle quali sia
divisibile per H,e l altra per 241 € questo caso
parllc“law ¢ osservabile 1n cio che i Problema
¢ determinato, ¢ non ha che nna sole soluzione
allorche st escludono 1 nemert frozionary, ed 1
numeri negativi: non siccedera lo steszo nel L'ro-
bilema segnente.

28. Uno ha comprato dei cavalli, e dei
bovi s pega gli uni 51 monele di 3 frenchi per
ciascheduno, e gli altrt 20; ed egii trova che il
preszo torale dei bovi sorpassa di = monete (/uel
de: cavalit. Quanti bovi avra egli avuto, e
quanii cavalis?

Denotando per x il nomero dei bovi, e
per y qnelln dei cavalli, troveremo ‘

30 W= 5 -7 . oppure 20X — J1 y ==
nel caso attualc sl ha

a:::g,o, I)Z—-—-.?;l’ cw_—__—?’
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e ne resulta per censegnenza
m=—=—=1, r=—-—11, m——1 ;":—{~9 : m' =
7 ———o s mwﬁ——[h rmﬂ«{—l :
farem dundque
X—y=t, Y—rt==l, LU=y, U—Qv=—w,
ed otterremo in ultimo luogo
( o— W == 7 ;

il che somwministra, risalendo at valori di a, e
di vy,

p—=7 2w, 9

_)/_.—:—_63-—[—- 20 W, xﬂg&—l——?)l W,
Nulla non limita qui1 valori di x, e quelli

di y, i quali son positivi allorquando aneora s1

danvo a w 1 valori negativi—3, —2, —1; ¢ se

s1 fa successivamente

-

wo=—3 , sl trova y= I == D
5 b} _

RO, ——= 03 — 30

—=——1 == gy == 07

comu SN & -== 05 en ()"'i

et 1 e 53 o | __’()

= 3 ==10 3 — 100

-~ i

= .9 , =125 oy | Q 1

7, eC. er.

I valori di 3, e quelli di x formano, come
si vede, due progressioni per difterenze; nella
progressione relativa a y la differenza e eguale
al coefficiente di «, e nella progressione relativa
a x la differenza e eguale al coefficiente di y .
IX facile assicurarsi che (uesta circostanza ha sem-
pre luogo; basta per cio risalire dai valort ge-
nerali di v, u, ¢t (136) a quelli di x, e di y;
ma vedrem cio anco piu semplicemente.
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139. Se si conoscesse a priori, oppure se si

fosse trovata a caso una soluzione d’ un’ equazione

indeierminata ,potrebbesiottenere an’infinita d” al-

tre soluziom nel modo seguente: sieno r=—g,y=~¢C
1 due valori dati; avrem, per 1potesi,

aa—t-b€=c,
togliendo quest’ equazione dalla proposta ax -
b y==c, conseguiremo

a(x—a)--b(y—€)=0,

dalla quale ricaveremo
m-—-&:ﬂ-—(g——;y);
ad
ma poiché i pumeri @, ¢ b son prim; tra loro,

la quantitd - (€ —y ) non puo essere intera, salvo
a |

che € —y nou sia un multiplo di e; condizione,
alla quale soddisfuremo fucendo €—y=pa, p
essendo un numero qualungue: con quegto mezzo
averemo, per determinare x, ¢ 3, le due equa-
Zioni

x—a=0bp, &—y=pa,

le quali daranno
! 2‘::&:{«’)[), ]_.——_:é’-—_pa
Quf-..s!i' e.-eprcsf-inui provano  1i o una Manlera seme
pliciesima che 1 valort di &, e b 3 debbon tor-
mare delle progressiom per ditferenze , talt com”e
stato detto (qui sopra.
14¢. La Teoria delle frazionl continue som-
ministra pure la solazione 1mmediata dell’ ecua-
zione a X — by ==—c; poiche, se st suppone pri-
. ] - x - - a -
mieramente ¢==1, si sviluppl la frazione 5 in
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L] - [ - - m
frazione continua, e si rappresenti per — la fra-
' 77

zion convergente, la quale precede la proposta
avremo (1]9)

an—bm=—-—1;

]101 mu]tzplwaudu 1 due membr: di que..l; e(qna-
Z1011¢ per ¢, & avra

acn—bcm—=——+rc,

Cosi potrem prendere x==cn, y =cm,ed avre-
mo in tal goisa due multipli dz. a,edi b, quals
differiranno tra loro della quanrzm data—+c.

141. 11 metodo esposto nel n.° 136. & gene-
rale, e £’ applica a qualuuque NUMEro d equazio-
i che sia . Bcco un esempio , che ne presenta tre:
Trovare un numero , il quale , essendo diviso per2,
dia per resto 1; essendo diviso per 5, dia per re-
sto 2. ; ed essendo diviso per 5, dia per resto 2.
Sia N 1l pumero cercato, e x, y, z i quoz1ent1
respettivi , che ottengm:sx allorchc desso ¢ diviso
per 2, per 3, ¢ per 5: segue dall enunciato di
sopra che

N=ox—+1, N=3y+2, N=5z}3;
quest’ equazionl riduconsi immediatamente alle
sczuenty

2x-l-1=3y-42, Sy-t+2a2==H2z-}3,
O E1VVero Qx‘m—zj’:'_:l ) 5)’———52.31.
Risolveremo immantinente la prima come so
dessa fosse sola, e troveremo -
y=2t—1, X=—=ol—1;
sostituendo il valor di y nella seconda, essa di-

ventera



289 COMPLIMENTO
noova equazione, che biGO“‘HﬁI'& riselvere ; da que-
sta ricaveremo
Z2—t=u, —Hu--t=4,
ed in consezuenza

Cﬂ5u+4, z 3611»-}—4.
Rizalendo ai valori di x, e di y, avremo
r=15u--11, y=1ou-t7v, z=6u--4,

ed una dell” equazioni proposte, N=2a-1 per
€s €110, somLinitrera,
IT minor valore, clie posea aver N, ' ottiene fa-
ceido w=0 ; vien allora N=23; numero, il quale,
¢r 2, per 5, e per 5, somministra

Y

£

€~ -1do dIvigo 2
Gadwtio pos sests 1,2, 5,

(tuest esempio, benehe semplicissimo, fa
culﬁuu.lcuunlv vedere come bishgnt eperare net
cast piu complicati. Il Lettore pc)Lra, esercitarst
eziandio sulle due e(quaziont

dx~+-dy-f-re=560, 9x-i-2iy-49z=2920;
trovera , eliminando z, quest’equazione
12 X —— 16y == 1CCO
la qual <i semplifica divideado tacti i suoi termini
per 2, € somminstra
6x -5y =5hoo.

TFac t‘m]f) n SPUIULU ya —1—-7/“* , & ottiene
I~|—-Ut:;)00 oppuare Bm=hE0 -———-Jt }":.;::65-—-—-.’;00 .
ponendo per 2 e per y questi v a,irm nella prima

dell’ equazioni propn:-_-te la qual’ e la pid uempll-
ce, avremo

7% 19 t = 156¢ -



]_15 ALGEEDR ’ 283

risolvendo «quest’ ultima , conceguiremo

t:lﬁfi()-—?u,
z= 150 — 3120,

T = 8860— 42 u
¥y == 3w — 7300,
e non avrem che due solonziont in numeri interi . e

positivi , cice quelle | cle corris spondono a &= (9’
€ u=210, perché u dtbb essere > 1307 e < 1000

149. Se s avessc an’ equazione a tre inco-
guite ex—4-by - ca==d, si passereblie il ter-
- - -
mine cz nell” altro membre, ed avrebbesi
ax'»—{-— by=—dw—cz; |
farebhbe d—cz=¢, € ncn ¢« dovrebhle far
altro che risolvere ' cquazioxe ax -0y =c¢". Al-
lorche fossimo arrivati all” equazione, uella quale
una dell” incoonite non ha per coelficiente che
Ponita , risalireacymo successivamente ai valori dix,
e di », sostituendo d—cz 1n lvogo di ¢ ;e sup-
povendo che v forse 1 ultima delle 1ncognite an-
siliarie (136), I" espressione di &, e di y conter-
rebbe allora dune numeri interi v, e z, i quali si
potrebbero prendere a placimento.
Sia Hxr—+-8y-l7z=030; si ha , dietro a ¢i0 che
precede,
haod-Sy=lo—72=c]

€

e facendo a=25, b =23, s trova

m=i, r:3, m'.:.'*l s rfm-z 5 m:::], . ?""":::1;
1l che somministra
x+y=t, y+i=u, t-+u=v, ui-20=c,
di dove ricavasi

! ! C- -
u=—¢—2p , t==3v=—rc ,y ==2¢ —Hv , T=8v—3ac";
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e rimettendo per ¢ il suo valore, si ha final-
mente

r=8v--215—150 , y==100—14z—5by;
espressioni, nelle quali potremo prendere z, e v
arbitrariamente , ma in modo per altro da noun
dare per x, e per y che dei valori positivi.

143. La difficoltiv di trovar delle soluzioni o di
pumery nieri , o almeno di nawmeri rezionals net
Probleiny indeterminati, 1 quali passano 1l primo
grado, e molto magziore di quella d” ottenere
dei numeri interi net Problemi di questo grado;
ecco percie non mi tratterro che sopra un piccol
numero di cast i piu semplict.

M occupero primicramente dell’ equazione

[y =a-tba—-ca-dad-ext . L ha”,
vella quale » non sorpassa il primo grado, e clie
pOImManIstra

a--bxtcat-dx .. A hax”

; 9 g Z] *

I facil vedere che quando st conosce una
sola soluzione di quest’ equazione, se ne posson
trovare un infinita d’altre; poiche, se la suppo-
sizione di x—=a rende la quantita

a—-bx - cx:+ dz’ . ... .- hx”
divisibile per p, tatti 1 uumeri compresi nells
formila ¢ ——n2p godranno pure della medesima
proprieta ; poiche, per la loro  sostituzione in
tnogo di x, la quantita a-l-bx - ca’4-da’ - ec.
prendera la forma

,' T 3 _ 2. 72
@~ ba—-ca” —~da’ 4 ec. -~ Anp -~ Bn*p*-}- ec.,
e perche la parte a--ba—tca® - da’ - ec. ¢ di-
visibil per p, dietroalla fatta ipotesi.
Cio, clie precede ; prova awncera che, se il
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Problema proposto puo risolversi in numeri inte-
7i, V1 sara necessariameunte una, o piu soluzioni

N
tra L ,e—"; imperocché , se @ fosse fuori di questi
3 2
limiti, sarebbe possibile di prender zin modo che
a-+np Vi 81 trovasse compreso.Se, per esempio, a
cadesse tra 3p, € 4p, ma piu vicino a Jp chea4p,
prendendo z=—— 3, otterrebbesi un resultato wni-

nore di’. Segne da cio che, per cadere sopra una
5 .

soluzione , serviry di tentare per x tutti i numeri
inter: compresl tra E, e-.—-E,
2 2
144. Possiamo altresi dimostrare che 1'equa-
zione
py ==a—~ bx +cx* - dx?... 1 hx”
non potrebbe, allorcké p é un numero primo, il qual
non divida a, ammettere pitt di m soluzioni in
numer: interi per dei valori di x presi da o sino
a p; ed eceo come lo provail Sig. Legendre (Mem.
dell’ Accademia delle Scienze, I""S..))
Se a € una di queste soluzioni, avremo
a-t-ba-| c::fc2 ~-da’ .. ..+ ha”

P
denotando » un numero intero, ed in consecuenza

pr=a-Lba-tca* dda®. .. L b

togliendo quest’ equazione dalla proposta, conse-
guiremo

py—-pnzl)f-x‘—a}—}—é{wz—az)—{-d(xg—asg)....-—{—fl/x”-—
resultato che si puo (Lilem, 130.) porre sotto la
forma

Py — )= (@) A 2" e S ),

—

2



288 COMPLENEN=
14+. Passo all’equaziane
a0z -y - da* ey -y =0,
ove le dne incognite montano al secondo grado:
ponendola sotto la forma

¥ (ea':;}-C)ym a-;-bx--dx*
| I;

se ne ricava

L exr-1-¢ l\/(ex—f-c)a—-—qf(a—ll—br—{—dx’)
AT of
ovvero, il che & lo stessn,

ofytex{-em=zx V(extc) —iflat-brA-dx")
Sviluppandn, e ordinando per rapporto a x la
quantitia sottoposta al radicale , le daremo la for-
ma m-+nz -+ pz*, nella quale

¢ —4af=m ace—Lbf=n, e’ — fdf=p.
Qe non si domandan per x, e y chbe dei numeri
vazionali, tanto interi che frazionarj,la difficol-
s del Probiema si ridurra a trovar dei valori
di x, i quali rendano.la quantith m —-nx - px®
exuale a un quadrato perfetto; e questo quadrato
essendo rappresentato da t*, avremo

2 fy-+exf-c=xt.
La risoluzione dell’equazione m+nx+-px"':_-:g"

conduce a

77. \/nz — 4mp + [I_p{;l
— 5
2P op
oﬁpnrc
Q.pm-lrn:::-%_: \/4p£‘2—-\——n2-—-4pm;

facendo 4(p==A, e n —4pm — D, avremo

2pX~A-N =iz VAl B,
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Mediante questo resultato 11 Problema ericutioa

determinare ¢ in modo cie VAL ;B sid HL U=
drato ; poiché questo quadrato esscudo u”, le due
incognite x, ed y nou Awpenderansno pu cue
dall’ equazioni di primo grado

gjy—-li—ex——i—c::.t, 2[):1‘:—%—— n-—u,

di cui i coefficienti c,e, f,n, e p sua razonalis
come pure le quantita ¢, ed «.

La determinaziene di ¢ per mezzo della con-
dizione eaunciata di sopra,ovvero ,ch'e la cosa me-

desima , larisoluzione dell’equaz ioue u=— VAL et
in nuwmeri razionali, coutiene in seunerale deiie

randi difficoita. Uno dei casi piu semplict ha
laogo allorche A e un quadrato; rapprescntando

qucsto quadrato pt‘:-r 562, avreimnqo

— 2 .2 0 P,
u___.\/cc l -I—l):
e supponendo u=—=af—-7% , conseguiremo
aet-—{—y:\/x"t‘—f—B;
quadrando i due membri,e riducendo , troveremo
ayat-+7y =D,

ed in conseguenza

: z
R Sl
— .
QoY
prendendo per 7 un mumerc razionale, t diverra
un numero razionale come pureu ,e lo stesso suc-
cedera di @, e di y.
Allerche B e nn quadrato rappresentato da
€~, 'equazion propesta risolvesi pure colla mede-
sima facilita che pocanzi,suppovendo u =¢! =€,

il che da
(vt4€)=A¢ €
2, 19
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equazione , che si riduce a
v e*d-aCve=A"¢",
ovvero dividendo per ¢, a
v't-+2C8v=At,
e d’onde resulta
o6V
| t::f-——-vz : |
Finalments, se la quantita A¢*-+D pud es-
sere decomposta in due fattori rezionaiz, at--€ ,
e't-1-€', di maniera che abhiasi
(t4€) (a't--6)=A1"+1,
faremo
u==v{at-~€);
ne dedurremo -
0 (at46)* = (at—-F) (' t+-6);

sopprimendo il fattor comune @ ¢ - €, troveremo
-~ 4 7 C’_-QV-
v* (et 4-6)=¢ t-€ e t=

2 /e
Qo —c
148. Quando si conosce un valor razionale di
¢, se ne posson dedur facilmente un’infinita d’al-

tri, che soddisfacciano all’equazione proposta . Per
dimostrarlo, sia @ il valor dato di ¢, e & quello

di u, che ne resulta; averemo
€=VAu"-+B,oppure £*=Aa"|-B:
togliendo quest’equazione da u*=A¢ -}-B, pro-

viene

u e § = A (t*—z"),oppure s’ = A (t*—z")4-€".
Ma, se si fa u==(t—ua)v-}-€ , avremo , dopo dell’inal-
zamento a quadrato, e della sostituzione nell’equa-
vion precedente,

v (t—a) tobe(t—a)=A(t"—a’);
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dividendo tutto per t—z, troveremo

2

0 (t—a)t 200 = A (t {2a),
di dove ricaveremo
oly—Aa—aw”

Ay’

formula, che dara dei numeri razionali per t allor-
cheé ne prenderemo dei tali per v.

149. E facil di fare tante applicazioni quante
vorremo delle formule suddivisate , ed ecco perche
mi limitero alle secuenti: Trovar due numeri x
e y tali che lasomma , oladifferenza det loro qua-
drati sia eguale ad un quadrato dato 6*.L’equa-
zionl da risolversi sono .

K 2 F2 2 2 ___ P2
P hat =, et =C,
e econdueono a
y=V& —z*, y=V& -z,

espressioni , che si rapportano immediatamente al
secondo caso del numero antecedente Faremo
y=vx—=E , il che dara per I’una
’ (Vx-—-—C)IzC"—-xl,

t=—

pJ

e per 1’altra

(v —C) =6} x".
Sviluppando quest’ equazioni, Ticaverem dalls
prima

e 147
vt o1’
¢ dalla seconda |
26 v
X == — :
g —1
sostituendo questi valori in quelli di y, avremo
C(p 1) C(v 1)

?"E’: = ?

o -1 » 6 = Pt
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asseenando in seguito dei valori razionali a €,
ed a v, n’otterrem parimente dei tali per x, e
per y.

Se si prenda € ==5, 'equazioni proposte di-

verranno
y" ——}*xz ::::25,.}’?' —xt = 25;
avremo nella prima

10V 5(v*—1)

X — V==
¢/'2—JI—I3 Vz-—-"i-l
nella seconda
£/
10¢ H{v™—=1)
pee v )
§ e—1 @ —1

Non si puo suppor v=—=1, poiche una dell espres-
sioni di y darebbe allora I, e Paltra —; ma fa-
cendo successivamente v=2 .v==2,¢==4, ec. le

soluzieni della primn e(uazione saranno

xz4,x_“:5,xmf-§.,ec,

T A

J}f — Ssjﬁ[},]‘::—‘—? GC.,
e quellc della seconda

= A 3 - 8 ? T s b
fo-—'—-_g_i_ r-—-—-'—.s._,(_ ",f'—‘—"’sj;
._} 3 :.:} % %. 15

Non si arriva a dei numeri interi in quest'ultima
allorche non si danno che dei valori interz a v,
ma ., se si fa ¢v=1, resultano

r—12, € ‘)f::13.

Non vi & cosa pin agevole eherisolvere il secon-
do Problema in numeri interi allorche €° ¢ impar:
poiche la differenza tra il quadrato di a,equel-
lo di a1 essendo 241, servira di stabilir

s .
I" equazione

ﬁa—-!f—'l:-::.cl,
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dalla qua.le ricaveremo
e
a == ;
9

e prendendo x =a,e y =a -1, ne resultera
2 2 i
J’Iﬂ ""‘"JC --:'-—_:'g -
Nell’ esempio proposto, dove € =29, si trova
a—--=—— 12,
ed in conseguenza
Fe="18, € =21y
sone qui sopra.

E ben d’osservare che si posson soppnmere 1
denominatori dei valori di z, e di1 y senza cangia-
re le lor relazioni.

Per 1l primo Problema trovasi
:::QCV ""‘"‘P(V --I),

e la radice della somma dei quadrati di queste

quantiti diviene
E(v* —-}-— 1).

s .oom .
Se si scriva — in loogo di ¢, otterremo
n '

o6 m E(m™—n?)
X = s Y= 5 )
n n

E(m” - n"").

n-

€(v* 1) =
Faremo eparire i denominatori da queste formule
prendendo € ==n", e conseguiremo
x=—amn, y =m —n’,

& onde ricaverassi @ +f = (m* ~-n*)*. Trove-
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remo dei resultati analochi per il secondo Proble-
ma (*).

Non ispingero piu avanti la risoluzione dell’
equazioniindeterminate . Quei, che vorranno appli-
carsi in particolare a questo ramo d’Analisi, po-
tran consultare le Memorie dell’ Accademia di
Berlino anne 1769, ed il 2.” Volume dell’ Aigebra
d’ Euler. BEssi vi troveranno la soluzione completa

dell’equazione u = VA ¢t~ B,datavi da Lagran-
ge, ¢ molte altre ricerche non meno importanti.

Delle Proprieta dei Numert .

150. 1 numeri considerati 1o loro stessi indi-
pendentemente da (ualunque sistema di numera-
zione, € da qualunque Problema particolare, han
delle proprieta ragguardevolissime; molte son rela-
tive alla lor divisibilith gli uni per glialtri, altre
allalorodecomposizione in potenze perfette . Bachet
di Meizeiriac, il quale commento 1l primo con

J——

(*) Queste formule, le quali son semplicissune,
danno tutti i numeri intert, che possano misurare dei
lati di triangoli rettangoly.

Il vapporto der lati dell’angolo retto, ovver la
fangente d’uno degl’angoli acuti, ha per gspressione

2 1

et -
B — b ]

p ——1 1
T cmmae

S
dal che ne segue che questi triangoli contengon degli
anaoli di tutte le grandezze. { Vedete le Tavole di
St,hu‘lze , Towo 11, pag. 308).
E manifesto dalla formula

QU v+v

v e— 1 .V —1

che v = tang } X, X rappresentando 1’angolo oppo-
sto al lato &
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successo I’Opera,chie Diofanteciha lasciata sull” Are-
tmetica, ovvero pinttosto sull’ Analist NULMETICa 5 O3-
servd cie un numero qualunque é sempre o un qua-
drato, o la somma di due quadratt ,0 quelladitre,
ovvero finalmente quella di quattro a pit .

10, per esempio, € la somma det due qua-
drati 1, € 9;

24 , quella det tre quadrati 4, 4, € 16;

39 , (quelia dei guattro quadrati, 1,4,9 €25

Questa Proposizione fu in seguito dimostrata
da Fermat ,uno dei piu gran Geometri, dt cut la
Francia si ounra, e che arricchi di osservazionl il
Commentario di Bachet ; ma lo Scritto, nel quale
ei si propose di riuaire le srandi seoperte, che
esso avea fatte sulla Teoria det numeri, 0o ¢
a nol pervenuto, e la proprieti precedente non fu
che un semplice fatto provato dall’esperienza sino
a tanto che Lagrange 1'ebbe dimostrato nelie
Memorie dell’ Aecademia di Berlino , auno 1770.
Euler ha dimostrata questa Proposizione d’ una
inaniera un poco piu sem plice uclla seconda Parte
degli Attt dell’ anno 1777 dell’ Accademia dv Pie-
Lroburgo.

Nel 1770, Wilson fece conoscere la proprieta
secuente del numeri primi: Se A esprima Wit -
mero primo qua!unque » il produtto 1.2. 3....(11—-1),
aumentato dell’ unita , sara divisibile per n.

Per esempio, sia ==7, sl ha

1 .2.3.....(:1-——-1),::1.31?,. 3.4.5.6=%20;
agoiangendovi I' unita, ¢’ ottiene 721, che divise
per 7 da 103 per quoziente . 1l inedesimo Lagrange
fu il primo, che dimostro la verita di questa Pro-
posizione . ( Memorie dell’ Accademia di Derlino,
anno 1771).
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X ben d'osservare clie le proprieta dei nuineri
corrizpondono a dei Problemi d’Analisi indeterme-
naca; «uetla, che noi abbiam citata la prima,
riducesi a provare che |’ eqquazione

W bat oy st = A
puo sempre esser rizoluta in numeriinter: qualunque
siasi il numero intero, che =i prenla per A la se-
con-la psoprieth snppone che nell’ equazione
1.2.53......(n—1)J-1=nux
Z ¢ sennre un namero intero allorche » € un nu-
mero primo.

Sarebhe 1mpossibile , senza escir molto dei
Limitr, ne” juali 1o debbo contenere quest’ Opera ,
d: sviiuppar qut le dumostrazioni dei Teoremi,
che o pronunciati; ma, per dare nn’idea di que-
ste ricerche, esporro dietro al Sig. Gauss, la Teoria
dec resti, che lasciano le potenze d” un numero
allorche si dividono per un namero primo, la qua-
le conduce a dimostrar la Proposizione indicata
nella pag. 90.

151. Sia, per esempio, la serie

1, 3.9, 87, 81, 243, 729, ec.,
formata dalle potenze del numero 3, e si divida
ciascun de’suol termini per il nomero primo 7
avremo 1 restz segnati quai sotto,

1, 2,2, 6, 4, 5, 1, ec.,

ove si vede ritornar dopo 6 divisioni il primo re-
sto 1. In quest’ esempio il periodo dei res¢i abbrac-
cia tuctt 1 numeri inferinry al divisore; circostan-
za - che non ha looso vegli altri casi, e sommi-
nistra ai nomeri, che vi s rapportano , delle pro-
prieta considerab,li, alle quali conducono i Teo-
reml seguentl .,
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Nella serie delle potenze,

a"S a33 g e

1 3 a o
esiste oltre al primo termine un termune a’, il qua-
le diviso perun numero p, primo rispetto alla base
a , lascia i’ unita per resto,t essendo minore di p.

Uio vale a dire che E indicando un nnmero

intero qualunque, si ha

o' = Ep +1.

Sia in generale &” =Ep-|-u; dando a m un
numero di valori eguale a p, si dee incoutrare
«lmeno dae volte un medesimo valore di «, poi-

§ & . : . Py
che 2 & un intero << p. Sia dunque m il valore
% . . - z i . s
di m , che somministra questa ripetizione, ed b
il valore di I, che a lui corrisponde; avremo

” ~
am;--—“l':;k%*-ﬂ} donde a”-a"=(L-E)p=a"(a"""-1);
a”" =k p"]r‘%
ma siccome & unon ¢ divisibil per p, " non lo sa-
ra neppure (Llem. 97);e poiche (E'—E)p lo e,
bisogneri che ¥ " —1 lo sia; dunque a” —1
¢ della forma Ep , ed """ della forma Ep +1.
I manifesto che m' —m <<p; partendo dal
primo termine 1==a", incontrerem dungune 1l ter-
mine " prima &’ essere arrivati all’esponente p.
Per esempio, nella progressione

”

i

o°, 2, 2", 2%, ec.
si ha 2" "= /4090, che diviso per 13, lascia 1di
resto.
152. Partendo dal termine ' =Tp 11, sl

frova

o = Ep--1
t+ 1 o

g '=—a L a
2 = ‘!p._r_‘ n

a “—a J;p—{—a
=+ 3 EIN AU 3

a =—a ]Lp-T-a

e
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dal che si scorze che i resti ricornano i medesimi
di quelli delle potenze a, a*, a’ ... sino ad o ™*
iuclusivameunte ; eosi tutti i resti, che pesson som-
ministrare 1 ditferenti termini della serie, si pre-
sentano nell’intervallo, o periodo

2 —
1 S a ;] a' s as ] L | a’ '.
Si puo vedere anco immediatamente che il ter-
n:‘line a”’ e della forma Ep-{-1; poiche, facendo
::Ep+ 1, st trova
ny___, R AL 1 A P LI ot ;
a = Ep--1)=E"p .. A4-nEp+1=p(Ep" " ..+ E)-t1,
che riducesi alla forma indicata.

153. Glassando per periodi, nei qualt ritornano
1 medesimi 7esti, la serie delle potenze d’un nu-
mero, c10 , che precede, somministra il mezzo d’ot-
tenere 1 restz delle potenze elevatissime; poiche,
s¢ s1 domandasse , per esempio, nella progressione

o 71 z: 73
3, 3,3, 3, ec.,

il resto della divisione del termine 3'°°* per 13,
cercherebbesi in primo luogo a qual potenza si ha
I’unita per resto dividendo per 13, etroverebbesi
27, ovvero &°; avremo in consecuenza cosi di 3
iu 3 usita: dividendo dunque 1000 per 3, li
resto 1 andichera il posto, che occupa 3'° nel
periodo, e cl’esso lascia il medesimo restoche 3",
duinjue questo resto sard 3.

Tutto cio, che precede, suppone solamente
che p sia primo per rapporto ad a: cio , che segue ,
wui s applica che ai uumeri assolutamente primne .

154.8e pé un numero primo, che non divida
a,ea' il cermine del pit piccolo esponente rispetto
al quale st abbia a’ = Lp 1.1, I esponente t sara
@ p—1, ovvero un divisore di p—1.
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Abbiamo digia veduto che ¢ non puo supporsi

eguale p—1; resta a dimostrare che desso dee
dividere p =~ 1.

Sieno primieramente 1, , & ,ec.i.resti de’

termini

1,a,e@°....a" " ;

il numero di questi resti non essendo eguale che
a ¢, essi non comprenderan tutti i numeri 1, 2,
3,....p—1 nel caso attuale, ove sisuppone <
p—1; dessi sono d’altronde tutti tra lor differenti,
poiche , se ve ne fosser due eguali per due termint
a", a" anteriori al termine &', ne seguirebbe che
a'—a"=a" (a" "—1) sarebbe divisibile per p,
ovvero che " " diviso per p lascerebbe I'unita per
resto , il che non pud succedere nell intervallo da
1aa.

Sia ¢ uno dei numeridella serie1,2,.... p—1
non compreso nelle serie 1, ', 2", €c. .. .38 s1 mol-
tiplichi ciascun termine di quest’ultima per &,
formeremo la serie

¢.2€,a°6,ec,

la cui divisione per p condurra ad una nuova se-
rie di resti, ch’io rappresentero per
! rr
€,6,6 , ec.,
tutti differenti, 1°. tra loro, 2°. dai resti 1, &/,
e’,...ec., di cui 2 n’indichera uno qualunque.

La prima asserzion sidimostra moltiplicando
per & le due equazioni
" =Ep-t+a, a" = E'p—{—:z',
corrispondenti a due termini del periodo 1, a....,
e’ ; avremo

€' =CEp--af, € =CEp~-a:
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ora, se 1 numer1 6,26 divisi per p lasciassero il
/ .
medesimo resto & , otterrebbesi
ab=—=e p-+¢&
s / !
@6 =e P +G 3
di dove
. T ; ] 4
Ca" =CLp-t+ep--¢€,
m ’ ' ’
€' =€ Ep-ep ¢
f ! 7
6(a" —a")=p(E 6—EE-{|-e'—e):
¢ siccome & non ¢ divisibil per p, bisognerebbe
. » W W = \z'-,. .
che lo fosse la differenza @ —a”; il clhe ¢ 1m possi-
bile nell’ intervallo da 1 ad &'

La seconda asserzione s appogeia su cid che -
se uno dei numeri della serie €, &', ¢, ec. fosse
lostesso che aleuno di quelli della serie 1,2, &', ec.,
avrebbesi nel medesimo tempo

"=Ep-+za, ¢ Ga"" =CEp-tla;

ora ¢i6 non pud essere quando m' <<m , perché ne
risulterebbe

a"-8a" —=p(E~CE"),ovveroa” (a" " =C)=p(E—CK");
bisoguerebbe dunque che a”™ —&€ fosse divisibile
per p; esiccome il termine a” ™ non puo lasciare
per restoche unodeinumeri1,a ,2”, ec., bisogne-
rebbe che la differenza tra €, e quest’ultimo fos-
s¢ divisibil per p; il che non puo essere, poiche
ambedue son minori di p.

Se m'>m, considererebbesi allora il termi-
ne &' "", che lascia il medesimo resto che a”, ed
avreb:best

a'"" — Ca” —p(E—~CE'),

dt dove

am*’ (ar-f—m—-m’ -'-""'G) _ (E — QE/) ;

6ra ¢ —mm——m’ <t in quest’ 1potesi jcosi |’ assar-




D> ALGERBRRA. 201

dith & ancora la stessa come nel caso precedente .
La serie €, &', €7, ec.non avendo alcun ter-

mine comune con la serie 1, ¢, e, ec., desse con-

tengono insieme un NDINETO 2 ¢t di termini.

Se questi termini non esauriscono i numerd
1,2,...p— 1,8l moltiplicheranuo i termini della
serie 1, &, & ,-..- Per ¥ ,uno di quelli che man-
cano, ed avremo un pumero i di resultati

! i
YV, @AY, &Y €Cs
1 qua,li condurranno a ¢ rest:

v, ¥ s ¥ s €C
differenti, 1.” tra loro, 0 ® dai termini della se-
rie 1, & ,a ,ec, 5. da quelli della serie 6.6,
&', ec.

Le due prime asserzioni sl dimostrano come
precedentemente ; la terzs & verifica osservando
che , quando s avessero I’ equazioni

Ca" =CEp-+¢€,
va"' =y E p+4€,
ne resulterebbe, se m' << m,
€o" —ya" =p(EE— vE',
,- ~
& (o™ —y)=p(EL~-y E);
Ca" ™ —1y «arebbe per conseguenza divisibil per
ps € siccome Ca™ ™ da per resto uno de1 nun.eri
della serie &, €', ec. minore di p, bisogcerebbe
che la differenza tra uno di questl nomeri e %,
parimente minor di p, fosse divisibil per p;ilche
non pud essere.
sando m'= m, si considera il termine o',
il quale da il medesimo resto di a", e sihal'equa-
zione o y
o (€a— ) =p (CE—7E),

assurda per la ragione medesima che la precedente :
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Unendo i ¢ termini compresi nella seriey, 3/,
ec., con quei delle serie precedenti, si hanno in tutto
3¢ numeridistinti, tutti inter:, tutti minori di p.

Se 1 numeri 1, 2,.... p—1 noa vi si tro-
vano totty compresi, prendeundo nno diquelli, che
mancano, formeremo una noova serie affatto di-
stinta dalle tre precedenti, contenente ¢ termini;
e continuande, poiche nulla ¥ oppone a questo
procedimento, bisognera che si esaurizcano me-
dianté un numero multiplo di ¢ quei della serie 1,
2,...p—1, la quale non ne contiene che un nu-
mero limitato : danque ¢ sara un divisore di p—1.

; —1 .
155. La quantita P essendo un numero in-
H

tero, se s elevano i due membri dell’ equazione

a’:Ep-—}——l

alla potenza espressa da questo nnmero, otterremo

‘.{P-—:) Pt

R

e
tutti i termini dello sviluppo di questa potenza , ec-
cettuato 'ultimo, ch’¢ 1, saranno divisibili per p;
€0s1 avremo
ot ' =E'p--1;

dal che ne secue che il numero 0™ — 1 é divisi-
bile per p allorché a non lo é . Teoremadi I'ermat,
e che ha conservato il nome di questo Geometra,

156. Esistono dei numeri tali, che weruna
delle loro potenze,neigradiinferioria p— 1, non
da per resto 'unita allorché dessa poternza st di-
vida per p.

Siano @, b, ¢, ec.1 fattori prim: di p—1, di
maniera che a® b6 ¢¥  ec. = p—1: dimostrere-
mo primieramente ch’esiston de’numeri A, B, G

-




P’ ALGEBRA, 2o

: & s
tali che le loro potenze A ’ ; B"g, C° ec. son quelle

del grado meno elevato, che nella divisione per

p lascian 1 per resto, edin seguito che il prodotto

ABC ec. di questi numeri e tale, che (ABG ec. )t
¢ quella delle sue potenze del grado il meno ele-
vato, sulla quale la divisione per p lascia 1 per

resto.

Siccome da o sino a pl’equazione py=x"—1
non ammette al pia che m valori interi per X (144),

P11
P

ne segue che, se si considerala quantita z © —T,
vi sara necessariamente nella serie 1, 2, 9,...p—1
un numero, che posto in luogo di x non rendera

P—r
x ° - 1 divisibile per p.
P2

E———e—

. . . o S
Sia g questo numero ; se si faccia g""=FEp-+h,
(*) E indicando sempre un intero , alzando alla
potenza ¢* i due membri di quest’ equazione ot-

ferremo |

p—s aa' 4 ‘CL
gt =(Ep-+h) =b p+2

E’ indicando pure un numero intero.
R o . mm s s ,
Cosi g"* — A" & divisibil per p; ma, per 1l
Teorema di Fermat (155),g essendo primo riguar-
doap, g’ " —1 &divisibile perp, ovvero gh™ ' e

&
della forma E'p--1; dunque
E'p+ 1=:==E’p—|—k“a,

(*) Fa di mestieri riflettere che qui,ein tutto cio,
che segue, Ja lettera g ha per esponente la {ranione
collocatale sopra.

-
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d’ onde

“OL fr 3/
L =E p-—-—lu p—-{-—l,
. o Y
ed in conseguenza A" —1 ¢ divisibil per p. I.e

potenze a® ', &*7" ec., per le quali

.&'.:_1- o—

g " =(Ep-+hr) LﬂEwp-—iLh'aH:

P}

& :*’ — (Ep—l—k)'a_z = L"p-{— B’

non soddisfanno a questa condizione; poiche le

l-){
|
|

quantity g = ,g° , ee.,peripotesi,non la sodi-
sfannoyma, dietro al n.° 152, il pia piccolo esponente
della potenza del numero %, che rende la quan-
tita ' — 1 divisibile per p, dee dividere a®, perche
e —1 & divisibil per p: ora a esseudo primo,a®
non puo esser diviso per unaltro numero; dunque
t=—a®: dunque il numero %, resto della divisione

P

[R——

3 per p, € il numero A dimandato. Si

troverebbero nella stessa mamniera altri numeri
D, U, ec

Adesso , se si supponesse che il prodotto del
puneri A, D, Csia taleche (A B C) =Ep—-1,

¢ essendo minore di p—1, bisognerii (134) che

di g°

. . p—1
¢ diviso per p—1, 0 sivvero che -

e poicke p—1=0%0" ¢’ , il quoziente non puo
essere che uno dei numer: a, &, ¢, ovvero uno
dei loro multipli.

sia intero;

—1
r

Sia, per esempio ——na,avremo p—1=x
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nat, d’ onde - —=—=n;Coslt dividera £
a A @
P—1

in questo caso, ed in virti dell’ipotesi (ABG) ™ w1
sara divisibil per p (152); ma , poiche B, G, sepa-

ratamente , son tali che
g
B — Ep—{*
L4 :
C =Ep+1,

4 s —1 7
il prndottoB‘“ b et :——(BG)!_“_ =E"p+41:

P
dunque bisognera che abbiasi pure A * =E"'p-}1,

P—1
o sia A * —1 divisibile per p; era, A essendo
d’ - - » - % %
tale che A* — 1 & divisibil per p, bisognera, per

,ovveroche I-)-a-;:-
a a

qia un intero ; il che & impossibile , poiche
p—1 a®bbc” b5

A

<
il n° 152., che a divida

: non si puo dunque sup-

ar,c’!"H 4.’10"'1_l a
porre t d’un grado inferiore a p—1.

157. Segue da cio che, se ¢'indichi per g il
prodotto ABG, ovvero il pin piccolo resto della divi-
sione di questo prodotto per p, ovvero che sia final-
mente un numero tale che gf7 " sia la potenza la
meno elevata, ch’abbia la forma Ep +-1, 1 rests
della divisione per p delle potenze

g%, 8,8 ,.8,---87°
2

comprenderanno tutti inumeri 1, 2, 5,...p—1,
ma in un ordine differente dall’ordine naturale.

Se , per esempio, p= 19, potremo prendere
2. 20
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2, ¢ dividendo le diverse potenze di questo
formeremo la Tavola seguente

g ==
numero per 19 ’

o 1 2 3 4 § 6 7 3

Potenze. 2°, 2*, 27, 27, 2%, 27, 27, 27, 27,

Resti. 1,2, 4, 8,106,127, 14,9,

F RS 2 1 19 0 1
Potenze.2%,2' , 2" ,2 ", 2" 3 2%, 0" 2" 0",

Resti. 18,17,15, 11,

Vi sono tra questi resti, e gli esponenti, ai
quali dessi corrispondono, delle relazioni analo-
ghe a quelle dei numen , e dei lor logaritmi,ed
Tuler ha denotato setto il nome di radict primitive,
per rapperto al numero p, quelli, le cul potenze
comministrano tatti i resti 1, 2,3 ... p—1: 10
tal maniera 2 & radice primitiva a riguardo di
19. o non avanzero pil oltre questa Teoria, la
quale contiene un gran mumero di recultanze cu-
riose , e per applicarla alla risoluzione dell’ equa=
zione 2’ — 1 =0, profitterd d’alcune osservazio-
ni, che il Sig. La Place ha favorito comunicarmi.

158. L equazione 2’ =—1=0 essendo divisa
per il fattore x—1, diventa

t Lt Lt L d-1=0,
e quest’ ultima equa 7ione esprime pel medesimo
tempo la comma di tatte le vadic) della preceden-
te; poiche, te ¢ ¢ una delle radici diversa dal-
I” unitii, le altre saranno (15) &7, ad,...a" " jed
in generale la quantitay a?™!. e eseendo un nu-
mero intero, riducesi alla radice &', poiche 2’=r1.
Queste proprieta escendo rammemorate , 1 fa,
manifesto che tutte le radici dell’ equarzione
' L xtT? .- 1==0 posson essere rappresen-
tate da una sola, che abbia successivamente per
ecsponenti tatte le potenze, fino a quella del gra-
do p—2, del numero g, supposto radice prims-




D ALGE ER A, 507

tiva del numero primo p; ma p—1 non essendo

primo, desso si decompone almeno in due fattori.
Sia, in conseguenza, p— 1 ::-...fa; potremo

considerare a parte il periodo degli espenenti,

&858 8% sV,

i termini del gquale danno,allorche sidividan perp,
dei rest: diversi, e che riproducono 1 medesimi, a
partire dal termine gf* , poiche fa=p-—1. Egli
& manifesto che, se si moltiplicano tatti questi nu-
meri per g °, 7 indicando un intero, e si tolga
dall’ esponente di g 1l maggior mu ltiplo di p, che
potra trovarvisi contenuto , st riprodurranno, ma
in un ordine differente, i medesi mi esponenti di
sopra, ed in conseguenza'l medesimi resti.

Difatto, per un prodotto qualunque g*g™=
(ekrya_etr o
s —, €d 1

fa
uno dei numeri 1,2, 3,... f—1. Non sara lo
stesso se si prende per moltiplicatore un num ero
). compreso nella serie 1, 2,... p=—1, e che
non sia uno de’ resti dati dalla serie g°, g%, 7% ec:
proveremo, come nel n.° 154, che nasceranno dei
prodotti un numero f di resti distinti dagli aleri.
Scesliendo ancora per molttplicatore un numero
5 differente dalle due serie di resti , che sonosi di
gid ottenuti, se ne troveran pure f distinti dai
precedenti, e cosi successivamente . Gon questo
mezzo la totalita de’ resti compresi nella serie
1,2,.... p—1 si troverda suddivisa in on nu-
mero a di periodi contenentl ciascuno f numert.
Dopo queste considerazioni , se si faccia
‘gt (f=)e
xA-xt 42t LTt =

e si costitniscano successivamente a x le poten-

F

)* ,avremo resto sara

A g fe g _
ze x”,x" , ec., lormerem solamente un numere
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a di valori distinti per y,1i quali comprenderanno
tra loro tutti i valori di x, poiche I’insieme de-
oli esponenti di questa quantitd abbracciera tutt
i numeri 1, 2,... p— 1:10 conseguenza la nuo-
va incognita ¥, nou aveudo che un numero a di
valori, non dipendera che da un’ equazione del

grado a.

Se il numero f'non ¢ primo, e p—1=af==abkh,
faremo ancora -

d ] e ¥ g[}""j‘i
x+x‘ ; @F +x ===
la serie degli eSpnnenti
o A 285 p— 1145
g 2 + 8 9 'g(J )

non dari che i medesimi resti, fintantoche nom
si moltiplicheranno i €uoi termim che per un nu-
mero della forma g™*%; ma, se si moltiplichino per
uno dei numerl
g .8, .80,

otterremo per ciascun moltiplicatore un numero %
di potenze, che daranno dei rest: differenti, e
formeranno per conseguenza dei periodi distinti
dal primo:ed il numero totale dei termini diquesti
periodiriuniti essendo bl ovvero f, desstcomprende-
ranno tutti gli esponenti contenuti in y. Segue da
cio che, per un valore di y, la nuova incognita
z n’avra un numuro b; ma z, ey essendo espres-
si dalla medesima quoantita x, la quzale puo elimi-
narsi, z € necessariamente funzione di y, e debb’
escer data in y mediante un’equazione del grado
b solamente. N

Se % non ¢ un numero primo, ma che s'abbia
h—=cl, furemo e

o "-l——.x““—-{—x‘““

1= 1)k

....—{-—x‘(

=35
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ci convinceremo, come qui sopra, che la molti-

plicazione del terminmi della serie
r X ¥13 {;-—-t)s;r

o T
g 2 g b g 2 ‘g
per ciascuno di quelli della serie
2 4 (#—1)%

g, 8,8
produrra on numero ¢, ovvero &, di potenze di
g, chie daranno de’ resti diversi, e |’ 1usieme del
quali abbracciera tutti quelli, che lasciano 1 ter-
mim della serie

o b=t o,

8y n&

g ? g 2 g - "g( 2

e che in conseguenza , per un medesimo valore di
z, s avranuo ¢ valort distiuti, e saranno dati da
un’ equazione del grado c.

5

Prosegniremo quest’ andamento fino a che non
siam giunti al fattore 2, necessariamente compre-
so tra quelll di p—13 e supponendo che { sia
questo fattore, avremo

g“5¢
x-xft =s;
»

-

ma poiche g =g * , eg’ '—1 ¢ divisibile per

P—1 P )
. B _"':“:_' 2 l -~ - ’. - "
p, il prodotto \ g —--t)(g —-1/ sara divisibil
per psesiccome, per la determinazione del numero

J)_-:-! - - -
g, la quantita g © —1 non & divisibile per p, lo

sara il fattore g * —~1; ed in conseguenza g

Pt !i;“...x.
etg————_

lascia p— 1 per resto; dal che ne resulta ghe x*

- 1 : )
xt7' —=—: allor I’equazione

&

5 +x‘mxs
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diviene

1
xXf—==3, ovvero x’—=sr—-1=0.
x

Ecco dunque = determinato da un’ equazione
di secondo grado col mezzo di s, 1l quale dipende
da z mediante un’ equazione del grado ¢, ' incogni-
ta z dipendendo da y per un’equazione del grado
b,e finalmente incognita y essendo data daun’ejua-
zione del grado a.

159. L’ esposizione delle particolarita relative
alla maniera di formare queste equazionl mi Coli-
durrebbe troppo lontano; gli esemp]j seguentl sup-
pliran tanto quanto I’ esige indole di quest” Opera.

Sia p==17; I"equazione x'’ —1=0, divisa
per x— 1, sommiunistra

'tz Lrrdrg1=0:
p—1=106=2%: questo numero non ammettendo
per fattore primo se non che 2, I’ equazioni, dalle
quali dipende la propogta, non sonc che di secondo
grado. La minor radice primitiva di 17 € 3; la
prima decompesizione di 16 € 2. & ; si ha dunque

g=3, e=2, f="8,

ovvero

2 4 .6 8 . 1o 4 314
oo e e

1l che torna a

-tz x P ex A Cdxbtatdnt—=y.
Se i sostituisca in Juogo di a2 una delle potenze
3wy, at, &, @, ', B, T,
i cui esponenti compongono, con quelli del valor
precedente , tutti i numeri da 1 fino a 16 1nclus-
vamente , e si tolgano dal prodotto degli esponenti

i multipli &1 17, poiché &'7=1, non troverem

X
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gempre, ma in un ordine differente, se non che
un solo valore di y, e che sara affatto distinto
dal precedente. Impiegando x*®, st ha

3 10 § T1 14 | a7 | 12 U <
B I B A e o 0 SE NS o Ml
sviluppando il prodotto

6

; 2 1
(y—x o ? e S ettt — 27

X 2

X (y—a}—x" e’ —2' AR A

ed esprimendo lefu,nzioni di x dietro alle reia-
zioni indicate nel n.° 15, formerem [’equazione

2
¥y —4=0c.
Decomponendo 8 uei suoi fattori 2,€ 4, si
ottiene

si fa

OVVEero
T3 16 | ke
Ora , si sostitnisca a = una delle qaattro potenze,

che contiene il valor diy, e che non sonoin quello,
che abbiamo assegnato a z,x”, per esempiv , ave-

reme
xt - x® x?t xt=s,

e I’ equazione in g, resaltante dal prodotto

(gt 3 ) g 2 — 2 =0,
5ATH
37 —yz—1=0.
Finalmente decomponendo 4 in 2.2, si ha
c=2, =2, abc =38,
e it fa

I £ S
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x-t+ax'’=:s,

Se s1 sostituisca ' a x . otterremo
2
4

x ~—l——x‘3:s;
I’ equazione in s si formera dal prodotto
(smz—x'’) (s—x*—2x"’)=0,
€ sara
s --zs—{—.x“‘—-}—x 42" bxt =0,

e la funzione ' * -’ {—x“J[—r , come ¢ facile

OVVeETOo

. 2 —
di verificare, riducesi a & L.
2
. x 1
Cid fatto, osserveremo che r'’———— -,
x

che 1n conseguenza

1 . 5
x+-— == S5, OVVEro & w==s§r-1—0.

Ecco dunque la risoluzione dell’ equazione
x'’—1=o0 ridotta a quella delle quattro equa-

zioni combinate

y +tr—4=o,

2" —yz—i=o0,

: 2 —f Ay

$" =383 l[ --r——-—4j . =0,

X ST 1=0.
: El s 19 R

Sia ancora p=19, I’equazione z 7—=1 =0,

essendo ridotta a
x:3+x17 } B -l-l x+1-..—..—-0,

st ha p—1=18, il che da immediatamente
a=235, f==06; la radice primitiva ¢ 2, e s1 pune
per conseguenza,

atat Lot pa et 2t =y,
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ovvero
rboat b pat et pa =y,
Sostituendo in seguito #° a x, averemo
B
sostituet_}do altresi, nel primo valordi y, x* a =,
consegulremo
x"*——}—x”—]—xs’—'(—x”—}—xﬁ—{—xwxy:
questi tre valori contengono, come gia doveamo

aspettarci , tutte le potenze di x comprese da x’
sino a x'® inclusivamente, e conduceno all’ equa-~

zione
y*+r*4+-6y—r=0.

Decomponendo 6 in 3.2,si ha =3, h=2}

¢ §1 pone

'a:'—-\—x"gﬁz,

x-tx't=z.
I tre valori di z si formano mediante la sostitu-
zione delle altre potenze di x, le quali fanmo
parte della prima diy, ed arrivasi all’ equazione
2 —ys* 4 (y*—5) 2434y —y =0;
1

dipoi, a cagione di '°*==—, si ha finalmente
N

X — zx+1 — 0.
Cosi la risoluzione dell’ equazione z'?——1==0
¢ ridotta a quella dell’ equazioni

.7:+f2j~6.7-;"7ﬂ0 ; ]
2} —y 8"y *—8)e+-3-yy —y =0,

x——zxt-1=0 (*).

OVVEro

AT

(*) Si puod vedere nel Trattate Elementaredel Cals
colo differenziale , e integrale chel equazione gt—1=0
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Affine di conoscere a fondo la Teoria de:
Numeri si puo consultar I Opera ove il Sig. Le-
gendre ha il pruno rinoita questa Teoria 1n un
corpo di dottrina completa, e le Disquisitiones
arithmeticae del Sig. Gauss, dalle quali ho rica-
vato cio, che precede. | primi materiali di que-
sta Teoria son I’opera det piu gran Geometri del
nostro Secolo. 1 quali han dimostrata la maggior
parte delle Proposizioni, delle quali Fermat non
ci aveva lasciato che gli enunciati: 1 loro lavori
si trovano nelle Raccolte delle Accademie di Pa-
riei, di Berlino, e di Pietroburgo .

riportasialla divisione della Circonferenza del Cerchio
in un numero p di parti eguali; ed in conscguenza,
dietrd a cid che precede, la divisione in diciassette
parti non dipendendo che da equazioni di secondo
grado, si eseguirebbe con rna costruzione geometrica
mediante la Linea retta, ed il Gircolo.

F1NL.
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