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L mio comento sul calcolo differenziale del
P. Andrea Caraffa della Compagnia di Gesu

tutto volto ad appianare I z'ntelligenza di un testo

pregievolissimo , colse il maggior guiderdone che
poteva mai, quando , non ha guari , I’ EMiNENzZA
Vosrra REvERENDISSIMA ne gradi U offerta, per-
mettendomi fregiarlo del preclaro suo nome , €
pubblicarlo , come ora fo , sotto i valevolissimi
auspict suol.

E gia nel condurre a termine siffatto studio non




poco mi confortava la speranza di tanto favore,
la quale se per un lato doveva reputarsi ardita ,
non era per U aliro da credere mal fondata del
tutto, ché U EmiNenza VosTra sempre accolse
benignamente i miei lavori , comecche tenuissimi,
ne questa é la sola volta che mi permise umiliar-
glieli , qual testimonio di rispetto , di stima , e di
gratitudine.

M: terrd assat fortunato se a questi sentimentt ,

che nutro per U ExINENz4 V 0STRA , potrd umire



il possesso della sua benevolenza ; la quale ; solo
perché procedente da chi venne in fama e sall
sublime per virtii e dottrina , grandemente da me
st desidera, | o

Fo con questo un altro voto ferventissimo, ed
¢ che la prosperita sua duri lunght anni , tal che
possa U Eminenza Vosrr4 pit e pit adoperarsi
pel pubblico bene , con gquella mente , la quale
cogliendo sempre il meglio , lascia ognuno bene-

dire a quel Saggio, che pin alto sedendo , seppe



valersene : mente , cui ben st addice la sentenza

del nostro divino Poeta :

,, Uso e natura si la privilegia,
b} ) Che & [ - . [ ) L] [ ) ] *
s, - - « va dritta, e il mal camin dispregia.

Inchinato al bacio della sacra porpora assatr mi

onoro in raffermarmi

Ay EmMinenz4 VostrR4a REVERENDISSIMA

Umilissimo Devotissimo Obbligatissimo Servidore
PAOLO VOLPICELLI
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I.De,l,le fun_z:'gni e della continyita loro : cosa intender si debba
per funzioni, e per variabili indipendenti; dal numero delle
variabili , e dal numero delle relazigni fra le medesime , tosto
conosciamo quante di esse debbansi ritenere per i_ndiPenden-

ti, e quante per funzioni delle altre. Se 1o
Funzigni implicite ed esplicite , algebriche e trascendenti :
€CCe » + » . | | §° 2 ’ 3 y 4,

Quando una funzione f(x) dicesi continua fra i limiti X,y X, ,

e quando continua nelle prossimita di un certo valore par-
ticolare attribuito alla variabile x: se una f(x) sia contuinua
fra certi limiti, sara tale pure la curya dell’ equazione
Y mf(x). : Sp 5
Differenziali , e derivate delle funzioni che dipendono da
una sola variabile : differenziali, e derivate di prum’ or-
dine. §e B, «5 ., 12,
Differenziali, e derivate di ordini piu elevati, §- 13, 14,
Se abbiansi le derivate F', F", F'" , .. espresse peji diffe-
renziall tanto della funzione primitiva z = F(y), quanto
della variabile y , sara F' Ja stessa, pongasi 0 no Ja y "indi-
pendente ; le altre poi nel caso primo saranno diyerse the
nel secondo : pero si potra da quello passare a questo. §: 15,
Differenziali, e derivate dell’ espressioni immaginarie compren-
denti una sola variabile, | \. 16,
Relazione fra le funzioni di una yariabile, e le rispettive de-
rivate : si cerca se nelle prossimita di un Pamicolar valore
x,, la funzione fla) cresca o decresca insieme alla x. §. 17,
Se Je due funzioni fx), olx), e le fi(x), ¢'(x), che da esse
derivano, sieno continue fra i limiti x,, x,,ed inolire la
p{a) costantemente cresca 0 decresca da a, ad a, , vi sara

sempre un qualche numero ¢ <1, ¢ > 0, soddisfacente
all’ equazione



f(xn.) s— f(xo) — fl[xo - E(an—' xo)]
plx,) — (P('ro) 99,[‘1‘0 -+ &(x, —x,)]

. 18,

Da ¢io derivano le relazioni fra le funzioni primitive, e le
derivate dei vari ordini, § 19, 20, .. 25,
Metodo per determinare i valori delle funzioni di una sola

variabile , che si offrono sotto certe forme indeterminate ;
ci0é

0

1.9 sotto la forma e §. 26.
0

2.7 sotto le forme —, 0, o3 § 29.
@

3.° sotto le forme 09, w°®, 1%, §. 28,

Se la f(8) sia una quantita infinitesima di base == 3, e di
ordine == ¢, si cerca la prima delle

£B)s By By By « o

che non si annulla con L. §. 29,

Massimi, e minimi valori della funzione continua flx): 1
valori x,, pet quali diviene massima o minima la f(x,),
sono da ricercare fra le radici dell’ equazioni

g - 1 -
f(x) =0 ) f,kx)

eriterio per conoscere se al valore x,, realmente corrisponda

0:

un massimo od yn minimo nella f{z,) §. 30,
Altro criterin. §. 31,
Formole di Taylor, e di Mac—Laurin: condizioni da veri-
ficarsi afinché queste formole valgano, 5. 32, 33, 34.

Quante volte le funzioni f{z 4 8), f z) sieno ciascuna la som-
ma di qualsivoglia serie convergente, ordinata per le potenze
ascendenti, la prima della quantita g, la seconda della z,
certo di queste due serie una coincidera, in quella di Tay-
lor, I’alira in quella di Mac-Laurin. §- 35.

Puo succedere che la formola d) Mac-Lanrin somministry lo
sviluppo di una funzione in serie convergente, pero scoza che
la somma di siffatta serie ricada nella funzione stessa. §. 36,

Differenziazione delle funzioni di pie variabili : cosa debba
intendersi per differenza totale, e cosa per diflerenze paraiah
della funzione p di piu variabili indipendenti & , ¥, 2. § 37,
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Se 1 & continua rispetto ciascuna delle x, y, z, +. ., lo sara
eziandio rispetto tutte. {. 38.
Che debba intendersi per differenziali delle variabili indipen-
denti x, y, z, ..., e cosa per differenziale totale di
prim’ ordine della funzione u. §« 39.
Differenziali parziali di vari ordini della funzione p, tanto
rispetto alla stessa variabile indipendente, quanto rispettio
alle altre successivamente diverse: corrispondenti derivate
parziali. §« 40, 41, 44.
1 differenziali della funzienc g, riguardo alle variabili x , y,
Z, ... successivamente diverse, vengono sempre gli stessi,
qualunque sia 1'ordine tenuto nel differenziare. . 43.
Modo per determinare
1,° il differenziale totale di prim’ ordine dy della funazio-

ne . §. 45.
2.2 i differenziali totali di secondo, terzo, « « . ordine d*u,
d3, ...,della stessa u. §. 46.
Altro modo. . 47.

Differenziali totali di vari ordini della funzione U composta di
piu funzioni u, v, ¢, ... delle variabili indipendenti a,
¥y Be o oo §. 48, 49.

Dell’ equaziont differenziali: donde derivino: e cosa debba
intendersi per equazioni differenziali parziali. §. 50, 31, 52,

Equazioni siffatte possono adoperarsi ad eliminare le quautita
costanti, che si trovano in una data equazione. §. 53.

Mediante le stesse diferenziali equazioni , si possono elimina-
re le indeterminate fanzioni, da una proposta equazion¢ se
ve ne abbiano. Ve 54, 55.

Dei valori massimi e minimi delle funzion di pia variabili
¥’ equazioni

dp. dy du. o ifee

-:i; pemoe ’ _2;: i ’ dz — 3 e o 9 .
somministrapo i valori x,, 7,,, z,, » »+ , che possono ri-
durre massima o minima la funzione @ delle variabili in-
dipendenti &, ¥, z, + .. : donde conoscere se quei valori

veramente rendano massima o minima fa @, o 564
Esame del caso in cui le variabili x, , £, « .« vengono sot-
toposte ad alcune relazioni. §. 57.

Nel determinare i massimi o minimi valori delle funziom di
pit variabili, si possono adoperare i differenziali di vari or-
dini. §. 58, ¢ .., 61,

St estendono le formole di Taylor e di Mac-Laurin alle
funzioni di piu variabilis L« 62, 63



Feorema delle funzioni omogenee, §. 64.
Residui delle funzioni: cosa sieno siffatti residui, cosa la es—
trazione dei’ medesimi, e come questa si denoti. §. 65, 66.
Principali proprieta dei residui §. 67, 1% 2°, .. 8°: 68: €9,
: i ' ) 10,0.9503 70.
Se ne deduce un metodo atto a risolyere Je frazioni razionali
in altre piu semplici: §. 71.
non che la soluzione del problema in cyi, denotando z, una
radice dell’ equazione =~ '

z—rx—hy(z) =0,

sf propone a sviluppare 1a f(z,) in uvna serie ordinata per
le potenze ascendenti della quantita £, §. 72,

.APPLICAZION E DEL CALCOLO DIFFERENZIALE
ALLA GEOMETRIA,

Linee poste in superflcie plana : fangenti, suttangenti, nor-

mali, sannormali , ed assintoti. §. 73, 74, 75.
Differenziali di un arco e di un’area curvilinea. §. 76, ..., 79.
Panti d’ inflessione, §. 80, 81, 82
Circolo osculatore, ed evolute, - §- 83. ... 91,
Curve oscunlatrici. §o 92, 1.° 2.°, ... 6.°
Linee poste nello spazio: tangenti, normali , piano oscula-

tore , ed assintoti, § 93, ¢ss, 99

Circolo osculatore , evolute, e curve osculatrici. §. 100, ..., 107.
Superficie curve : piano tangente, e corrispondente normale.

| ‘ §. 108, 109, 110.
Coni e cilindri circoscritti alle superficie curve. §. 111, 112,

113,
Raggio osculatore delle diverse curve che si possono descrivere
sopra una data superficie. §« 114, 115, 116,

Se una superficie curva sia secata da piani condotti per la nor-
male, l[:'a tutte le intersecazionl ve ne sarauno due, aveuti
nel punto di contatto, una la curvatora massima, 1’ altra la
minima : inoltre le curve stesse dovranno scambievolmente
secarsi ad angolo retto. €. 117, 118.

Superficie osculatrici. § 119, 120.
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DI CALCOLO DIFFERENZIALE

DELLE FUNZIONI, E DELLA CONTINUITA' LORO

1.

Se le variabili &, », 2, v,... 5000 talmente connesse per
certe relazioni fra foro, che date alcune delle medesime ), P e,
Z, vy «+ o possano derivarsenc i valori dellealire x5 ...
le variabili x, y .. .si dicono funzioni delle z, v, ... queste
pot si dicono wndipendentd. Le coordinate p. e. &, 5 della linea
retta, considerata nel pilano, hauno fra loro una relazione, che
(pe 2.2 § 172.1.2) viene rappresentata dalla

y=ar 4+ b :

e poiche per dati valori della «, si hanno valori determinatj
per la y, e viceversa: percio delle due o, ) potra una riguar-
darst come fanzione dell” alira indipendente. Contemplando la
retta nello spazio, potranno ( pe 2.4 5. 182, ) esprimersi le rela-
ziont fra le coordimate x, 9, z, mediante le

y=az—+b, x=—a'z+10;

e poich¢ data la z mascono valori determinati per le o, 4,
percio potramano le x, y rigunardarsi come funzioni della indi-
pendente z. Similmente le coordinate Xy ¥, £, di una super-
licie piana, talmeute fra lora si corrispondono, che fra le mede-
sime ha luogo (p. 2.a5. 130. L.o) 1a

zZ=ax ~+ay +b;
e poich¢ datene due, si ha determinata Ia terza , percio delle
e x , ¥, z, una qu_a_lu_m]m: savd funzione delle altre (1. Ma-

nifestasi 1o stesso rispeiio alle coordinate delle lince, non che
delle superficie curve.

Generalmente se rappresenti m il numero delle vaciabili
s ¥y 2y ¥y oo, edn quello delle relazioni, ¢ facile inten-

A —

{1)’ Quao‘éc; st diraiing auch’ esse z'm[z)ucu.f[cm{.
i



2
Jere che sarh m — 7 il numero delle variabili indipendenti,
ed n quello delle funziom (2).

9

o ®

Se le relazioni fra le variabili si esprimano da equazioni
non risolute riguardo alle funzioni (3), cousiderate come 1nco-—
guite , queste si dicono implicite. Che se 1 valori delle funzioni
sieno immediatamente dati per mezzo delle variabili indipen-
denti , o cosi ottengansi dalla risoluzione dell’ equazioni , le
funzioni diconsi esplicite. Nella

y:— 2xy 4+ m* =0,
y ¢ funzione implicita della quantita variabile x ; ma fatta la

visoluzione, diverra y funzione esplicita della stessa x, ed avra
un doppio valore, clo¢ |

Ve — x:b'/-x“ —m?Z.

Similmente ( p- 1.4 §. 205 : 208 : 240. 6.° ) nella L (y)=x, e
la y funzione 1mplicita della x : pero se facciasi

L (y) = xL (¢) = L{(e%),
nascera la funzione esplicita y == e*. Le funzioni esplicite di
una o piu variabili, soglione rappresentarsi come appresso

Flx), fx), CP(“') y X(X), €CC.e s oy
Fax, ¥, 2y0)y A3 75 Tr0) 2 X5 ¥ % we), €CCu. (4)

e e

(2) Ogni relazione, come st vide, offre una variabile, che
diremo dipendente : ma le variabili tutte sono m, le rela-
zioni fra le medesime n. dunque sara m-—n il numero delle
indipendenti,

(35) Per funzioni s” intendono le variabili dipendenti (2).

(4) Queste notazioni non determinano la natura della
funzione esplicita cut riguardano ; ed affinché una funzione
di solo una variabile sia completamente determinata , neces-
sita, e basta, che per ciascun valore particolare attribuito alla
variabile, possa dedursi quello corrispondente della funzione.
Qualche volta per ciascun valore della variabile puo la fun-
zione riceverne piw, ' uno dall’ altro differenti. Qui ha luogo
rifletiere , che se due funzioni vengano rappresentate dalla
medesima caratteristica , o meglio dalla medesima iniziale

7, ¢, , ec., come le fla), iy, owero le olx), S )




3.

Le funzioni esplicite diconsi algebriche (p. 2.2 172, 1)
se le variabili indipendenti vengauo assoggettate sollanto alle
prime operazioni dell” algebra, cio¢ alla somma , soltrazione |
moltiplicazione, divisione, ed all’ innalzamento a potenza costan-
te, sia intera, o fratta. Quindi le fanzioui

5 a'!/a+cx’

an+5x+cx2,_ a,-!—l/— &, Va—l—m,x—l—n.:c’",* P ?

sono tutte algebriche : la prima e 1a seconda, nelle quali la va-
riabile & rimane afletta da irrazionalith, si dicono irrazionali -
la terza e la quarta poi diconsi per opposita razionali: inoltre
la terza stessa dicesi ( p. 1.2 §. 156. ) intera, perché nel suo de-
nominatore non trovasi la variabile pel contrario la quarta
dicesi fratta.

4,

Le funzioni che non sonc algebviche diconsi trasendent; s
sono tali quelle che hanno le variabili, o aflette dal segno lo-
garitmico , o le hanno per esponenti , o per linee trigonomerri-
che, o pei relativi acchi; le quali funzionij vengono auche par-
ticolarmente nominate, o logaritmiche , o esponenziali , o trigo-
nometriche.

5.
Abbiasi ora la funzione
y ={flx).
Aumentata, o diminuita la o, variera la 45 denotino Ay, Ax

1 loro incrementi (5) (si appellano differenze, una della funzioue
v, I’ altra della quantita x) : sara

significa essere le medesime per ugual modo formate dalla
variabile, che racchiudono entro parentest , e dalle costanti,
e quali debbono. essere le stesse in ambedue 1o funzioni ; tal
che, le variabili vguagliandosi fra loro, divengano identiche
e funzioni che ad esse appartengono : dicasi altrettanto
delle funszioni di piv variabili. Fsscndo pui diverse quelle
wiziall, diversa pure sara la manicra , con la Juale crascuna
funzione verra formata dalla sua variabile.

(5) £ cambiamenti Ax, Ay ponno essere positivi, o ne-
gativi 5 clo noit ostante si dicono sempre nerenenti,



y = Ay = flx =+ Ax),
donde
Ay == f.x 4 Ax) —f(x) ,

in cui Ax pud assumersi finita, o infinitesima ( p. 1.2 5. 250 }a
Pongast Ax infinitesima, ed i} valore di fix) rimanga finito da
—gx, ad x==x,: la funzione y dicesi continua fra 1 limiti
Lps Ly qUante volte ai singoli valori detla &, compresi fra
que’ limit, corrisponda una tal differenza
flx -+~ Ax) — fix)

da essere (p. 1.4§. 131.1.°) infinitesima fra i medesimi (6)«
S’ immaginl descritta la curva dell’ eq_ua_zion‘e

4 :f(;t)-

g R SR

(6) Due sono. adunque le condizioni per la continuila
della fix): la prima ¢ che questa per ciascun valore della
sua variabile, compreso fra @ limitv x,, x,, ne riceva sempre
uno finito; la seronda che un incremento infinitamente pic-
colo Ax, dato al valore della variabile indipendente x , pro=
duca nella funzione stessa una differenza Ay, anch’ essa in-
finitamente piccola fra quei limit. Se le duc condiziont ora
espresse non vengano soddisfatte , la funzione dicesi discon-
linua.

Per wvenire ai particolari, osserveremo che le funziont

bsen.vex , senx, cosx, A%,

ammettono costantemente , per ciascun valore particolare della
variabile x , compreso fra i limite |

un valore finito ; intendendo per A una costante positivaa
Inoltre gli accrescimenti Ay di queste funzioni sono (p. 2.4
Sa‘ 127. 200)

Ax Ax

beosx — beos(x ~- Ax) = 26sen-—2- sen (& —~+ " ) s

Ax Ax

sen(x —+ Ax) — senx == 2sen = cos(x --2—) )

Ax Ax
QOS(;;- 4 A,;;;) — COSL —= == 25€n T scu(m +-7)- } 3

ol




5
Se f(r) sia continua fra certi limiti, sara tale pure la car-
va; e pel contrario, aumentata, 0 diminuita 1’ ascissa x della

= - P -y R

Ax+A&a-Ax== Ax(dx_‘__”;

F PP R PR - -y

Ax Ax

e poiché i valori numerici dei fattori sen E A —1,

convergono con Ax verso lo zero, saranno gli accresciment:
stesst quantite infinitesime , ossia twlti st annulleranno col-
Uannullarsi di Ax, per qualunque valore della x compreso
{ra quel limiti ; percio le proposte funzioni saranne continae
fra t {imiti assegnati.

Avendosi pol la funzione -2-— , s. vedra che questa mon

pué esser conlinua fra gli stessc limiti; giacché per un valore

compreso fra { medesiuni, cioe per x == 0, diviene infinita, e per

conseguenza discontinua. Ma per valori della x compresi fra

thmitt x ==— e, v==0,cfraglialtri x =0, x =00,

ammelle costantemente un valore finito. {noftre il suo incremento
a a alAxr

Ay == ~ —

- : ) ’
x ~+ Ax & XT3 -+ Ax)

¢he diviene infinito per 2==0, diviene infinitesimo per qua-
lungue valure, dato alla x, compireso fra : limiti assconati =
# ¥ » b >

. : g £4 . . i Ba s ou
dunque la funzione — sard continua fra questi limiti,
N

Da ultimo abbiansi le Jungiont
arc.S€1.a , arc.cos.x :
queste, per valori della variabile , compresi fra i limiti

ammellono costantemente wun wvalore ﬁm'!o. Inoltre I’ incre-
mento Ay relativo alle medesime |, i ottierne come segues
Fosto in primo luogo
J == arc.sena,
avremo
Ay = arcsen’a 4~ Ax) — arcisena:

e fatio



6 :
quantita infinitesima Ax , variera fra 1 medesimi limiti I’ ordi-
nata y di una quantita pare infinitesima Ay , cosicché alle due
ascisse &', &= Ax corrispondano fra quei limiti due punti della

curva, [ra 1 quali sara la distanza VAx'"—l—A)r"‘ (7), pur essa in-

arc.sen(x 4 Axrj=—1¢9, arc.senr=—ao,
sara

x4 Axr=seny, x=senn,

COsp == V1 — (@ ~+2Aa)?, cosw=}1 —a";

quindc'
sen'p — o) = (& =~ Ax) |1 — 2 —x |/ 1—( 2+ Ax)* ;
donde

}— x? .rl/-1--(a:+"_\.r)"’];
quantita che si annulla con Ax, e che percio deve riguar-
darsi come infinitamente piccola, per qualungue valore della
x compreso fra <+ 1, e — 1,

Posto in secondo luogo

AJ’:?‘ @we=arc.sen [ {x —~Ax) V

y == arc.cosx ,
sara
Ay- == arc.cos@ 4~ Ax) — arc.cosx 2
quind( fatto
are.cos.x 4 Ar)=o0, arc.cosr =,

avremo, con un calcolo simile al precedente

Ay ==y —y==arc.cos[(x +Ax)x + [/11—— (x—+Ax)”)1—a™)],
quantdd che si annulla con Ax, e che, per valori della x fra
(lunite assegnati , sara infinitesima. Dungue le funzioni

arc.senx , arc.cosx

sonc continue fra ¢ limiti stessi.

"t Le covrdinate suppongonsi rettangolari; ma se fos-
sero (nvece obliquangole , si avrebbe la stessa conscguenza g
giacche in tal caso quella distanza sarcbbe (p. 2.4 5. 132.)

I/ Ax® 4+ Ay* — 20 Ay cosa,

quantita sunilmente infinilesunda.
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)

finitesima, convérgeénte cio¢ indefinitamente con Ax, Ay nel
limite = 0 (8).

Inoltre, quando f{&) dicasi essere continua nelle prossimita
di qualche valore particolare attribuito alla variabile x, deve

(8) Esprimendo A una costante positiva , ed m un numero
intero, facilmente si verifichera tutto cio nelle seguent: funzion:

_ 1
y=x", y=—F y=A*, y=L(x),

’ n ?

y==senxr, jy=bsen,v.v==0(1—cosx), ecc.

che rappresentano curve di rami continui fra certi limiti ,
non sempre gli stessi delle ascisse 5 appunto perché fra t
medesimi ¢ pur continua la funzione che li rappresenta.

Cost all’ equasione
y = O/t — cosx)

corrisponde una curva continua , cloe che si protende inde-
finitamente , tanto dalla parte delle ascisse positive , quanto
dall’ altra delle negative ; perché la stessa funzione

bsen.v.x == 6(1 — cosz),

rimarne conlinua fm : limitt
X = —, &= o.
Dicasi altrettanto rigiardo alla curva
¥ = d-’f 5
similmente continua fra gle stessi ['miti. Si consider: ora l'r-
perbola riferita agli assintoti, la quale ha per equazione
( P' 2.(1 Sl 121* )
a? - b* m?2
X )" _— =

4 2

in cui I' origine delle coordinate sta nel centro della curva.
Trasportando questa origine in guisa, che le nuove ascisse

y

_ _ Lo+ d
uguaglino le prime, aumentate dellr quantita —> [’ e-

quazione medesima st trasformcrd nelln
m?
‘}’ —_— s

2 — o — d
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intendersi che la stessa funzione rimanga continua fra due limity,
compreudenti quel particolare valore, comunque poi siano 1 me-
desimi poco fra loro distanti (9).

DIFFERENZIALI DELLE FUNZIONI DI UNA SOLA VARIABILE

6.

‘ - - LY - - -
Espressa con [ la base arbitraria delle quantita infinitesi-

me (p. 1945 250 1, e presa Ax iafinitamente piccola , pongasi

L

Questa funsione pertanto, e quindi la curva da essa rap-
presewtata , non pud dirsi continua fra i limiti

Xy == Cy ‘Tmzd ’
5":'0(*(‘71& pfff valore

¢ 4+ d
xm * ,
2

compreso fra i medesimi, essa divienc infinita , e percio di-
scontinpa ; laonde al valore medesimo C()J'f‘f&‘ponr’Z(}!‘(i una or-
dinala infinita , ¢ quindi una interruzione di continuita nella
curva.

(9, Similmente quando una funzione cessa di esser con-
tnua nclle prossimita di un pariicolar valore attribuito alla
sua variabile , dicesi che la medesima diviene allora disconti-
nua , ¢ per quel valore particolare apyi chssazione di core
tnuita, Cosi pee. avvi discontinuita nelle funziont

tang.x 4 scCc.x,

pel valore

€T == :i:(2k—{—1)-%-,

ricevendo k uno qualunqgue del valort
(, ’ 1 b 2 ’ * $ = CO.
Accade lo stesso nelle funzioni

a 1

- = NZER
) —— I N4

pel valore x =20, esscndo m > 0 ; ceccleras




Aw =i8, donde lim 3% =Timi (10):
‘J

inoltre suppongasi essere la funzione

y={(x)
continua ( §. 5. ) fra certi limiti assegnati alla variabile x, Sebh-

hene Ay fra quei limiti converga nel lim. =0, tuttavia il
rapporto

Ay

2
~

potra (p. 2.45,192, 2.0) convergere in un altro limite 7> 4 OV-
vero <0 (11): 1 limiti dei rapporti
Ax Ay
, .
g7 6

s T (s

(10) Egli & chiaro che un infinitesimo Ax , riferito ad un
altro arbitrario 3 come base , deye polersi , generalmente
parlando , csprimere con questo, moltiplicato per una vas
riabile 1 ; cioé deye poker sussistere I’ equazione

Ax =— 191' ;

(11) Dalla definizione degl’ infinitesimi ( po 13 § 250.)
discende chiaro, che fatto successivammente
t— ] ~3
I-L‘—-"ie,ﬁ ,p ,ECC.QO . oy
5!
C-":-"-1, 2,3, ecc.....,
saraé 3 mnfinitesimo di prim’ordine , 5 di secondo , 53 di
terzo, ecc. oo . . Quindi se k, K esprunano due costanti fi-
nite , maggiori di zero ; Vs 7 due numeri variabili | conver-
gentt con 5 verso i limite zero : se inoltre o , ¢ esprimaio
gli ordini di due infinitesimi , questy polranno esprimersi ri-
spettivamente con
,‘c x . .‘F’:' f l"j’l\ -

ed il rapporto loro sara

__]i‘ﬁé"(‘l =) e _A.:.. 1=t /f S eme o= _}i.}( 1 :}:—Z ._..1.._..
kst (1= /) k Tty ‘ : 1 =+ FC"C”

i (]uale, secondo che SUPPONG A
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diconsi differenziali, uno della variabile indipendente x; 1" al-
tro de}]a funzione y , € vengono espressi con dx , dy , cosic-
ché si hanno le

Ax
dx = lim, — =lim.7,

3

A : SN — 1l
dy == lim, . = lim. )lr na I'_ 1) :
E E
quindi
. Ay
d Ime — A A
.____)_/.. = - p — lim, .fV — lim. "'"Z- (12)'
dx Iim.i ‘{3 Ax

11 calcolo d:’/j"erenziale verge nel determinare 1 difleren-

ziali delle funzioni (13).
Abbiansi a determinare 1 differenziali delle funzioni

'
¢'=—=¢c, ¢ >c, ¢ < c,

avrd per limite
}{f

"7;" ’
Dunque il singolar valore che, per [2==0, ricevera una fra-
zione, i termini della quale sono infinitamente piccoli, clioe
quantita indefinitamente deerescenti con la variabile di cur
sono funzione, potra essere finito, nullo, ed mfinios; e
percio > , ovvero < 0. Questo singolar valore , ossia limi—
te verso il quale converge la frazione, mentre [ suot ter-
mini si accostano di piuw in piu allo zero, dicesi ultima ra-
gione dei medesunt.

(12} Dungque potremo ancora dire, clhe ¢ differenzialidx,
dy, della varwabile indipendente x , e della funzione y, sono
tali quantita , che il rapporto delle medesime , coincide col-
I ultima ragione delle quantita infinitesime Ax, Ay .

(13) Per conseguenza U oggetto del calcolo medesimo ¢
la determinazione dei rapporti fra i differenziali delle va-
riabili, quando conoscansi le velazioni fra le medesime; ov-
vero la determinazione delle ultime ragion: delle differenze
infinitesime , cio¢ degli accrescementi infinitamente piccole e
simultanet delle variabili stesse.

0, == ».
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(/4
a=*+x, ax, — x, ar, L (x), senx, cosx.

1.9

Ay . a E=ux :l:iﬁ?-‘-—— (a== x)

& s

== ==

i3 :
<

f ==

dyzd(a .':t:x)mllm.—-;}-f—z:lzlim.i_—::b dax.
‘.
2.°
Ay _ alx + i) —ax aif .
A E 0
. Ay :
dy =dax = lim, —= = lim. ai = adx.
[
3.¢
a @
Ay X3 x aif3 ai
51 {3 a:'ﬁ{a: —t i‘;’:j} T a(x ~- z'g) ’
a Ay
dj_d _lim.—:- _— . (Z({J{-' .
X = 2
{ x
4.°
“a /1 y !8 \a 1
Ay (x - if5)a — xa 2L g ]
& 2 o £ ’
ovvero ( p. 1.2§. 244,)
Ay 5 rala— 1)?
—_—= ™ [ai = \ J
ﬁ L oL ( 2 T
f(a — 1)a — 2)1'3[6’ 1 aa—1a—2Va —3 57
o T T + ) ] :
2.3..1-‘ :.‘:.3.51'.1)2 .) ?

Ay

dy — dxa—1im. ~=gxe-idax.

p’-



Ay arq—iﬁ—a’-‘ a'ﬁ——‘l
— o= X SR
< 3 g7

ovvero (p. 1.a§ 241.)

e

Ay , 1’1.%'a)
._:5— == a*[iL{a) —+ f ( p

‘3T 3¢ 0 -

2 FL3 a) 5L a)

s } " 5 * 14 :
2'3 20304 + >] ( )

(14) Il simbolo L (p. 1.25, 240. 6.0) riferisce ai ZOgaritmi
neperiani , cost detii da Gio. Neper , o piuttosto Napier ,
barone scozzesc, il quale nel 1614 fu il primo a tratiare sif~
fatto argomento. Questi logaritini, che ( p.1.05.240.3.°4.9)
hanno per base il numero 2,718281828 .. .= ¢, diconsi pure
naturali, ed anche iperbolici, perché servono a misurare le
diverse parti dell’ area compresa fra U iperbola equilatera ,
ed i suoi assintot. FEnrico Briggs , contemporarnco di Na-
pier, e poscia Adriano Ulacq , calcolarono i logaritni nel
sistema di cui la base = 10, che vengano indicatt (p. 1.9 4,
210. ) col simbolo 1, e che furono derti tabularvi, ordinari,
briggiani, ed anche ( p. 1.2 § 209.) volgavi. E poiche nel
calcolo e nella meccanica si fa sempre uso det logaritnd iper-
bolici , mentre nella pratica dobbiamo valerct degli ordinari,
percio sara utile qui porre in evidenza le fof‘mole necessa-
rie , onde ne’ due nominati sistemi di logaritmt , passare da
uno cognito all’ altro incognilo. Possiamo stabilire pertanto

( p- .73 210, enota 184. ) le sequenti cquazioni

1), 1) = Kej Liv);

Liy) = Le)

ma dalle tavole si ha
le) = 1(2,7182. ] = 0,43 42045,

(]m'nd i

Y|
— = 2,3025851
le)

L ¥

dungue sostituendo avremo
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percio ( pe 1.4 8. 236.)

dy == da* = lim, ér— == g*L(a) dx.

6.0 (p»1.5§.207.)

8
Ay L(x ~+ i) — L(x) Lii ot x
A g E
ovvero (p. 1.4§. 242.)
A z ' 7 13 Rt .
._Z.. p— ﬁ( l _ !6; = ﬁ“ ... ) ;
J& x 2x 3x 4éx

laonde ( p. 1,43, 236. ) |
Ay dx

dy = dL{x) =lm. — ==

&

L

x
7.0 (p. 2.65 127.2.0)
Ay  senx - iff)—senx _ 2cos(x -+ iiBisenifS

Ao _ — _ .
£ (3 G
ovvero ( p. 2.2 5.163.)
A _ ZS z'sre:x l

. y B ] -l \' . — /". _— : : l PR .;
=l =8 (F3 ~ 5313 )3
e percio (p-1.95 236.)
Ay
dy = d senx == lim. 2L = cosx dx.

8.2 (p.2.25.127. 1.2)

L{v) = 2,3025851 1v), L) = 7,4342945 Lv).

Cioé per avere il logaritmo iperbolico ci un dato numera
se ne moltiplichera I’ ordinario per 2,3(25...; ¢ per avcrue
I' ordinario , se ne moltiplichera U iperiolico per 0,4342. ...
Se poi si volesse il numero corrispond:nte ad un dato loga-
ritmo {perbo!ico , eonverrebbe prima ridurlo ad ordinario , 8
questo cercato nelle tavolc , darebbe I richiesto numero.
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Ay ¢os x ~i3) — cosx __ 2sen(x~+1iB)sendi
== E | G I
OVVero (p. 2.2§.163.)
Ay PR 3 i° 3
— e T e SEN(X o1 (31— [37 — e
, sen(@ 5Pl — B3 — 373 s

-~
; 4

laonde
A
dy = dcosx = lim. g == — senx d.x.
i
Olire a cio:
d d
nel 1.° +l==b1; nel 2.0 ——)-:-za;
dx x
_ d
nel 3.0 .j == a' ; nel 4.0 td == axs1;
dx x? <%
dy dy 1
150 - — a*L ; nelé.o — L im
ne dx arlia): v dx x
d d
nel 7.0 d; == cosx; nell’8§.° 'd.i; = —senx (15)
o K y . A7 [
Ciascun vede che ——, ovvero lim. -~ , ¢ generalmente una
dx Ax

nuova funzione della variabiie x : e, se venga notata con f{(x),
sara

dy
To=fla), dy = fla)dr
la funzione f'(x) suole chiamarsi derivata della primitiva fx)
. Ax :
(16'« Decl resto come 3, cosi lim. —, ciot il differenziale della
=

(15) Le forinole ottenute in questi casi ricuardano sola-
mente quet reali valori della x , ai quali corrispondono anche
valori simili della furizione seguitc dallu lettera d ; percio dob-
biamo supporre la x jositiva nelle formole che si riferiscono
alla funzione L'a), «d alla xa, quando a rappresenti una
frazione di denominctore pari, od un numero irrazionales

(16, Avremo per conscguenza le seguenti relasiond
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variabile indipendente x, deve ritenersi per una quantita costante,
ed arbitraria.

7o
Abbiasi la funzione di funzione
= Flfl)l=F() . «- (k)

Avendosi

sara ( §. 6.)
. Az . Ay 1 TR
dz = lim. — ¢« lime—= = F{y)dy =F (y)f’\x)dx (17).
Ay {J
Cosi p. e. data la

z = L(senx) ,

si avranno le

dfx)

da

=f(x), df(x)=f(x)dx,

dalle quali deduciamo che 1l dfz?"erenzialc dy si trova com-
pletumente determinato, quando abbiast la forma della ['(x),
e il valore della quantita dx. Risulta pure dalle cose pre-

cedenti che la derivata f(x) di una funzione qualunque f(z),

dy

¢ precisamente uguale a > vale a dire al rapporto fra il

differenziale della funzione e quello della variabile ; ovvero
al coefficiente pel quale fa d’uopo moltiplicare il secondo dif-
ferenziale, per ottenere il primo : percio alcune volte si da
il nome di coefficiente differenziale alla funzione derivata.

(17) Dividendo per dx i due membri di questa equa-
zione , QVIreEmo ’

dz / T
T = F'ly)f (=)

Dunque la derivate d: una funziong di funzione ugua-
glia il prodotto di due altre , I’ una di z presa rapporto ad
y , come se quosta variabile fosse indipendente , U altra d’ ¥

presa rapporto ad x.
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y == flx) ==senx , F(y)=L{y)
laonde (§. 6. 6.°7.°)

. 1 )
Fly) e= e — { (%) == cosx,
e percio
dz == dL(senx) = ::;zﬂ dx =3 cotxdws
8.
Pongasi
flx) = olx) 4 y(x) 4= 0. <5

Bl avra

f(& + if) = gl e §8) gl i) s
donde |

Ay fx —4=i3)— flx) o{x —1f3) — o(x)

3 3 = A

X~ — ylx)

=a

{3
e passando ai limiti (§.6.) sar
dy =df(x)= do(x) A=dy(X) A= o « oy
dy

dax

Cioé il differenziale di una quantita risultante dalla somma

di piu funzioni, si ottiene differenziando separatamente le fun-

zioni stess¢, e riunendoin somma i differenziali che se ne otten-

gono : ko stesso vale per le funzioni derivate (18). Quindi p. e.
da 4+ ax + a'x* 4+~ a"'x3 4+ ...) =

(@ + 2a" x 4= 3a"a?* o~ ... ) da:

(18) Diremo adungue che il differenziale, o la derivata
della seniia di piu f.nnzé(mi‘, (J‘r__;'u.fz{;;fifz la somma dei difj c-
renziali , v delle dervvate di essce
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il termine costante a non si ritrova nel differenziale, e si ot-
tiene lo stesso tanto diflerenziando

a+ax—+a'x? ...,
quanto
a'.:t n a”x’ . . (19)
9.

Denotando con s, £, u, .. tante funzioni della variabi-
le x, sia

z==stlle.., e percid z*==s%%y?.,.;

avremo ( p. 1.2§. 207.)

L(z?) = L{s®) + L{¢*) 4+ L{u*) 4~ o..;
tanto essendo le s, t, &, ... >0, quanto essendo le medesi-
me < 0 (20); e differenziando (§.7 : 6. 6.°) sara

) _ds) | die)  dw)

z? s* L u?
ovvero ( §. 6. 4.0)
dz ds dt du

Abbiamo poi

< SLIU o o
dunque
ds dt du
LU oo ) = s oo v = w———— e o o],
AstUese)==stu ( - = — )

(19) Dunque una costante aggiunta ad una funzione non
oangia punto il suo differenziale, o la sua derivata ; e per
conseguenza due funzioni, che non differiscano fra loro per
altro, fuorché per una costante, hanno il medcsimo differen-
ziale, e ta medesima derivata.

(20) Purono innalzati al quadrato i due membri della
E==stue.., per eviare i logaritme inunaginari, net caso in
cuL s3 avessero le s , t,u ¢ o0 < 00

9

-t



18

Quindi
d.ct) == tds =+ sdt, dstu)==tuds —=sudt - stdie, ecc..s. (21)
10.
Abbiasi ora
5L wus .4 52t isa
z = — e quindi 3% == o —

sara ( Pe 1.0 §o 207, )
L(z%) = L(s?) 4= L't%) = 0 o « = (L) = (Lo?) = o« +3

¢ differenziando (.7 : 6. 6.° 4.°) avremo

dz ds dt du dv
-—-t::l—'—-l'-'—""*"*‘---oo"' - s o
Z $ 4 U Y
Percio
.o T ooo d5 dt dU: dV
d(s )L ‘J e = g — -—-————-o.o);
UV oo U Ve o S 4 14 V
quindi
d du uds — sdu
d -f- _—_ i ; a“ 3 = - CCCa o ¢+ & (22)0
U U 118 U

COSi Po €. (S- 6. 7-0 800 60 - 70)

R R

O e A S A s W

(21) Dividendo per dx i due membri di tali equazioni,
potremo concludere che per avere il differenziale , o la de-
rivata di un prodotto di pin funzioni della medesima varia-
bile , fa d’ uopo sostituire nel prodotto stesso a ciascun fat~
tore, uno alla volta, il suo differenziale, o la sua deri-
vata ; ¢ sommare insieme i prodotli cosi ottenulti.

(22) 1l differenziale adunque di una frazione uguaglia
il denominatore, moltiplicato pel differenziale del denomina-
tore, meno il numeratore moluplicato pel differenziale del de-
nominatore , divisa questa differenza pel quadrato del de-
nominatore.

Dal fin qui esposto deduciamo che per otienere il diffe-
renziale di qualunque funzione composta, bisogna differen-
ziare successivamente rapporto ciascuna delle funzioni di cui
la composta & formata , considerando le altre come costanti
e sommare le quantitd cosi ollenute.
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cosxdsenxy — senxdcosx

senx

dtangx == d -~ oo -~
Ccosx cos’*x
cos’x —~sen’x dx cosx dx
» d.x‘ T e—— dCOtx =d — 2 )
cos’*x cos®w Senx sen®x
1 senr dx  tangxdx
dsecx = d T— B - .
cosx cos>x COSX
| 1 cosxdx cotxdx
dcosecx =2 d — =
sen.x sen’x senx
J senx dx
sen.x COSX cos’x dx
dL(tangx) g dL _ == : === = e ——
N COSI senx senxy SR COS X
COsSXx COsx
eccetera.
14+
Abbia.mo ( So 6, 7.° 8-0 : 10, )
dsenx dsenx
dx = e -
Cosx V-»] — sen’a
dcosx dcosa
Ax == ~ = — —,
SClla V1 — CUS’.Z‘
, dtang.:r: dlangar
dx = cos’xx dtangx = 2 == :
sec’x 1 4+ tung"’;r
. dcotx deotx
dx = — sen®xdcotr — — — e ,
cosec*w 1= cOt*x
cosxdsecx dsecx
dx_ ) [ —-4 " e ’
S secxl/ sec*a — 1
senxdcosecx deosecx
do o= _ — :
coLz coseca)/ cosec®ar — 1

Queste uguaglianze possono scriversi nel modo seguette
dz

i
Vii— s

el =
d arc(sen == g)= _

I/ 1 — z?

i

s areCos == z’ ==
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dz dz
darc(tang == z)= darc(cot = z) == i
dz
darc(sec =3 z) == o ——
Y 22— 1
d
darc{cosec == z) == z (23).
zl/z“ —_— 1
"y

(23) Zanto i differenziali, quanto le derivate delle fun-~
zioni del cerchio inverse , quali appunto sono gli archi dati
pei loro senl, coseni , ecc. possona. determinarsi ancora mes
diante lo sviluppe in serie delle funzioni medesime, come
si & praticato per le altre funzion: nei cast precedenti. Ab-
biasi z == senx , avremo, come gid € noto,

sensx 1.3

V... x = arc(sen = z) = senx ~ } sen®x . »
(1) 3 ) 2.3 2445 =TS

ovyero

z*  1.32° 1.3.527

== arc(sen Z) =2~ , e o > ¢
x (s = ) 2-3 204.5 2-406-7 + %

1
11

c qtliﬂdi
Ax = z—!——iﬁ—i--j— (z4=13) -+ 1.3... (2= if5)* == v
2.3 2e44D
23 1.3z° 1.3.527
Z — et v

2.3 24.5  2.4.6.7
Sviluppando , e ridiucendo questo secondo membro , avremo.
z* 1.32" 1.3:52"
A "—':-'61 - - = b~ e 0 s ) - 3 ’H;
=1+ 24 2.4.6 )+ R

esprime H tutto U insieme dei termini affetti da i*3*.
Passando ai limiti sara '

A.r 1.3 103.5
lim — ==+ 22— 3" = —— 3% 4, im.
“’j ( +2 +2.4 . 2.4‘63"*" Q)lm
him.:
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12,

Abbiansi pure a differenziare le funzioni

 §

Zemydt, zo==gy®, Zz=myl, ...

€ percio

A dz
lim. — == dx= darc(sen = z) = .
j V1 —_— zl

Svustituendo 4r — x in vece della x , avremo

z == sen(iwr — x) == cosx,
quinds
x == arc(cos == z) ;
e fatta la medesima sostituzione nella (1) sard
cosxr  1.3cos®’x  1.3.5cos”x

x = An —— (cosax —+ e .
g —( 23 T 245 2467 T )

ossia

z3 1.3.2% 1.3.5z7
x“%ﬁ“—""z-f————*"'— 4 e v s}
“ \ 2.3 2.4.5 2.446.7 )

Quindi con un calcolo wutto simile al precedente si troverd

Ax dz

Lim. -—g — dr— darc(cos z) - .
{ V1 —_—

Y] potranno similmenic ottenere i dz']ferenziali tutti delle al-
tre funzioni

arc(tang == z), arcicotang == z), €cCs ..

Osserveremo intanto che sommando fra loro i due differen-
siali trovati, si ha zero; appuntv perché la somma degli
arcl

. e ; 4 s JY e
arcsen == z}, arc{cos == z),

essendo quantita costante , il suo differenziale deve (§. 8.)
esser nullo. Inoltre poiché, z essendo il seno di un an-
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1.0
z d
L) =ul(y?), — = u =" + L),
dz —_— d]-u —— )fu—'f[u(]}- ~} }/L(y)du].
2.0
. 7 iU -f-l-)-: — Lf}*‘}dﬂ
dz ¥
4 — ﬁ/ ’,\; _—
L(z)mul\};’ z u? ’
ds = d _:::2 ¥ “ [udy — }fo)f}du] .
— ay e
3.0
) dz dy o
L(z*) == u'L(y?), — =’ - = Ly’ [vdu == uL(u)dv],
v ¢ TL’ 1 1‘(
dz = dy¥ = y<'u’[ ‘: W u") du + Liy)Lwdv]-
eccetera.
13.

Come dalla y == f(x) ottenemmo ( §. 6. )
dy = f\x)dx ,
cosi da questa otterremo
ddy = f'(x)dxdx = f'(x)dx*,
dalla quale di nuovo

dddy = f”’(m]d.r dx® = f””(x}dx’ 9

golo, |/ 1—z* n’¢ il coseno, ed essendone z il coseno, Y 1 —z*
n & il seno, percid da quanto abbiamo stabilito risulta, che
la funzione derivata di un angolo espresso pel suo seno ,
eguaglia I unitd divisa pel coseno; e che la funzione deri-
vata di un angolo espresso pel suo coseno, eguaglia Uunita
divisa pel seno , ¢ presa negalivamentes
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e cosl appresso; le f, /', « « { + denotano tante nuove fun-

zioni della variabile indipendente a, il cui differenziale rappre-
senta una quantita costante ed arbitrariae
Pertanto se invece di

ddy, dddy , «..

scriveremo, ad oggetto di brevita,
d*y, d¥y, e ..

si avranno le

d}f'—‘-ﬂf'(x)dx y dif}’ "'.—"'!lf“(x)dx"’ y = dnyz (n){x)dxn;
dy d*y d3y ; d’f}f -
o =), =), = ="a), .o . 5= ONx).

I differenziali
dy , d%, d% , « « o d,
come ancora le funzioni derivate
f(-z'): f”(wJ, fm(x) y o o0 f(n)(x)a

diconsi di ordine primo, secondo, terzo, . ., n.mo, rispetto

alla funzione primitiva y = fix), Le stesse f(x), f(x), «. .
sogliono pure chiamarsi coefficient: differenziali (24).

Esempi
I.O
Jy = ar, d}f B L((z}axdx ’ dbf o L’(a}axdx’ y s 0 e

(24) Dall’ equazione

1

da’”

e .(7?) (x)

risulla
diy = ) (x)dam

cioc la derivata dell” ordine n.mo eguaglia il cocfliciente, pel
quale deve molliplicarsi ’n.ma potenza della costante arbi-
traria du , per ottenere il differenziale dell® ordine nam°; e
reerprocamente il differenziale dell’ ordine nJomo eguaglia la
derivata dell” ordine stesso moltiplicata per la potenza dx'.
Per questa ragione le derivate dei diverss ordini, furono an-
cora dette coejficienti differenziali degli ordini medesimi.
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d'y == L' a)a*dx".
Se fosse data Ila
Lo y == ¢*, sarebbe dy = e¥dx” .o+ (25)
y = ax", dy = nax"'dx, d'y = n(n-—1)ax"%dz,
d*y = n{n — 1) (n — 2jax"3dx*® ...,

d'ye=n'n—1)(n—2)n —3) e.. 2.1.adx”, dr+ly =0 (26).
I1.°

Cod 1.dx? 1.2dx?
7mL<x)1 d}""—:—{', d*y = f', a3 -—._;_-—2 3.1:‘ ’
X X X
1.2.3(1.1'& 1z 1-2-3-4 ¢ s e (n ) 1\"{[.1.‘”—
A e ey n =il = 3

vale il segno supeviore, o I’ inferiore, secoudo che sia n 1m-
pari, o parl
Iv.°

T
y =senx , dy=cosxdx = sen( x =+ —é—)dx s
d= i d | ' 27?
y = — senxdx” == sen .r-r--zz-— dx* ,
| 2%
d’y — — cosxdx® == sen( X ~= ﬂ;z—- )d.rs,

1914
d'y = senxdx® == sen( x -+ —-é—)dx“ ge v se

nw
N sen(x —t - dx".

V.°
7
y == cosx , dy == — senxdx == 08 (:x' +7)dx'

P s

(25) Dungue le derivate successive di e* sono tutte e=

guali ad e~.
(26) Percio la derivata dell’ordine n.m° di ax", si riduce

alla guantita costante 1. 2. 3. « « o (n — 1)0.G.
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Yy 2r .
d?y == — cosxdx® =cos( x == 0 )dsc 3
3 n 3
dy — senxdaxd = cos( X - —i-)dx y
d'y = cosxdx" mcos( X - ———)d.z: soae

d'y = cos( X~ %E)dxn (27).

P s

(27) Dalla divisione del numero n per 4, si otlerré uno
dei seguenti resti

o, 1, 2’ 35

e dovrd il numero stesso ricevere I’ una o I altra delle se-
guenti forme

dm, dm--1, dm =2, 4dmo-3,

essendo m un intero qualunque.
Nel primo caso avremo

1
sen (x “+n -2-) == sen{it ~~ 2mn) == sen x ,

nel secondo

i i3
sen (x-—i-n—z——)::sen(a:-}-Zmn.: 2)._.005.2:,
nel terzo
s .
sen (x+n-§-)= sen (x-—{-Zmn'-l- i9 )m—senx,

nel quarto

37

sen (x-{-n-_)-—sen(x-—\‘-Zmr—]— 3 E= e COSTo

Ragionando similmente sopra

Ccos (x+n-—)
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14,

DPalla (h) ( §.7.) abbiamo pure
dz = F'(y) dy,

sm‘nlmente che riguardo alla 3 = f(x ; e non potendo dy ( per-
ché = f/(x) dr) riguardarsi come quantita costante , percio ne
czflco]are glhi altri differcnziali della funzione z, dovrh pure aversi
riguardo ai diflerenziali dello stesso dy. Si avra percio (§e 9.)

dz =1"(p)dy* +F'(y)dly, d*z=F"(y)dy> +
3F'(y)dy Ay +=TF'(y)d%, d'z=TF(y)dy" +
6" ( 9 \ly?d?y —+ AF"(y )dydy = 3F'Y y}(?;;: o
F'(y)d*y 5 ecce oo

Quindi

S e T

dy? dy “\dy

dz dyd*z —dzd? 1 dz
(y) = ) ’

d}f
F'y) == dy(dyd3z — Azd®y) — 3d*y(dyd®z — dzd’y)
k.) ‘{),5 e
_l_ d(d}’a”z -—-—-(sz'fy) ,
dj"

~

potremo concludere che le derivaic di senx , e di cosx , ov-
vero che le due espressioni

" '
sen(x—i—n-—z-) ; cos(x-l—n-‘:—z-) 5

ammettono solo quatlro valori distinti y che si riproducono
periodicamentc, sempre collo stess’ ordine. Questt quatiro va-
lori , dei quali si ottiene il primo, il secondo , il terzo, cd
il quarto , quando il numero intero n, dwiso per 4, dia uno
dopo U altro i resti sopra indicati, oo rispettivainciie

senx , COSX , — SEnx , = COSX

per le derivate del seno, e

per le derivate del coseno.
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Fi¥(y) == dy3d%z ~— 6dy’d’yd’z — ddy*d*zd®y

— 15dzd?y® —dy3dzd®
v 15dyd?y d’z = 10dydzd?y d3y — = e o~ Miaiadl’ S
1 3 (dj(d}d"’z — dzd3?y) — 3d°y(dyd®z — dzd’y))
e 5 9
céy dbf

ecceleras

15.

Se la variabile y divenisse indipendente , sarebbe
d’y =0, d3% =0, d*9»=0,04¢43
donde

dz d?z diz d*z
! po— fry Py — T S FIV"' M) TN em— . s e
F()’)""" d)" ’ F U’)‘__ d}fz ) F (‘Y)—-— dy3 3 U) d}fu’

formole del tutto simili a quelle che trovammo ( §. 13.) ri-
guardo alla variabile indipendente a. Da cio poi deduciamo
che, se abbiansi le funzioni derivate F', ¥" , F'" ..., espresse
pei differenziali, tanto della funzione primitiva z=F(y), quanto
della variabile 3 , sara F' la stessa, tanto se y sia posta in-
dipendente, quanto se non lo sia; le altre poi nel primo
caso saranno diverse che nel secondo : pero da quello si potra
passare a questo sostituendo

dyd*z — dzd
' dy j ?
dy(dyd?®z — dzd3y) — 3d*y(dyd® z == dzd*y)
dy?® g

in luogo di
d’z Ad3z

—-—:';',...

4>’ d
164

Data 1’ espressione immaginaria variabile pt+gq Vj , se
in vece delle quantita reali p, g si pongano 1 respettivi limi-
1, diciamo { p. 1.4 §¢ 245.) la nuova espressione lmmaginaria
che ne risulta, essere limite della data. Quindi applicando alla
€spressione immaginaria
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frci o

s=u-v])/ —1

le nozioni esposte (§.6.) sui differenziali, e sulle derivate,
avremo

ds=du-+dvl)) —1, d*s=du~d%}| —1, ecc. .-

ds du dv ey LSS d’u d?v
. I/ 3 dxa d z +dx3 V ’

X

eccetera (28).

Poste le quali cose otterremo (§.6.7.08.06.050: 4127, )
dcos(xL.a)) + |/ — 1 sen(xL(e))] =
[cos(xL{a)) +j/ — 1 sen{xl(a)/] |f — 1 L{a)dx,

5 i Y X
d[L‘\a’ - X2 ]/ — 1 arc(tang = e )] ==
a

L

(28) Dietro la definizione data sara

Imdp 4 ¢ / —1)= limp ~- V —1 lim.g ;

pcrcib fatto
u==fr , v=209x,

avremo (§.6.)

WY iGduati 18 - (2 e S Vg
. x + * - ) e ] o(;r + .‘0} — ”/a.‘
== i, ! 1[32 [ |/ — 1 lim. - l‘; yla)
l

dunque

— I e
ds == du = dv ) — 1, ovvero - = flx)4+-¢(x)y Y —1,

e ——

operare come se la funzione fosse reale, riguardando |/ —1
qual coefficiente costante ; cio st estende ai differenziali ed
alle derivate successive della funzionc immaginaria stessa.

Laonde per differenziare una funzione immaginaria, bisogna




29

.'L"-I—:ZV _ A s _ .r-l—al/ 1. F —
il (xmaf —1)x—alf —1)
da o / — 1dx
x—al/ —1 gzl —1’
X mim ™ X =
d( . cosa - erz exV—1sena)=

¥ ~— ™% X o p—=X i
( 5 ﬁsena—l—e ze V ,1\cosa)|/'-—-1dx,

g:x:._{__e"-'x e
d( —— sena +

.I'__..e'-d.‘

2

1 cosa ) ]

ex 44— €7F% T — ¥ e e
( cosa ~~ - 5 [/ 1Sena)V—1dx,ec&..;

percio ( p. 1. §s 248, g5

daxV—- xV_1V—1Ladx,

e p. 24 5. 162, 1.25.0: 168. 1.0)

?

dlia +alf — )= a~+axlf —1

doosia -+ xlf — 1) = —sen(a + x|/ — 1)da+x} —1),
dsen(a ~+ o/ — 1) = cosla -+ 2}/ "= t)da 4 2}/ — . ecc.

del tutto conforme alle reah espressioni chea queste suuu*rl.a-

no. Abbiamo inoltre ( p. 2.4 §. 162. 6.°)
dx

dL{ — x) == d[L{x) == (2m + 1\71"/-——-1]_..53[4(.::9)"— —

dunque sia la & >, sia < 0, il differenziale del suo logarit-
mo € sempre lo stesso.
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RELAZIONE FRA LE FUNZIONI DI UNA VARIABILK
E LE RISPETTIVE DERIVATE.

17.

Se cresca o decresca x per modo che divenga maggiore
o minore di un particolar valore x, , si cerca se nelle prossi-

mita d’ x,, cresca o decresca insieme alla & la funzione y==f{x),
che nelle prossimita stesse vien supposta continude
.POiChé ( So 6. )

. Ay dy S
hm.-A-; E—---f(x),

percio 1.2 se abbiasi f'(x,) > 0, certo saranno del medesimo
segno Ay e Ax, quando la x sia vicinissima ad x,, ed 1v1
quindi aumentata o diminuita la x, crescera o diminuira pure la
y : 2.9 se abbiasi f(x,) < 0, saranno di segno contraric Ay €

Ax, quando x sia vicinissima ad x,,; ed ivi percio aumentata &
diminuirad y, diminuita & crescera y (29).

18.
Se le due funzioni f(x), ¢(x), € le f(x), ¢'{x) che dalle

prime si ottengono, sieno continue fra i lmii x,, x,, €
quindi se ¢{x) costantemente cresca 0 decresca da x, ad x,,
esisterh sempre un qualche numero ¢ <1, € > 0 soddisfa—
cente all’ equazione

L i

(29) Due conseguenze da cio derivano. 1.0 Se ¥ rin.za:n-
ga continua fra due limili dati , facendo crescere insensibil-
mente la x dal primo al secondo , la y non potra cessare
dal crescere per diminwire o viceversa , salvo ehe la deri-
vata f .x, von passi dal positivo al negalivo , 0 ViCeversds
In questi passaggi {l.x) diverra nulla, purche rimanga con-
tinua. 2.9 Se y svanisca per x = x,, rimanendo continua

nelle prossimite di questo valore, e se il corrispondente di
f'(x) sia positivo e finito, avremo

y> 0, perx>a,3ed y <0, per x < x,:
che se il corrispondente di ['x) sia finito ¢ negativo , avremo

y L0, perx>x,; edy >0, por & <X
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ﬂxu) — f‘ro) — f(xo e ;f‘rn - xo]_.)
?i.:cn) - ?\"Lo) ?rkxo - £ X, — xo) )

.o (q)

Rappresenti M il massimo, ed m il minimo dei valori che per
()

tatto I’ intervallo x, — x, puo ricevere la frazione

L PE)
(30): ciascun vede ( p. 1.¢5.83. ) che lec dillerenze
f,(.r) m, M— fr-—;—-—-:\_x)
@) ¢ ()

saranno ambedue positive : dunque (§. 17.) le

, f(x) o {'(x)

ovvero le
flx) — mox), Mp(x)— f(x)

avranno lo stesso segno da x, ad x, (31). Ma queste quantita
non altro sono fuorche derivate di prim' ordine delle funzioni

ﬂx) — mz.r), I\I?f.x') — f(x) s

dunque siffatte pri:nitive funzioni cresceranno insieme o decre-
sceranno da x, ad &, ; e percio le

[(x,) — mx,) — (fx,) — mpla,)),

Mp(x,) — fie,) — (Molx,) — flz,) ),
ovvero le

fix,) — fx,) — m{px,) — olx,)),

Mox,) — olxy) ) — (flx,) —flx,))

saranno insieme positive o negative, Quindi poi facilmente &’ in-
tende che le due guantita

(30) Giovera osservare fin da ora che il secondo mem-
bro della (g) rappresentera tutti questi valori, quante volte
suppongast la ¢ variare fra zero e I’ wiitad.

(31) Avendosi per ipotesi che o) costantemente cresce
o decresce fra § Limiti @, », , discende (5. 17.) che ¢ x)
.' .. . . LI . - .4 .
ff'a glt stesse Linill rimarra custaniemente posiliva o nega—
Liva , cioc non cangerd mai di segno; dal che deriva la
Conscguense soprad csposia.
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ﬁxn) - f(xo) m, f(‘rn) - f(‘rﬂ) . M
?(xn) — ?{x o) ?(xn) - 99(500)

debbono essere affette da segno contrario; donde siegue che
Ja frazione |

f\/wrz) - f(‘ro)

Y Ln) — P.X,)
trovasi fra M ed m. Perd i valori tatti che si trovano com=
presi fra questi limiti, sono rappresentati dal secondo membrao
della (gq), presoc fra o ed 1; dunque vi sara qualche nume-
ro e < 1, ¢ > 0, soddisfacentc alla stessa (g)e

19.
Nell’ equazione (¢) sostituiscasi x ad x,, ed x +Ax ad
x, : essa diverra
fix 4+ Ax) —fix) f(x + eAx)
o@ 4+ Ax) —plx)  ¢a —+ udx)
la qual formola vale quando le fix), o(x), fx), ¢'(x) siena

continue fra x ed x -~ Ax, e ¢(a) costantemente cresca 0 de-
cresca da x, ad x,. |

e (95

20.

Suppongasi che le funzioni f{a), o{x) s annullino quan-
do in vece d’ x pongasi un qualche valore particolare x, , sa-

ra (§. 19.)
fix,+Ax)  flx, 4+ Ax)
?(xn ~+ Ax) SO'(.’L‘H ~+= £ AX)

. (q”).

Ora se le

fx)y, fx), f'x) ... for-x), fm(x),
olx), @'(x), ¢ @), .. gmDx), ) x)

rimangano continue da x=ux, ad x=2x,+ Ax, e lranne le
f(m)(ir:), 9(m)(x), le alire svaniscano col fare x ==ux,,, ed inok-
tre le

olx) , 9'(x), 9@, « « . g~ (x)

costantemente crescano o decrescano fra gli assegnati Limit
.:c,,:l x, -+ Ax , potra I’ equazione (¢') continuarsi a questo
modo
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flox, == Ax) flx, =+ e.Ax)
P{‘ru"*" Ax) ’vﬁf{xn e E.A.;t:)
fn,’xn G EI-AI) _ f(m){.’xn s Em_-‘Ax)
tr _ o
? (xn "I'- Elle) {:;{Hl)kxn __*_, E,"__IA(L')

s ® O 8 B ——
I numeri

—

(q!H)

-

{, El y Ea E3 ? e x
sono tali, che

R.ltenuto pertanto ¢ a rappresentare genericamente qualunrqae
di questi numeri, ed omesse nella (¢"') le intermedie frasioni ,
sara

f{‘rn P A'r) . f(m)fl‘”_ - E.A.I?)
o, ~+-Ax) ol x, = aAx)

o« « o (q%)s

21'
Preso
~ ! o e
?\x) - (‘r — xn} |
sarh
/ FE——
pmx)=1.2.3....m, olx, = Ax) = Ax™
PICONC T 2Ax)=1 .2 .3 .4..m;
e percio la (¢'¥) si cangera nella
fix, -+ Ax) [0 x4z Ax)

i . -~
A.L ]O-%.Jo.oul

e on (97) (33).

(32) Applicando alle derivate quanto fu detto delle pri-
mitive , per ottenerne la {¢"), che si estende a turte [o

funzioni soddisfncenti alle condizioni enunciate s SL Oller-

. : ' ”f\_ 2 5 L I ' *
ranno le (q"' 5 e s intendera facimente quanto concerne i

-

NWIErL S, Sy 54 0 v o
33 Le condiziond ¢ ?i

(33 x), volute dalla (q'V), sono tutte
soddisfaite col prendere

ff;( ¥ B 4 ¥ Al ”!
J.\.L) = a=gr 5 5

dulla quale abbiano le
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Ma se insieme alle fim)(2), ¢®)(x) pure f(x) non isvanisca fae
cendo x = x, , si avrebbe
fx,+Axr)—flx,) o)z, + e Ax)

0i
A 1.2.3¢..m

doude
f“:xn + A:r:\: — f(xn} -

AJ_'HZ
1.2¢3 . .10

ORI A.:r) e o (YY) (34).

22,

Nella formola (g¥) fatto x,, == 0, sostituito d invece di Ax,
e adoperata la lettera I' in vece della £, nascera

Fim)ed) s oo - (gV),

Fo)= —
1-2.3.-.’?1'

1a qua]c sussisterd quante volte le funzioni

I«(a), Ibr(a), ]?”<6), . o+ ® F(nz)(a)

. ’ e
o x) = mx — ax, ", g;”{.x-) =m'm — 1N (x—x,) Tsececy

™)) = mm — 2) .60 32(x —x,),
gmix)y=1.2.3...(m— Din = gl){x,, 4~ &Ax)

queste funzioni rimangono tuite continuc fra

x=ux,, ed x=x,+Ar,

e tranne Uultima , le altre si annullano tutte pel valor par-
ticolare x = x,. Le condizioni pot, alle guali ( §.20.) deve
soddisfare flx), suppongonsi nel caso attuale verificate.
(34) In tal caso c¢ supposio che la funzione prinitiva
(), non si annulli pel valore particolare x =x, , restan-
do le altre condizioni, come furono (§.20.) stabilite. Quindi
per questa nuova circostanza la (¢'Y) si cangera, come fa-
cilmente si vede , nella

fx, +Ax) — flx,) __ oz, +Az)
¢, —+ Ax) o0, +c.Ax)

che , dopo le opportune sostituziont dara la (q*)s
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sieno continae, incominciando da § = g » € tranne F(m)(9), le
altre svaniscano con § (35).

23.
Si abbia il polinomio
e+ 8) = fle) = > o) — 2o ey — 3y
\ 1 1.2 1.2.3
Jme

(m=1)/
1.2.35-.(rn__1)f \Z))

da riguardare come una funzione della quantita & (36): le
sue funzioni derivate , che supponiamo eol polinomio stesso

continue , sarannd, com’ e chiaro, le seguenti, sino a quella di
ordine m.mo

_ 8 2
f(z+a)-—f,(z)__Tf’(z)_%f,”(Z) e S
g~

1,2.3,,,(;;;......;2)

[y, f£'(z-+0)—

(35) Supponendo x, =0 anche nella (q'), e ponendo
O in vece di Ax, avremo la

£8) o)
©0)  olr)eg)

la quale racchiude il teorema seguente = $e due funzion;
WXy olx), eontinue insieme alle derivate loro da 2 == @
At x =9, svaniscano pel valore particolare x,=0 con le
stesse derivate , sino a quelle inclusivamente  dell’ ordine
m—1; ed incltre se la seconda funzione con le prone m— 4
sue derivate, costantemente crescano o decrescano fra sle stesse
Limiti 0, ¢ &, il valore del rapporto delle funzioni primiti-
Ve , sara uno intermediario del rapporto delle derivare loro
m"e. Del resto lu | 0¥ ne fornisce un principio semplicissino
per isvolgere le funzion: reali di una sola variabile, secondo
le potenze ascendenti ed intere di essa, come si dimostra
nel Segucnte puragrafo.

(360 Percio in questo polinomio tanto la f.:), quanto le
sie derivate, si dovranne riguardare indipendenti dalla 3
e qundi s; aquranno per costante nel prendere le successive
derivate del polﬁwmio Stesso.

)
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St

O L -
1g) ——— Al X R (ni=1)
' 1 fk) 1.2.3...(m—-—3)fm (2)s

€CC. ¢ v »
fo) x o ) — fim=)(z) ,  f)z 4= 3).

Ova , fatto 0 =0, tutte le derivate tranne la m.ma , sva=
nivanno insieme alla funzione primitiva; dunque (§ 22: g¥iL )
sara
A\ an 3

)

o oo x (n—1)
1.2.3...\m—1)fn (z)+

b e [ ) e () (7

Mutata poi z 1n zero, € $ in z, sara
= z? z3 "
[,z\__. ’O\I‘ _ ."{J'O f’f"O | fo + e s @
& f\ J+1f\ )+1.2fk) 1.2.3f\)

zﬂl-—l

z??l
- % m)(ez) « o« (Q¥* 38)e
+ 1.2.3...(m-—-—1)f( )(0) 162:.300.m It ( 2) (9 ) ( )

(37) Il polinomio dato per la funzione primitiva di ¢,
soddisfacendo alle condizioni volute dalla (§V'*), potrd so—
stituirsi al primo membro della medesima = al fattore pot
F(n):23) del suo secondo membro, verra sostituito fn)(z ~— €0);
e cosi nascera la (V')

(38) Il polinomio posto in principio , essendo per ipotest
continuo con le sue derivate fino alla mme, incominciando

du 0 =0, ne discende che le

f(z), fi(z), Z) g o 0 oy f(’ﬂ)(z)

detbono anch’ esse rigum'darsi continue , incominciando da
3= 0; e percio concluderemo che questa condizione st ren-
de necessaria per la (') : laonde qualunque f(z) continua
con le sue derivale sopra espresse , puo ¢ssere considerata
composta dalla fuinzione mntera

2 zm—lﬂl

V4 b
= - oo s e Fm=1)[0
£0)+ PO g F1O) ey [0
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ksempi
I.* Pongasi
f(z) == ¢*;
sara ( §. 13.)

f(z)=me®, flz)==—e3, .. o., f)(3) =es:

e dal residuo

ne
¥4

(m) z2),
1.2.3 . ..mf #2)

Solo a maggior esercisio degli studiosi daremo qui un’ altra
dimostrazione della ('), questa cssendo una formola di
molto interesse nell’ analisi. Pongasi z nella (V¥ in luogo
di 0, sard

zm
1-2-3 ve . Ik

(1) «. e F(z) = Fim)(ez),

che sussistera quante volte le
F(z), F'(2), F'(), « . « F('.‘f-'-){;) ’

sieno continue, incominciando da z =0, ¢ svaniscano, tran-
ne la ¥F)z), allo svanire di z. Inolire sia fz) una fur-
zione della z, che insieme alle suc derivate , sino a quella
di ordine m.mo, rimanga reale, finita, e continua , inco
minciando da z == 0. Pongasi ora

Flz)=f3—f0, ed m=1,
st avrd dalla (1)

[(2) — f0) ==z flez) =
si faccig inclire

Fez) =f0) -~ Q:,
5Gra

E poiche zQ, evidentemente svanisce con la z , insieme
alla sua prima derivata f'(z) — f(0), ed essendo =) la
sua secouda , si avia dalle (1), fatto in essa m=2, la
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quindi
FO =1, fO)=1, fO)="1, ... . feez)e=c";

e percib

fiz) — f0) — zf(0) = .115 fc2)

Pongasi ora

{'ez) = f'(0) + Qu,

sara

= Q={(5) — f(0) — 2£(0) — — {"0),

.
<>

o 2
di 3, che svanisce con z, insieme alle sue derivate prima
e seconda

quindi evidentemente la Q, pur essa una funzione

fizy—f10) —zf'0), {2 —Ff0)),

di cui sara la terza f"(zj; laonde fatto m=3 nella (1)
avremo

fiz) — f0) — 2£10) — f"(O) =i . o)

Cost procedendo, con osservare che le funzioni

33 z4

B R €CCe «.n

svaniscono con la z, non altrimentt che le derivate loro, sino
a quelle di terzo, quarto, +v. (m — 170 opdine inclusiva-
mente, si avra da ultimo U equaziane

b < ' Z’ ! =1 - =1
Zht
“1.2...mf()

dalla quale tosto si otticne ia (¢**)
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. L
Zm— z2 e

-0.*—*— .+- 2 - .

1.2'3.0-('?&_1) 10105‘-'

fiz) == L{1 - £);

saia (§. 13.)
1 1 1.2

fr(z)____ . f!r(z)'-"—:"‘-. 2’ fm( )_—'(1 -+ )3 ’

1~z (1 ~+ 2)

— '2‘ 3 * a e [OR—
. 23 =y c o f(m)(z):__:b1 J (m ‘l)
(14 3) (2

)

f“’(z) —

onde
fO)=0, f(O)=1, FO)=—1, f"0)=1.2,
flV(O)m__1.2.3, s ®y f(m""l)(O)"'_-'_':::p;‘l.2.3...(()3——-2}
)
2.3 (m—1)

m)(zz ""‘":b—r ;
o) i

e cOn seguentemcn te

L {~4~2)=—= 2 £ f :- —— f'”_. o P
( ) 2 3 4
zrn_l zn}
¢ 8 e ‘
m — 1 m(1 —-¢z™"

valera il segno superiore ove sia m impari, I’ inferiore ove
sia parl.

111.° Si abbia
f(z +0)=L(z 4+ ¢);

sara
1 4.2
f(z) = L(z), f(z):u—;, f(z)= = £z )________
flV(;)-_—- 42_3_’...’10(,”_,) ).—" 1.9.3..._{”,’__,2)_

=1
~

1:2.3. (fn—-—-1)

m »

& ~~ &0)

70 (z 40 = =k

C percio
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5 ot &
Lz~ 0)e== L{(z)~ e e = a0 s
am_l b\nz
s 0« I3 ~. 7

(m == 1)zm=b m(z ~= £0)
24.

Denotando &, un valore particolare della quantita ¢, sO-
stituiscasi 0 — 0; per 0, € 2+ 0; per z nella ( gV, §.23. ),
s1 avra

o)

0 —20
1

N

1.2¢0(m=~1)

If{z’*‘ax)—l—

f(z40) = fiz 4 0) +
(a_a!)’
1.2

1.2...m

iz 0= oo fm=1){z e 0;) + ) {9%)

[Nz == 3, 4= (0 — 01)s

Cangiata z in zero, 0 in z, e §; in z;, otlerremo

’ ’ B ==L (z — z’)n !
fa)={z,) ‘ I {(z) 75 — ["(2)) =+ 0 -
(9*")
(g — g, =1 (z I)m
— (m=1)( 7.}~ (m) ¢(g— 39\,
- 1.2...{111-—-1)}( 2y 1.2...mf [2:4-¢(2— £1)] (39)
- . D e ettt S Tz

(39) In virtu della (g*') potremo considerare la funzio-
ne reale flz', sviluppata secondo le potenze ascendentt ed in-
tere della differenza z — 2y, tn cul z, rappresentia un va-
lore particolare della variabile z. La stessa (g**) poi risulta
evidentemente composta dalla funzione intcra

b - Zs p c 08 e - .. (m"'l)(
f(z,) = 1 f(z,) = = o 1) f (2,)

ordinata sccondo le potenze ascendenti @i z—32;; € da
un resto , rappresentato dal prodotto

) Hl

(2 —

f(m)[;.;‘ -+ E{z - 'z.l)]'

I
102, 0 . 1L
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Lsempio
Sia
f(z) = z7;
sara (§. 13.)
f(z) = azn1, f'(z)=ala—1)2“", ..,
i z) =2 al@ —1)(@=2) -.s (@ —m == 1)z3 ¢
e percio
z — Zy (3 — z,)’

2 aa— Dz

i ’T al@=—1) .00 (@—m~ 23,007 4=

e G@=~1) e (@~ m—= 1)z, = {z — 8;)]5"™

25.
Pongasi

, - 8_“1 /. (8_6‘ 3 1
f 8-4~0)—f(z-4-0,)— 10 fe408)~— 12) (z-{—B,}‘

(a g \m—1 ( (q"“)
_— st e — L (m=1)/ 0, ) =
| | 1.2...(m-—1) f )\z i O;) £3.), )

e si prendano i differenziali rispetto 0, : si otterra la

T . (‘:J\ — al)m_l m)/
floy) = 1,200 (m—1) a0z 05

(5 — 8, — ¢y

¢'0) == m) 0 =¢a) ¢
Gt 1e2.0(m—1) )z + 9 +£49)

o

o = . W—

(40) S giunge a questo risultamento, differenziando la
(g*X") rapporto alla Oy, sopprimendo i termini cguali e di sc-
gno contrario , che in questa operazione produconsi, c
rigum'damlo per zero il differenziale di (]ueﬂi, che nell’ al-
tuale ipotesi debbono considerarsi costantis
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esprimendo ¢ un qualche numero >0, ¢ < 1.

Ma (§-21.¢%")
(0, 4= 0) —L0;) =3 . f(8; +¢€9) 5

dunque
6[ m— Ela)m_l

. fm)(z e B £10):

™™
09—
1-2--.(m-——-1}

€ ¢o nseguentemente

| 010 — ¢'oyn—T
0) — (0) == \ () z = £'3)e
f\O} [‘\0) 1 .2.. .(n'}_._‘l)f ‘\z.-‘- )
Ora poi fatto §; == ¢, abbiamo dalla (g=%)

foy=—10 (41),

€ faltO 61:---0’
, ny i a / a” 4
0, =flz -+ ) —fi5; — ~— [(2) = @) — =«

8!:1—[

1260 .Un—"‘ 1)
dunque (S 23. ¢"*)

£(0) = 0 fm) z 4-e0) =
1e2e0eem (nu)
0" — g m 4
{(m){z 4 £3).

1?2 ... — 1)

Cangiata s in zero, € ¢ in z, sl avra

mnm "2{ 1 Ef )nl""I

Fm) e5) =
1-2-.-”& v 1.2-..(”’&-—-1)

[ i
¥

fmez) .. (g*Y).

(41) Ponendo zero invece di £(9) nell’ ultima equazione,
avremo il primo walore di
“7"1(1__,_,1’ m—r
f(0) == = )z ~+=¢'0
1.2...(::1—--—1)f ( )5

da paragonarsi col secondo, che si deduce appresso.
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bl

DETERMINAZIONE DE! VALORI SPETTANTI ALLE FUXZIONI
DI UNA SOLA VARIABILE, CHE SI PRESENTANO
SOTTO CERTE FORME INDETERMINATE,

264

Convergendo Ax nel lim.==0, la formola (g**:§. 20 )
nello stesso limite diviene

fe) _ fle) ey )
e Pwn @) oz, 1" O
per mezzo della quale si determinano i valari di quelle fra-

- [} ] [ [ O bl
zioni, che ricevono la forma indeterminata i quante volte in

esse pongasi per x il singolar valore x, (42).

(42) In forza della (g) potremo concludere, che se due
funzioni reali della stessa variabile x, come flx), ¢lx),
svaniscano per un valore particolare x,, insicme alle deri-
vate loro successive , sino a quelle di ordine m.mo esclusi-
vamente , prime a non divenir per x, contemporaneamente
nulle , il valore della funzione fratta

f{x n\.}

__ ‘ixn)

; ; ; 0
the si presenta sotto la forma indetcrminata 5 sard fis-

sato dal rapporto dei valori che ricevono per x,, le due de-
rivate m.m¢ , prime a non isvanire insieme. Se una sola di
queste due derivate si annullasse , il vero valore della fun-
zwone fratta sarebbe o, ovvero w. Se poi niuna delle deri-
vate medesime fosse zero , il valore di quella frazionc sa-
rebbe una quantitd finita.

Percio dalla stessa (g) risulta la seguente regola: quando
fia) , che diviene == %- ;

St voglia il valore di una frazione )
g){,x'

per uno particolar x,,, dato aila variabile x , bisogna i Fo-
renziarce separatamente i@ due termini della frazione medc-
Suma , ¢ quindi esaminare se le prime loro derivate
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Esempi N

1.* Sieno
fix) e L(1 == ), o(x) == & ;

le quali, fatto ¥ =, = 0, danno
flz,) L) O

fxzg 0 0
__———W

df(x)  dylz)
dx °’ dx ’

ambedus si riducano pure a zero , pel medesimo valore della
variabile : se cio avvenga si prenderanno le seconde derivate

a*f x) d>@(x)
da? ’  dx*

e si vedrs se mella ipotesi @ == x, medesima , ciascura st
annulli. Continuando & questo modo, le due derivate che
saranno le prime a non essere contemporancamente 26ro per
x = ., , formeranno i termin} della frazione che deve as-
o)

sumersi pel cercato valore di T_i nella stessa ipotesi , e
ol
che potra essere nullo, finito, od infinito , come di per se€
apparisce.
Non & perd da riguardare questa regola come baste-
vole ad ogni caso; potrebbe in fatto avvenire che il fattore

x —x, , comune tanto a ﬁ:x) quanto a 9(x), € pel qua-
le si annullano queste funzion contemporancamecnte , st trovt
elevato ad una potenza frazionaria. In questo caso non
si potrebbe mai colle succsossive differenziaziond , ossia col

processo dimostrato, spogliare una volta i termini della fra-

n

zone -Ii(-—-)- dal f{attore medesimo, perche differenziale della
PLr
funzione P(x — x,)" sono nulli o infniti, quando m non ¢

un numero intero. Percio a dunostrare come togiiere anche
o x)

in tale ipotesi la indeterminazione del valore di = & pol-
Pk
gasi (p- 128 145. ) per generalita maggiore
.

v , « , \ p
f"'r’ — Pl — rn\—" e QJ’J = xr;}‘ - R{x — xrz)j =ty 6.

?

C\J,J : C{' ' i ’ N r
' P’\‘r - In) ~+- Q (& — x”)‘u "}‘Rf\-l' i a:,,,)/ s il
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Abbiamo le

1
f(x) mm , ¢x)=s1,
donde
flx) =1, ox)=1;
essendo

a’ﬁ’?""; a"’ﬁ"'y’,UOI

due serie,, ognuna di mumeri positivi e crescenti. Questa es-

. - . 0 L
pressione riducesi alla forma o per x==2,: se in essa pon-

gast non x,, ma x, - invece della x , riservandosi a fare
w=20 dopo scguite le riduzioni , per ottenere il risultamen-
to corrispondente alla immediata sostituzione del valore x,
in luogo A’ x, si avrad

«
fix) Po™ - Qmﬁ - Rw'y s iR
o) & o B ] ;
Pow —+Qu" +~Rw’ 4-...
e poiché a, ¢' sono, in ciascuna delle indicate serie, i pin
piccoli esponenti , cosi potranno darsi tre casi, cioé

(@) ...

10a>u; 20 a=c'; 3.°0a< «.

f
L] . a a - LY
Vel primo caso , dividendo (@) per o | si avrd la

' ! =gyl
,, o~ -2 “
) fa) P Qo RV el
A — ' gl ro
x o o =
pe) - pr 4 Qu TF Rl 5 4,
ove a— & essendo positivo, lo saranno f—d, y—~—a, ...

LY f LY T . -
¢ cosi '—a'y y'—u'ye. 0 Cio posto, e fatto =0, si avrd

a2 0
(0'"{}(1‘_)—_ =0,
O x) p

’

per x = X,

t
Nel secondo caso il termine Po*%* dulla (by riducen-
dosi @ P, ne discende che jatio in essa w==0 y SAra
fxy P

?.J.} P! ?

(2) ...
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& conseguentemente
f(x”) — LI‘KD i 0

— e {

¢(x,) 0 0

II.° Prendasi

flrye=x~+(ax —a—1) xa*, g(x)= (:r:—-‘l)*,

le quali, fatto x = ax, =1, daano

fx) 0

ISR

O Xy, 0

PGI' X == X,

3 7 a - - a
Nel terzo caso finalmente dividasi la (1) per o, ne a=
premo

f(x) P+Qwﬁ_a-—i—Rw7_“ S

e

i _|_ ' /-F' * ! ’
' K ~L ! -4 f =
T %% e el CaRe?
da cui, fatto @ = 0, nascera

( P
fx) e L,
g 0

3). ..

per x == x,.
Dungue nel caso in cui non possa il particolar wvalore
fm) , oo .
dovuto per & =x, alla “— determinursi mediante la (g), si
7
ponga x ==ax, %, st sviluppino f(z), e p.x), secondo le po-
tenze ascendenti di @, si divida uno sviluppo per U altro ,
si riduca , ¢ quindi si faccia w==0; il nuovo quozicnle da-
ra il valore che si cerca. Pero & da osservare che questa
resola vale anche nel caso in cui puo awver luogo Uap-
pl?cazione della (g), ed ¢ molte volic, per maggior sempli-
cita , preferdiles
Esempio
Abbiast la frazione
o

flx) (x? — 3ax <+ 2a*) 3

_—-—.'
S

)

1
(x° — a2
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similmente ecssendo

—u'/

\x;? == 1 (a—-i- 1 )(ax‘ e (i 4 )x“—}- axa+t 9'(1’2) —— 2(3 o= 1) 3
sara pure
(x,) 0

— T e
0

? (xll

T

ma poiché
f'(x)=a(a - 1)(ax — a — 1)x2~tu 2a(a 4= 1)x4, ¢"(2) =2,
percio

f(x) _ flz,) 0 _ flx,) ala-+1)

o,  O(x,) 0 gla,) 2

27.

Se abbiasi | ‘

fle) == o, plz)=o,

- L ] - - - » w
cosicché la frazione si offra sotto la forma indeterminata ol

avendosl

. .0 . :
la quale ridursi a-6~per x=ux,==a. Se in questa frazio-

ne St ponga X, —+-w==a - in luogo della x , essa diviene

2 2z
(0?—as) 3 _ (w—a)*w?®
N 11
(327w - 3aw’*~+w®)2  (3a®+ 3awn 4+ »* 202
= o2 1 2 1
(0—a) 33— 2 (—a)° e ©

ity
P————— T—r———

L}
P |

1 1
(32 +3aw + "2 (3a* 4 3aw+ w")d
c facendo W=, st oltiene

£lx) 0

L - — (.

9‘."‘-) K:_))f& {/-'.3;
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1
fle) 0
1 0’
6l,)
ed anche
it kB
f@ ___f® 2% ¢'x)
dx T )’ de ~  @*x) ’
percio sara ( § 26.)
1 iz,
m' m, onde [(%, c:ﬁii’l.

: d -_. QL) P ) ¢y,

?L'xn) CP' (xn)
Se oltre le fix,), ¢(x,), anche le f(x,), 9(z,) divengano == o,
si dimostrera nel modo stesso (4. 26.) essere |

flx,)  flx,)

i -ﬂ fr. 9
? :\JI.HJ ":D an.)

e cosi appresso (43). La formola cioé ( g:§. 26.) somministra
pure i valori delle funzioni che si offrono sotto la forma in-

. @
determinata — (44)-
R

Inolire

(43) Pertanto se le derivate f(x), ¢'(x) divenkano anch’
esse infinite pel valore x, , € se avvenga lo stesso fino alle
derivate di ordine m esclusivamente , st avra

f'l'rfl) e f(‘rn . f“"ra‘n) o {(”‘)(._’I‘”) .
CP\.I'“) (fo‘(‘rn) CP ;i‘rn) ?U“)\'xn)

(44) Percio il vero valore di un rapporto che st pre-

. o L :
senta sotto la forma —, coincide col valore del rapporto di
e

guelle derivate, che sono le prime a non divenire contemporas
rneamenle nfinite per X = X,
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flx) « plx) = f‘f’v = 9”";’”) :

cioé per la medesima (g) si ottiene il valore del prodotto
fix,)«o(x,), quante volte delle due flx,), o(x,), una essendo

= 0, I"altra = ®», lo stesso prodotto fix ). o(x,) si preseati
sotto la forma indeterminata 0. o (45)e

Esempi
I.° Abbiansi le

) =L(2), ¢e) = cow;

sl avra
1 1
.fx ,_rx o -
f( ) x’ P () sen’x

e percio (p.2.@§.129.2,° ) per £ = 0

() _

colx

o sen3x senx
e amtenn
oo

Sy

senxy —s senx = Q.
x X

IL° Pongasi

f‘(.:c) == x¢, @(x)=e7,

ed m immediatamente > c; si avra /A, 13.)

\
[ x)=clc—1) .. (c —m 4= 1)ac—m y omix)—=exs

perci(‘) per x == o sara

(45) In fatti U espressioni

fix)  ox)
i 1
pla) f\&)
nel caso attuale si presenteranno , per x =ux, , una sotto la
, 0 , D : :
forma o U alira sotto la — ; le quali vengono deternis
©

nate amébedue dalla g,
4
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PKC_'1}OQQ(C-—m+1) O

w o)
oo x!u—CeI

, ayremo, per 3 =0, la

4
= _
e Z 0
e — ’
‘-J
gomunque del resto prendasi grande il numero finito e posi~
1

tivo ¢ : presa cio¢ (3 per base, dovrae "—_‘-—f’;riguardarsi (p. 1.

§. 250.) come una quantitk infinitesima di ordine ==w (46)

I111.° Posto

[x) = L{x), ¢x)=x°,

&

(46) La quantita ¢ — 1 deve riguardarsi (p- 1.4 % 250)
come infinitesima , perche insieme alla 3 converge nel limite
zero. In quanto poi all’ ordine della medesima , poichc da

quanto st ¢ ora dimostrato abbiamo
¥

Tim, ~ £ =0,
ﬁc
comungue il numero ¢ sia grande ; e poiché dalla definizione
( p.1.¢5.250. ) dell’ ordine di un infinitesimo , discenle cle
U ordine medesimo. & sempre ad un tempo nor nuaire di
qualungue numero che posto in luogo di z renda

cosi la quantita infinitesina del 110 sara di ordine = % .
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donde
4
1 d'""i'
ey ?{x‘ S, c -
sara , per r =0,
1
x Xe
L{@) 2= —w, 0 = = e~ —=03
c C
_xc-l-l

del tutto come nella parte prima (c. 8. 241, 39).
28e

Abbiamo ( p. 1.9, 208.)

quindi se per um particolare valore x, abbiasi fx,)==0 e
ga,)=0, ovvero flr,) ==w e go(a:n).::s 0, od anche flx,)
=1 e ¢g{x,) = w, per determinare il valore della funzione
che st manifesta sotto la prima, seconda, o terza delle forme

indeterminate
09 &°, 1%,
bastera determinare (§.26: 27.) il valore del rapporto

Lif,)]
(e, )8

(48)-

- (47) In fatti abbiamo ( p.1.a§. 208, )
Lif(x17*) = ya).Lifx 1,

donde

Lrfix\]

o) ol Lif)] _  [pwd™

[Fla)]”

(48) Sostituito x,, ad x , se abbiasi

] . 0 —_— 0
f{xu):::(), g.’Ji.'L‘”):::::O y St ayra (P =e X v
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E;empi
Ioo Sia
f(x) = ¢lx) =X
poiché
dl{x) 1 da™1 1
dx x ¢ dx a?

O O A R T T e e R T TS T TR ROy
se abbiast

0X

f(xn) =&, ?{x,z) =0 , st avra Lo9==¢ g

58 ﬁnalmente abbiasi
o w X0

fx,) =1, X, = ®, st avra 1~ =

dunque i valore di
’D(x)

f[(-l‘J]
quando per x, divenga una quahmque delle indeterminate

0 o0
00, ®°, 17,

dipendera da quello di

o.x) « L{f(x]],
che per x, diviene O0X =2, ¢ che (§.27.) sappiamo defi-
nire. In fam essendo

Lif(x)] _ L{f(x)]
) Lifi=d = o)™’

—————

O.%)
dal determinare (§.26.) il valore di
L{f(x)]
g™’

che nei tre casi citati riducesi a 5 opvero ad ; dipende-

ra la determinazione di

[ P

nei cast medesimie
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percio ( §.27.), per x = x, =0, sard

L{z) I
— 3

x_’l
quindi
XX == (% == % = 4.
IL.2 Poste le
1

f(x)::::x, QX) = 1---68

avendosi
dl{x)

i J 1 )-I ;
dr  x’ (1 —x/ = 7
percio (§.26.), per x = x, =1, si avra

Lix) 1

( )-‘I — 1o
l —x

¢ conseguentemente

(49)s

&1

) (49) Per un esempio relativo alla indeterminata «° ab-
iasi

{
fri==z, ga)= —;
' £

poiché
1 \"*
dL(x 1 d(-.;)
de =~ =z ¢ dx =1
pereto (§.26. ), per x = x,, = , sard
L'x) 1
= — == ()

)7

0 couscgucntemcnte
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29.

Si osservi che se f(f3) sia una quantita infinitesima, di base
~— 5, di ordine =c, € 1.° se ¢ sia un numero intero, ed

———

anche (p. 1.2 §. 250, ) abbiasi

L 4

A ———

x
x — o0 mae 00 —= 4, ;

71 metodo seguito (§.26:27:28.) ad assegnare i valori delle
funzioni , che per cast particolari assumono le forme indc-
terminate prese ad esame, ne fa concludere che ognuna
delle medesime si determina (§. 26. ) col mezzo della (g
Potrebbero pero le funzioni di una sola variabile presentare
altre forme indeterminate , come le

1

p———

o
0 ——
Y 5 Yo, o—», ecc;

tutte alle gia contem-

ma queste facilmente si ridurrebbero _
itico artificio, come la

plate. Non di rado pero qualche anal
decomposizione in fattori, conducc piu semplicemente a pre-
cisare il valore di una indeterminata , ovvero piu agevolmen-
te all’applicazione dalla (g) (4 26 Vi cost, per X ==&, == a,

avyremo

V3cz.x‘ — 2a* — x? V{.r — a):’;Za.—- .DL) — VZa—-——.L'::::VZ
Vx—a Vx—a
Applicando il teorema della (g) (i« 26. ) alle funzioni

Y — cosx ex — e~ — 2x

.z !
senax J — senax

0
che divengono - per ® = 0; ed opportunamente decompo-

nendo in fattori, avremo ( p. 2.4 5 129.2.9)

{4 — cosx SeNnX 1 seny .
— = - - == - =% -—_....__,"—:%X‘I:;Z’
sena 220c08x 2cosx X
€ ( Po 2'a go 12: . 3-0 ) S(Z?'(i
1“—-
ex — ¢ . 31-4—0-*1'-——2_

i poe .
D it

X~ SCNI 1 — cOosa
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gara

¢L+I
‘J

il primo termine che nella progressione geometrica
o 12 - 7
po BB 15 £

% 2 » T a0 _f_f'

‘J

1 1 2 1 1.\2
e 2% — o "2F e 2% 4 e T4
= -é R e -_% " == 2.
Scli 5 A COs 7 by
Dal fin qui detto si conclude , che qualunque fun-
0

zione sotto la forma = ha sempre, generalmente parlan-

do , un valore determinato , sia nullo, sia finito , sia inf-
| 0

nito. Pero vi sono delle quantita , che riducendosi a — , so-
| 0

no realmente indeterminate. Abbiansi pe e le

ax 4=by=c, a'x-by=c,

dalle quali (p.1.2§.128.) s ottengono i valori

ch' — bc' ac' — ca’
o me— 2 .
abl —ba' VT v —ia
0

the ricevono ambedue la forma =y facendo in essi

a=mam, b =bm, ¢ = cm.

Questi valori sono in tal caso realmente indeterminati , perche
la scconda delle pr 'oposte equazioni cngzandou nella

max ~= by = me ,

nente pia niente meno significa della prima.

? 7

)

f" ) 2 1 . y ; y > ¥ T [—:-‘—_-:

(50) Potendo (p 108 250. ) il limite del rapporto 3
esser nullo , finito , od nfinito , s intende .5 in questo pri-
mo caso .sce[m per maodo , che abbia luogo il primo dei tre

clati valori, Per esempio se pongasi
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non isvanisce con (2 (51): quante volte poi 2.° non abbiasi

'
. ‘f3) )
lim. ff{ =0 (52),
P(.-
qualunque sia ¢, espresso per m un intero == ¢, oyvero im-
mediatamente > ¢, sara
15)
ﬁnl

1l prlmo dei termini che in quella progressione non isvaniscono
con 5 {53). Ma quei termim equivalgono ( §. 22. ¢ ) rispetti-
vamente agli altri della serie

ﬁc
TR — -

st avra un infinitesimo di ordine ¢, pel quale st verifichera
la fatta ipotesi, cio¢ sara

P o Figge s fifis 3o 210
. - ——— & L]
FLE ™ I
(51) I termini di questa progrf’sszone geometrwa st do—
vranno tutti annullare con (3, perché (p. 1.2§. 250.) ff5) ¢
un infinitesimo di ordine == ¢ ; per questa medesima ragionc
3)
i 4 - \ - . . * g
.__t(,.‘__ non si annullera con 3, poiché se cio accadesse , gia
(41

(vedi nota 46.) I’ ordine di f{f5) sarebbe, contro I’ ipotesi,

> C.
(52) Facendo a cagione di esempio ( p. 1.2 §.250)

[

-
{5 = fceﬁ, ovvero f() = ﬁcew L{%)

st avranno due infinitesimi di ordine == c, pei quali st ve-
rifichera U’ ipotest di questo secondo caso, cio¢ sard

f( ) ‘ ;’9"8 ﬁ . ﬁ

lim. -HC == lim, Iz = lim. e’ =1,
1A eel’L 3
]l . fff ) e [ e{ ) == lima C‘J L(IG) o —— D e
1+ 1=

(83) Qi si avverta che nel caso di m immediatamente
> ¢, scbbene st verifichi
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1, e, T8, T8 sy,

dunque fc+1)(3) nel 1.° caso, e fi)(B) nel 2.°, sara la pri-

ma delle funzioni

By B B /B on

che non 1svanisce con f3
Quindi poiche rispetto p. e. alla

1
e f3

& (§. 27, 11.°) ¢ == », cosi niuno dei termini

. B
Iim. -’:—ﬁ-i ==0,
¢
tuttavia sarebbe sempre
B
£
il primo dei termini che in quella progressione non si an-
nullano con f3.

(54) Poiché f(3) si annulla con 3, sard (§.22. gv*)

76 = £t donde T2 =pip),

dunque anche f(8) st annullera con 3; per lo che (§. 22,
g¥it ) sara

s 1 o pire I: ‘ H
fue)z.’..zﬁf’\se), donde %—6;-"-'—-‘“9"}9(5:3):
quindl anche f'(8) st annullera con $3; percio (§. 22. g¥** )

sard

’ 1 - Y fﬁ\ 1 e "
f.6) == Ff"(:£), donde i = £'60) :

si annullera pertanto anche (3 con [3; eccetera.
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1

.B-’

’ 1
TF A F e B
— T dﬁg ’ d ﬁ 3

(4 f 4

cessera di esser nuilo con [3 (§5)

MASSIMI E MINIMI VALORI DELLA PUNZIORE
CONTINUA f(x).

30.

Immaginiamo che la x di alcun poco si aumenti sopra il
particolar valore x, ;5 ovvero si diminuisea sotto al medesimo :
se la relativa funzione f(x) continuamente nell’ uno e nell’ altro
caso diminuisca , sara f{x,) massimo fra i valori appartenenti
alla funzione fix); che sc tanto nel primo, quanto nel secondo

caso flx) continuamente cresca, sara flx,) il minimo (p. 1.2
§. 131.3.°) fra 1 valori che riceve f(x). Quindi ( §+17.) subito che

(55) Abbiasi per un esempio del 2.° caso , la quantita

NP r . . ;
infinitesima [;*ei?: I ordine di questa essendo =4, facil-
mente sivede , che fra le sue derivate , la quarta contenen-

do il termine 1.2.3.4 eﬁ, sard fra tutte la prima che non st

lha nulla con 5. Dall’ esposto in questo paragrafo pessiamo
conclude , che se fi[3) sia un infinitesimo di ordine == c , nel
sistema di base = [5, 1.v essen./n ¢ un intero, ed inoltre a-

vendost

(6

\

(£

.__—-_0,

lim. *~
i
sara ) 5) la prima delle funzioni

fiE)s 16, i)

che non st annullera con ﬁ: 2.0 essendo m un intero im-
mediatamente > ¢, ovvero essendo ==c¢, e non avendost
Lim, -4 =0,
11-:‘(.'
sara f‘f*ﬂ)(j’i} la prima di quelle funzioni a non divenir nulla

e

CU,L lJo
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la « da < incominci ad essere >> x4 Ovvers da > incominci
ad essere < x,, la derivata {'(x) passera dalla stato positivo
al negativo, e pel contrario dal negativo al positivo, dovendo
essere f(x,) massima o minima fra i1 vicini valori di fix) (56).
Laonde ( p. 1.2§. 431, 1.° ) fatto & = x,,, svanira {'(x), se pur

essa sia continua come lo & flx); che se no, diverra infinita.

Ora non altro fa d’ uopo a comprendere che i valori 4" x,, , al
quali corrisponde un massimo od un minimo f(x,), debbano tro-
varsi fra le radici dell’ equazioni

Si comprendera pure facilmente ( §. 17.), che la funzione
flx,) & un massimo, quante volte abbiasi

{(x) < 0 rispetto ad z > z,,, e fi(x) > O rispetto ad x < x,,;

¢ poi up minimo se otlengasi

(56) Da quanto si é detto apparisce che nel caso del
massimo, aumentandosi ovvero dimunuendosi la x rispetto ad
x, , cio¢ tosto che la x da < divenga > x, , ovvero da >
divenga < x, , subito f,x) cessera di crescere per diminuire :
similinente nel caso del minimo subito f.x) cessera di dimi-
nuire per crescere. Dungue sia che la x cresca , sia che de-
cresca rispetto x,, sempre nel caso del massimo la f'x) dal
crescere diminuira ; e nel caso del minimo dal diminuire
crescera. Ma (§.17.1.°) crescendo la x con fx) si ha
fx)>0, ¢ (§.17.2.°) crescendo la x col diminuire di f x)
si ha f'lx) < 05 owero (§. 17, 2.° ) diminuendo la x col cre-
scere di fix) si ha flx) L 0, e (§ 17.1.° ) diminuendo la x
con fix) si ha f(x) > 0: tutto ciop riguarda il caso del mas-
simo, e si verifica in esso. Inoltre (§. 17, 2.°) crescendo la x
col diminuire di flx) si ha flx: <0, e (§ 17. 1.° ) crescendo
la x con fix) si la ff(‘r‘) > 0 ovvero ( §. 17.1.7) diminuendo
la x con fia) st ha f(a: >0.¢ (517 2.% ) diminuendo la
x col crescere di fla)y, si ha f{x) < 0: tutto cio riguarda il
caso del minimo , e si verifica in esso. Dunque nel caso in
cui flx,) sia un massimo od un minimo, tosto che la x da
< incominci ad essere > x, , ovvero tosto che da > inco-
minci ad essere < x,, subito dall’ aversi f(x) > 0 st avra

[ (x) < 0, o viceversa.
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f'ix)> 0 rispetto ad x > .z?n, e f'(x) <0 rispetto ad x L «,, (57).

Che se f(x) rimanga costantemente positiva 0 negativa, per va-
lori della x prossimi ad x,, certo f(x,) né sara un mas-
sImo , né un minimo.

Esemp:
I.O Sia

fx) =2 2% — 5% o= 82 == 1,
sara

f(x)=52% — 20x% ~- 15x*;
e I’ equazione

f(x)=0

somministra

xr, =0, x,=1, x,= 3.

Denotando ¢ una quantita infinitesima, sia questa positiva sia ne-
gativa, sostituiscasi x, -~ ¢ ad x nella f'{x): fatto x, =0,

L]

sara
f(x) = 5¢* — 206% - 1567,

la quale permanendo ( p. 1.2 §. 251 : 252 ) costantemente posi-
tiva nelle vicinanze d’x,, il primo valore x, == (0 ren-
dera f(x) né massima n¢ minima (38); fatto x, = 1, sara

(57) Abbiamo dalla precedente nota che nel caso decl
massimo, crescendo la x sopra x,, lo che importa il simul-
tanco diminuire di {(x}, deve tosto (§.17.2.° ) aversi f(x) < 0,
e che crescendo la x, pero sempre mantenendosi al di sotto
d’ x, , lo che importa il simultaneo crescere di f(x), deve
(§. 17.1.°) averst f'ix) > 0; da cio discende chiaramente il
criterio sopra stabilito per giudicare sulla esistenza diun mas-
simo. Abbiamo pure dalla stesca nota che nel caso del mi-
nimo, crescendo la x sopra x, , lo che importa il simultanco
crescere di f(x), deve (5.17.1.° ) aversi {(x) > 0, ¢ che cre-
scendo la x , pero mantenendosi sempre al di sotto d’ x,, lo
che importa il simultanco diminuire dv flx) , deve (. 17.2.%)
averst [(x) < 0; da cio discende chiaramente il criterio so-
pra stabiio, per gudicare della esistenza di un minimo.

B8 St vede Jacdinente che f(z), come in questo cosi
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Flz) == (1 4 6)" (5¢* 4~ 100),

la quale, nelle vicinanze d’x,,, divenendo negativa se G sia po-
sitiva, cioé¢ se x > x,, divenendo poi positiva se G sia nega-
tiva, cio¢ se x < x,, percio il secondo valore &, =1 rendera
la funzione fir) un massimo ; fatto da ultimo x, = 3, sara

flix) = (3 + ¢’ 56" 4 103),

la quale nelle vicinanze d’x,, divenendo positiva se ¢ > 0, ciot se
x > x, , divenendo poi negativa se ¢ < 0, cioe se x < X, per-
cio il terzo valore &, = 3 rendera la funzione f(x) un minimo.

II.° Sia proposta la funzione
L(x)

() == —
donde
1 — Lx)
f(x)=— ;

X

. 1 — L{e ~4~0)

dalla f/(x) == 0 si ottiene x,, ==e; & poi P nega-

tiva se ¢ > 0, positiva se ¢ < 0; ciog f(x) <0 rignardo ad
x> x,, flx) >0 rignardo ad x < »,: dunque il valore
x, = e rende la funzione f(x) un massimo (59).

T

nei seguenti casi , & sempre ad x, vicinissima , perché quan-
to pic ¢ diminuisce , tanto pit si accosta f(x) ad x,, cosic-
ché fatto =0 si ha [x)=x,; e perché ¢ & supposta sem-
pre poco differente dallo zero. Distinguendo poi nella f'(x)

di questo caso le due quantita infinitesune

55h — 2063 3 1562 ’
la prima ( p.1.2§.232.) dell’ ordine 3°, la seconda (p.1.2
§ 250. ) dell ordine 2°, si vede chiaro {p.1.4§.251.) che
diminuendo sempre pit G, finalmente diverrd , e rimarra pot
sempre in quanto al valor numerico

b 3 iy
5" — 206° L 105°%,
sia G positiva, sia negativa. f)a cio discende che rimanendo
la x nelle prossimitd 4’ x,, ossia di zero , sard f(x) costan-
lemente positiva ; percio €cCe

(59) Abbiasi per 111.° esempio
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31.

La formola ( ¢"*: §. 21 ) ne porge un’altra regola, per co-
noscere s¢ ad una data radice x,, dell’ equazione f(x)== 0, cor-
risponda un massimo od un minimo nella funzione f{z,). Im-
perciocché il secondo membro di quella formola nelle vicinanze
d’x, , o rimarra costantemente < (, ovvero costantemente > 0,

comunque Ax si prenda positiva 0 negativa, 0 sara ora >,
ora < 0, secondo il segno della Ax medesima. Nel caso pri-

mo sara
e percio un massimo ; nel secondo sara

f(xn) < f('ru == Ax) »

2
fo)y=x ,
sarag (§.12.2.°)
1
faoy=x  (1—La);

e fatto f(x) =0, avremo x, == e. Facilmente poi s’ intende
che sostituendo x,—+ 6 ad x nella f(x), sard questa ne-
gativa , o positiva , secondo che nel fatiore

{1 — Lle + ¢)

prendasi ¢ > 5 ovvero < 0; cio¢ f(x) <0, quando x > x, ;
f(x) > 0, quando x < &, 1l valore dunque x,==e, rende
la {x) un massimo : percio sard e il numero di cui la ra—
dice di grado cguale al numero stesso e un massimo.

(60, Riflettasi che f x, = Ax) nelle vicinanze d’ x, avrd
lo stesso segno di fle,); infatti sapendosi che

flx, == Ax) = flx,) -+~ R.Ax ,

se Ax sara piccolissimo, come lo supponiamo, il secondo
membro di questa cquazxione avra il segno del suo primo

termine flx, .
Rifettasi eziandio che fra ¢ valori positivi e negativi di

una funzione sara il minimo , quello il quale avendo il mag-
gior valore numerico abbia il scgno negatvo.
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e percido un minimo: nel terzo f{x,) sara né& costantemente mag-
giore, n¢ costantemente minore di flx, == Ax), € percido né un
massimo né un minimo. Rimarra poi quel secondo membro costan-
lemente < 0, ovvero costantemente > 0, solo quando I’espo-
nente m della quantith Ax sia pari (61); poiche flm)x, 4= < Ax)
avra , nelle vicinanze d’x, , lo stesso segno di fe)(x,) (62)-
Dunque se delle derivate

fH(‘rn) 2 fm(wn.) ? fw{:xn) ? *e

la prima che non si annulli sia di ordine impari, certamente
B . pari, ceriaments
fir,) né sara un massimo, n¢ sard un minimo : se poi sia di
ordine pari, alla derivata f7). 2, ) < 0 corrispondera un mas-
simo flar,)), alla derivata fm){x,; > 0 corrispondera un mi-
mmo fix,) (63).
Cosi nel 1.° esempio (§. 30.) abbiamo

f{x) = 202% — 60x® 4= 30x, f"(x)== 602> — 120x + 30,

BCCQ B+ @

Ora poi si ottiene

(61) Cio¢ allora solo il secordo membro della ¥ (8. 21,)
rinarra costantemente negativo o costantemente positivo, (-
dipendentemente dal segno di Ax , quando " ¢spouente w

Sara pari.
(62) In fatti avends luogo I equazione

fa, s sdx) = fO)a,) s Rpie,

se Ax ¢ piccolissimo, come lo supponiamo, civ siandosi
nelle vicinanze d’ x,,, il sccondo membro dellu vl sima
¢quazione aura il segno stesso del suo primo teriwiv:; co-
siccheé si vede chiaro dover essere, nelle vicinanze &,
i segno di fix, == Ax) coincidente con quello di [ b

(63) Potrebbe questa regola csprimersi ancora 1ici se—
guente modo = quando un particolar valore x,) della x, in
vicinanza del quale resti continua la funzion: [ox . jaccia
Svaure le sue derivate sino a quella di ordine mao csely-
swamente , il valore corrispondente di fxr né sara un
Mmassumo , né minimo , fuorche nel caso in cui la m yia
pare y cioe la derivata che per la prima non si annulla sic
4’ ordine pari. In questo caso la [, sara un massino . se
i valore di iz, sara negative, ed un minimo sc il va-
lore della fom)(x,) sara positivo.
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fl(x,)=0, e f"x,) =30 per 2, =0,
fx)=—10<L 0 per x, =1,
f'(x,) =90 > 0 per x, == 3

quindi nuovamente, dei valori d’x, , il primo né massima né
minima rendera la funzione, il secondo la rendera massima ,
1l terzo minima.

Cosi pure nel 2.° esempio ( §.30.) otteniamo

2L(xy — 3

[f(x) = : , €CEe . v e
x

onde

; 2[4(6)“—"3 1
f’(xn)“'"‘ o _""-*-*5<0:

c

-

cio¢ il valore x, =—¢e rende la funzione un massimo (64).

(64) Similmente nel 3.° esempio della nota (39) st ha

(§12.4.°)

1 — 3T I —- 3%
£ x
flloy=[1—Lx)][=x (1—2x—Lx)] —x )
donde
{ — 3€
e
f"('ru) = = B <0

per x,=e, dunque per questo valore la f(x) diviene un
massimo , come gid fu trovatos

Qui osserveremo che oltre i massimi ed { minimi corri-
spondenti alle radici dell’ equazioni (5. 30.)

fllx) =0, "'"1""" =0
Jix)
possono avervene degli altri, corrispondenti ai valori della
x, pei quali fle) cessa di essere continua o reale. A ciascu-
no di questt valori, se ve ne ha , deve corrispondere , uio
della funzione stessa, che sara ordinariamente o un infinito,
0w massimo, o un minimo; cosicche nella ricerca dei mas-
simi ¢ minimi deve generalinente comninciars dal determina-
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FORMOLE DI TAYLOR E DI MAC-LAURIN,

32.

Possono le due funzioni
considerarsi per modo, che una si formi (§.23.) della serie

0 0* R
(z), Tf(z), -i:-:zf’(z), 93 fz), ecco.u . (B),

eeirrl —

re i valori della x , pei quali cessa la funzivne flx) di esser
continua o reale, e vedere se ¢ valori corrispondenti di que-
séta funzione sorpassano i valori vicini della medesima
o loro sono inferioric Nel primo caso avremo un massimo
nel secondo un minimo. Cosi le tre funzioni

Ve, —, aliz)
L(x)

divengono discontinue , passando dal reale all’ immagina-

rio, mentre la variabile x passa dal positivo al ncgativo ;

ed otlengono per & = 0 un walore nullo, che rapprescnta

un minimo per la prima funzione, un massimo per ciascu-

na delle altre.
Avendosi (§. 13.)

m
d"y — £m)
dxm ks f (a") ?
¢, quando m sia pari, dovendo il segno di d”v essere sem-
pre¢ uguale a quello di fom){x), si potra nell’ applicazione
dolla regola che precede, sostituire i differenzialt alle deri-
vate , cosicchée ne verrd il teorema seguente, Per decidere se
una radice dell’ equazione
dy
—_— = ()
dx
produca un massimo o un minimo nella proposta funsione
della variabile x

y = flx),
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¢ del resto

“ T
0

f(m)r:z 4+ 0) ..o (b);

1.2--.”&

1" altra della serie

, z z¥ z3 ,
f0), EN (o), p f“ko)’ mf'"(O), ecce s s« D),
e del resto
m

”»

= flm)ez) ... (B).

1.2l

Ora se crescendo m indefinitamente, i residui ('), (&)
convergano nel lim. == 0, certo delle serie (5), ('), una con-
vergera nel lim. = fiz - 3), P altra nel lim. == f(z) : dunque
nell’attuale ipotesi valeranno ( p- 1.4 §. 233, ) (65) le due seguenti

, 0o 6* ., 0" \
flz +8) =flz) s+ — fla)+ 5 @) + 5 &=+
Y 3 ’ (bw>
z z* 2 -
fiz) == fl0) -+ -1—-;"(0) salk £'(0) + — ol (1) S :

la prima delle quali é la formola di Taylor , la seconda quells
di Mac-Laurin (66)%

bastera ordinariamente calcolare i valori dei dz']ferenziali
da)/’ d3y, da}/"..,.

corrispondenti a questa radice. Se¢ il valore di d’y sia po-
sitivo o negativo, il valore della y sard un minimo nel pri-
mo caso, un massimo nel secondo. Se il valore di d’y sia
nullo , dovra cercarsi fra i differenziali

d!r, dﬁy, * s @

il primo che non lo sia. Esprimasi questo per d"y; sem
sia un numero impari, sarda (§.31.) il valore della y
né un massimo, n¢ un minimo : se al contrario m sia pari,
la y sara un minimo, quante volte il differenziale d"y sia
positivo , ed un massimo quante volte sia negativo.

(65) L’ equazione (b') del citato luogo ¢ precisamente
cio che deve in tal caso considerarsi.

(66) Infauti quando per walori di z compresi fra cert
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33.

Risulta da quanto si & detto nella p. 1.2§. 236, che se
la quantita m cresce indefinitamente , le frazioni

(‘)\m zm
y .
1e2...m . 2...m

indefinitamente si accosteranno al lim. = 0, qualunque sieno
i valori finiti §, z (67). Per la qual cosa i resti (&), (&™)

limiti y decrescano indefinitamente i due resti

2 () z 4—¢d), f#)ez) ,

1.2e0v.m 1.2---?71

crescendo sempre pii m , allora fatto m = oo nelle (gv1),
(g™*) ($-23.), si avranno le (bVY), la prima delle quali da
lo sviluppo in serie di fiz <0, secondo le potenze di ¢,
I altra quello di fz) secondo le potenze di z.

(67) Poiche

, g o N
lim [ —— : J=lm —— =0« 1,
1.2...m(m+1) 1e2...m m — i

percio la serie che ha per termine " una o I’ altra delle
indicate due fraziom' , sara convergente { p. 1.@ §. 236. ) s ed
ogni suo termine si troverad fra due corrispondenti di due
seric geometriche , anch’ esse convergent! ; laonde ambedue
quclle frazioni si annulleranno per m == , qualunque sieno
le quantita o, z.

Per giungere a questa conseguenza potrebbe anche ra-
gionarsi cosi: si & dimostrato { p. 1.23, 236.) che la serie
del 1.° esempio & sempre convergente ; ma la convergen:za
delle serie importa che il termine loro generale svanisca per
un valore infinito del suo indice; dunque le due fraziond

sopra espresse , ognuna delle quali puo riguardarsi pel ter-
mine ecenerale di nuna serie simile a quella , e percio con-
vergente st annulleranno per m == w, qualunque sieno le

Juantita finite ¢ , 2
Puo dimostrarsi direttamente questo medcsimo , riflciten-

do che il prodotto
K)o oo e niin—n 1),

i quale ammatte un massimo
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convergerannc nel lim. == 0, quante volte le funzioni
ez +-€8), [Ou(ez)

n -+ 13\?
ekl

corrispondcntc ad

m ~ 1
7l e . - "
2
aumenta
_ m —- 1

da n =1 sino ad n = 7

e diminuisce
m -4 1 _
da n = = sino ad n=m,

come viene posto in chiaro dal secondo membro della

) ) m -~ 1N\ m —~ 1 ?
nm—-n-+—1z(—-——r——)—- — nj.
' 2 -2
Percio considerando n, m per numeri interi, e sosti-
tuendo ad n in (k;, uno alla volta v valori

13273:°"sm'—"1: m,

avremo le seguenti m quantila

tan, 2m—14), 3m—2),.0 0, (m—2)3, (m—1,2, mdd,

di cui quelle che dagli estremi equidistano si uguagliano fra

loro. Rifiettendo poi sulla forma delle quantite medesune, o-

gnuno vedra che tanto nel caso di i pare, quanto in quello

di m impari , sempre il prodotio loro sara espresso da
[1.2.3 000 (m—1)m]?;

e poiche la quaniita m deve riguardarsi la minore fra esse,

Cost avremo

n

————

1.2.3.-..(01--1)!71:}!1& ’



69
sierio tali da non dumentare indefinitamente con m (68): seb-

benc poi queste funzioni, aumentato m all’ indefinito , aumen-
tino sopra (ualunque dato limite, tuttavia puo darsi ( §. 27,
11.° ) che quei resti sieno pure infinitesimi (69).

34.‘

Nel primo esempio ( §.23.) abbiamo

f-\m).'\sz) = ¢ 3

ciné flm)ez), comunque cresca m, rimarra sempre finita ; percio
lim. (6'")==0, e sara

s f
2 T 9.3 T oy

per qualungae valore finito d; z (70).

’+~o...

ossia

L) o \ -
NI 0 nt
0

L < e >
Vs dws mlin Vm

ma quest” ultima espressione svanisce per m=w, dunque
altrettanto dovra essere per le

(')\ n m

(]

s, .
lelosveiti 1.2....m
(68) Cio¢ sieno tali che mentre la m aumenta indefi-
nitanment » SCRPIe cOonserving esse un valore ﬁ*u’to.
(69 Falva dire puo darsi che quslle fu.: ziond, quantunque
divngmm infinite col numero m, tuttania i resti b, b ab-
biano per limite lo zero - Clo avverra quando la forma in-

o

determinara 0 X o= —, dovuta in taly casi ai resti mede-
o

smi g riducasi (§.27.10.°) ¢ zero. Pertanto se quel resti
Convergano in un limite nullo, potrema valerci delle serie dy

T({)'lor ¢ di Mac-Laurin q rappresentare {y sw'lu;)po delle
funzioni

f(g ~- 8), f:Z).

(70) Lrendendo successivamente per flz) le altre due
unziong

senz , cosz,
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Nel secondo esempio ( §. 23, ) abbiamo

i 1 . 2 . 3 LA 4 (rn' — 1}
f)ez) = == T — :
—~+ &2

e poich¢, aumentato m ‘ndefinitamente, cresce all’ infinito { pe
1.3, 236.) 1l valore della quantita

-20 o.o".{ -"'—'1
1 3 n 4) (1,

s S .
(1 =+ ez)"

si troveranno per [ :z) 1 segucnli valort

mi miT
sen(Ez-}-—-;Z— y COS EZ+7 >

che mantengonsi finite, gualunque sia z, mentre la m au-
Dungue si potrd concludere che i

menta olire ogni limute.
tcorema di Mac-Laurin & sempre applicabile alle funzion:

€%, ¢0sz, S€unz.
(71) Essendo
’ 1-2.3...??2 1.2.30.0 m—-"‘"I‘ m
Iim, { : ( 1= 1 — o >,
(1 4= ez ;m™*t U T ] 4-¢z

sard divergente (p. 1.4 §. 236.) la serie che ha per termine

generale

1.2.3.-.(”’—"’1)'
(=~ e2)™M o

ed ogni suo termine si troverd fra due corrispondenti di
due serie geometriche , divergent: anch’ esse , & termini delle
guali cresceranno sopra ogni dato limite = dunque il wvalor
numerico di f)cz), per m ==x , sara infinitamente grande.

Si giunge direttamente a questa conscgucnza riflettendo

che, per m > 3, si verifica la seguente diseguaglianza

[1 2.3, -.(m——‘l)]"}(m._.nm—-x,

da cui st avrad

123 m— 1 (m—1)"° 1 Y m —
(1 =4=cz)” (1= zez)" 1 -2 1 &2
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percid dovremo dire altrettanto di fim)ez) : ma poiche (§.25:
q“v) abbramo

2™ — ¢"ym=t 1 z—£z\"
(B == == == (5 ) ),
(1—{—‘82) 1 —&&d \1+:22

certo , da 2 > — 1 a z==1, sara lim. (§"")==0; e conse-
’ » Kl " -
guentemente fra questi Limiti avremo

L1 . z® z? z%
--I—z)..._....z—-— 2 e 3 ""——4——!—00-0
Rivadasi la pe 1.2, §. 241 : §, 242,

35,

Pongasi 1.°
f(z+6) =ao+ala+ana’+ azas -l—a,,a"—}-. « s g
prese le derivate rapporto 0, si avranno le
ff(.z = 8) = a, -+-2a2-8+ 3“36’ = 435,83 i adR
f”(z - 8) === 2@, ~~ 2.3a,0 4+ 34a,0+ ... ,
["(z4-0)=2.3ay -+ 2.3.42,0 - . .. ,
€CCe o o 3

e, fatto § == 0, sara

. f 1
a,=flz), a,=f(2), a,=4if"(z), 4= —f"),

ecc. * & @

Pongasi 2.0

ma quest’ ultima espressione cresce indefinitamente con m;
dunque indefinitamente con m crescerad pure il valor nume-

rico di f(m):;s.a:;.
(72) Abbiamo
1 ] 2 * o (m e 1)
(1 + a.rzjln

percio , sostituendo nella (g*) ( S« 25.), avremo

[ 5) = ==

)

m 11,

27 e gyn—t
p f('“)(sz) == sk ,\ e === 80C
1 L] Z sy o IR r\1 ...}.... z z)

(5!”) —




f2)==b, b,z 4bz® + 0325 4= Dyz" 4= v 05
nasceranno le
i) =0, 2b,z == 3b32" + 46423 o 0 o
fl(z) = 2b, <~ 2.3byz ~+ 3.4b,2% 4~ o
{z) = 2.3bs + 2.3.4b4z2 4 .+« ,
€CCo o o 5
e, fatto z =20, sara

b,=10), b,=1\0), b,=13"0), by= 5= 1"0),

1
2.3

€CCe o 0 »

Quindi se fz -+ 08) sia la somma di qualche serie con-
vergente , ordinata per le potenze ascendenti della quantit
O, e f(z) sia la somma di gqualche serie convergente ordinata
per le potenze ascendent della quantita z, certo di queste se-
rie , una coincidera con la (b), 1’ altra con la (5") (73)s

36.
T
: : P . :
Avendos: la funzione e , svaniscono ( §.29.) 1 ter-
mini tutti corrispondenti della serie (6") (74). Quindi se pongasl

(73) Dungue in altri termim la funzione ﬁz+8) y O
(z), non puo rappresentare la somma di una seric conver~
sente , ordinata secondo le potenze ascendenti ed intere i
0, o di z, salvo che questa serie non coincida con quella
di Taylor, o di Mac-Laurin.
(74) Nella proposta funzione supponesi finito e positivo
il valore di z: { termini poi corrispondenti della serie (6")
di Mac-Laurin svaniscono , perche le funzioni

£0), {0, (0, .«.,

che sono i coeflcienti dei termini stessi, di per loro annul-
lansi (Y. 29. ) Dangue in tal caso la serie di Mac-Laurin
opplicata allo sviluppo della funzione proposta, si annulla
non annullandosi la funzione stessa, tranne il caso di z == 0«
Dicasi altrettanto se pongast
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f(z):_-_.ezq-.e“ ;

la corrispondente serie (5") sara certo convergente { p. 1.28§.

i » [y - . & ;
236 ;, ma la sua somma consistera solo nel primo lermine e*,
e non 1n tutto i1l binomio

P

I
hre
et -~ e (75) ;
cloc pud darsi che la formola di Mac-Laurin somministr; lo

sviluppo di una funzione mediante una serie convergente, senza
che la somma di questa ricada nella funzione medesima (76

.
ey

nel qual easo pero il valore finito di z puo essere tanto po-
sueeo, quanto negativo. Percio non & da credere che se i
termuini della serie di Mac-Laurin si annullano, debba sem-
pre annulilarsi pure la corrispondente funzione.

(75) 8" intendera facilmente come lo sviluppo della fun-
zlone proposta, nclla qzm(e suppon=si finita e posttiva la z,
ottenuto mediante la seriec di Mac-Laurin y sia convergente ,
dal riflettere che (§. 34.) dallo sviluppo medesimo abbiamo
(p- 1.2 §. 236. )

ZRYE zn z

- ~ = lim.
1020.-(71+1) 102'!-"»] lm n+1

I \%
—z® E ('";')
~+ € R

st avra un’ altro esempio per giungere alla medesimn  pon«
seguenza ;s nel quale pery la z pelra essere tanto positiva ,
Juanto negativa , senza poter esser nulla. Dungue non ¢ da
credere cle applicand> allo sviluppo in serie di una fun-
Zwne la formasla di Mac -Laurin , ed ottenendos; una serie

convergente , debba questa sempre avere per somma la fun-
SIONne stessa.

Lm, [

=0 << 1,

(76) Se pongasi

f(z) == ¢
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DIFFERENZIAZIONI DELLE FUNZIONE
DI PIU VARIABILW

37,

S..

[l:_“‘f(x,j‘, Z,.'c)
una funzione di pi variagbili indipendenti x4, ¥, 2, so 4
Ora di queste, o una, 0 due, o pike, 0 tatte ricevano r loxe
incrementi Ax, Ay, Az, +.. lo quest’ ultimo caso dicest

Au == flx + Az, y-+by, 24Kz y o o0 =
fle, ¥> 2z, ie @ )

differenza totale della funzione . negli altri casi Je differenze

diconsi parziali. Se per esemplo cresca, O la sola x, o la sola
y , St ayranpo le |

flx + Az, ¥y Zye-0)—fT, ¥, %, I
f(r,y—l—Aj,z, ...)-——f(x,‘y,z,...)

differenze parziali della funzione p., Ia prima rispetto ad x , la

seconda rispetto ad ¥ ; le quali differenze vengono ancora €s~
presse con |

Azp., AJ’IL, e o« @
33.

Se la funzione u sia continua ( §. 5. ) rignardo a clascuna
delle &, 3, 54«0+, losara eziandio riguardo a tutte: poiché
prese le Ax, Ay, 8z, ... infinitesime , saranno le quaatita

fa Ay 3 2 ee )@ 7y 5r oo e)
fx—+Ax,y+A4r, %, v ) —flXA=AT, ¥y B o)y
f(x—i—Axa 7+Af: z--Az, ,..‘;—-—f(x—]—A.x‘,)f-i—A}’, Zyeee)s

eCC. »+ o

per ipotesi convergenti ognuna nel limite = 0, la prima con
Ax ., la seconda con Ay, la terza con 8z, .- «3 dunque nel
medesimo limite == 0 convergera la loro somma

f\x+Ax) )’+A7’, Z—l—Az, --.)—-—-ﬂx, y,-z o--),

ovvero Au con tutte le Ax, Ay, Az, «vvss percio ecc. « - o
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PongaSi (S' 6.)
Ar=i3, Ay =i, Aze==i", ...,

donde

Ax . Ay . .. Az .
lime — == lim.i, lim. = = lim.// , lime — = limJd", ...*
T E B E

e facciasi che la funzidne 11 sia continua ( §. 38.) fra certi li-
miti assegnati alle variabili x, y, 2z, «..; sebbene Ay fra

quei limiti converga nello zero, pure il rapporto
AL

potra convergere in un’altro limite, sia >, sia < 0: 1 limiti
dei rapporti
Ax Ay Az
TR
diconsi differenziali delle variabili indipendenti x, ¥, 2z, .44 ;
il limite poi del rapporto

’.!0

Au
B

dicesi differenzial totale di prim’ ordine della funzione n; e
sono indicati questi differenziali con dx, dy, dz, ..., du. ,
tal che possiamo scrivere

Ax Ay

dx —— ]]m. — hm.i ’ dy = lim. — lim.i' ’

Az Au

d.z:—'——lim-"""—::]imli", . a2 9 - 3 d‘fl.ﬂlim. “ﬁ‘—".

40.

Se una qualunque delle x, y, z, ... si riguardi qual
variabile, considerando le altre quali costanti, potranno i dif-
ferenziali della funzione . determinarsi, com’é chiaro, nella
stessa guisa che 1 differenziali delle funzioni di una sola va—
riabile. Siffatti differenziali diconsi parziali, e vengono indicati
per modo , che

ity %2y o o oy dyp, dPu, . .
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esprimano i differenziali di pr;m“ﬁ ; secondd, ecc. . . . ordine
della funzione @, presi rispetto x, rispetto ¥, eccos .

41,
In quanto alle funzioni derivate, queste potranno talmente

rappresentarsi , che le

depr.  d*y1 dyn.  d’yu.
R ) dlz g ¢ o LI ) dr ’ d]’

"-‘

dx

ovvero le

f':z{-rv Yy By o)y f”.:z{x', Jy 2y cec)g b
f’y:ix’ )f’ z?"‘)’ ”f‘:-:rq y’z,'l‘)"f“

rappresentino le funzioni di primo, secondo, ecc. . . ordine,
derivate dalla

m=1{flx, y; Zy;e0q)

rispetto ad x, rispetto ad y, ecc.... Sovente pero nell’ espri-
mere queste fuuzioni derivate, sopprimiamo per brevita le =,
ys zy e+, presso la d, ed invece delle

(]xlu‘ d gxgl df‘U. d,f‘?‘
da ’ d;c"”.’.dy’ dy""

ond()periamo le

du. d* (. é& d*u
c-;;; ’ d._L"', e ® %y dj ? dzf 3
Quindi poi sara
d . - du.
dixy.==ﬁjzi-éhx===jpxcr, Y Zy o -)tix'ZZ:ZE;(Lx y
d’x P ' . - dzf‘k ]
d’zit = dx? de® ={f'2lx, ¥y, 2, ss0)de® = e dx* ,

€CCs ¢ + »

dy du
drf’-""d;id)’_frf“’: Yy % s )dy "":'('i”;"{)’s

’y =dyfdy’—_—=f'}(x, Y 2y ves)dy? =

€CCs o « o &

d’fx
- dyv?
dy? o
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42.

Pub ancora la funzione W essere differenziata successiva—
mente rispetto due, tre, ... variabili; per esempio rispetto x,
yi TiSpetto x, y, z: ecc.... Questa specie di differenziali
parziali di secondo, terzo, ecc. . . ordine, vengono espressi con

dydzps, dedydap. , . .
43,

Sia che la funzione » venga differenziata p. e. prima rap-
porto ad x, poi rapporto ad y ; sia jrima rapporto ad y
poi rapporto ad x , si otterra nell’ uno e nell’ aliro caso 1o stesso
differenziale, [n fatti prendendo (§. 37.) le differenze della
funzione (1, prima rispetto &, ¥, poi rispetto Y , &, tosto

apparira essere
A.‘ru A, u
Ay (—-—) A ( =i
s/ 57
¢

i
fa
3

laonde venendo ai limiti avremo
(z_yd:sz. — dx(]_y‘u.-
Similmente si avra

d]dzlu. e dz-’.{j:L ) dx({sz'u‘ s dzdx"}. ) s @ (77).

(77) Dimostrato questo teorema per le derivate parziali

di second’ ordine (5 42.), avremo che nella espressione
d:rdydz. « - 4, € sempre permesso cangiare fra loro le va-
riabili alle quali s rapportano dye dl‘r]ferenziazioni conse~
cutive. Ora & chiaro che mediante uno o piv caneiamenti di
({ueytq specie , .s‘i.{uotrd in tutte le maniecre possiz:‘lz' variare
b, A ot o i
slera prz'ma condurre, mea;z'ainttjidue ianf 'HO f.xd)’dzfl, 6'a:-
‘ ceangiamenty consccutivi,

la lettera 5 al posto della , quindi permutare le lettere vy §
per collocare la v al secondo POsto. 87 pus dun que azfer:m;zre,
¢he il valore di un differenziale d-llq forma d.d.d, ... 73
ha un valore indipendente dall ordine secondo il qua[e,
Sono offetiuate le differenziazioni relatipe alle sue diverse
variabl;. Questa proposizione sussiste anche nel caso in cui

pig dzfcrcnzcaz_iom' i riferiscano ad una delle variabil;,
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Quindi manifestamente si otterranno le
dedydz « < » pzdrdzdy Q% 5. p.mdzdxd_y vo o ==
dadydee s s L==0 o 4
d?zdydy ovo p=dsdydzdz oo L= dyd?zdz . coe L==00s 04
d2xd3ydy « o o o L= dyd? zd?ydz o « oo o=
dydzd®ydady o+ o L= diydizdz o or o =0
€CCo » o o

Da cid concludesi generalmente che questi differenziali si ot-
tengono sempre gli stessi, qualunque in fine sia 1’ordine col
quale si eseguiscano le successive Jdifferenziazioni rapporto alle
varigbili @, 7, £, ¢+

44.

Poiche i differenziali tutti dx, dy, dz, -« delle va-
riabili indipendenti x, y, z, ... SODO (§.6:39) quantita
costanti ed arbitrarie , ne segue (§. 13 : 40.) che

d?edydp., di=d’yj, diyd3glh e oo

non altro sono fuorché muove funzioni delle stesse x, 7,
Z, .. sy Tispettivamente moltiplicate per

dxdydz , dx3dy*, dy"dz®, cee 3
cosicché avremo generalmente
A" d ydby oo ol =0 (X4 Yy By e Ndx"dy"dzh . e -3
donde la funzione derivata parziale dell’ ordine

—mn=h e,
sara

-

come nei differenziali daxdydzls, dzdydsdz. , ecce Rappre-

sentando poi con 1 ;1 numero delle variabili rispetto alle

quali devesi la funzione . differenziare successivamente, sard
r(r"—'1)(r“—2)oo o3.2o 1

il numero dei modi tutti ( p. 1.4 § 111 L° ) cai quali potranno

effetiuarsi tali successive di}ferenziazioni; e da ognuno di
questi diversi modi si otterra sempre lo sicsso risultamento.
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dmx nydhz e 8 9 E’.
dx"dy"dzh

e tolte anche qui (§. 41.) alla &, per brevita , le ¢, y, ¢, ovs,
gtierremo

4
PL s ¥y 2y one) =

dm-'-n+h+ « s 0 FL
dx"'dy Mdzi .y

gafx,],z,....)~

45.

I1 differenziale totale dy. della funzione & st ottiene dai
differenziali parziali

dz‘U., dy:.L, dz‘.u. 3 & = o »

Esprimano infatti
€, 5 655 B5, % o o
de1 valori numerici > 0, e £ 1; slavranno (§21.g7v1: 41,) le
flx +Ax, 5, z, cvd)—flx, ¥y, z, . ..) =
Axfelx +2Ax, y, 2z, v..),
flx+Ax, y+Ay, z,... —fx4+Ax, ¥y, 3, ...) ==
Mfylw Az, y4e Ay, z,...),
fle+Ax, y+Ay, z+Az, o) — fix 4+ Ax, Y44y, z,..) =
Azf’x(x-el-—Ax,y-i—Ay, Z4+4z,...),
£CCe + o o

la somma delle quali sarh

Ap=Azfzlz + a8z, y, 2, )+ yfy(e+ Az, y e, Ay,
.)+Azf’:{x+Ax,y+Ay, 24638z, 00 ) e ()

Quindi ( §. 39.)

Ap.

ﬁ = ifsxai8, ¥y, z, ... )+ 4=, y 410,

z, ...)—!—l.”f’z[x "+-119, y-—l—i'ﬁ,z—l—sgj"ﬁ,...)-{—...;

€ passando a1 limiti
dy.=df (x, YsZsese)=ful2, 5y, 2,...)da 4
fr(-l‘:_)’, & 9 -..)dy+f;[x‘, Y12y cee)dzrp... (k);
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lo che potra esprimersi ancora ne' seguenti tre modi (§.41.)

df_az—_d,p+d,;x+d{1+...,

(pr (]VU' O’zu.
d e ——dx i W5 i dz e
& dx A dy Y+ dz ¢ ! (h').
dp. dv do.
e -'-"—:" 1’ """"""d '
du. dxdx+dy(y+dz z +

Cioe 1l Jifferenziale totale della funzione [ di pin variabili
Z, e indipeudenti, i otterra sommando 1 differen-

X, Vs %5
ziali parziali dz@, dyfty dafly + o (78)-
Esempt.
1. Sia
x¥ — xL{y)
m - -
& senz '
pasceranno le
3x* — L
d‘U. —_— )/) dx > dy‘ o ot % d
‘ senz y sen 2
x3— xL(y
deph = — ¥ ) coezdz 3
sen’®z
donde
3x* — Lf x Y — a2l
du. = — : ‘y) dox — — dy — - ) c0szd ze
s€Enz )r seclh 3 S5CI1L S

I1I.c Abbiasi
w = (zg— V%5

(78) Quindi s ricava questa regola per differenziare le
funziont di piu variabili = si prenda successivamente il dif=
ferenziale della funzione rapporto & ciascuna sua variabile
supposte le altre tutle costanli. € la somma di queste par=
ziall d:'ﬁgerenziali dara il cercalo (Zf’/fcrcnziale totale della
proposta funzione. La stessa regola puo usarsi anche per
differenziare le funziont di wna sola variabie , quando sieno
melto complicate * st preudano in tal caso i diﬁ"erenziali di
ciascuna parte della funzione , supposic le altre tutte costar-
ti, e la sommna di questt parziali di]fcrenzia(i sara il diffe-
renziale totale della funzionce
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 gqaranno le

—V/ =
drih == (2 — Ve Li(z = d ’ dytt = — __z d
w==(z VJ’ JxLi(z V)’ Jdx o dys ZVJ’ 2

dipt == x(z — |/ y)*-1dz ;

¢ percii)

dp= Lz —Vy)(z — Y y}dx —

v M
- (z — Vyyr~dy + x(z — |/ y)=~1dz.
W y Vy
46.

I differenziali totali di secondo, terzo, ... . ordine , CiO&

ddw., dddy., ... ., ovvero d*u » @%y oo e, sl determinano fa-
ulmeutt Cosi p- € (§.45. A )

d*p = ddy = d(dzp. 4 dypp A~ dzp. 4. 00 ) =
dedzlh = dytd = daft = o o o ) = dyldet A dylt o= dytt, o o 4 &) +
d:{d s —- dyiu.-p-dz‘u.-{- et )men e
laonde ( §. 43.)

Bl = Ay 4= A A~ o . o - 2dzdy 2dzdyth Ao e
. 2a’,d;{}. ~~ e s

ovvero (§. 41: 44.)

d:: d’}L b dn*u' a dr“’ b |
dx? dy? dz*®
> d*u. d*u.
2 —=daxd 2 dxd W —dyd G i
-+ Tl XAy == - xadz = +2d7dz‘7 Z ~4-
Di nuovo

d*p == dd*p. = d{d*u. ~+= Ayl A APt A= . L

~ 2dxdyit 4~ 2dxdgit == . oo 2dyd:tt 0o )
e percio (§.45: 43.)

A= dPap 4 d¥yr 4= APt - ..

~ 3dzd?yu 4~ 3dxd?z 0 o o o - 3dyd® 1. ~~

3dyd’,fL = oo o = 3dodz . 4~ 3dydyu o~ . ..

= 6dadydes 4~ .
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ovyero (§.41:44.)

d?.
d3 ""-—"'—'-'-—-—-‘ d 2 ——m — 3D AP
» 7% * +d)r‘ i z i
d3u. dgp.
3 —— dxdy?® 3 daxdz? o .«
" dxdy? y daxdz? A2
d3 A3
3 " dydx® -3 - dydz? ¥
£k d)fdx“ yex d]ctz"‘ dydz" -+
d3n. A3
dzdx? (Z...’-'tl)/'g
6 P dzdyds +
O dzdydz: T T

Nella stessa guisa deduconsi d*u., d®u., eecoo oo (79

(79) I’ esempio segucnic servird per esercizio degli siu-

diosi. Abbiast
= f\x s Voo z),
sara (§- 45.) (1)

d 1, d dis.
—_ - d —t-dz
P c.r(x+d)f o4 d !

e per avere il valore di d°1., fard d’ nopo riunire 1 diffe-
renziali del secondo membro di questa equazionc, presi rajp-
porto a ciascuna delle variabili che contiene, riguardando
dx , dy, dz per costanl, dovendosi come tali queste riguar
dare { . 8.), per cssere le x, ¥, 3 indipendentis Lereio
(Z}/]’cren;;z'ando rapporto alla x avremo

11, d?1 d? 11,
L dp® — dy dx H - dzd
cix”fx +dyd.1:(),(x dz dx e
rapporto alla y avremo
. A1 d?u.
dx d — Ay Py
dx dy Bay = dy? AR dy 5y »

e rapporto alla z st avra

77 - du d?
LR drds - adl dy dz + il dz"
dx dz dy dz z?
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47.

Riffettendo sulle regole stabilite per differenziare , appa-
risce che si otterranno gh stessi valori per

du, d, d¥p, ecc. ...

tanto differenziando 1a funzione [, riguardate lex, 3, z,...
com¢ indipendenti, quanto diflerenziando

flx+0dx, y—=bdy, z-4-0dz, .. ¢)
in guisa che ognuna delle quantita
Xotlda, y~=ldy, z-40dz, ...
abbiasi per un monomio ; allora incontrandosi con
d{x ~= Gdx) dly ~+=0dy), d(z = Odz), o .o

ed eseguiscansi queste differenziazioni rispetto alla sola 8, e dia
vidansi per dJ i1 differenziali che se ne otterranno; cio fatto,
pongasi da ultimo per tutto 9 == 9, Ma questo peculiar modo
equivale a prendere per variabile solo G, inoltre, posto
flot+0dx, y~0idy, e+0dz, ...)= 2D e o (R"),

m—— S,

Sommando quest: risultamenti si avro (S 464 ) &l differen—
ziale totale di second’ ordine

du. d’u, A%
fi 02 s -—--‘.J dy? —pm 5 dz? =i~
da dy* dz?
d?1), =
! 24 ald: 2%, 2d7n,
' dr d ———dr dz 9= dy d=.
dxd;y‘x }’+d.1:dz(16 dy dz )d

Se . fosse una funzione delle sole due variabili x

y ¥V, I
avrehbe
dZ d?u 2(Z7p
U= e da? e —— dy® = dx dy
<5 dax” “x dy* J dx dy A

e continuando a differenziare con lo stesso metodo le me—
desime equazioni , si troverebburo ; differcnziali totali di
terzo, quarto, « .« ordine della funzione P Sara facile in-
tanto rimarcare I analogia che passa fra i termini de¢’ suc-
cesswi differenziali totall di una funzione, e le potenze di un
binomio , trimonio, ecco .. . y, sccondo che la funzione stessa
rsulti di due, di tre, o di un maggior numero di variabili.
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ed ottenute le funzioni derivate
?'\9) ’ ?”(0) 5 CPHI.(g) g 9o 0y

a fare da ultimo per tutto 0 = 0; posta dunque I’ equazione
(h"), e conseguentemente
pe=flr, ¥, Z, +0.)=00),
s; ayranno eziandio le (R'"")
"0) dq‘u- = ?WiO; , A3 == ?”r(o) y me® (80>

--(:_.\)

STRTEAS,

(80 Sara facile comprenderc il ragionamento di questo
paragrafo dal scguente suo sviluppo. Abbiast al solito

we==fx, 7, % core)s
saranno (§.41.)

f (‘r) 7’ 2y "‘)1 f, (':r) y, <y *00), f! (x, y, Z, -u), CCCe .3
x Y Z

le sue derivate parziali di prim’ ordine , relative alla x,
alla y, alla z, ecce s s 5 € pEr consegucnza

f (x—«i-éd’.r,y-i-Gdy,z—i-de,...),
(& 4+ 6dx)
f (x+9dx,y+0dy,z+9dz,-..),
(y ~- 5dy)
f (x-}—ﬁdx,y+9d)f,z+9dz,...),
(z + Gdz)
ecc. s & @
le derivate parziali di prim’ ordine della
flx =+ 9dx, y ~+6dy , gt bdz, eee)=00) a0 (A",
relative ad x =+ Gdx, ad y+bdy, & 27+ Odz, ecce
riguardate queste ognuna qual monomio : percio differen-
ziando i due membri dell’ (B'") rapporto alla sola variabile
6, dovranno le dzﬂ‘?erenziazioni
d(x’ -+ de) ’ d()f —t~ 94}") y d’z - QCZZ) y oo
escguirsi rispetto alla sola 9 ; poscia dividendo tutte per di
si avra (§. 45 (k))
¢ 0= (- 6da , y = 5dys z4+0dz, ... YAz
(x =+ fdx) |
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48.

Si consideri ora la funziope

UmF(Q, Vo §5 c60)

formata da piualtre u, v, s, ... fanzioni delle indipendenti
X,%5 2%,y 9. In quella guisa che ottenemmo 1’ equazione (i)
(§» 45. ), cost otterremo la

Sapmmtrmraston - — . - . me——

(x—i-—@dx,y—l—@dy, z—+Gdz ...)dy—{-—
(v ~+ Gdy)

(wetbde, y+06dy, z+bdz, ... )dzs -
)

(z ~~Gdz
CCCr ¢« v 4 » (”)o
8¢ in questa equazione pongasi § =0, si otterri la

¢O)=F (X, 5, 2,++.)dx + f (x,y,2,...)dy =
¥ y

f(x,», z,-..}d:—}-—ecc.md‘u,

la quale coincide con la (k) (§. 45.). Inoltre dal paragone
della (L") con la {r) si vede, che differenziando rapporto
a § una funzione delle gquantiia variabili

(eeext+ldx, y +6dy, z+0dz, c vy

st ottiene per derivata un’ altra funzione di queste medesi-
me quaniila, combinatc in modo certo con le costanti dx
dy, dz, ««..Continuando le differenziazioni rapporto la
stessa variabile §, si dovranno produrre nuove funzioni della
medesima specie , per cul possiamo a buon diritto concludere,
che le quantitd (1) sono le sole variabili contenute tanto nelle
¢5), 9'8)s quanto nelle

@@y "0y e . e
indicando n qualunque numero intero. Percio le differenze
) — 90), ¢'0) —~ 2(0), 2" — 9"(0), s, o)) — oln)(0)
uguaglieranno appunto gl'incremenii che ricevono le funziond

o0)=pn, ¢(0), ¢"©, ...., ¢(M0),

quando alle variabili loro indipendenti x y ¥y &y 0e eny SL
attribuiscono gé'z’ucremcnzi infuiitesing
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Flu+Au, ved=-Apy,y s=As, « 0 s )—Fu, vy, s, ¢.0)=
AU = AuF'slu-cAu, v, 5, v o) o= AF'Vu -~ Au
vt Av, sy ee ) A A=A, v Ap, s-23As, ce ) e

Axﬂgflx, A}'mGd}’, Az::uc(z,z, * s 00 »

Cio posto, se facciasi convergere 0 verso il limite zero , a-
vremo (8. 6. ) le seguenti uguaglianze
0Y — (0) A/ 0) A
. : ¥ . fa . ‘
]lmo ?'— — llm- ——— llm- —— T d{).. —_— @,{0) 3

6 9
J0)—2'(0) .. Ay(0)

lim. g e Ilm. L

0

O

7 == ]im. '——'0-- ==
ddp = d*p. = ¢"(0) ,

?H(Q) — 1;9”(0) . A?”{’O)

; 7 == ]im. ; "

lim

CC.Can %% %
r(n—-l)fp) — r3(n=1)7() An(n=1) . Adn—=1
ot I cii. )—-slim. 4 (O)ﬂllm. S

0 g G
dd!;—-lzj_ — drz{J' — 99(!2)(0).

lim.

Percido st avranno le
¢(0) =du, ¢"(0) =d?*n, ¢"(0)=d., «...,
o)) = dni, ;

dunque per ottenere i valori din, d*im, d3uw,y .o, dmu, tanta
¢ differenziare la funzione (4 riguardo le x, ¥y, 2, «eu,
consuderate indipendenti quanto differenziare la (h") se-
condo U indicato metodo ; laonde i differenziali totali della
funzione ., si avranno dai valori particolari che ricevono
le funzioni derivate

'l 'y My

995 9"'5), ¢0"(0)y coas @(m(b) ,
nel caso in cui la variahile § svanisca, lo che rende pit
sr_my/;&a la ricerca deoi differenziali medesimi delle funzioni
e pu variabldi indpendent:, questa riducendosi alla dif-
ferenziazione di una sola variabile scmpre la stessa.
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poi diviso per 2, e passato ai limiti, si avra ( §.39.) il dif-
{erenzial totale della {unzione U ecost espresso

AU =1"Vu, v, s, .. Ydu+Fyu, v, s, «..)dv-4

'S, W, S ) ds e,
che ancora potra esprimersi nei tre seguenti modi ( §. 41.)
dU =, U 4=-dyU +~d, U~ ...,
d.U d,U d:U

—_— ey m—cn : d i LI
ol t du ~+ dv dy ~+ ds ’ ’ ()
dU dU dU
AU = —~du 4 —dy 4= ——ds =4~ + 4 . ,
du dy ds

I differenziali
du, dv, ds, ...
vengono determinati dalla (') (§. 45.)
Lsempio
I.° Sia
2 e S s e
sara
dlU=du, d)U=dv, dU=ds, .cs:
e percio
AU =du=dyve~ds == .+« 3
I1.° Sia
U=uvs...;
sara
diU=ws..edu, dU=us.eidv,dU=upve.ods,...;
laoude
AU —=vse.edutus.codvuy...ds ==., .
{II.° AbLiasi

| B
Vas
sara
] du | ey
duL‘r —_— =y dVU — ;
.o
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quindi
JU = du miu L v —: u_dv )
v v v
IV.° Posto
Ue=uv;
sara

duU == vuv='du , dyU == L(u)uvdv }
e per conseguenza
dU == vuv=du ~~ L{u)urdy.

Dunque le regole gia date (§. 8:9...) per differenziare le
funzioni di una sola variabile, va]gono ancora per le funzioni
di piu variabili indipendenti.

49.

In quanto ai differenziali della funzione U di ordini pin
elevati, cio¢ 4°U, d*U, ... abbiamo p. e,

dU
daU "'"ddU — d(—“du+__dV+£dS+o . o)o
dy ds
dU
Ora poiche differenziando 7(1“ successivamente rapporto alle
i
4, v, s, ..., ed ugualmente operando sugli aliri termini
dU dU
'Zz_dv -E_;'ds ’ L LR )
si ottengono le
dU d*U dU
d -d_u-d“)zdu du +ddu,
AU 2*U dU 42U
( dd) — dﬁdV g * ey du :{—;— (IV dudv dudV,
dU dU
----dv)—- dvdv"“’
cosi avremo
d*U d?*U d*U
d’U = du® - ——dy*® -+ = ds?

du® dv ds?
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d*U d*U Ad*U
dudvdudv-i— 2duds duds =4 .. .+2dvds

dU dU dU
+dudu+dvd V"i—v———d;d._s‘—}- (h),

In simil guisa ottengonsi 43U, d°U, ecc.s. . (81)

dVdf'{"o'o

- 2

m- - - i . " e

(81) Dunqgue la regola generale per differenziare una
funzione U di funzioni, ossia una funzione di variabili tutte
dipendenti, consiste nel differenziare la U in questa medesima
ipotesi (§.48: 49.), e poi nel dedurre il valore dei differen-

ziali
du, di»’, d.f, €CCs o « s 4 d,u, d’V, d”, €CCs » 0 »

dall’ equazioni che legano le funzioni, ovvero le variabili di-
pendenti u, v, s, ecc., alleindipendenti x, y, z, ecc..,
seguendo le regole dimostrate (5. 45 : 46.) per differenziare
le funzioni di piu variabili indipendenti. €ost avendasi

U:F(“? Vy §49 )
in cul

(&) u=fx, 7, z), v==0(x, Y, z), s=V¥(x, y, z)y

sarad
dU dU AU
dU —= —du - -
T - ay e des
d*U d:U d*U
d T d z )
T u® =~ e p¥ - ds? =4~
: 24*U 240U 27*U
d*U = du dv ——dvd
du dv “wav du ds i ¢ +dv ds vas
dU dU
a1 Y g
u dy ds

ove st dovranno sostituire i valori di du, dv, ds; d'u,
d’v, d*s, tratii dalle (g)
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DELL'EQUAZIONI DIFFERENZIALI

50.

Pongasi che la funzione
UesTFlu; v5 855 vos)
o riceva un valore costante G, o divenga == 0, cosicché abbiasi o
U=C(C, ovvero U=0:

in ambedue questi casi valeranno le seguenti equazioni diffe-
renziali

dU=0, d'U=0, d&*U=0,... (82)

Nell’ attuale ipotesi poi dovri una, per es. z, delle quantity
potest por dc ) P -

u, v, S, .., riguardarsi per funzione delle altrce v, s, . .43

percio du, d’uy oo ., diverranno (5. 48, W 5. 49, 2V )

du diu d?u d’u
—_— = ® ¢ o We——treal d z "‘"“"""d 2 e 8 «
o b gy B asey SR d e
d’u du du
;._ 2 d d * 9 e dz e azz & & 0
g vas - +dv v-—I—-ds S i ’
€CCCe

Se le variabili v, s, ... divengano indipendenti, si annul-
leranno quei termini che hanno per fattorr v, d%, ...,

A5y d35, v e (83).
51
Data per es. la

p=flx, y, z, v o) =0,
per la quale dp =0, ovvero (§. 45, ")

<N . ] 0+ . li)
——l - L — Lo ¢ * g 2 s o @ 1L
dx dy s dsz + 2

(82) Ferranno iali equazioni giustificate senza pic dai
riflettere che il differenziale di una costante (5- 8) ¢ scmn-
pre nullo,

(83) In questa ipotesi esscndo (5. 6.) @ differenziali
dv, ds, ... quantia costanti, saranng i Jadteri suddetii (. 8.)
clascuno cgualc a zoro.
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se la z si rizuardi come funzione implicita dellealtre x, ¥, ...
mdlpendLnu, poiché in tal caso abbiamo

dz dz
dz e d & s =
T dx+d)r Ly -t~ »

percido 4 a sostituzione fatta nella (z), essa diverra

du.  d ;J. dz d ’L dz
(_ —t )x—-}_( d)f—i—...::O...(i’):

dax dz

similmente (§ 46. ) avremo

d*z d*z d?z

a? z-—-(—l-;—dx +dy dy® == . . -+2dldydxdy+...
Pereio 'equazione differenziale d?p==0, ovvero (§. 46: 49.) la
d? d*u . d .
:{—;-clx —-I-;Z—;-;d}f +(_Z? A L
-2 (Zg‘g daedy 42 4’ dxdz e .. }y=20
dady dadz
* 1.

d.
z ’d.z . & 0 -""'""'d! {
dydz “res " dz (84)

sl cangera nella

((Z"u. (]”u ((7” ) 9 (Z’lu; . dz 5

4 2

{z® Ndw daedz dx
du ) dx? e D dz d""u
dz d.z, (d.:t, d)r dz? -
d?1. ‘o dz d?u, dz

~+- i
d.xdjf d.L(l.?: d)r c{yd*’ d£+

| . - &)
s A’z

ZL . )d.,t,dy —t— (
dz  dax

dxdy d}f
d?1. ,dz d’1. dz
dz* :Z;.) b dydz {i’y +
le d’z
dz d) dy?
€CCe v o o

(84) In questa equazione si trova il d’z, perche la z ¢
varmbdo dipendente , ossia ¢ funsione delle &, ¥4 « o
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52.

Poiche¢ nelle (¢, ", ecc. §. 51) si hanno «, ¥, «.., ®
conseguentemente dx, dy, « .., per quantita {ra loro non di-
pendenti, avremo

du. dy. dz .

cT.a; + dz dx )
2
(Ip._l“d‘u iz 5 '
:i; dz dy 7
EcC. . o -,
d’n  d’udz \"* A’ dz du d'z
dx® = dz* E:r_) I+2d.:rdz.d.:r} ' dz.dxzﬁo’
dz dz d*u . du . d*u. dz ; a’y dz
dx Z;.Jz’. " daxdy d.rdz.g.; I dy(lz.dx_‘r .
| d IR ({a)
.P‘. mo,
dz dxdy
2 d’l ydz~\* d* d d d?
Pu dweiy g e de dr_,
dy* ' dz* \dy, dydz dy dz dy*
€CCo 0 o o

oich¢ le medesime {i', /', .. .) debbono generalmente sus-
sistere (85). L’equazioni diffecenziali (¢, , ¢,, ...), e quelle

(85) Dungue dall’'aversi p. =20, non solo abbiamo (§. 50 )
df).:O, d’h =0, d®ue==0, ecc. ...;

ma di pit ¢ coefficienti di clascuno dei differenziali parzia-
li, che compongono i total; du., d’n., d3yu., ecco oo o risul-
tera nullo. A questa importante conseguenza si previene
anche riflettendo che il coefficiente differenziale di dx
nella (') rimane sempre lo stesso , considerando p. funzione
tanto delle sole due variabili x, 5, prese le altre per co-
stanti , quanto delle variabili tutte x, v, 2, u, « «x; ma
nel primo caso quel cocfliciente (§.59) ¢ nullo evidentemente,
dunque tale sara pure nel sccon:o. [nolire consideran-
do @ qual funzione delle tre sole wariabii x, v, z, tutte
le altre prese per costanti, saranno ( corfficient’ differcn-
ziali, uno di dx , ' altro di dy , quelli che sarcbbero con-
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che provengono comunque dalla combinazione loro, diconsi pars
zialie

53.

Equazioni siffatte possono adoperarsi ad eliminare le quans
tita costanti, che si trovano in una data equazione, come si yede
nel sotto posto esempio.

Abbiasi 1’ equazione

2* ey +bxy)" A= 0;

da cui facilmente si ottengono le

Zz[x—f—y}—}-zgmo, ay+b(x+y)+z%.m0,
dalle quali, e dalla data nascera
dz dz
z'—~— 3 x2:+72}- —=-c =0,

ove non appariscono affatto le costanti @, &5 (86).

e - e e _—

siderando . funzione di tutte le 2, y, 2, U, «o-3
ma nel primo caso ciascuno dei coefficienti medesimi & nullo
evidentemente, dunque lo sard pure nel secondo. Continuando
‘questo ragionamento si terminerd per dimostrare la esistenza
tanto delle (i,), quanto delle (i), e di tutte le altre simili
equazioni differenziali parziali, che nascercbbero dalle

d*p=10, d*u=0, ecc

(86) Per maggior esercizio addurremp qui un secondo
esempio di siffatia eliminazione, la quale con molto vantag-
gio si adopera nella geometria elevata. Se abbiasi

po = (gx ~—~N)* - (cy —e)* + (az—b)" =20,

sara
du. , . du au.
~= = 2glgx —h), —==2elcy —¢), == 2a(az— 3),
ed anche
{lglu“ T dsF’ ) d,lu' s
o =R pE = pa= 2
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S’ intende poi facilmente che supposta una equazione &
tre variabili @, y, 2z, avendosi dalla medesima due equa—
zionl (i,) di ordine primo; tre (z,) di ordine secondo ; quat-
tro di ordine terzo; . .. ; n—41 di ordine n.o; ed esscndo
il numero di tutte queste differenziali equaziont espresso ( p. 1.4

§. 202.) dalla

23wl =S5 (1) = (""*—:)(;?’_Fz) 1,
d’w dz d? . dz d?u
—_— J_—__, Py a!a___, i p— 0.
dz dx dx dz (Z/ dy da dy

Sostituendo questi valori nelle (1,), {i,), st avranno le

dz
g(g.:!:'-——h) —— a(az—-—b) — =0,

dx
clcy — €) =+ a(az——b)-—?f m= 0y
dy
> 37 dz \* X A’z 0
a — = ——
g d.L') = a(a J duca y
3 dz dz ( 5 A’z "
a—e — az — (
dx (f}f E / dx dy '
dz\? d’ =z
* 2 — - — Z) e == () 4
¢? -~ 3a d}f) ~+ ala )({)_2

Di queste, le prime due, combinate opportunamenle con (@
data , producono la

(ZZ ? bt dz i 2z _n
a’*c*( — ) ~=~a’g’ - b o?c” =20,
d x e d}’ v

L] - . ] i - 2
da cui, mediante le ulume tre, facendo scomparire a”,
c*, g, st ollerra, dopo tutte le convenienti riduzioni , la

dz d’z dz d’z (2(3"’3 dz oz ({234) -
(;2-; ) d.rz dx ) (Z_x' d}.—) d)rz (llx‘ (l}r d.x- CZJ_F

dz d%z rdz d*z dz A’z

S 20,

4y dz* \dz dy* dy dxdy

senza veruna costarntee.
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{»crcib da esse con la data, potrh ottenersi una equazione dal-
ordine n«mo, priva di

(7~ 1) (n = 2)
1.2

—

quantita costanti (87).

Similmente (p. 185 223« 224.) data una equazione fra
quattro variabili, essa produrra we differenziali equazioni (i,)
di ordine primo; sei (z,) di ordine secondo; dieci di terzo;
quindici di quarto; «.-.;

(n 1) (n =+ 2)
2

di ordine n.mo; ¢ conseguentemente il numero di tutte sara

(12— 1) (12 == 2) ‘71 == 3)
1.2.3

- 1.
Per la qual cosa potra da esse con la data ottenersi un ecrua=-
zione diflerenziale parziale dell” ordine n.ome | priva di

nea=1"n-4+=2)n-+3)
1.2.3

costanti (88).

(87) Poiche una prima differenziazione della data som-
minisira duc equaszioni differenziali parziali (i) di prin’ or-
dine ; unea seconda (z.’z'{fcz'(fn,:J{fz:.iom? della medesima porge tre
sunilt equasziond iy di second’ ordine; una terza ne da quat-
tro i terz ordine : e cosi p:*ocr;dcudo sino alla n.ma r.fé/f"cf-—
r:enz[a:sionc , dalla quale si otterranno n ~=1 equasion: (Zz'f'-
{erenziali parziali dell’ ordine 1o ; pereio sommando la pro-
gressione geomcetrica da 2 sino ad n—+4-1, e riducendo, avre-
o facilinente (I numero di tutle queste differenziali equa-
{:zor;{ CSPIesso come sopra ; mediante le (/u.a(i si potra | p. 1.2
Y 128, ) eliminare dalte data un cgual rnumero di costanti.

(88 Per wvere in guesto caso il numero di tutte U equa-
swone differcnsiali parziali, dovra sommarsi la serie

3, 6’ 10, 15, L B I

che (p- 12§ 223.) La per termine nJmo



o6
Generalmente data un equazione fra m variabili, potra da essa,

e dalle derivate parziali, dedursi una cquazione simile di or-
dine n./m°, senza
n4-Rr4+2n4+3)... n4+m—1) 4
1-2&3...“7)——“1)

delle costanti comprese ne:la data.
54.

Mediante le stesse differenziali equazioni, possono elimi-
narsi dalla proposta le indeterminate funzioni, se la medesima

no contenga.

Esempi,

I.° Sia
p=flo¥), , 5, 21=0;
rappresenta v una data funzioue delle x, y indipendenti ; ©

¢ una funzione del tutto arbitraria : fatto

9;")7""3
poiché abbiamo
dr dr dz dz
— —_— z = —d —d
drzdxdx+c/ydy’ d dx x+d'y r»
sara
du. dr d du. dz
———— B —— AT —'-‘v'—".--—- d !
dr dx d.x,+dz .1) aia
dr du dp 4 =0
d ! z
dp dr :1__*_ >, )dy,
dar d)f dy dz d)f
onde
(n— 1) (n =+ 2)
2
2
e per somma
11 t (nod1N(n~+2)(n <4 3)
— n—4-n'- nd = ~—— - — 1
6 6 1:25

dunque ec.
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dy. dr " du N du dz 0
dr  dx dx dz dx ’

£’ poi
dr o dy dr " \du L
'c‘i‘;‘-—',\";i“‘;a (‘G""“ W ;%; (8975
quindi
o du.  dv | du. 1 du. Az
A G de ' dx | dz de 0

& ) (Ziu' (ZV ‘ (Z.'U' - d‘U‘, (Zz
i dr dy | dy dz dy

=0,

Ora da queste dac equazioni, e dalla primitiva Uo=10, elimi-

!
e C-?LJ:- o' (v}, perverremo ad una equazione differenzial
’ dr?\np A : K ne dilerenziale

parziale di prim’ ordine, priva delle funzioni arbitrarie (90).

)
!

nando oW

——

(89) Il differenziale di una funzione di funzione »'v),
essendo (§.7.) ¢'w.dv, certo ¢ che qualungue sia la varia-
bile indipendente, rapporto alla quale s voglia eseguita la
d.'ﬂ"erefwiazione di Qv,, sempre il cocfficiente differenziale
o prima derivata g:' v, sara la stessa 5 poiche la derivazione
sé riferisce solo alla ferma » della funzione primitiva, e
non alle variabildi comprese nella v, aliv guali pero si rife-
risceil difforenziale della v medesima, cie dovra esscre preso
(5. 41.) rapporio a quella variabile, rispetto cui st vicole dif-
ferenziata gvi. Cio basta per comprendere chiaramente le

Pl

die superiori ¢quazioni.
(90) A particolarizzare questo primo esemplo pongasi

H:?(V\.—-—z:(}, v::ax..*_{,v}_»’

/

SGra
—, —— / -
laonde
dix ¢ 1 , dv d. dy
—— o — £ e T Y —— g0
? y ’ N
i b= dr dx ] ol TV
"y



0g
11.° Sia
- 'f !’ F} -
b ey .’{:'.\V) + LlJ\l :} "

esprimono ©, < due funzioni indeterminate, v una data fun-
zione delle 1ndipendenti &, 9.

dy . o dy ,
—=0b, G—=¢{y)— =00'(v);
dy dy dy
¢ sostituendo questi yalori nelle duc ultime equaszioni, avremo
, dz N dz
2045y) —~—=—0, 26" v) — =,
' dx ‘ dy
dalle quali, eliminando ¢'(v), si avra
dz iz
(1):..5"—“‘_“""‘_:0)
dx d'y‘

einazione libera dalle indeterminate o), ¢{v), ad elimi-
nare le quali ci valsero i solt differenziali parziali di prim’or-
dine , scnza bisogno della primitiva [.== 03 ¢ cto n grazia
della particolar Jjorma di questa. Qui non tralasceremo di os-
servar:, chela (1) si veriica per qualungue valore di z, nato
dalle diverse forme che si potrebbero dare alla funzione 2, co-
me facimente potra yer:;fz'carzf.é ne’ segucnlt casi partz’colaré ,
. ax + by
% o e 5).')" , z—e¢ , Z==sen ax by}, ccc....
Ihinque la (1) racchiude in se il criterio per esser certi, se
Ui dato composto di due variabili a, Y, Sta o no funzione
{..lzf ax —-by, cioc se tale composto si possa o no trasformare
(i un aliro, contenente la sola variabile v, Guante volte ponga-

si v == aw—+ by, Se norassimo p. e. U orwgine del polinomio

z==a’x” - 2abxy <~ 07y?

determinandone i coeﬂi’cienti d{ﬂ’crenziali

d= =
—_— 24"y 2aby , —— 2
e -+ 2aby e 2abx - 207y

¢ ponendone i valorinella (1), essa diverra una identiciti, o
sarciueo certl, che il trinomio proposio ¢ reatmente funswne Jf
ux —=0y , lo che per altra parte si manifesta , esscndo

a’x” —- 2abxy + b*y? = (ax ~+ by ).
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Prendendo i differenziali parziali della proposta, si ave
dz . dv N
T T PR N SRR~ Sl ey
dz ’,(\dv'_l‘,, _dy
dy--f:r]ou;;}- ty(v;dy.
. _ 2 . dy :
di queste la seconda, moltiplicata per —5.» sottraggasi dalla
v 4
. L dy
prima moltiplicata per Ti}— , mascera
dz dv 1z dy o dy
. — == ¢V, ¢ = o ¢ s (m)e

dx dy dy dx ‘ dy
Presi di nuovo i differenziali parziali della equazione (m), ot-
{erremo |

d*z dy d?v dz d?z dy d* dz

da* dy + dady " dx dady “dr T dz dy =
0 a7 e ga'(v“!-fg-i . -(—{t-
M dxdy "dx dy ’

d’v dz d*z dv d’v  dz d’z dv

d)f’ dx dxd)' ) dy dxdy ] dy dy?* dx
d?y Y dy )”

A

Nl A

climinata poi da queste la ¢'{v), nascera un’ equazione con la
sola indeterminata ¢v). Poi dall’ equazione cosi ottenuta , € dal-
i (n), si potra eliminare ¢v), ¢ per tal modo giungere ad

una equazione differenziale parziale di second’ ordine, scevra
delle funzioni arbitrarie (91)

A ——.

(91) In questo secondo esempio due sole differenziagioni
bastarono ad climinare le {unziong indeterminate, senza n ep-
pure il soccorso della equazione primitiva , e cio per la sin-
golar forma di essa. Folendo pot maggiormente particolg-
"are L escinpio medesimo pongasi

po—

x b
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5’.-#

o

Poiche ripetendo le differenziazioni s’ introducono nell’e-
quazioni nuove arbitrarie funziom

f 1 r " .
?’?,...,4}’¢’...§

vedesi da ognuno che, per eliminare siffatte indeterminate, n-

chieggonsi piu equazioni, di quello sia per eliminare le costan-

-r

sara
dy 1 dv ¥
L
dy X dx a2

e per conseguenza la (m) si ridurra nella
1 dz y dz 1 ,
e O d—amdE ”, (2 ICIEE (m)e
xr dx x*  dy & o)

Inoltre avremo

d?v 1 d?y 2y d*v
- -, I et 0,
dx dy x? dax? as dy*

per cui le ultime due superiori equazioni st ridurranno cOsi
1 d?z 1 dz y d'z 2y dz

e ’.___.‘ [ —— N il

xr dx? x® dx x* dady x> dy

1 ) Y
1 d*z 1 dz d’z L
-f-----——-——l——)—:. =—;—99=\V);

X . dxdy x* dy x® :i;-; x

dalle quali eliminata ¢'v), avremo le

o s y  dz d*z d’z y? d’z
T T dy Y T £4 ([.:L‘d; * ;f}_;
Ora fra questa, ¢ la (m'), eliminando ¢'v), avrcmo
,d'z d’z , 2’z
rj;-*_zxydxdy -y dygﬂoa

af/uazz'ome dfﬁerenzf.zle parzialc di second’ ordine, del tutte
priva declle arbitrarie funzioni.
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51 (92). Generalmente se 1’ equazione l;;rinﬁtiva fra mn variabili
Z, ¥, &,ee., racchinda p funzioni arbitrarie

Yy (f"; s o o
da eliminare, I’ equazioni parziali di prim’ordine, oltre le

Oy Yy Aae-e

conterranno ancora le

I’ equazioni parziali di sccond’ ordine conterranno di piu le

t P} I3

? > (.‘.') 3 Z 9 ® s o
e ¢OSl appresso, tal che
p(rn—+1)

esprimera il numero delle indeterminate funzioni (93), che
nella equazione primitiva, e nelle derivate parziali, protratte sino
all” ordine n.Jo, si comprendono. 1] numero poi di tutte que-
st* equazioni ( § 53.) sara

(92) Cosi poiché una funszione indeterminata 9, sommi=
nistra per ciascnun ordine un diverso cocfficiente differenziale,
anch’ esso indeterminato , dovranno pel second” ordine averst
tre indeterminate relative a una sola funzione p; cioc que-
sta, o suo coefiiciente differenziale di prim’ ordine ¢, e
quello di secondo ¢'' 5 se ne evranno per conseguenza set per
due funzioni ¢, ¥; e siccome [§.53:) quando le variabili
sieno tre, x, y, 3, il total numero dell’ cquazioni é pari-
mente sei , non si polrd generalmente in tal caso giungere ,
per via di eliminazione, ad una risultante priva di tutte le
indeterminate , salvo che per circostanze particolart non pos-
sano eliminarsene piu n un tempo.

(93) Poiche qualungue delle indeterminate funzioni con-
tenute nella proposta, ne somministra per ogni d:fferenzia-
zione un altra, sempre diversa; & chiaro che differenziando
n volte, avremo prodotto np funzioni arbitrarie, che som—
mate con le p della propesta formeranno in tutto

(7~ 1)p

funzioni arbitrarie da eliminare , per giungere ad un’equa-

zione finale , affatio senza indetermi nate.
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(71—4—1}(n-4—2)(n—+-3)...(n+n3——1).
14263 .eem—1) ’

dunque dalle medesime potra dedursi una equazione parziale
dell” ordine nJmo, priva delle funzioni arbitrarie, quante volte

abbiasi

(na=1)n4=2)(1t~d=3)e.. ' Am = 1)

n4+1)<
p ) 1-2030-.{”&"—"1) ?

OVYETO
n4-2)n-43)eec.n~4+m—1)
P < ——
1.2.3ce0 i —1;

SUppOHgaHSI p- € solo tre variabili @, », 5, ¢ percio
m == 3, si avra

n 4+ 2

p< 5 e conseguentemente n > 2p ~— 2.

Si1 dovranno cio¢ prerarre le differenziazioni sino all’ ovdine
2p — 1, affinche¢ le funzioni arbitraric sieno del tutto elimi-

natc.
Fatto inoltre p =2, si offre I’ ordine terzo. In fatti (..

54. 11.° } nell’ equazione
z = x0 (¢) + ¢ (v)

abbiamo p == 2, quantunque sia bastato continuare le diffe-
renziazioni sino all’ ordine secondo, senza piu: ma dipende
cio dalla particolar disposizione dei termini dell’ equazione , da
cui nasce in quell’esempio, e negli alri siouli , che per certe
operazioni dispaiono insieme piu funzioni arbitraric.
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MASSIMI E MINIMI VALORI DELLE FUNZIONI
DI TIU VARIABILI.

56

Rmuardo alla funzione =5, gia considerata ( £.47.),
¢ chiaro (,he pel valor p'utu,o]'m' f =0, nelle cuai pmssimim
qu])pomamo essere la stessa ¢%) continna, non puo la 2/0)

ricscire massima 0 miinima (94; s¢c non abbiasi vigente (S 30.)
I’ equazione

(0) =

Aflinch¢ poi la 2 (0) sia rea]mcnte massima o mwinima, fa pur
d" uopo, che sia costantemente nclle prossimita stesse

93!:9) — < 0) < 0, ovvero 0-’“ —z0)>0:

u{:\

nel primo caso f”[)) riesciri cerlo massima , ntl secondo minima.
Posto ¢io 5" intende subito { 5. 47. 4" ) che la funzione

f_}", Z,-..)

ar

== f{x,

delle variabili 1ndipendenti 2, », 2z, .. .., non diverra mas-
sima 0 minima, s¢ non per tali valori particolari @, , ¥, ,
5.y« -, chesostitniti nelle &, 3, 5, « o, venga soddisfarta
I equazione

(Z‘U. == 10 2

poichic a questa deve soddisfarsi qualnngue sieno dx, dy,
ds o o quantita fra loro indipendenu, percio dalla du =0
nasceranno (L. 40,40 ) I equazioni

04 Quando una funzione di pin variabili indipendentd
Xy ¥y Zaeeey riceve un valor particelare, ma rcale , che
supera tutte ‘fw’;' altri « L provsime, ollenut: r‘ﬂ(zvc ndo variare
W oy F0 B iows W poc hissimo, in piuw, LZ inomeno, quel
}nu/ul)fm welore della frinziae dicest un massimo t dicoste
pel contrario wn wmiuimo guate volle o medesimo sla tale,
che rUnRan g U.,Iumn @ tutiin sl alord ad esso vicinissuni, ed
ottenuty nella stessa guisa. I pol facile rilevare da quanto
s‘:'f-'gm’ , che la ricerca dei nvassime ¢ minimi delle fun;z'om'
di pin variabili , si riduce alla ricerca dei massimi ¢ manant
delle funziont di una variabile sola.
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d . L au
—— P N — 0 Y . 0 [ od PR I \ -
da *d y ' dz y €Ce (g "

dalle quali si avranno i valort x,,, ¥, Zps e o) che potranno

render massima o minima la funzione 22
Aflinche poi la w divenga realmente massima o miuima ,

fa d” wopo tuolire che, nelle prossimita di L = 0, sla costante-
mente

flo, 4 b6dx, ¥, +0dy, z,+5dz, «s.) —
[ %y Yms Snio eoe ) << 0,
ovyvero g
flx, +65dx, v, + 5dy, g == bdz, .o ) —
f(xm,ym,zm, cee ) > 0,

qualunque in fine sieno dr , dy, dz, «. .; certo nel primo
caso Ja u sara massima, nel secondo ninlmae

Esempio.
Se abbiast la funzione
n=uxy (3a—x—y),

si avranno le

!l
d
W e {3a—2 ) =0
dy B 2 4 ’

donde

."X.‘m == a, ym-_-_-:a.

La differenza poi
(ax,, =+ bdx) (y,, = Gdy) 3a — x,, —bdx — 3, Gdy)

- xm)lm!\Ba — Ly __)/m) ?
ovvero la
—al? [ {dx +dy?* —dxdy ] — 5 dxdy ( dx +—dy)

( comunque sieno dx , dy ) rimarra nelle vicinanze di 0 =20,
negativa se @ > (0, positiva se @ < 0 1 valori pertanto

xm_“:a) .ym:a

S R
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renderanno (4 un massimo nel primo caso, un minimo nel se-
condo (95).

576

Se fra le variabili @, ¥, z, ..., il numero delle quali
suppontamo essere k, sussistano [/ relazioni, espresse per le

ve=0, ue=0, s==04 045

rimarranno k —/ variabili indipendenti ( §. 1.), e percio al-

fprm -
(95) Propongast per un secondo esempio la funzione

p=ax® +bxy < cy® 4+ kx 4 hy 4+ ¢,

dalla quale si avranno le

du,
T::Zax—]-—-éy—{—k == 0,
du.
-(—1}—25.2:‘-}— 26}’—1‘—}!20,
donde
2ck — b1t 2ah — bk
2 =

i

b* —dac’ '™ T B Zdac

Inoltre la differenza
QX+ bdx) + b(x,, 4+ 6dx) (y, —+ 5dy) + (Y pp =+ bdy)*
—_— }i(xm - Gdx) 4+ Ry, Ldy) +g—ax®, —bx

m) m

|

—cy*,, — kx, — hy,. —g

(adx® 4= bdxdy - cdy® 5*

dac — b
4a*

|

5 x
[(di‘—-{—-i—;-dy)”-—}- -dy”]ag’,

sara costantemente positiva , se abbiasi
dac —b* >0, ed a >0,
Costantemenlte ncgativa , se otlengasi
4ac — 6> >0, ed a < 0.

D . . L) ) *+
unque la @ pei valori Ty ¥Ymy Sara mel primo caso mi-
Muna , nel secondo massima.
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trettanti differenziali similmente indipendenti, cui dovra I’ es-

posto metodo applicarsie

Esempio.
Pr0pongasi la funzione
=y A=z = .,

e fra le variabili 2, y, =, ... siavi la relazione

aa:—-t-l))* e CT e s o = [L.

Avremo
du == 2xdx + 2ydy 4 2zdz~+ « .
€ COsl
adx + by 4+~ cdz+ « « . = 0,
ad.r —t Z)(f)f‘ ~4 e e @
dz —_— P
¢ 4
1
Per lo che

4-——2(.:::'-————- d.r—i—Z(}f————-—-)(Zy—}-. .

€ COIISEgU‘EIlLCHlelltC

' A, bz
(Yo, 22 (=) =0,
v dy ¢

.

donde

as bz

xm—-———’ }’m"_‘-"1.-.

c C

Non altro fa d° uopo ad intendere che si avra
ch ah
Tm T T s - ’

ok a4 b*4c?+ ... a’ -
bl
g 5 ,..‘
7'?1 ‘Lz_*__bz__*__‘c +...

—f—

Ma la differenza
(€, = Gdx)” (rm—*— Oy = (2, Udz)” oo e

2

—

m )/ mo o~ m S }

|
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Pr—y
Pt

2h9
a® 4= 0% - c* = . v

adx A= bdy 4=« . .

(adx—}—.])dy—}----
—c

) —+ G} (dx? -
c

adx =+ bdy -+ .. .)’

e (e

adx - bdy ...

6 | dxe? - dy* 4= . . . ;ﬂ( ) >0 (96 ;

¢
dunque i valori a,,, %,., .+« rendono minima la

h?
;L__:x:f}1+y3ﬁl+zulll+...=a2+bz+ca+... (97)'

58,

Nel determinare i valori massimi o minimi delle funzioni
di piu variabili, posstamo valerct del differenziali di vari ordinj.

Riassunta (4. 55.) la funzione ©9), corrispondera un mas-
simo od un minimo ©0), al valore 9 =90, quante volte sia
¢\0)=0, e delle alwe derivate (§+31.)

95'”‘:0): 99!”‘;0) ’ ?W(O) y & -

la prima che non si annulla sia di ordine pari. Esprima ¢(27) 0)
questa derivata ; sara 2.0) massima, o minima, secondo che

abbiasi

©(2r)0) <, ovvero > 0.

Cio esposto vedesi da ognuno (§. 47, L"), che la funzione

\96) La differenza qui calcolata riducesi a questa for-
ma, con climnare dalla medesima il d- , mediante la

adz - bdy 4+ ...

C

dg =
b‘-ﬂ

sopra dedotta.

(97) Sc riducansi a tre le variabil; Xy ¥y S5 wuw,
e se rappresentino coordinate ortogonale, la radice quadrata
di questo valor minimo » rappresentera evidentemente g plu
corta distanza , dalla orgine delle medesime ad un piano
ftsso {p. 2.4t 182 1V.° y facendo ivi z' = y ¥ =0, z' = 0. )

-~
il
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f(x’ Y s Z,-«-,T)

delle variabili indipendenti

-~

x"},, z,..o,.,

non diverra massima o minima, se non per tali valori

' Lral
I, Ymsy “ms ¢ * 2 Tm’

che venga soddisfatta I’ equazione dp. =0, cwoe I’ equazioni
(g § 564, € dei differenziali
dzfja’ dgiLL, d[‘iLL’ L . v

il primo a non ridursi nullo, sia di ordine pari, comunque
del resto sieno

e

dx , (f]’ , ‘]3 b L ] [ ] ] ' [
d>"u. fa funzione [

Qiffatto differenziale si rappresenti con
e si avra costantemente

diverra massima, o minima, secondo ch
2 . Rl P
d’ny. <, ovvero > 0 (g) (93)e
Abbiamo poi (5. 46. )

drn, d?ns d3ny,
ding, == ——dg'n o ——— Ay A e d T e
‘ da*n dy®n dz’n
d3iny, A2,
. d7*n -+ 2n - ‘ dxdy 4=« ¢ s
]2 7..351—1
d7Ton d‘xd)f it

Inoltre indicate con p, g, 7'y »* -~ le ragioni

dx: d=, dy:d=, dz: drv, « .«

ed eseguita Ia divisione per 47’2, il secondo membro di que-

sta equazione diverra

d’ry. | d?n - d?n _— "y \
i n ' L Lp? P
dx®n P dy*n 7 z’n
(K.
dﬂniu' 2 dzniu' -1 +
} n = N
d=n dady i P ]

he queste condizioni (g") deb-

variabili x, ¥ Zy < ** 3

56. ), e indipendentemcnte dat
e

(98) S’ intende facilmente ¢
Lono verificarsi per valort delle
ottenuti dall’ equaziont (g) (§
valori delle quantita dx, dy , see, dr1-

e, O N S S i I o ot N P T ek o e St R
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Pertanto il polinomio (K) avendo il segno stesso che ha
d*ny., le condizioni (g") tornano in questo, che rimanga

K <&, ovvero > 0,

qualunque sieno p, g, r, . . . .

Per altro ¢ chiaro (p. 1.2§. 141.) essere il segno del po-
linomio (K) sempre lo stesso, quante volte 'equazione 'K} =0,
risoluta per es. rispetto p , abbia o tutte le radici immaginarie ,
o avendone reali, queste sieno ed eguali, e di numero pari,
comunque del resto essendo ¢, r, ... (99).

Cio posto, il segno del polinomio (K; sara ( p. 1.2 §. 126.)

d?ns
costantemente lo stesso di quello del cocliciente x;” (100,

(99) Giova qui osservare che , (I polinomio (K) essendo
una funzione intera e continua dclla gquantita p, non po-
tra, variando questa , variar di segno, senza che [’ equazione
(K) == 0, ammetta in tal caso ( p. 1.2 8. 141.) per lo meno
due radict reali e diseguali. Dunqgue affinché il polinomio
(K), ovvero d*nu non cangt segno , variando p , fa d’ uopo
che [’ equazione (K)==0, risoluta per p, non amnmetta
fuorcheé radici immaginarie (p.1.9 5. 147.); o ammettendone
reali , queste sieno ( p.1.4%.145. [2¥']) di numero pari, ed
equali fra loro, per lo mene due a due: tutto cio indipcn-
dentemente dai valori di g, ry, « +. . Questa condizione, che
rende certo la funzione p. = ©'0) massima , o minima , puo
facilmente per mezzo dell’ analisi venir espressa, quando il
polinomio (K) sia di secondo grado , e quando si conosca
il numero delle variabili x,y,z, ..., v, come vedremo
ne’ due seguenti paragrafi.

(100) Se &’ equazione (K) =0, ovvero ( p. 12§ 125. ),
(K)
d’nu.
dx®n

risoluta rispetto p , non ammetta fuorche radici immagina~
rie,, o ammettendone reali , queste sieno di numero part , e
fra loro identicle, almeno due a due , ne discende che, va-
riando p, debba essere costantemente posiiva la gquantita

(K)
d*ny,
dax*n

= 4
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59.
Sia p- e
p=[{x, yk
Il differenziale di second’ ordine { 5. 46.), cio¢
A2 :;L”dx -+-j}-z-(iy iZ}f dxdy
avra lo stesso segno del trinomio
d? . 7. d?, f
d.z: p* 2 Ardy p -1-{[)?‘2 oo (Ko
Inoltre se le due radici dell’ equazione
d*u d’u. d?
dzr P 2d.1'd)fp+3;-mo’

o sieno immaginarie, o reali ed ms:eme uguali, al certo va-
riata p, non per questo variera {p. 1.2 3. 141. ) 1l segno del
trinomio (K), e percio n¢ il segno del differenziale d”p. Poi-
ch¢ adunque sono immaginarie quelle due radici se (p. 1.2

{. 135.) abbias:

dz{l, (ng' dzu z
- 23 >o,
dx dy d.Ld]'

ma per evidenza si ha

Ay (K)

(K) == RSN
do?te  d u,‘_;_
da?n

dunquc il segno del po!momco (K}, eguaglicra costantemente
in tal caso quello dcl cocfjiciente

d?n 12

dxsn

e percio la funzione p. sard massima o minima , secondo
che abbiasi

dg’?f}..

o <, ovvero > 0.
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sono poi reali ed insieme uguali, se ottengasi

d‘iu.d{{._(dp.) —0 (01),
da® dy?* dxdy

ne siegue che, qua]unque abbia luogo di queste due condizio-
nl, sara costantemente

d*u <, ovvero > 0,

secondo che sia

d?.
el ovvero > (Q,
a2 ’ |

comunque del resto si riguardino dex, dy (102).

60,

Pmpongasi pure la funzione

L= flx, y, z.

1l differenziale di second’ ordine cio¢ ( §. 46.)
(Z""[U, A7

A 2.
T da® - —dy? 4 gy
™ + dy? ; dz?

d 711 2

d?u. A,
Loy =3 o= il *
dady T L g A+ 2

avra lo stesso segno del polinomio

d ”‘u, e

2

dydz,

ydz

T —

WY

(101) 8¢ osservi che in qualun

que di queste due cond;-
zioni , dovranno sempre

d? 24 d” 3)
da® ’ dy*

essere affett: dal medesimo segno,
(102) Se poi s¢ verificl

d’ . d* . ( A’ N\’ .
nf..t:z‘d}rz rixduy) <9

ne discende cle la funzione [- non puo essere né massima,
ne nunima , perche in tal caso la (K} =0, risoluta rispetto
Ps avra le due radici real; y ma disecuali ; e percio il tri~-
fomio (K) cangera di segno variando Pe
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d?u d?u. d*s. d*u.

iz ) — % -+ e e 2

dz= ¥ A dy? dz* dxdy Py =+

d? 1. d?p.
: 2 - [ R K
2 e P i gz 1
Fatto (K} = 0. e risoluta I'equazione rispetto p , le due radici

saranno HLIIIE!”'I{]EII e se

d*u d7y. A7,

dx®’ d::'_; rl.,La ) ((du{l
d?u. d° I ) 11, d’u. (4?14 >0
dx’ ‘d)f"" ) s ((Lru’)* ) ci.x,'d; dx® d) d" )Q

saranno poi reali ed insieme uguali, se la medesima  quan-
tita sia == 0. Queste condizioni dovendo essere soddisfatte, qua-

luunque sia ¢, per la prima s avra { p. 1o 126.)

PN\t dip d°
(- 2 <o,

(Z.’L’d}-’ {a? d [y
( d'u \? d? . 7. (
<J.1:12;’) A d; ) (d,,u[ > , OVVero

— —

d.;.t.-c{—); ) dudz dx? . d)fd::

d"' d”:)) ( f“;',?, !.Z”‘"J‘ (1"':'}. d”'{i )2 = 0 \‘03/ ’

dx d s

per la seconda poi s1 otterra

(103 Onde ( polinomio ;N(’(‘(’dﬁnt(} che diremo P, risulli
costantemente > 0, qualungue sia q fa d uopo che decom-
posto { ps 1.2 5 120, ne’ duc juilor

d 71 ANY) ": (
—c—[_;;’ d)-" — LZ.L({)) ’

d*u. d’u. ( n’"’u
dx?® dy?
il primo di questi sia costantemente 2> 03 il secondo, egua~

g*’m!o a zero, e risvlulo per g, somministri le duc radict ¢ -
maginarie od Pgualz- sara facile da questy critert dedurre le

pr ecedenti espresszom.

d.)t,u!)
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g cZ"’p. 2 d’;l. d’lU. |
Y gmga_,

dxdy dx* dy*
' d’p. dn du
dedy dxdz dx? ., dydz

d'p du .(fz"‘.’* "0 (104
dx?*  dz® d.:r;dz) (104)-

0,

Adempiute a quelle due, od a queste treé condizioni, rimarra
il segno del polinomio (K) sempre lo stesso, comecche varino
Py s €percio altrettanto avverra del segno di d’{. ; comunque
sieno dx , dy 4 dz ; € sara costantemente

d*p < 5 ovvera > 0,
secondo che abbiasi

d*n
——= < ; ovvero > 0 (105
dx

(104) Qui pure si osservi che per tutte le precedenti
condizioni dovranno sempre le quantita

(29;1; (Zzp. ol """,-’J.
dx?’ d}/‘” ’ dz?’

essere affette ognuna dal medesimo SegNo.

(100) I due seguenti esempi serviranno a maggiore illu-
strazione della teorica precedente,

I.o Sieno x, y, z i lati di un triangolo, sara

X =y -~z
2

p

i semiperimetro del medesimo, e poiché abbiamo
" 2}) — X —y,

percio (p- 2.2 5. 136. ) la superficic w del triangolo stesso verra
espressa dalla equazione

po= l/f)kp — &) p =y XAy —p);

laonde avremo
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61.

Ge alenne delle variabili &, ¥, z, ++ . cE85INO di essepa
indi[wn«;iem.i , dovea qu  puare osservarst  quanto dicemmo
(§ 57405 cioc dovra 1l metodo applicarsi alle aluwe variabili

iy

Jlr), 7 —y Y (2p — 2o —y
Bl - . -,
dx 25,,/‘;; pp— ¥ (x5 — 1)
. L g x(}_ t"} < A
e Pp=——a ap 2y — &
%

[ —————— L

dy 2 p—x p—y ) —)
ed a cagione delle (g) (5. 56.) ayremo le
pp—yi2p—2x — g =0,
pp——xlp— 2y —x) = 0.
Ora non potendo esscre
7 e [}-—-)'::0, e p—-—-x:O,
poiche nel primo caso avremmo

2p == 2y = Ay 4z, Y= X —-z,
nel secondo

pemldx =x +y+2, x =y~ z,
che sono (p.2.45.9.) anbedue assurdi , percio sara

2p — 2k —y =0, 2p-—2y—X= 0,

donde

2

Xy —Ym = —g- P

Inoltre dopo un facile calcolo ayremo, per questi valors
delle ay g, le seguent cquaziont

d?u — d?u. . [/-E-
V'3 d&'({yh—_ 5

-
5

el —
i ——— ™
Y s,

da? el y

) 3y 3 e L 2y
e per conseguenza (§. 09.) sara

A

( A1 )“ (f""iu. . f‘z_--_; _3_ 3 3_ < 0.
dxdy dua*  dy”® 4 4
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- x
f:ié‘emp.fa.
Sia h funzione
L= ax -+ by + cz,
el abbia luogo fra le variabili x, 5, z, la relazione

O o Sl oAl

Dunque poiche pei trovate valori delle variabili x, y ab-
biamo

)

=, U,

! -
e &

percio sara (5. 38.) pei valori medesimi la funzione

H |

])
31/ 3

massena 3 e poichée abbiamo

%

zm?p——x-——ym

cost potremio concludere che fra i triangoli isoperimetri ,
quello che avra maggior superficie sara U equilaterale.

11.0 Sl.(z

n

1= xn_;_)/n 4 (1 _‘x_m__}m) m

la funzione di cui si deve cercare il massimo y od I mini-
mo ; ayvremo le

du il
i e nxn—'l e 11 x??’l-*l "1 —— A e g W e O
\ YU, = U,

dx

7! ~—}r}
a’i.u il
de

= nyn=t — pym=11 — pm il g [
dalle quali si ottiene

¥ e I L ——— e,
Jm JDI
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Prendendo 1 differenziali avremo

du = adx ~+bdy —+- cdz, adx —i—yd_)f ~zdz = 0,

xdx -4 ydy

2z

dz ==

Inoltre abbiamo

n—m

4p m

== = n{n — 1t — nm — X — 2 — ™)

n-—2rm
}

/ — Coan AR 4 I i
- nn—mx*m 1 x ym)

n—m
Bt —E T

d
+ Jl‘

d)f"

e il e AN g — Yym™3 ] e . v
= nn 1/:)'1 nim 1ym \1 DL e Y

n—2m

ettt

! ‘g Ve 22/ m
i —my T —am =)

H—am

d’LLL " n;f -—n}\l m=YXa-n1—1 i m m Hi
— == n{n —mjxm=ym=1 —xm— ") T,

dxdy

ovvero , adoperando t valort x, . y,, avremo

d*v.  2n‘n—m) d°v.  n'n—m)

d*u.  2nin —m)
2 I 4 3 mn S ) 7. = m »
dx dy V-3n__2 dudy V-___3“'“

‘/—3:1"‘3

e conseguentemente (§.59.)

5
A’ N2 d*y.  d*u. nn—m)\"*
(L —fn e (TomY
dudy dx* dy V3n"’

quindi secondo che avremo

n<, ovwero > m,

sard , pet trowali valori
d>p.
da?

e pf'rcit) (S H8. ) la funzionc

<, owero >0,
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Quindi
CT - cy |
dt = (== — Jdx 4= (b— L Yy ;
pEa=— Jdn = (6 —aZ Jdps
d, cx d cy
—_——tmg———={, ——=} ]’-—-10,
dx Z dy z
az bz
X=-—, y=-—;
c c
e percio
c a
z,, = ok y X, = = -y
I/ a* 4+ b* 4 c* V a® -~ 6% + ¢*
b
Ym === =

V‘az } ba i—Cn

Abbiamo poi
dx® + dy*  (xdx —+ydy)?
c

d!(lmf-'d’zz - e — 23 see (0) (106),
onde
dz 1 x? d? | %
“—IU'—" cC\ —~+—r }> l=__c( 'LJ)’
dax? K. a3 dy? z z3
d?p. xy
dxdy ¢ z3 "’
3
M= —

sara nel primo caso massima , nel secondo minima.
(106, Essendo

dp. = adx <+ bdy ~+= cdz,

ed essendo z sola wariabile dipendente , mentre x, 3 sono
indipendenti, avremo (4§ 50) da, dy costanti, e percio
sara

A B G,
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ovvero, ad *, v, = sostituito Xy ¥Yms 2y AVIEIND

2 2 :
f—iz?@*‘f‘"”/a’”*—b"‘*“’”:
dua? g v
ng, [)2

P o o S L 2 62 .3
dy* ‘(14—02_)]/12—}— e
d? 1, _ al apr

dudy = "

-

¢ con:czguentemente ( S. 59.)

( o )" d*u  d’u ((z’ -+ b* —4—(:’)’ 26
dudy da? dy* c ' ’

inoltre sceondo che si prendano i segm SUl}el‘lOt‘i o gl’ inferiori
delle @, , 3,,, 5, avremo

;‘Z' U

<, ovvero > 0;

da’?

: -
dunque (£ 58.) dai valori positivi delle @,y ¥y, 2, , diviene
massima la

™

y.:V(z2+b”+c° 5

e dai valori medesimi negativi diviene minjma la

o= — I/-(.;'2 A= b7 = c?

Del resto poteva cio immediatamente dedursi dal valore (0)
del differenziale 25 questo in faui, 'tdo]_)elaudo i valori

Zys ¥mos Zms col doppio segno == si cangia in
1 ad.e Z)f[)f
?‘ ﬂ ” "_ - ) /! -
d’n==mm 4’ 4= 074" 2[da® 4 dy? - 2 ) 11075

107 In fattd poiche Les pressione i (Z?',, ottenuta dal-
la (o, pri valori a, Vs T, persiste negal:va o pcmiuwz,i
sceondo clie @ valors wedesin prendaisi col SLINO Superio-
re, o coli’ m/uw:f* o tdipendentemenre dalle r!.r_, (dy ; ne
discende {4 380 ) che, per quer valurd, sara la funzione b
nel pruino caso massina  nel secondo minna.,
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ST ESTENDONO LE FORMOLH DI TAYLOR,
E DI MAC-LAURIN ALLE FUNZIONI DI PIU" YARIABILE:
£l DIMOSTRA IL TEOREMA DELLE FUNZIONI OMOGENEE,

62

Poicht‘: (§- 23. g*¥ ) possiamo stabilire

10N t 9 f 52 Ky 63 a2
?\9/’ === CP\.O) 4 T qg (0) "'i—“‘l":"'z" ;J ‘\-0) } 1.9.3 q./ .0y - < .
Gm—! o ri2 .,
; 1 . 2 * 8 'I\UI; — 1) ?(’n—l)koj + 1 . 2 v o0 1L ?(,n)\aj) .

percio (§.47.h" . A" sara

g
fx—+lde, y+bdy, z+9dz, ...) =+ + dy. -
[,3 43 Lim—1
21y ) d3u+ . oo dAm=1ry .
1.2 ® }i2:3 10200, m—1) '
[J]ﬂ

- )20y o8 . lo) e
, VA RR O
1.2...m" j
e conseguentemente sc, aumentato m all’indefisito , converga

i
"

. ACONS
1.2..0m

rel lim. == 0, potra stabilirsi I’ equazione

1'\
; , . J
foaemlde, y-+5dy, z4=9dz, ...) =21 + 7 d s
X 73
7 . o
—d? e ——— A L 0N
}.-'-i’ i -2.5 ‘ ‘

o
vy

Nella (0"t si pongano 1 valort di oy 7y o0 (0§ 45
46. ) ; poste le

fidp =0, Gdy =05y Tdzsz=tgse s e

s1 avra
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dp
f<x+a,, J"‘!‘BQ, z+63, too)ﬂ‘u.—}—a Zr-—}_
du. dp. 0,” d*un 9, d'm
R A s S O
823 dziLL : ‘\ d! +6 (12;’}» + ’
2 dz* + 9 ’d.xd}f Oad.z;dz C
- 4\ (ZQP- 613 dgf.l.
~+ e 00" ..+.. .id B3
o d}dz M 2.3 dax®

I'equazione (0") non ¢ altro fuorch¢ la formola di Taylor, e-
stesa alle funzioni di piu variabili

Cang:ate prima le @, ¥, 2z, .. in zero; poi le d,,
Ogs O3, «ve melle &, », z, ..., si otterra la formola di
Mac-Laurin, estesa alle medesime funzioni (108).

108) Praticate nella (0" queste modificazioni, avremo
J ] }
. d . dg

fix, ),z,..,)——p—i—xdxq—ydy Ide:; b~ s s e
x? d? 2 d? z? d*u
+ 3 d.;:** )z d;:"" g dg Tt
~~ 2y d’p. = xZ d’y. = ee s == y2 d’p. o BN
dxdy dadz | dydz
3 diu
s S e (1),

sviluppo che rappr esentera la formola di Mac-Laurin, estesa
alic funzioni J: pia variabili; purche tanto nella funzione (.,
quanto nell” espressioni che si otterranno per ciascuno det
cocfficients dt/furn,.falz dello sviluppo wedesimo, pongasi lo
zero i veee delle X, ¥y 2,5 40 . Queste ;?Lo(lzﬁra~£0311 s0N0
del tutto simili a (,fu(‘ff(ﬂ gia usate ( 5. 23. ) per dedurre dal-
la (g1 la (¢'%), ¢ conugu crtenmente per* cfcdurre dal teo-
rema di 1ay /or qucllo di Mac~Laurin (5. 32.(6'%)), riguardo
alle funzioni di una sola variabile. AvwenP di rado che st
debba sviluppare in serie una funzione di due o piu varia-
bilis giacche il pia delle volte queste funzioni si sviluppano
rapporto ad una delle variabili che contengono, supponendo
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64.

La funzione flx, y, £, ...) si dice omogenea, quante

/

volte, variatele z, y, z, ... nel medesimo rapporto , cosic-
ché divengauo rispettivamente

R

le altre costanti, nel qual caso debbono esse funzioni trat-
tarst come se fossero di una variabile sola. T'uttavia giove—
ra per la maggior intelligenza delle (0"), (r), applicare que-
ste medesime allo sviluppo di una funzione di due variabili
x, y. Adunque innanzi tratto riflettiamo che posto

Hi == f( x, 7)),
avremo dalla (0") la

(1)'?’f(x+aga 7"‘.*"‘6:)'—?1“'7 ] 8:_L*+82‘—*

6,2 d*n.  0,° d"u,+ . N
LI B e 3,0, ——
T de T2 4y dxdy | 2.3 dz*

0,° d3u. 0,0, d3u d,0,” d3u. 1
2.3 dy? + 2 Nd.z.-:’;f}?_*_ 2 dxdy* ot

e dalla (r) avremo la

d* . 03, d3u.

ot

Abbiast ora
p= (x4,
sara
flx+0d,, y=+0,) = (xe=d, "~y +08,)7,
quindi ( §. 41. ) avremo

dyu. ) d’u. .
25 T MBI, o= 1) (2 g
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G, PV s MZy e ey
abbiasi

fow, vy, vz, e )=vkf@, y, 2,00 )00 (07):

d:.L g _4— b X dg-’}.‘ 7 , \
—— = M X~y — = (i — ) (X ey
d}’ ‘ 7 ) (zfg ki )\ "I‘"}) )

A8 ,

— = m/m — 1){x 4=y,

di’tff * g

{{3 'y

din T ne—— 4 i \1If —_— )t gy ."-.! -3

= =n Nm — 25—+ y =%,

CCCe ‘;

laonde sostituendo nella (1) avremo

- b SR T S ~n
(x40, 4y 40, =~y "m0, (xy =t x =m0, (= y )

ny'ni—1) min—1)
. I Vi 1Hi=—3 ‘ s . ——
% 5 0,%x 4 y) 5 , 0,2 (x =y, 2
b/ 5
mm—1) " nm—2)
v N { e N2 . . - :
b mlm — 1)0,0,7% 47 : w 0,3 (x == )Y

— ' 5 n ’ PR 2 ~
+ CCCe « & ¢ =— '\x "'T"'}} + (n?\x "i"']}”l x\‘(): + 02}

m'm—1) P \
—4 ...._-2----{3.:' ==Y U 52;’ o CCC

lo che a puntino coincide con lo sviluppo della potenza mms
del binomio

( +) -+ (0, = Cq)e
Inoltre facciasi
[ == f‘:x ’ )} — /’I _1‘__‘),.:.3 :

app!icmszo a quzsto caso e 2, troveren chir dopo a-
viere , d /’su';:m -1l ;u'u.s'{:r'r“:z':mc' (J b tw fravio Lo = ro in
luogo delle x, ¥, tanto nella L, quanto ncile suc deriva-
e, saralt’o

33 3 7 2 3
x dPu y? d’n. xy dPu ay®

Aot Ry

2.3 da?’ , ?g ({)13 ’ 7 duL'.'!'t‘[}—’ 2 dady’
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I’ esponente [ denota il grado della funzione omogenea (109).
Ora ¢ factle per simili funzioni dimostrare , che la omo-
genita della flxr, y, z, ...) trae seco { §. 41.) la formola
Xf Xy ¥y 2y 00 )y T, ¥, 2y )

z/”’z’\x, )/, Z -i-)+ooo :t(:f:af, )’, Ty o e o}.

Differcnziata in fattt {a {0"') rapporto alla sola ¢, nascera ( §. 48.)

(0™)

foxlvx, vy, vz, o )xedy == oy'vae, vy, vz, « oo )ydy =
f,z{w;,r,- s VY y 3, e Szdy e e = ffuz':—-lﬁ‘r s ¥y By e Ody g

Ja quale rientra nella {0™), sopprimendo prima il fattor comune
dv, ¢ poscia facendo v =1 (110)

i soli termini, ch: nello sviluppo della '2) non si annulla-
no, il quale percio ne porgerd in tal caso

("2-; +.))3 — 33 +3x7},_+_ 3.1'}’2 e },3

come d altronde sappiamn dover essera,

Per applicar bene la (2, fa d’uopo esaltamente stabi-
lire ¥ termini componenit lo svilup dalla mrdesima ped case
che si contenplans , ¢ quindi counseora giale dei termini
stessi annullansi, ¢ quali no; ponendo (o zero in luogo del-
le variabili, scconds che viene prescritto.

10Y) Dicest adunque on OTENCA UN furnzione qrm"'z’o ;
f(z(‘('ndu crescere o decrescere trmf“ le variabili di essa (n un
medesuno rapporto, st ottenga il valore ,mzmu vo della fun-
zione , moltiplicato pel rcz;)p)zm modesimoy , elovato ad una
potenza di grado cguale a guello dells f:mzéuna 0:nogeI
SLeSScs

(110) Per la (0% siamo abilitati a conclulere che, mol-
tiplicando ciascuna derivata parziale di una funzione omno-
genea del grado Ky per (a4 variabile cul la derivaia moed.-
sima si H/wu(’(’. le somma di questi prodottl ugurg!iert la
funzione stessa, moltiplicata per k : ovvero potren) aucl:
dire, che so nel dijFerensiale di una funzion: omoy:nea i
grado ==L, si pongano rispettivamente le (]umzum X, ¥,
Z, vee LL vOCC dﬂZZc, de, dy, dz, «e., si avra quella me-
desima funzione, moluplicata pel suo grado.

Atbhiasi
fx,y, 2= % (@x® - by? 4w cz® 4= 2dyz 4 2exrz .2[1*)) ’

funzione omogenca in cul k=2, sara
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Avendds: k == 0, sark

.‘Z.‘ffx‘:x, Yo Z "')'_"".yf!r(‘ri Y, 2, "')+ z (Ov).
22X 5 ¥y 2Ty o). =0 ’
come puo verificarsi nella funzione L(f—) (111)
Y

fzx, vy, z2)=ax 4 ez -+ fr,
fyx,y, 2)=208y +-dz +fx,
[2x, 5, 2)==cz ~~dy - ex,

e (/uindi

(ax 4+ ez fy)x + by s dz = fx)y 4= (e2 4+ dy 4 ex)z =
(ax? A by® 3?4~ 2dyz 4= 2z~ 2fxY)e

—_—2.1

2
(111) Dalla {0V) possiamo a buon diritto concludere, che

moltiplicando ciascuna derivata parziale di una funzione o-
mogenea di grado zero, per la variabie cui si riferz,'sce la

dwwaza medesmza la somma di (]ucstc prodottz sara nullae

In fatti se abbzau
x

¥

funzione omogenea in cui k= 0; sara

’

f':x: )’)::

Fs 1 t
f‘x{-x,}’)ﬂ:;', f}’-\x, J/)"z ,)’”

percio
1 N x x X 0
— 0 e— o—;- ’ y ey ) s "
Y Y V4 b4

Abbiast da ultimo

flx, y) = L( )

avremo per questa funzione omogenea di

mdo Zero
9

1
fez, = fole, =—
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RESIDUY DELLE PUNZIONI, DECOMPOSIZIONI DELLE
FRAZIONI RAZIONALI IN ALTRE PiiU SEMPLICI,
E SERIE DI LAGRANGE.

65,

Bappresenlino Xy, &4, Xz, . leradici dell’equazione
1
flc)

e 1.° sieno ineguali. Sebbene debba essere

fa) =, flri=w, fla)=®,ec..;
potranno tuttavia (§.27.) le
(xl - xx\f{xx) ’ (xn — xa}f(x'g} ’ (xS —— xsf(xs) s €CCo s o .

ricevere un valor determinato. In questa ipotesi poniamo

(r — 2 )flo) ={(x), (x —x,)f(x)="f(x), ecce...,
donde .
7 fx) _, f, (x) §)

x)m-:r:—-x,’ ﬂx):x—-—.r,’ eccs v oo, )

e denotando § una quantita infinitesima, sostituiscasi ad
nella‘prlma a2, ~+ 0 ; nella seconda &, 5-6G; ecce oo, si avran-
no (§.23. ¢gv'**) le

) (x, 0 1
flr, 4-6) = : g = 5 for)+1flx, +:9, )
Iy,
(e™)
, flx,~+-0)
ﬂ‘rn"}‘e)_—’ 2 J__'é_‘fz{'rn)‘!‘f,;{wn“{*ag)y S

cec. « .o (112)

percio
X Y
X ¥
_1 '(112) Tanto nella (gvvv) (§. 23.), quanto nelia g
(8 210 facendo m = 1, si avranno le (&)

= 0.
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2.° abbia I' equazione (g) due, tre, o pii, e generalmente =
radici, ognuna = x, ; ne abbla m ognuua == x,; ecc... .

poste le

(x - x.l)uf(x} = f(a‘}‘ (x_xg)nzf{\‘r) —_— fl {.I'), CCCO-.o

donde le .
(o)

x) = — () = CCCo o o « &

( — 2" (a0 — 2 5)" "

e sostituite rispetli\'ameme le X, ~+5, x,+ Gy eas ad x,

nascera { 4. 23. ¢ la

Py fix, +5) 1 £ 1 ) :
: e ——— ' o Il.x. ]
L 1 / Gn. {}!z N /) F {;”_1 i T
((r’*v\}
try, - , ' s
1 {x) =) ) ) ar =20
R y i S 1.2....n=-1) ] ¢ ,
7 10-.; v ---c-'\fl'- } ...). v o« s Il

eCC. [ ] . ¥

I cocflicienti

1 . : :
della quantita 3 nel primo caso, ed 1 coeflicients

Pla=t)l 5> {{m—1) " \
1.2...-;\?;-—-—1)’ 1.2...(:}1-———1)’ .
1 _ 5 : : =
della stessa - nel secondo, sono detti dal Sig. Cauchy residur
o

della funzione fxl, rispetto, x = X, , T == Fy, + « 113).

3
v

113\ Pertanto dopo aver cercato i valor: della x, che

rendono infinita la fa), ossia che soddisfano alla equazione

1

Pt
se ad uno di questi , espresso per X, si aggiunga [ infini-
b, e quindi si sviluppt {x, 45 sccondo le poten-

avreiio ik

.-.-—-_O’

[{:JI‘!HO 3

N 1 4 . r-"\

ze di ——, come trovasy eseguilo nelle (g}, (gw)’
. . 1

tale sviluppo un termune, che sard il prodotto di £ 7 .-
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66,

Determinando siffatti coefficienti diciamo di estrarre i re-
sidui dalla funzione flx), ovvero, lo che torna allo stesso ,
dalle

(x — > fla)  (x—a,)fla)

S b " %

b
.:1:‘-——.2’," X — &,

coefiiciente finito, detto residuo della funzione f.x), relativo
al valor particolare a, della variabile x ; quindi ¢ facile
A’ ordinario cffcituare la ricerca dei residui di fx) £ g
sara wlide ayveritre clie siffatta specie di residui, si presentano
di per loro in molil rami di analisi , tanto algehrica , quanto
enfindesimale; e che la considorazione dec modosini fur'm'sce
de’ metode semplici | e di jucie wso , applicabili @ moltissi-
me diverse guesiioni e somministra dello formole nuove da
eritare U atlenzione oo geofm:trf. Co st ]_m(} inmediatamente
dedursi dal calcoio dei residui «+ la jormola ' interpolazio-
ne di Lagrange ; la decomposizione delle frazioni razionali
nel caso di radici eguall o ineguali ; alcune formole gene-
rali, propric a determinare i valori degl’ integrali definiti
ia somma di moltissime serie | particolarmente i guelle pe-
riodiche 5 la integrazione dell’ equazioni lineart a d:fferen-
ze finite, o infinitamente piccole | ed a cocfficienti costanti
avenili o no U wltimo teraine variabile , dalla quale aligra-
sione dipende lo scioglimento i wnolte importanti guaestioni
della fisica matematica 5 (e sorie df Lagrange , «d alire
del mdesimo gonere 3 la soluzione Jdoll cquaziont afge—
briche o trascondeatl; cor oo o 2000 giests cocffteienti , chia-
mati residus, sono generalment= nwili'| cecctio porovalori par-
ticolart della variabile x ; a A foronza dd e i finilo
dell” incremento infinitesims deifa variab - iclipend e x
i ity nomato (e 13.) coefiteirnt o differensiale . o fun-
zwne derivata, il guale sussists qualungue sia &, ¢ 11 pro
annullarsi costantemente | salvo 0 caso n cui la fursione
proposta riducasi (4. 8.} ad una costante.

Dal precedente ragionancnto si scorge quale analogia
passi fra i coefficienti detti residui , ed | cosijecient! . ff:~
reinzialic Siceome poi Uessenza del calcolo infinitesimals taiig
¢ riposta nella ricerca dei difforenzialiy e delle proprieta lo-
ros come quella del calcolo dei residui tutta econsiste nella
“trazione dei medesimi, ¢ nella (ndagine di quUNRlo eseL colt-
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inoltre la estrazione dei residui viene indicata dalla lettera s,
per modo che le scguenti espressioni

s (x — &, )f(x) s (2 — x,)flx)

, L]
((x —z,)) (& —x,))
esprimono i residui parziali della funzione f{x) rispetto x =« ,
rispetto ¥ ==, , .. .; da ultimo la somma dei residui tutti
rispetto x = &, , & = X,, &L ==Xz, E€CC. ... Viene rap-
presentata con

E(fxn) (114):

[ — o P -~ - N
T

cerne ; cosi dal prec‘edente ragionamento deriva una delle
molte analogie fra questi due calcoli. Osservando poi, come
in appresso verra dimostrato, che (§. 67.8.° ) il residuo in-
tegrale della somma di piu funzioni eguaglia la somma de;
residui integrali di ognuna delle medesime; che (§ 67.2.°)
il residuo integrale di una funzione moltiplicata per una co-
stante , uguaglia la costante nel residuo integrale della fun-

zione; che ((§. 67.2.°) il rosiduo integrale del prodotto di due
unzioni eguaglia la somma deci prodotti di ogni funzione
nel residuo integrale‘ dell’ alira @ € paragonan(lo questi ri-
sultamenti del calcolo dei residui, con quelli simili del cal-
colo infinitesimale (§.8: 6.2.° 9. ), scorgeremo altre analo-
ie fra i calcoli medesima.

(114) La somma dei residui per tutte le radici della (1)

dicesi residuo integrale : osserveremo che per indicare il re-

siduo di flx) rispetto ad alcuni soli valori, come per es:

rispetio ad

x:xl’ x:x’, xmxa,

dovremo valerci della notazione
(x — x ) {x—x,) (x— xy) flx)

8 (((x —x,}) & — &,) (x — x3)))

In fine sard utile conoscere che il chiaro geometra Sig. Cau-
chy per vie piu semplicizzare la notazione di questo suo cal-
colo, ha sostituito alle doppie parentes: scmicc’rcolan_!e seHL-
plici trapeziali , apponendo alla parentest destra ed i basso
la variabile cui si riferisce il segno &, come trovasi ayver=
tito nei conti resi dell’ accademia delle scien:e di Parig 7.
xirre p. 181s, € poscia praticzlo nel seguito del tomo stessoe




Laonde se (g) sia priva di radici eguali, saranno le

Pertanto la iniziale §, dovrd considerarsi come un sim-
bolo nuovo, analogo ai gia introdotti A, d, ed agli altri
[y 2, che in seguito s introdurrannos

Escmpj.
I.O Abbia-f&.
X7 4= 1
’ E I
(@ — 1) & =1

flo) =

saranno

ol O R, ) —— T~ |

[ due valori da rendere infinita la fx; , cioe saranno casi
le due radici della equazione

1
f(x) 7
percid avremo ($.65.g8" ) le
x? =1
(X = a,)flx) == (x — 1ix) = = f{a),
X o~ 1
x* —1
(x — x,j)fla) = (x +1)fla) = -y = f,(x),
donde ( §. 66. ) otteniamo
(x — Df(x) \ (=4~ 1)f(x) | |
8 \.\,—f&x!)":'i’& \__“mf!{xg)::.—1;

(o — 13 el = 1
ed anche (§.66.5%) sard
Slf) = flx,) =1, (x,) == 0.

Il.e Sia

1
flx) =

’
Ccos.r

sara

A = X, =

N[?ft

un valore da rendere " attuale fix) infinita, cice sara csso
una radice della
9
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. e § y / s VO
g 5 “‘"'"'J" .r 1 i 1'1’-'-'-_3: 9 ‘\121 i -
2'....‘ . 1 f = ﬁ'rx) ? 8 T : ; - f;'l.a\:l hn (11:’\
(== iy ((&—a,))

b

(")

LS N

2;{. ja) )y =f a4 (x,) 4 f{xy) 4= . . o

. ol LA |
A goremo (5065 (g )
Pt _ o 1
L — .'ri}lﬁ;.’z.‘"; =S il 1 A — {1
o 2 CosL
ma il _,nr’OrZO{iG
. i ]
.{‘;]’ rET— - ;} ’
2 7 cousx
| < , , 0 733 _‘
ricevendo la fw‘ma indeterminata ——, per x = — , sard }(“
0 2

cile (5.28. g ) trovare che il wmedesimo , per questo valore
della 2, dwiene = — 15 dunque (5 66.) avremo

(& — — )
- 2 .
(?) = {u‘}.“x AT 1¢
\ L — "2— i
{1 Pongasi
28— Y S |
f’x} = oo

! £ U ; ’
(=1
sara x ==, = ~1 il valore, ehe verifica I’ equazionc
1

=203
fiﬂi'_;
percio avremo (5. 66. g ) la cguaglianza

a

— 1

e per conscguenza (§. 66.) sara

8-{33-4—1)[(.::) .
L =~ 1,)

f(‘t:) = — 2.

(115) Paragonando lc prime (8¥) conlec ("), potremu

concludere che 1 residui

;



- ™A
¢ .o 4

e nella ipotesi di » radici ognunia == a,, sarh
o (x—a Mlx) e ('”"‘fr?&&‘fﬁ . -f(!l-“‘}’;z*1‘ Py
Y(@—ay) T Y2 1 Zea—t) L
o .
SNy o= | gy e
1.2..eln—1)
67.

Si noti ¢io che siegue : 1.° Dalla ‘¢") abbiamo

fir) = lim.[fle, 4 0) — {x, + e0)]) == limJflx, 10} 117

2

—

f:'rx)’ f\.xﬁ) y T e
della funzione f(x) relativi , ad

x.-——:-xl’ x:xs’ECCoooo,

coincidono coi valori delle

fatto in essi 5= (: ¢ che per avere v residui della funzions
stessa , rapporto alle radiecl meguall reall | od L e arie
bhastera jormare altrettant: prodott; simili ai vrime menbri
delle prime (&', e quindi porre an essi la corrispondente
radice (n lvogo della variabiie.

C116) Ler la prima delle &%) chiaro epparisce, che
patiemmo valerel della norarione

o —a
P

\\'{ u{!","

ad cspriniere il residus di [xY, relaiivo al valors X, , tanto
S¢ questo st radice semplice , quants sc Fiptule 3 della o-
Jitasione

pero avveriendo | clie quiol rosiduy Jopr calzolarss, nel nr;-
Mo caso mediante o prevsy delly ¥ pel seooids s
dianre |a prima delle o~

7 fatti dalla prima L ablbiomn le
b)) = w40 — 1t o, 457,

3 r ’..l_ __-"‘.
ii_J,‘l = ) = {/‘a R A
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ovYvero

N (I',' —T l\f:’aﬂ\

& = lim. ffx, +0) (118

(x —x,))
2.° Quindi se il particolar valore x, non dia

flo)e= o,

sara
¥ NI Y
A ‘.v x L] i \lr" . 1
o) — - ~ == mSf x5 =03
L —a,))

cio¢ il residuo della funzione fx) rispetto w ==, diverri
=0 (119);

Ora poiché fx,) e Iim.fix)) sono la stessa cosa, vilcrremo
dalla prima
fia,)=limf[fuo, 40 —fx,+:205)];
inoltre dalla seconda si ottiene
fa,) = Iim5f{x,+0),
dunque da tutto ¢is , avremo tosto la sopra indicata cgua-

glianza.
118 Da siffatta equazione apprendiamo come rappre-

sentare , mediante il simbolo ¢,, U espressione
lim.bf(x, + £ ;
. . ; . .
e viceversa y come per mezzo del simbolo lim. , I’ espressione

x — xVf )

8 5wy Y

(lx‘r —3«,}/‘

pero casendo in ognl Caso
fa)j=—ow per x = x,.
(119) Dalle precedenti espressioni deriva che avendost

x.(x)
A B==
f.x) — ;

¢ volendosi esprimere la somma de’ residui di fx) rapporto
alle radwi dell’ equazione

vx) =0,

b
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3.° Se pongasi
f12) == 7(x)

X

Na— e e e e e e g g s T raar,

sara questa somma indicata da

(k”" )
J olendosi pol denotare la somma stessa rapporto alle ra-

dici dell’ cquazione
1

—(,

-\(’x)

e

dovremo valerci della espressione
p
8((2(‘1‘)})
i x}

Percio la somma dei residui di flx), relativi a tutte le ra-
dici della
]

fx)
viene di necessita rappresenlala da

( DA x> / ‘x) | 8 (a:_’x'_'.x:}\j:-)

(o))
Inoltre se fossc

:_.-0,

lc due seguenti nolazioni

7 Lo )
L B ¥
E w E
S ¥

}
(D) Jhr)

(j, /{, ’1\ /J)

esprimono rispettivamente le somme dei residui di fa, rap-
porto alle radici dell” equazioni
)

br)y=0, da)=
tosicehe avremo
A BN S TP
N Poelye v onf n e C Ty - )
((ox ) (L) jpr) Py .2))
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ed inoltre x, sia radice dell’ equazione
glx)== 0,

sara ( 1 )

Px 5 = 0)
percio {§. 23. ¢g¥'*') avremo
y(r, =G N
5 ylx, ) A% (1209,

flx,) == lim.[) ———— r '
o x,) X, ) oa,)

ovvero

Gioverd quindi osservare che, fatto in vece
7o) = b} Yx),

i due termini del secondo membro della equazione

o (O _ o (Paiipia) o PLeigian)
o x) Y o) Y g

esprimorno rispettivamente la somma dei residur di f\x\ rap-
porto alle radicc dell” equaziont

1 1
—— =, - —= (.
b x) v )

Sara inoltre facile dedurre dalla precedente cquaaione 5 co-

me caso particolare | " altra
SV L) == Sy by SV
[a quale of're una evidente analogia ( 5+ 9.) cull’ cquazione

i zﬁ"{er(’ nziale
d st; == tds 4 sdt;

e se Ox) divenga una costante = a, potremo facilmentc
stabilire
m \
Sllaylx))) (2(( Vx))) ,
cquazione analoga (§. 6. 2.° ) alla
diaxr — adx.

(1201 Si otticne questo risultamento avvertendo esscie




* —x 2y  ylx)

(@—x,)) ¢z,

(121)
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D -
(121) Che se le radici della
gixr)=20
WO Ty Xy X3, e, sara evidentemente
ALY AL N AL S
W) glay)  ghanl ¢y

Da questa equazion

8g;’:r\+/z +f’x,+...

Lk (a)
cla) B 8 _L/aau ¢ i) .
& (a7 (B o GE@)) Sraad
in fatti , se le radici della
Flax)y= 0
PLHO Xy Ty g Xgy o v .., sara
CE T S X o PE = A ) e )
e (L) o *‘;(a;*z}ﬁﬁ S
+gx‘ el AC R SNV N RU S

Fa,)

OMa'3) == yiary) ~~ PXg) e
e
.[‘ {373

Clx,) 9('1:9) P(Ts3)
== T‘, ) "’l“' T LI
i (.1:,} l W) Fl(a,) +

- |\:1/'I_} (l a
SN U AL —;—y‘ 2L e
y \'1'1) I i‘rz.} ( 3)

A "_'-9‘] Sb(xs)
e e e T = . @
Fiaed " Fila,) ' Flay) +
fs €CCs o o »

¢ P X(x) px)
“ e e ) + S(fil*‘(w)}) o

t 4 & »

@ si olticne facilmente la seguente
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4.° Poicht (8. 65 57) si ba

fix, +0) = fla,+0

perci(‘)
S -
f(n—‘){'.r,\ — 1 . dn-—-x{{, f-.f, iy QHJ (1‘)2_\ .
1020..115—_1) 1.2,.,i\?'},-——1) VAL s y
purché a differenziazioni eseguite pongasi 0 == Q,

(122) Paragonando quesia formola con la prima della
(gvl) 3 pOU'C?R() dire CILC (:}o 65.) L j'c,y(:a’u;:

=) o ) f (m=-0)x )
1-2»0.(?5'—"1)’ 102.0.("1"""1)

‘GCC-.s LI

della f(x) rapporto ad
x:xl, x:’xa,ce.’

tornano rispettivamente i quello che divengano A .esP_rg:,sioni

1 dn=gg flar, - 0)]1
T-Z-..[n—-—-—‘l)a din=t 4

1 dn=1[5"f(x 5 + )]
T 2.0 (m—1) Jlm—t :

ECC~ » » s »
purché, dopo eseguite le differenziazioni, si faccia in ess
§ = 0. Quindi per avere il residuo di flx) riguardo alle
radici ripetute , reali od immaginanie , della

bastera formare i prodotii gid indicat mediante le prim:
(g") s calcolare da ognuno di esst la derivata dell’ ordin:
uguale al numero delle ripetiziont della relativa radice
meno uno; dividere pel prodotto dei numer: naturali dal-
I’ unita sino al numero suddetto, parancenie diminuito di uno;
da ultimo porre la rispettiva radice in luogo della variabilc:
ovvero bastera calcolare da ognuno da prodotet

O+ 9) 5 C'f s +0)y « oo

la derivata dell’ ordine sopra espresso; dividerla pel suin-
dicato prodotto ; e finalmentc porre ¢ == 0.
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.°> La prima delle (g¥), ¢ la prima della (V1) coinci-
dono Y GJ-‘ o' g ) nelle

« L | f x) B (7 N

oy

' O T : ’
(o =2, ) (L —uwe, 1)) .20, (n— 1)

le quali, posto z ed n 1 per x ed n, daranno le

f z) , fz fO) 2
8 ) — f‘rﬂ ’ ((_\/ - = . .
{(3 — -1'1“) 'f\i, T ——— uvl_i”+l)) 10.’.’4 « s « I
6.7 Poich¢ (1§, 40. ) abbiamo
’ !3‘}
df-— ] o ,
Z—x 7 (2 7.2
dz z— z— %’
Y
2'2)
df =] .
(Z2—a s 7y o)
dz (2 — a" & —=a ]

L4

pereio { 5. ) 1 residui delle fanzioni

e

Inoltre dall’ equazione superiore pessiamo dedurre

(x —ux, "flx: (I o dUTT 4 5
8 [T —= ‘ ) \ ]lm' H ' ’

(L — a2, 7 1. 2000 ~—1) 7% e
da (‘m w (zppmndc’ come rappresentare per mezzo del sim-
bolo ¢, & cspressione

1 . {ﬁ 21-—![ ?/ x + w]]
—— lim. ,
1.2 — 1) d 51t

e viceversa , come per mezzo del sinbolo lim. 2Epressione

¢ (€ — 2, ”[r_\.t'_‘}
(e — .}

)
ben inteso eh: in ambedue quosti casi I’ cquasziony

1

)

ammetta n radicl, ocnuna = o

z=e ()

’ =R Lo
0 Hiilte e dhiu,onamente q
Guditly fu osvoivlo N con la note 14,
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7 { £(z)
dr22y ap 22y
Z—x (2 — a)
dz ’ dz ’
risneild z == X, saranno
: r X(ﬂ)f"x\ X'n).‘_"x)
) — 7 () = — == (.
/Z.\flj A(x) 0’ 1-2...(?&-——:1) 1-20,0(0"""‘1)
7.> Danque poiché (§. 9.) si ha
'z) z)7'2)
ap-Ely a2, ,
z— & L —x f Y&
fs) dz ‘_” dz f(z)z——x’
2 2)/{3)
A2 d[,f /x)nl 2
\ & — X — e T -1
~ dz dz f\z) (Z""'" P nn -/

perei 1 vesidut delle funzioni

k«) (
iy 222,
S—X | ==

f(z) iz ‘ ’ ff;’)

rispetto z == x, saranno (6.°) 1 seguenti

ovvero { 5.°)

1 dn="[f(x)y(x)]

S ':l.x)‘ ’-I'
f A ')’ 102...[’1'—'—'1) dx"""‘

8.° Posto

f(2) = §(2) 4 (z) b - -

@) = §/2@)) + (X)) 4+ oo« (123,

R
123 In fatti I’ cquazione
1

o minmey
—_— == )

/.2)
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Nella (g“’) sostitulscasi x—x, in vece di §; sarn (124
_ fle),)
’ - A .
fix) = Wt
(J«' —_— X,
1 fix) 1 ")
e G — ‘ \;L : » ; 7 T + L I -
T (x — ! L (& —a,;
4 f(“"l):::,(.‘,)

s .0 == - .
1..2!3 > -'\if-""" 1) ) ‘-—-—-Q’I"i

sard verificata dalle radict di tutte le seguenti

T 1 T
~—=0, —=0, —=0;
vz %(2) ¢.z)

perctd chiamando x,, x,, x4, . .+ le radici dell’ equakione
Prina s ¥,, ¥as, ¥z, ««. guelle della seconda ; z,, z,,
Zzy oo« quelle della terza ; ece. . v -3 sara evidente che quc-
lunnque delle prime, delle seconde, delle terze, ecc. .« .« radici
si ponga in luogo di z nella funzione

Pz = fl2, = U(z) F= o0 ',

si dovranno i termini della funzione medesima rignardare
tutte nulli rispetio 3 z) nel primo caso ; rispetto 7'zj nel se-
condo ; rispetto Y.z) nel terzo; cccoe . laonde (§.63: 66 )
avremo

i

8( (?{3)+X‘(Z)—+—Lb(z) ~+ "'):\: i':(l?l——l‘l \?.Z' 1 }—}—{.I‘ g™ X 2}?‘?-1'9 P aas

+ (yl _’fl\x();l) + (},2 —.J,Q\A(Vg) "+"o * &

7

nl e \f ! -
\Z1 zl,\}"fj‘-\"i) + {22 — Z:):’J.\ZQ} I

3

s "'x £t Ao e -';J.J_»_;‘ A
—— ej\f :\:;;!) _{— 8{/:!\3\\'\ "'+- 8 '\r _\‘-—l_\-'}/‘_*— L I B

Ly
Al

I?unqzm se flz) ¢la somma di pin funzioni oiz), Aiz), 'z

iy BN
et ’

residiui

i residuo integrale di cssa , uguagliera {u somma de’
tntegrale di ognana delle medesonn,

(124) Qui cominciano le applicazioni della teorica d.’
residul , primicramentc a trasformire e funzioni ch: d. -
verrsono infinite per certl valori 5 sccondariamente a decos -
perrve le frazion: razionalt n altre po semplici 5 da wltimo
a dimostrare la scrie d¢ Lagrange.
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4

| 0.2 s wwn il

A2, 4+ o —x,) ]

T ;
Abbiamos poi ( §.67.5.°8.%) la seguente uguaglianza

{ ) 1 {2
/ n * t
o X, 1 d ......W"__n—l
1 { ‘,} 4 .y 4 f(n._..f):r )
5 T e Tt : . —
1.2 r—ax, 1.2.3 ea i —1) w—&,
1 f ) 1 { -
—— Y i u t
; L _ Y I
T Y (E—a) w—a Y (s el )
1 1z
« 8 prR
f N [ % N B |
X — X \k[-““”l’x_‘ )/
{\ {‘3\; §
v -y 1 \
v T — [ (2 — x )" (x — x,)
o ——x (L =)
¢ s ’ Tl .
s - 2 ; x Jlizr\z.._.. “iu 3__}__.. o == (X — xl}n—-l —
¢ {23 (U""_.I'l:)”——-{z'-—x!%”
e TPRT PR —
=) (s — 2, 1) X — 3
~ {2 1 o e L
t_/ o _____/ - (\ (-- (Lll 1y a k;i")i‘)’
: - . 1 .M s . n “J
{‘LL_z/"LI-[' -3'1} )) L "Llf = < (([b"‘al J)

123 Abbiamo . p. 1.4 102, nota 33 ) ' cquazione se-

guente
3 e bn

& e bt = b A= BT = T
a re———

dzlla quale, sc pongast
a=—z—x,, b=—x— 2,

si avrad
(3 — _x,-l‘)u—-z e (.’L‘ —_— x:’ _\‘z ___xl};z._.g . 0 (x — JU,)"(Z — x“)}'l-—g
"{'—-..—-}—{:‘r___,xj\u.—:m
(z=— %) — W= x " (x — x,; —(z— a )
Z X T G e 12 ’

o che serve a dichiarare il penultino membro della supe~

riore uguaglw: TR
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In cul >
8 (z — 2 V1 2) ¢ (72— x \M(2)

OvvVvero C
’
(& — 2)((z — 2,)
ne porge 1l residuo della funzione
f«?\!

X — 3

(x —z)(([z—x,]")

rapporto a z = x, ; il qunl residuo (§ 67. 2.° ) sappiamo es-
4

sere = 0 (126, : dunque
fir ) 1 fix)
7 P . .
» ' { il ’ L"‘"‘I
i\"t’ —— Ay 1 (X = ‘rxj"
1 £ 1 {0i=1) 0 )
» - :' } & s 9 '-l— & Ty
1-2 (11:“_.1;1}”—4 1.203 - ci.\fl—'— 1) A —
¢ fz) .
L] h o ¥ r"'
( —z) (([z=—a,1))
Facciasi
fO) . A=l ——x V)
1 : 1 = L e {_,\'11);
I L] :-)l L ] 3 LI ] ffl b ! D
otterremo

fox)=C
..‘L-

¢ percio (§.65. " )

f(x) b(&_z;({” 2 ) __-i;f:a} . (g\TIII) (127 .
\126) In fatti la funzione
f =
X—

conserva, per s == x,, un valore finito , e/ presso da

{ X,

——- .
X — X
I

tet

27 Possiamo {065, 57) stabilive
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69,

Ora potra facilmente stabilirsi quanto siegue. 1.° fatto
x == x,, sara ( §. 68, g )
f(rt);’xx)
N —
Hb‘ :) 152:3 s 2 s 2

cio¢ la funzione ¢/x,) riceve un valore finito (128): percid

L

, o) = (s — .7,
percio in luogo di
PO |
T —
o3 ,
'. | iz 1)

polra scriversi
(S (7 — .‘r,‘}n ‘z)
@ — 5 L —aJ")
ovvero si potrd, lo che (5. 66. gV viene allo stesso, in quella

vece p orre

e cost avere la (g¥1Y, la quale paragonata con la prima e-
. " i . - l 3 y Y a“
quazione di questo paragrafo, ne mostra che I’ espressionc

(z __rl)frz)

: T8

-

cqnivale ad una somma di frazioni razionali. Percio con-
cludiamo che per ottenere dalla funzione flaz)y, che divie-
ner x == x,, un' altra funzione Y x), di valore

ne (nfinita |
finito per la medesima ipotesi y bastera sottrarre da fix) una

somma di fraziont razionali, equwalente al residuo delia
funzione
f(z)
3

X ——Z

relativo a z = x
128 Onde abbza vigore la fozmola (gvii) (6. 23.), o

ful!ore
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(5 63. 871 ) scbbene flux) divenga infinita quando x = x,,
pure la differenza tra fir,) ed il residuo della funzione

fiz)

X ~— Z

’

relativamente a z == x| rimarra finita per la medesima sosti-
tuzione x = xr, (129). 2.° esprimendo adunque

~ ((f2)
s L)

L — 2

fim) z 4= 3
del? wltimo suo termir =, d-v* »ssor tale, da rimanere fnito

¢ diverso dallo zero p+r §=10; mala (¢¥) { 5. 63.) & un
applicazione della - """ med sima, dungue in essa i fattor e

Yoy
'A’r'\ 5 p--r
I i (.,I-l + CJ})

dovrd pur essere finio. e /v ~so dallo zero, per 6=20; e
tale anche dovrd essere, por v = a,, il fattore

)i, —zr— a7,
che trovasi nella prima equaszione del §. 68, la quale dalla

indicata (g'V) discende : dunque ancora la

fin) o
w) =
15263 %+ s 7L

dovrda, per ipotesi, ricuardarsi come una quanttd general-
mente finida , e diversa dailo zero.

(129) Addunqgue per dedurre dalla fix), che diviene in-
finita quando si ponga in essa x == x,, un altra funzione,
la quale per la medesima ipotesi conservi un valore finito
bastera sottrarre da fix) la somma deci termini equivalenti

all’ espressiane

’

(S (z —x)f(z)

(x — 2z (2 —x,))
cioe al residuo della funzione

{(z)

?
X — Z
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1a somma dei residu: deila funzione

fiz)

b s

?

Tispelto g== X, , Z == X,, T =&z, ey la quantita

- f 2 )
) =& 7 —

non diverra infinita mai, qualunque delle radict x, , x4,
Xy, oo e, spettanti all” equazione (g), si prenda per x. Laonde
se facclasi

i v N
foZ

R eme—

— F(x) ... g%),

la funzione F.° si manterri {inita rapporto ad x =—x,,
X a, . T Xy, .. ©ochnseguentemente (§.67.2.°)
rapp wio a qunlmnlu(’ valore finito della variabile x (130 3,0
Se [ a sta framoue raciouale , sara F{a) tal frazione, simil-
mente razionale, da uon ammettere che il suo denominatore

(130% Da cio st conclude che per avere dalla {lx) un’al-
tra funzione F x), la guale non divenga infinia per qua-
] — L) .

lunque delle radici &, , Xy, X3y o dell’ equazione

1
flx —m= 0

)
e quindi (5.67.2.° ) per gualsiasi valore fonito della varia-
Lile x, baswera sottrarre dalla f(x) la somma dc’ residu
della funzione

) i

S

=== %, OVVCTrO

|

corrispondenti ai valori z=2x,, 2= X5, ¢«e +; cio¢ i1l resi-

duo t‘uwgra.le

rire sarn  nota 127. % anch’ esso una somma di fracioni ra-
zoonalts f):z.f.?(/:.u: polrcito sempre (Z(;i‘{).’!?-/)-’»‘i'i':“ i 1-,,,,:,1'“;;{:
d " - due partt . cine i oune somma di ;r"r.-'z:f':mz' Pa-
zonall, ed nouna funsione cle roescdrid seinpre foivitas
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st anmulll s avra cioe I Fla) un denominatore costante | e sa-
viepereio Firp una fonzione iowea della variabile & (131).
4 Posto cio, st faccia

n..a;J‘)]
/J-/.I == "*/*--'—_— ’
el 7oy, ol esprimono funziont intere della var aabile o,

e sin 3] umJn lrl devvmisatore ¢ ap maggiore di quello dd
puimeratore /a7 : sara

7.8y s we=.ay

¢ tutto i prinmio membre dell” equazione g™ si annuallera 132),

(131) Se pertante o) sid una frazione razionale , sic-
conie adbiamnc che

. 7/ . [ Y

. 5 -t
it PP - o
\ A

L.

[

Jd— ~t

‘una somma i [razion anch’ esse razionall pereio dovra
Becessariemcente Voa csser pure una jrazivne razionale : e
A Pt u{'}fumnu c::"z.';z.fz'u (.‘/t.-'f fll r"/;'t’af ekl re ﬁHé‘f(I, pt??‘
Gualiingue valore jiete dolia variabidle a, cost essa ftm—
Liovie avrd per denoininalore qua quantita indipen lente dalla
&, cloe un denominatore cle non possa, per (/:m[un(/tw $a -
Lo el quesia garialbile . annuliarsi dwzmw S@ari esso una
costante 5 dangue 1 a ) sara junzione Litera della a.

(:L)ui Cade (n acconeio rejicicere y ance, e a maa_‘m;e schia-

rim:soio di guanto e oesposto (5 300, clie ! /w:wom deite
aloehriche, si dowddono i funsiond razionali, (:d v funziont

IrraziOnalt : (1/;/)(1;"0"(;50”0 alle prane (/uf’f[e 1 cu:' la varia-
Ll trovasi elevata solo a polenze intere. In ])(U!u,uf(ur ot
dicest /:m:mnv intera qualungue })Ot?!l()”p , ehe solo conte e
potenze ntere della yarwhiae 5 dicest poi funzione ildﬂ().il—
ba, O fioaone l'az.iu::ui?t'., ibogaovro di due })uhuonu Jf}f.-l/.f;‘.
Porerd (/-rff,-:’rrzu;fm? 'jun.:.ftm(f LoNLa Iertera . sia }'?r‘a::fou:u‘z'a.
" -u;;ru sara razionale ;. neentre sara graszionale (/{{({Zu__'ufuu;
S a s,m(n i Jrnsiaiic uf_‘;.'{u (O
13208 mnu/{':z 1w primo mombro della (g™ oy

i
LY 2

€/ 4", :"11{l."(__l IIH CYI0 AT T L H" AFFA R /)HH}O Lerniinie z .1" Y (?f;,’;_;-,-_r"

i st

d".'.' ”(:’ NI R A [‘.'" .f;"rh'! (J:{‘ 2 A ‘fbu:”' Ufr‘ ({t (/ll [{U (j.
el I}()[ i a.!";lu{ill Zz S LUHJO RV {(ff“tf
10
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percio ed il secondo; questo essendo funzione intera delia
quantite ., fa d"aopo , nella ipotesi attuale , che abliasi coo

swabteincnte

e percié

2h

:.'-’:', ¢ ""'"'"'\_"“"'_"""'- * . (g.t) (:134)0
a — z
5.6 Si moeitiplichi 4 per x, affinch¢ nasca

l‘f\l’) —— é/ -—————-———:— Z
] —

x

falto & == e, st rappresenti con O il valore & /' 'x}; sara

O=_F ((fz))):

ed annullandosi @, avremo &™)
> o B e ) ——] -
S fen—=o:

delle quali esige la seconda, che nella frazionc razionale

fla)= L2

K C.x) ’

non solo il grado del denominatore superi quello del nume-—
ratore , ma eziandio che la differenza fra 1" uno e I” altro grade

sta > 1 (i35)

o (17.5)
o
AL — D

perche il suo denominatore x — z diviene infinito per x =’
(133) In fatti una funzione wtera che si annulla per
un valore iifinito della sua variabile, dovra esserc identica-
ments rlla.
(134) Da questa formola sianio abilitati a decomporre,
qumm"o siopossa, le [raswon raziotal in frazoni semplicis
135 An fatu onde il prodotto razionale

a7a) |

¢l

Y
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0.

Data la funzione jx, ) di due variabili indipendent
2, ¥ ,pongasi che I equazione

1
}IL“[ y V) o

risoluta rapporto ad x, sommiunistri le radici x, , x,, a3, ...
(136, 1.9 Sia (§. 65, ")

0,

~ :f;.rl, ) (137),

sia nullo per x ==w | nccessita che il crado del denomina-
tore oy supere quello Ao v xy di un numeero intero > 1.
(siovera ;)()i (]ui osserele cloe (w0 SOy Lo in (fitesio
paragrafo ha per oggeltto diapplicare la teoriea dei residlui a
rasformare le junziond, che divengono infinite per corll va-
lori ; ¢ a (chomporrc (e frasiond razionall in altre pits scun-
plici.

(136) St avverta che queste radict suppongonsi lutle in-
(fz}')fend(wti affatto dalla X

137) Semilmente a quanto fu praticato (3. 65.58" ),
porgast

Y K ] -~ e,
(‘r'_"bxf'\'x ? })'—"f\‘rJ r) ’
sara chiaramente
for, 0, 940"

I,
v

fx,+0, y4-0") = s

o R,

che altro non ¢ fuorche la prima delle g (5 65.) estesa,
nel modo esposio, ad una furzione di dus variabily e
({:'HH'. Ora .s‘Vi/pr(UZ(ZU il osecando arcaroro i (/zc:..f._s‘&'z -
zione , mediante la formola (07) { §e 63, Yy Iroveremo ersere

: _ 1
fa,, ¥) i cocfficiente di 7 laond: secondo la trorica s -

posta (§. 65.) sara
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laonide
A , N R J
%4 ¢ Jl.f.‘r.'., 7)
Y O i T \
Y + “J" -1-'1 3 \_j} '
/ T 2
ity (/‘)"

simiiniente (§. 65.g' ) sara

dyf 2. ) )
S VRO v n 5
¢ u; X — a,

¢ Collsf_‘gm.-memeu[(_‘; (§ S \_).0)

/]}-'_-"w.']h [ 1- \

(A e
i ) 3 7 5 (‘ - W

(_\ (’ } . ‘l.]"”l |]. T y |.? ‘; # 1 ‘3 ;“:
& e ) e (e
(\ A ==Ly 93

‘r— ., .y

1 :

C i, ro .
SEZIAI L sy, 7,

\ ‘-Ir Sam——— .].-1;;

che aliro non ¢ fuorché la prina delle g% [§ 66.) , estesa,
come dichiarammo , ad wra funzione di due variabili.
138 Lssendo e radici &, , a,, -« . della

1
— 0
/-.\..I' y ) )
indipendenti dalla y , dovera [" equazione

1

o _— a,
{i ); . :1.. L] ‘} 2

(t")
similmente risoluta rapporic ail x, ammelters anch’ essa le
vadici medesime s o o aloed jera s come flo ) diviene
infina pel valore o, Ly, e e i alla a, cost lo di-
porra e

avf x5
piet valori medesimi sostituiri alla variabile stessa. Cid av-
v rido, ¢ chiare aver luvgo la ricerca del residuo di



149
- . ’ I
2.° Sia {§. 85. g7
, P I S
fao,+5,y+0) = z -,
% ] ! o \ ",
sara ( §. G3. 0 : 5. 66,8V
o ' —x fx, ) . 1 (Zf"—‘f'-".r, s ¥
O S ) . *
L =X, ) 1200 i — 1) d.,'r."f'*“‘*‘ ’
e percio
r/ ~fe 7
Ay {'\-‘ W=, f"T Y 7)
- vy B £ oA n VN ;
('-.3 _-1'1_;/; L 1 d f\Jl 3 7\} )
d); 1.2 4000 |;!l — 1. cl;t’iu‘"ltl)f ’

similmente ( §. 63. 2" ) sara

> g T w

([V x ) })

dy
rispetto x = x,, laonde per !i equazion:

(';_Viﬁmif s )

dyfx, ¥y dy

r .
{l)’ A — i, 1)
avremo
- dvfaey y) d-f e, 30
| A e &, = ? ®
o 4% " (z}.
% 5 g% %, = L '
S G —a,

ma { e 67.5.° ¢ ablbiamo

v —
- N A’ S o n”} ,
ffu..f.'(/uc: SV
. {,1-'}{{_,1‘ . )
— } s
N T rﬁj} ;]," ., })
« c— a0 {{} .
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a0z, )
d;—f(x ’ }’) . d}"
d)/' G a"z)l‘ ’
laonde ' §. 67, 5.° )
d?’ﬂx ’ 7)
(J. - x") — '

. dy 1 d > , )
N = — . - ~ (139).
"’ WL —— T, 1.2 e0.(2 — 1) dax'dy

“on alwro fa d"uopo ad intendere chie sara

(139) Dalla
drfx , y)
(Z‘_}'f'/x " ?’F) — . d}’

dy (a—ux,/

gbbiamo chiaramente ( nota 138, )

7 (Z)’f' Xy ¥)

{.IT—-—.Z'I)

8 dy — O dy
{ Y — .“‘. J ./ ('(JL"'—"‘ 5 - ==
2 T ' W\t '1'1))
dyf '@ , ¥)
&t s
e —a, 1Y)’
ma (§ 67.5.°) abbiamo
dvf'x .}f) dn=1 [ dﬁffxl s ¥) ]

8 dy dy
= . §
\f\[-x - xl]”)> 1-2--0{?1-—-1351‘1;1”.—{

Ad'Cx,, )

== ; g )
1.20e(n —1dx = dy
percib

{ \ (]yf(-r . .’f)
K e
2 TS 1 d'flx,, 7)

-

é" (o —2,)) 1200 (0 — 1) dx —'dy
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, o x—zflx, ) f dyfix, )
y T K — X,
' K ~— i :' ._f a,y

|
s

dy

in simil guisa otterremo

(\‘\(T-——Jﬂ',\f(.r, ?/) dyf{x,y\
d)’ J . (x — xz)
({0 —~— 2, ¢ dy
(l)f | “ L — .I'gj) ’

= COSL appresso. Da ci0 abbiamo

A8 flae, p)5) (.drfﬁfarT:) I
TS . f__ - ; / R ™ I‘} 140.
df 8 ( d}, ) (0 / ( )

i ——

140) Da questa equazione concludiamo che la derivata
narziale del residuo integrale, uguaglia il residuo integrele
della derivata parziale.

Ritenuta x, qual radice semplice della

1
=0
[, ) c

zvremo (5. 65:¢")
(¢ —xM(x, ¥)="fx, y);

quindi posto x, -9 in luogo della x , ed y - L' in vece
della y , avremo ( § 63. 0" )

flo, -5, y+5

: A

fa,+0,r+0)=
U

1 defix,, y) . defix,, ¥)
it f‘;xl , j ;L 9 ) S I ; f— ri e 1 / E ..
Y ( : 7 dx ’ dy ).

X

Ritenuta poi la x, qual radice ripetuta n volte dell’ equa-
: . £ o - o

zione stessa , pongasi ( §. 63. 9" )

{.I;‘ — .:lrl‘-:.rnf‘;x 5 ) = {I.;L‘, _)) ,

e} [ 5

¢ fatte le indicaie sostiluziont , avremo (5 63. G

|

T —
———in

e

fax,+0,9y +71"
4

fu

f(.z'l—i—g,)f‘—%—ﬁ
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Meodiante la formola 'gX) si visolvono le frazioni razinnal;
in altre piil semp]ici . verra cio posto in chiaro con Jdue csempi.
1. Abbiasi la frazione

1 [ f . da f v, ¥ i dylix | ¥
oAy ¥) 4+ G . s 5 .
g dua, dy
GH—-I (Z;r{”_‘f Y A _'1)
toee + ; > 4= s e 0
3..2....”,__.1.- ”'(J.l:z-»—l
G'ln—1 P s 15 \
+ 10: L 1 ... f& —m——— }5 {"{.l' il '“::7{;"— ’ "l ,ﬂ;“
. § 1
1
Pusto cio, st dia luago alla molipdicazions 1anto i —,

1

T L] . . . ' . . 3
quanto Ji ;g pel rispetliy: svilupai s e rideveremo che il coef:

ﬁ(.‘z'ru te Jdella frazione

r!
v

ml. ‘
5 !

nel ;u'{mo Caso o

(]y{h-r] . '}’)

dy :
ned secondo &
1 dfx,, .

.

12 co 0 — 1 (ld'l”'_—l(lf}‘

[)u-m:/((c la radice &, sia semplice , sia ripetutla ; ou
vero , sia

_ flax, G, ya4=14')
f"r1+53 V"L‘Cr)\ - 24 ,

— ; :
$ia
, flx, —15 3 '
fao,+5, 40" = 21 -, 4 ),
7 :

sempre i valore delle due SCEUCNL espressiony
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2?4t 2
o — 14w 4= 1y

' . — 2 . »3 | z
-—_—\\ ot 1 e
a{x — 1,7 = zz-—-—-1; \z—+—1} "a— 3

z3 =~ z% + 2

*\ 7 &\ . +
./ 2 g2 ! (. ; R g sl
’\(3;/\3 -1 =+ 1,7 W - 3) 2z =11 2+ 17X ~3
53 = g7 e 2
\ _ .
"—*) 2 / ’

Ora poi rapporin a z == x, = 0, abliamo | 5. 66. g¥

oA Ty L ‘ 2
E- R EAL_RCy

*
NS (8 = T e (] B = T Y

inoltre rapporto a z == a, == | abibiowo {566,850 670 47

L]

Y

1
<« £

- s N .
Fon B S e i f ¥ SO '} ) (Z)ff
(i)Y 'Y, ’ o
5 kd. — 4’ P . d‘}f
oy B

C')

\i‘L' — £
cle g;.'fi f{f (‘Zz'nws‘{,"a{o ARG [u SLeSS0 E Hduces: aZ coeﬁumn{e
630 0 ((z furz 1O

.

j[:\x, ~t= G y ) -+ 53}0
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3 =P 5 — 1" 42
(O—1)il—2"x+1—10 4 3
- 0 — sy o T ~
dy 2 ~5-1)* 4 ~+1)
dunque
& a4 2
B e |, B s [
2 1 3 1 5
&L (-Z"—"‘jﬂ G b —— ‘l\ 2\3; _*___1/ 41&"_*_1) .
I1.° Albiasi la frazione
1
12-'0\1.]; i __1__ }} *
sara
i 1
e K
_ - ~+=
‘1'3@_\.1;“ ~+ 1. U'\tf (27 4= 1 X~z
S ! — & !
33{‘ st 1)) 2 —= (L::“))gz“—{—ﬂ.:c——-z}
1
§ T
2 za— —1, 24+ —1)(a —2z)
é\, 1
efz—l — U (s+V — 1) —2)
Rispetto poi a z =, = 0, abbiame
1
d? - _
8 1 . TP =1
(z°))z* 4+ 1 — 3) 2 drr T
1 1
3 »

1noltre rispetto a z =y, = |/ — 1, abbiamo
1
e =V — 1) E+V — 1) —3
1

Pr——
e

1

=W e — =1 2a— =)

— !
/




finalmente rispetto a z=x; = — )/ — 1, sara
8 1

z3\'z—-[/'-—-1){(z—i—|/—-—1))(x-—-—z)

1

— (= —1)° -2/—-1x+V—1) 2x-+—|/‘-—1)

dunque

1 1 1 1
= = =
LJ —+ 1) £ £ 2§‘”"‘“V“‘”
1
: (141,
Qe+ ) — 1)

(141) Leco un terzo esempio. Abbiasi la frasione
1

-
L}

sara
| 1

&

(@ — 1) -—3) 7 {z—1)%z~+ 3 )(x —z)

1 1
[z — 1} 2+ 3x—2z) (z —1)* 243 ) — =
Ora, per z=x, =1 (§66.5%:67.4.7), abbm:mo
1 A5’ flx, + &)
e o :‘:f’{‘rx)—""[ f\ Te ';‘
[z —117)).z - 3)ix — z) d5
J 1
G- —G—1) 1 1
- dj T 4@ — 1) 16 —1

Inoltre , per z = &, == —3 (§. 66. gV ), abbiamo

1
8 (g — 1)’z <4+ 3 v —23) R 16(x —+ 3)

s

dunque
1 1 1 1

.-1—1

Pl + T
(x — )" x+=3) du—1,7 162 — 1) 16(x 4+ 3)
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72,
Esprimendo poi z, una radice dell’ equazione
g —x—ro(z; =0 ... FaStis

Ty

Vel

propongasi a svolgere [ z.) in serie oriinata secondo le po-
telize ds -‘%mlenti de“a qu:'al_l{ilil lf.

Abbiamo [ §. €7. 3.7 )

!I’. —ry T \1 p ‘ \'. . * %
(\ 3 1 E i ! z ,} f z 1}]
u —F—( ‘' e N b J
g, E= E = lER g d—kgE

’
fzj} —“UI . i . ] A‘”\.'_‘—‘:- 142\.
\'.w"""" « gy oW —_— Y -;/‘u,-:j

E’ poi [ % 23.115.° )

ho 2b k* -
Lig—a—ks2)) = L/zw2’ L [— P
i / : )
T — X o o —= L
"n P Ty P
—_— E.._ .f..jl._ R o i 7.z g
n o zg—x n—-1 z—x—chyiz)
percid (T 6.6°:7:8.), fatto per brevita
wpp=X PEEEE
_’\ ; ik Tt =F
—_— — ki oz L4
n—+1 =z X Sy 2
aytiem
il
N A
e 1 di—-—}
1.1 Y e e k z_"‘l___
Z— o hz, z2—x dz
; Ay ')
17 [-—-——--—-——-—-]" b "
h* g = " [; _— -
e s o b - — y =
2 dz n dz
! A4 lo =)
[ e e e e L T
e & T e R & — i

42 Questa equazione sio olliene CUO6T7. 3. 0 con [o
stesso principio, col quale fu otlenuta la precedente



S BN CLE VS #1)
—+ ( ) ) [ adiie e
Z —— Z— 4 & = X
1__\ .‘;;\2) Sl

_[,
—~
& ~—
| O
" ’
e
I
3
I
RN
=
/T\
ta
=1
(31 b
N

L — X
c RoE) i
2:“ 1_2":”\:/:51 ¢ ) — Ly < e
~ = X
Il'f’f' 5 7{_//2 I, o - Ir
9\5)‘\ ) ; z‘""‘.l’—_lt:/z’-‘ M ]
L == L

]

¥ 7
1 — )2 =
4

4.a

z—ax— ko z F— X dz
PR -
d[ 1 - (][ — In
] 2 — 0 L \ s — 2
—_— e . o"""'_'——f.: —
1 oz 1 dz

(113) FEseguendo [ r/fj.f"fwuf'a:for?i ClZ SOMO diiiec il
nel promno meenmbro deila 1.0, ¢ s 'przf‘ru.*:/u in due .. .,
terminit posiivi dal m’tr_;'rzh’w.'. sioiterra ol terzo suo poomhes
GUSLO PO ST LS i r Cpe B 10200 Jacdinenie ned Gt
tu. Mo'tiplicando 1 membri estremi deila 1.9 per

R, p— ]-.';3:::) ;

st ollicne tosto la 2.9 ¢ da questa , isolando V's, s &oun-
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Fetratti adunque i residui dalla 4.« rispetto le sole z = z,,

z = x ; e posto per brevita
ko 2)1" [0 2) — [z — x'9'(2) ]

< . !—-—la'-...'o.XIV
f\ (Z — x‘};-],-!-liz s 2 e fx"p\z}] LiJ (b ) )

si otterrd (§.67.5.°7.°8.7)
A 2 dr Y ol ?
fle = f.2) 4 flarpia e LD 2D

2 dx ( xv)
l{” (?"_Irf“-“l“ : Q’.’I\”J {z_a"\\_{z‘_z \]rb O

T2on dxi= (s lis=2,1)

Se , aumentato n indefinitamente , pongasi
4t
(\ i :

lim: ¢ ~ ' —
“ z—allz— z,1) ’

’ e
avra luogo I’ equazione

. L* dif xcioe)?
fz,)={fx —+ L3 falpa = — Hibr ol
| o - - (&%)
XyVyo
o | § )
L3 d’[f"x.(:;f.r“.“]
{ g ~ of— <« 0 . 3
1-205 (iuLA
in cio consiste la serie di Lagrange (145",
»

e alla 3.70. Sostituendo poscia il valore di ¥'e nel secondo

membro della 1.2 . c molu'/';t.’;'r*ando per [ iay < due primi mem-
bri i esya , oilerranio [@ 3.

‘141 Dalla terza equazione di questo paragrafc ab-
in prorlo il residuo del privo membro della 4.
ed in quanto al suo residuo rispelio =1,
esser nillo @ per
lel secondo

Licamio gl 7
I't'.s/)cf!(() ZT== T, s
clilaro apparisce | §. 67. 2.7 ) guesto dover
la medesima ragione sara pur nullo il residuo ¢
menbro della 4.6 rispetio z == 2, menire il suo residuo ri=
Spetio g == & dovra calcolarsi mediante le ].;r'(.»(:r_f(f{futz' dot-

°© 7.° 8.% ) In segudto di qucste consideraziont

e

trivee | 67« 5.° 4. .
f’dr).{'lmc-:nm s ottiene la \.g“)

(145) Questa formola ¢ renarclhesvole tanio per L ele—
ganle sua jorma, quanto per le suc u}z)p/h'a,::r'um' ali’ analist §
con essa in fallt st puo sviluppare . secondo le polenze a-
scendenti di k, qualunque funzione deila wicognila z, spei-

tante all’ equazionc
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APPLICAZIONE DEL CALCOLO DIFFERENZIALE
ALLA GEOMETRIA.

—'_':.““Cﬁ)f"‘*‘a.—_
LINEE POSTE IN SUPERTICIE PIANA.

Delle tangenti , suttangenti, normali , sunnormali ,
e degli assintoti.

73,

Abbiasi (§. 5.) Ia curva

}’: (3’:).--(0)

Z— x — kolz) =

purché abbia ZuOgo per n =w la condizione

Iim 8 :
. _ 3
( ([ xllz —z,])

gla stabilita. Potrao quﬂsm medesima condizlone venir espres=

sa pure in altra gulsa : in jalt pONIaiLo
/ 1 . - s oo e s a N
(y, . EETEa =l —rayfisr g2
;] y

T — &~ KL T 2

sara Uultimo termine del secondo membro della 4.a espresso da

Frstgd o
VTN

—_— \ \z -— et g

&
at
“! I

I

Ora st esprima con r,., ( resio che nel secondo membro
della (&' completa la serie in esso contenuta , € prolratta
sino al termine affetto da K* | asremo

g% &

/o~
Fpwr — (S } Z"nq‘l ]
(ila~——a, 118 —=’1'J“+‘))
oltenendosi dalla Y 7 valore di Y.z Cangiando poscia n

wen — 1 au(ww dalla (1 la

gy 2SR — (2 —a R ]fs) e

-

s — 2 —hpz) —
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yiferita alle coordinate ortogonali, e con (x, ¥) venga ey -
Presso qua]nnqne punto de-lla curva medesima , determinarg
dalle coordinate a, ¥y ¢ sia { p. 2,98 174 ) © la tangeate,
p la suttangente, v la pormale, ¢ la sunnormale , ¢ la corda

e per conscguenza sard

Q2
e s L s

1\.{ A HE L - ST —
’ ie—z g — 2]

ottenendosi datla 2 il valore di @ z} Quante volte il resto
an detoarmirialo da (i’{{";{ffl :“f",-'h'(l:".l.()H(?, decresea J'N,([--fz’ni!{zm,(fu[c
coll” ind-finito crescere din, avremo soli altra forina veris
fi aia, come o1 Projionenig, la condizione SOPIEL espressa, e
valora la g™t). Cro promesso, vogliasi applicare la stessa
gL ad un {uu'tfc'olur caso s aunctiiany el resto r,, della

, 1 |
v doeresca indefinitamernte con ==, s avra dalla ™' la
, = ,
soouente
| S R? diz'a Y 13 dis ay?
zl:-:‘r—i_"‘"clr,l—l_' . + 3 %‘ .oo:
{ e d.x [ du
abbiusi anche
T

{i:’.abr = x !
cssendo moun gualurque nuiero ['cquacione iy YA diserra
i

" . a \ L) g -
e la "4 svmmipisirerd cio ciie SIQUC

I oIt 1. ' %I
! koo, ki oda®” F* wltx™" _
b siwmo,mm B = ET S semmmeboosTe SRS T R
‘ 1 12 da 1.2 da”
e
LI 2mo, L S A J.3 3= g ,
TR 7L S S e e e v v
1-2 ‘l!.'.)- \j

ma la seric compresa n Guesta (.*.s',,')rr.s._«'{onfe la ;sw-' ferihic

grnel wle

nminm — (DI ‘npp — 1+ .Z) i _
L pnm—n=t o

1.2.3.. .1t

dunaune se dicast u, questo termine , ed . quello che (a

Cs80 1asce y sostitucndo n =1 ad n , VICitil
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gorrispondente all* ineremento infinitesimo As , valutato dal pun-
to di contatto (& , y), dell’arco s: indicati gli angoli come
nella p. 2.2 8. 171, sara ( p.2.25 125, )

u’n-f-l

ih T

u!l

(nm~=m)nm—=m—1}nm-4+m-—2)... nm-p-m—n—-1)

koxm—1%
(n =+ Dnmnm — t)(nm —2) .o, (Rt — n =~ 2)

A rendere piu semplice questo rapporto si osservi, che nel
sio numeratore ogni fattore si compone della quantita

==,
diminuita successivameinte di
0’1, 2,3,--.,m——1,m,...’n'—1;

mentre nel suo denominatore ogni fattore , tranne il primo
si compone della quantita

nm ,
diminuita successivamente di

laonde , sopprimendo nel rapporto medesimo i fattori comu-
ne, avremo

Lurz'*-! 1
u,
(nm 4=mXnm+m—)nm—+-m—2)... (nm—+1) ;
: : - ~xl’n-—1
(n == D{nm—n —4=2)(nm ——n —=3)ee. 22is — 1t~ 12 ’

e, per valori grandissz'mi di n, avremo presso a poco

U

ntia mh?

= A =1,

: —_— (¥ 7 00 4
u, \/n L /

Da cio concludesi facilmente, che quante volte sia m un nu-
mero intero , la serie compresa nell’ ultimo membro della (4)
sara convergenic , purché il valor numerico del prodotto

n nt
kam—1

G& ......._‘ 1}11&“1
11
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Ay

tane. (cx = ——.
" Ax
Ma convercendo As nel lim. =0, converge 1" angolo (1)

nell” ;!_g;;_;(,'l(_; Fapl e dun({uc ( §. 6. )

o

cia L pe iy 2360 ) minore della wmita. In tal caso la somma
deila serie 41 sard certo una radice reale dell’ equazione

(rinomia
n
55— R s If; = (s

Per offrire un’ altra applicazione del caleolo de’ residue <
riassuma (5. 69, 4.° ) I’ equazionce

£ip) = 22

/ PRV
\r..l)

e si faccia

A
[T

o) = m— e N — 2, — X)) e (X —

denotands n (]zca[.vz'Vngia nnumero interoe La formol(z
somnunistrera

oy,
i

7 )

(U == X)X —— T, ees (X— X}

NPT
N (( /o7 )) LI
: : : R : e ) oy 2
& \;zwx,;{z—-—.’tz) ...\;:-——.L”- A ——
L) 4 \
¢ L= !
¢ e =3 & v . a T
:\3_“'1.1))\:'"-‘1':!1 a0 S Ay ~ )
- /,)
(\ /‘ } " ¢
; i - { —
U\:‘-‘_"J"r .’J"-—'.x, . ® .ku .l,a \-L A.a)
s ‘7\
7.2) L
)
[ I ) T % ) “'i"-"’ __.z)
S LT = Xy) e o\ (2 X,
£ oo §
.ul'a'__.:;- .
! P S x,) -
(‘rx_xz)“' ('11 Xy 7
o \
/i'x:’,} )
i s .
N P ST
(AJ—-—'JI - LC2—-J”'_.\.I' ‘L_'z,f'
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. Ay d
tang. (Tx) == lim, — == P

Ax dx

Quindi ( p. 2.45.125: 45. 1.°: 40. 1.° ) sara

¥ ydxe dx” 9
< JRRRE AN AR § PRl gyt il (14—~
P tang Tx) dy ’ V} P ]I/ dy* ’
dy” y? ydy
Y == TtanpoiTy) — 1 — _— == m——
Y g =1 V[ + d.-x:"'] » 4 p dx

donde si otticne la scouente formola d' imterpolazione di
S P
Lagrange

(.)ﬁ'—-—-.‘l‘z) oo (@ ........,r”}

s f : spid
Jlx) = : L)
(X ==Xy eve (X — .:r;n)

4

(a?—'"xlﬁ'&x"_'xg) » . .(:I.‘——-.SC”

ot /Crxa) i A

(.22‘2 """""x;)‘]\xz - 'IS,} es e (Xp — J)u)

(X = X )X = 2,) el — 2, )

I.,
.0 e ™= /(L' )J
{ %] ] \; T h —— + ‘/ [ r— b \ - ?"
(X, — &,j &, Xgleeni, X, _1)

mediante la quale , cogniti gli n particolari valori

- - - J‘, ":\ spl ;N

VACR FERYICF PRV ICI PR AC N
della funzione intera y(x),viene determinata la stessa y x",
conforme a quanto fu duncstrato { p. 1.¢§. 226, ). Ci vale-
remo di qucsta formola , per assegnare I equazione alle
parabola , che passa per tre punti , dati rispettivamente dalic
coordinatc

Xys Pya FXay, Fas U3y Fae
Latlo
n==3, x)="y,

e prese le y parallele all’ asse della curva, si otterra

(r — x )\ — 2y (X =2 )X — 23)

yi e

y [ ]
!

— . —y } 2
Wy T g by X ;) (X, — X ), — ‘1‘3)

(x — a N —a2,)

, VEL
(¥zg — x )&z — &)
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Inoltre , denotando v, U le coordinate dclla tangente o della

normale, savia{ p- 2.9 §. 172. I.°)
dy

u—y=——(y— )

I’ equazione alla tangente, e

Se inveee di yla) pongasi y(x ), considerata la sola x
per variubde , st avra dalla [ormola precedente
(J' -——-—J.'g\j . v e \.’lf m— I,L\

Z\x ? }ﬁ> = 5 , -{{‘T; ’ 7f)
(X, = Xy) o o (X, — a2 ,)) !

l;f.x: — J‘]\.f,r S U(.?\ i o /;r — 1;]}) ‘ ‘
- e T _ /\/'-'\afn, 3 R
(T, = Xy (X g == Lg) o+ o Xy x,)

. 4'\."‘___. 5 7 .
(11 Y. § J J-‘._,:f L ] t_x ‘TH-—'I)

1

r) .
[y v Y1 — & / — -3[-'\1‘31 ? Y )

)
e denctando m uno qualunque dei numeri
1 y 2 ? 3 y ® e @ 3 n y
se prendasi la sola y per variabile , avremo eziandio
{f.._—. r {f..__. o
) ?-j""*) }ra)
() "'"'u?"z) o« (}’; — )

Z:”Tm ? jf) — X{xm’ )fl)

(.)- —_— ,},J‘-(T‘ s ?rz\\ i e (/y' ___{l.‘}f’?}

i

Dz Y23l e \)a — ¥,

L ‘) -—_71»\) — ’.}/2: 2 e f_"’_y' """_'.,’Vn—l) g p
et . b o o G e R \ Xa\xM’ ) n*
(J,o — Fai T2l " *- e ) =

Ora sc i valord

PGSR SR X'-TQ,J), A{x397)>""9
dedosti da questa equazionc, poiganst nella precedente s
cyra e formoli, per ta qualc verrd determinato il gcneraé’
valore detla funzione intera

A

AT I
cognill che sieno @ valori particolar: della medesima , quando
per X prendendo

.I-’ x»ﬁ ’ x'z h) - L] L p) x"z ’

i
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I’ equazione alla normale.

i prendano per y i valori

Yss Yas Y3y o o '?7:;'

E;cmpio.
Facciasi
i = 2,
sara
I ——— x§ A —— xi
é N & )] X \__}._ : _ _ (\x ,) .
Xz, y) x,—l‘gZ'( Ve x”___x‘X 2y V)5
quind: avremo
y—%a _, y —
X(Zy, y) = XXy ¥i) ; Y(Zey ¥a)s
| Vi~ Va Ya—2,
: 14 -__“-yﬂ Vs ‘.}f -—‘,’VI 7
X(xsy 7)"_- JAT 5 71\_{“ RVACETE) 2\,
Y% a Mg = Je Y

sostituity questi valori nella precedente , avremo

WXy, ¥) =

=Ty ¥y —Yy T — X, Fo— e,

. T YACHY yl) = — = X('rx > ¥a)

Xy X3 ¥;—Fa Ly —Xy Y, — 7y, '
X=X, Y—Ya . A—=—=X3; =¥ |

5= . * ] A X\xﬂ ’ }"x> 1 } R , VACTE 7"2}‘
Xo—=X; )3~} a Ly—T ) ) P

le foermole d’ interpolazione riescono utilissime , in tutii guet
cast ne’ quali abbiasi a conoscere una legge di qualsivoglia
naiura ., geomelrica , meccanica , flsica , ecc. . . . y Senza
poler eio consesuire per diretto ragionameintc ;. daccehé in
lal caso conosciuti , sia per calcoli, sia per osservazioni ,
sta per esperienze , del casi particolar: ad c¢ssa lesoe rela-
ey ed i bastevole rumero polra eziandio, mediante e
Jormole o interpolazione , conoscersi la cercata

v

G(’b:;c!
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Esempi.

.9 L’ equazione alla cicloide, gia trovata {p 2.4§. 172
I[1.° ), somministra (§. 11.)

V (2ax — x?)
il

dy = ~ d_l/-(2ax-——x"’) —

20 — x

dlf Qax — x7);

a—x
percio (§ 6. 4.%: 7+ ) avremo

X

20 — y
[Z}' -—_— de("____ v). . » (O! 5

le coordinate si ecomputano dal punto superiore dell”asse, ov-
vero dal pertice della cicloide = che se dovessero computarsi dal
principio della base, cosicché le ascisse avessero a prendersi nella
base medesima, saria bastevole nella (o) sostituire ¢ p. 2.78,
171. ) ad x, e ad y rispettivamente 2a —y, ¢d an —x, le
quali sostituzioni somministrano

2a —vy

dy = dxl/ [ — 1. s (o).
);"
Valendoci dell’ equazione {0™) conseguiremo le
2a — y 9
taug(fr) = V[ — I, p=y V[.-;“—‘"—“'] ’
y Za —y

2 —
'}/] y V== lay, (q = VZ&)-' —}r"‘,

= =y)T

T'acile ora s” intende , non esser altro la normale nella cicloide,
fuorche ( p.2.25. 52, 3.° ) Ia corda che sottende, nel circolo ge-
neratore , I’ avco intereetto dalla base di essa cicloide, ¢ dal
punto (&, 7 della medesima = quindi siegue ( pe 20§, 52, 1.0)
che la corda sotiendente il suo supplemento, valutato dal punm
(a, 3), fuoori della cicloide , ricsce tangente in esso punto o
(uesta curva.

I1.°> Trovare la snttangente nella logaritmica ( p. 2.2 §. 173,

1V.? ). Sard (§. 6. 5.°)

[

2a
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L'a —
dy = —— ba ¢ dx ;
c

pcrcii) la suttangcnte cercata verra espressa da

P = J,(Z X Io

y Lia) : |

\

clo¢ sard ovunque la stessa.

Si osservi che le due curve (o) ed == {2, ivi &i di-
:0nd toccarsi a vicenda , ove hanno la tangente comune ; quindi
rispetto a questo punto di contatto, per la prima delle (0,
coesisteranno le

fix) =fx), f(x)=fx)
94,

Se nella prima della (0") si ponga erescere indefinitamente
fa 2, si potra conoscere, passando ai limiu, se¢ la curva (o)
zoda 0 no degli assintoti.

Lisempi,
1.2 In quanto alla logaritmica
4 _— X y
ahbbiamo
U ——eX¥ =¥y — a3
e fatto
ok T e A 3
N
1

emergera { pe 425 241, 1.9
u = qQ0:

ciod I"assintots di guesta carva coiueide coll asse delle ascisse.

H.° 1o quanto alla parabola

r
<La

— 2_px

ya
abblamo
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L fﬂt.to

sara
Uur— =k o1
ciné la parabola é priva di assintotie
I11.° In quanto alla iperbola

2
X Y 1’

a® b*
abbiamo
X7 1 bxly — )
Ul (= —1)2= == —,
X
@ (—— 1)
ovvero
1
x? 2 bxv
u( 1) b= s
- [ ] h’-:;:.;a L L]
che, moltiplicats per —, si cangia nella
X
a® % rz b
u(1l———=)? kb —=—y;
2 x a
e fatto
re=ck ®w,
nascera 1’ equazione
b
U= o= —vyp
a

agli assintoti della iperbola. Si torni sulla p. 2.0 6. 173. IV.°
§. 201. 1.°

75.

Se le quantita
tang'tx), p, T, ¥, §,

debbano esprimersi mediante le coordinate polari z ed o ( p.
2.4 §. 174, ), oltre al valore della y, avremo in pronto tzian-
dio i valori



169
dz = cosndz — zsenadwn , dy = senwds - zcoswdw

da sostituire nella (o) : la retta z dicesi raggio vettore 5 il
punto poi, circa il quale si aggira la z, dicesi polo.

Esempio.

Venga proposta | ¥ equazione

@) o
z:-""':'.o.<0"),
e

in cui 7 cresce o decresce nel rapporto medesimo dell” arco a;

4
sarh z == 0, essendo w = 0, e quindi ambedue potranno in-

“r
sieme crescere all”infinito: pertanto la curva (oY) incomin-
ciando dal polo, e quindi sempre pit allontanandosi dal mede-
simo, si ravvolgera incessantemente attorno lo stesso polo. Vo-

lendosi ora la suttangente p, sara

yrfx coswdz — zsenndm
= = Z sch : s
P dy senwdz -~ zcoswdn
pongasi
T
0= 5

cosicché dal predetto punto (146) si valuti Ia suttangente in una
retta perpendicolare al raggio vettore z (147); si avra

27dw
P= dz
ovvero, a cagione della (o), sara
07
—— 7
p=—2nz ="

Fatto

(146) Cioé dal polo.

(147) Nelle curve polari suole per maggior semplicitd
valutarsi la suttangente sopra una retta, che dal polo st
conduce perpendicolarmente al raggio vettore ; cosicche in
tal caso gli estremi della suttangente medesima sono, da una
parte la intersecazione della tangente con la indicata per-

pendicolare , dall’ altra il polo.
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G === DT -

denotando n il numero delle rivoluzioni fatte dalla retta =z,
sl avra la suttangente

p == — n2nw;

cio¢ uguale alla periferia del circolo, avente il raggio ==n.1,
moltiplicata ncl numero delle rivoluzioni (148). La curva (ov),

(148 A dichiarare vie pi la determinaszione della sut-
tangente nella spirale d Archimede | valga il seguente ra-
gionamento. Dalla formola gia dedotia

cosdz — zsenwdw

p sl .'::SCIIG} ’
sehwdz —— zcoswdw

eliminando z, ¢ dz, mediante I’ cquazione

della spirale medesima , otterremo

o) CO58%) —— (ISCNY)
(1) p = -—— senw . ~ o
K7 SCN5) —— WCOSW

Questa formola somministra gcrzeralmcmc il valore della
suttangcente contalo sopra un’ asse che passa per [’ or‘fgimz
dclle coordinate polari , e che rimane immobile al girare del
raggio vettore ; cosicché al crescere di questo ragyio, dovra
cziandio crescere " ansoly formato dal viedesuno col sud-
detto asse. Pero se , come suole nelle curve polari , vogliast
conitare sempre la sullaizgente sopre un as<e ad ango[o retlo
col raggio vetlore , ut tal caso , avilo rigunrdo al significato
di scus, ¢ cosm (p. 1.4 1740 ), dovrano nella (1) fare

4
ST = EeR S G e

-

C e S 5 3. B O ;

ed ayremo nell’ altucic ipotest la sultangente cost gencra[—
mente determinata

L}
i) ——— - e T i % —— PR At 8 dm i @
T

— i

cioc sempre uguale ella periferia del circolo , avente iLorag-
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che fu da Conone di Siracusa immaginafa, & una di quelle
dette spirali : la ricerca delle sue principali proprieta deve-
si ad Archimede.

D:ﬁ“erenziali dell’ arco , e dell’ area curvilinca.
76.

Convergendo 17 ineremento iufinitesimo As  dell” aren nel
lim. == 0, il rapporto fra As, e la corrispondente corda ¢
converge nel linn == 1, Dachd §" iutenda condotta pel punto
(x, 5 la tangente, clic 1ncontreri 1 ordinata p = Ay » pro-
lungata, se faccia d”uopo : esprimendo con £ In parte di essa
tangente, compresa fra il punto di contratto, e I'ordinata y ~—
Ay ...5 con L la parte di questa ordinata intercetta ndnlla tau-
gente , e dall’ estremo dell’arco s =+ As 5 avremo (5+ 73«

dy
Ay 4+l = Ax .tang’7x) == Ar . —,

oyvero
A ] A | A il
r ol = N . LAMPTXS = AL s
\) o do’
secondo chie la curva presenti all” asse della x la sua conca-
vita, o la sma convessita 3 e pereio

gﬁio vetlore come ragsio n%olu'plfcaza pel raggio medesimo.
Se poi fossc per caso particolare

W= 325, oyvero z==1,
st otlerra
P =1 it

St osserel che il segno sempre negativo della suttangente
valutata sopra un asse perpendicolare al raggio vettore | si-
gnifica essere la medesima sempre diretta dal polo verso la
parte negativa dell” asse medesimo.

(149 Qui st osservi che dalle prime due superior: c-
quaziond abbiamo |
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similmente

c — V:Axl e A},?z A.xV[1 —4 ‘-*A"}-'; 1

X
quindi
dy Ay dy*
- o = } o ——
k+k___ (d.x‘ A."L'>+V[ +d-1'2] :
’ Vit ,
Ax?

€ conseg uentemente

dy®
1
C har VO+gE]
T — -

- =1,
¢ dy*
1
Vit + dx‘*]
Ma
25 f =y , ed anche o < — (130) 3
c c € =3
dunque
A
lIim. o s 1.
c
7 e

Fssendo pertanto

s e
dy
A)f + N = Ax . —— ,
dox
da cui f’fm:'lmente st oltiene I’ assegnato valore di ke
(150 Queste due condizion: ségm'ﬁ’cano che la quantitc
As h—+k
— si trova sempre compresa fra 1, ed ; dunque ecc. ;
O

c
¢ du,m/ue vero che qu(mdo Uarco di una curva diviene infni-

lagmer /e (;(.(}(_*0[0 , l'z rappOI‘{O dl que&to a”a SUG COPda (’S'ua"'
glia " unita.
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A , A
]lm.""i-—— llmo J A - m1,
c )
A 1 —
W1+ 5
ed avendos)
I As ds L Ayrdy?
me =g lim e = g
sara
ds -y
(fy” !
dxl/ 1
SR
e percib 11 differenziale dell’ arco s verrh cosi espresso
= dx|/ 1+ ]""Vd.z +dy* (151

Fatta in esso la sostituzione dei valori di da, dy, tolu dal
§« 75, nascera

" de” whs o fulan .,

A}

(151) Lgli ¢ chiaro che "arco s di wia curva ‘o, dea-
ve rzrmarrfa;sz qual funzione dell’ ascissa x, corris; ondentes
all’ estremo dell” arco medesimo - questa funzione pers | come
st vedra in seguito . ¢ molto difficile a determinarc; non s
glunge ad essa fuorche in poc/u casie Non & cosi del suo

5
differenziale ds, che si otticne sempre juctlmente. Pero il
: . ds , . .
valore trovato di ds, o di s sard una quantitda positiva, o
o

negativa , sccondo che I arco crescera o drecrescera | cre—
scendo U ascissa 3 vale a dire secondo che 2l archi caronns
valutati nel senso delle ascisse positive , o delle Negalive s
st dovra dunque generalnente stubiire

e g 2
ds == ::th:’¢ = dy? -—;:-—ilf[1+(h 1:
o drt

e valera il segno =, se I arco crescera con I oscicsa : il

segnu — o se il medesimo decrescerd col crescere d: Gucsiae
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78.
G; cerchi ora il differenziale dell’ area «, intercetta dal~
I’ arco s e dalle rette y,, ¥, £ — Zoe
Indicando con ¢, ¢ 1 trapczi, uno terminato dai lati
(g. :6') .
ky, v, y+Ay=nh, Az (152) ;

I'altro dai lati
Cy Yo _)/"i"'AY y Ax ,

p. 2. 6. 44. 5.2 ) le due seguentl cquazioni

si avranno (
dy

A.’L‘ g A'r 7
t—= (y oy Ay T b)) =52y Aw )
X Ax
' = — Ay by = 2y 405
laonde
¢ t'
1' , —— ; Iimc"—""‘ —_— .
1m A Y Ax J
Az 2 '

Ma il rapporto —— ¢ compreso fra le ragioni
PP A D 5 Ax’ Ax

dunque
Az du
l. . ) —_— — 15‘: = "dx‘c
m =V s T
79.

‘Torenziale del settore 7

otti dalla 01‘igin@r
Poichic ( pe PRC

Debbasi ancora determinare il d
intercetto dall”arco s, e dai raggi yettori cond
dclle coordinate al puntt {Jg Yois (X9 ¥,
Le 44.4.°) abbiamo

Yo XY
L3 ’

o = «— ‘
Y, 2
(152) Il segno —+ si riferisce al caso in cul la currd
(€. 76.) rivolge la sua concavita all’ asse delle ax, el

i segno = sioriferisce al caso CONLraiivs
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percid sara

rOT / ~D
ovvero ( §. 78.)

- -
i

2 2

i il — xdy
dz' = ydax ~— d 4 !

Dei punti d’ inflessione.
80.

Sono cosi detti quei punti, ne’quali eessa la curva di vol-~
gere la concavita sua dalla parte p. e. delle ascisse, onde pro-
gregendo rivolgere alle medesime la saa convessith, Prima di
venire alla determinazione di siflatti punt, dobbiamo a guisa
di premessa, indagare se la curva [0, presso il punto (a )

1 ) By 0 ] ¥ Ak
presenti all” asse delle ascisse la concavita , o convessith sua.

Nel caso in cui la curva presenti la concavita, si otticne
(§. 76. )

(]7’
Ay =l = Ay ~——
y
) dx
€ percio
dy ly Ay
x=—> 8, —> T ;
o dw Aa

nel caso poi che offra la convessith, si ottiene

o
Ay — b= Ax X,

dx
¢ percio
.. o A -
(4 l (t’ l A]
Adpsss= & A Vo, e

o 4

L
%

(,/JL‘ il
Ma i ambeduc questi casi abbizme
d)-’ I At iy oy
- i1, = e ——— =

dr A dx d.w

»
duuque se 1l punto

(Z =32, y -4



176
si accosti al punto (r, ), il rapporto-—ﬂz crescerd nel primo
Ax

caso, diminuira nel secondo; e percio (§. 17. )} nel punto

(x, y) 51 avra

Ay
Ax \
. ~0 nel 1.° caso; >0 nel 2.° (152)
dax
, . A . A d
Ma nel puuto (&, y) si riduce -A—Z-— nel hm.—A—-;;- ﬂ-—-—dz-.

(x, y) rivolge la sua conca-

dunque ln curva presso il punto :
sccondo che abbiast

vita, o la sua convessita all” asse delle w,

d*y
da?

<, ovvero > 0.

{153) Ponendo mente alle conscgucnze (2.°) e (1.°),
dedotte nel § 17, scorgeremo clie I nverso delle medesime
viene cost espressor quante volte awnentala, o diminuita la
2 nelle prossimita di un suo particolar valore SUPPOIZast
primieramente diminuire o crescere, poi crescere 0 dinni-
nuire la funzione y == fa), che nelle prossimita stesse viene
supposta continua, sara |'(x) < 0 nel primo caso, e flx) >0
il sccondo , per valori della x prossime a quel suo parti-

Ay
T", [a-

colare. ,f,/p;)!icando guesto principio alla funzione
Ax

come fu dimostrato, cresce nel primo caso, ¢ dimi-

(/zm[e 5
nel secondo , col dimanuire del valore x —+ Ax, at-

HUISCC

Ay
ibiito alla sua variabile x5 e riflcitendo che d—A— ¢ la

Ax

dx

derivata della furzione medesima , si avranno tosto le due
superiori disuguaglianze, dall: guali discende il criterio per
guudicare, s¢ una curya rivolga la concavila o la conyessiid
Ay
F o

sna dalle ascisse. Rammentiamo ¢he N rappresenta (5. 73.)
x

la tongente dell’ angolo che fa con [’ asse dell’ ascisse , la

corda condotla pet du_e punti (X, ¥, (& —=dx , ¥ + &y ),

spetlanti atla curva (0)-
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Cio posto,, pou,he i punti d’ inflessione trascorsi, dev’ es-
sere la f'(x) >, ovvero < 0, la qua]e , pllma di giungere ad
essi, era <, ovvero > 0; percio in quei punti la dmnata
{'(x), o siannullera, o dnerla nfinita ( p. 4,26 131, 1.° ), la-
onde le ascissc x,, cni puo corrispondere la inflessione , sa-
ranno da cercare fra le radici dell equazioni

Aflinche poi corrisponda realmente la inflessione alle ascisse cosi
trovate deve inoltre il segno della derivata £/ ) cangiare
se, 1n vece d’ &, posto .:v”—-l—o' I"infinitesima ¢ da >, ov-
yero < 0, s1 prenda <, ovvero > 0.

Lsempio.
Sia la curva
x'a® — 2%/ u? — 2a
J =a— - 5 )
a
saranno le
| P S o
| @ — 42V a* =% ey 12Ei—Oatx
/ a a"L/a —
L’ equazione
Fria
somministra
al/ 3 al/ 3
.'x‘n = 0 > xn — ) ? X, == ' -

n ;
2

esaminato il primo valore a,, abbiamo

126% — 9as
T .

'z, + ) =

ed esaminati gli aliri due si otticne

126° = 18(&5""[/3 - 1:%!20'

[, + o) =



178
dunque poiché il primo valore di f'(x, - 6G) da < diviene
>0 (p 1.25.251.), e glialtri due da > divengono < 0,
quando ¢ da > si faccia < 03 percio alle tre ascisse x,, cor-
risponderanno altrettanti punti d” inflessione. E poiché rispetto
al primo punto si ha f(x,) =1, e rispeuo agli altri due
otteniamo f'la),) = —1; percio ( § 73.) la tangente condotta
prr questi tre punti, formera con ]’ asse delle ascisse un an-
viln semiretto, comecché non sempre dalla stessa parte ri-

volto 11154}.
82.
In quanto alla inflessione corrispondente alla radice x,

dell’ equazione f'(x) == 0, si nou 1.° che assal facilmente po-
tra { §. 21.) stabilirsi Ja formola

(154) 4 bbiasi per un secondo esempio ' equazione

ayvremo

f(x

N
~—
I
to
~5
h
X
]
L

L equazione

y-
f i'\.'l?) - (
non offre alcun valore per x, pero I’altra
1

=0,
f'(x)

somministra

percio si avrd [’ equazione
3Va
— Y
4}/
il sccondo membro della quale diverrd immaginario, se ¢
divenga negatva. Concludiamo adunque che il ramo della
curva , cui spetia la proposta equazione , rivolge sempre

. 80.) alle ascisse la convessita sua, € quindi che non
5. 80. ) _ _ ,
possiede verun punto d’inflessione.

g x
['(x, 4+ ¢)
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" , , E
f”(‘rn =t G) = T‘ 2 n f(’”)-’\xn —+= i3 (135) .

e poiché fUm)x —+ c5) nelle prossimita & a, avra il segno
medesimo della fm){x,), percio cangiato il segno all” infiui-
tesimo G, non cangera quello di f(x,, +¢), se¢ la m non
sia impari; cioé (§. 81.) alla radice a, corrvispouderd la -
flessione, quante volte la prima che non si aunuliera delle de-
rivate

f'(x,), o h , fifx,) s « o.

sia di ordine impari. 2.° Da cio si deduce /§. 20 : 31. } che
f(x), ovvero (§. 73.) tang/ta), sara massima 0 minima nel
puato (x,, y,) d’inflessione.

Del circolo osculatore, dell’ evolute , non che generalmente
delle curve osculatrici.

83.

Premettiamo quanto siegue : 1.° la periferia del circolo
tanto piu 0 meno presso il punto di contatto accostasi alla tan.
gente , quanto maggiore o minove diviene (p 2.7§.52,13.v >
il suo raggio; quindi si gindicano le curvature dei ciren:
essere 1n ragion reciproca dei corrispondenti raggi (156 2.°

(155) Questa formola subito verrd stabilita riflettendo
che per ipotesi abbiamo

f'(x,) = 0.

(156) Ed in vero, sc il raggio p di un cerchio aumenti,

o . 1 L ;
cioc se il rapporto — diminuisca incessantementc , I’ arco

di esso cerchio vicino alla sna tangente , st accostera dif piu
en pin alla medesima , dimninuendo al tempo stesso la sua
curvatura : questa diverrd sensibilmente nulla , ed il cerch,o
st confondera scensibilmente con la sua tangente , quante
volte i1/ r(zg;-:'o p clim:ng(z grancléssz'mo, cLoc Guetile volte 4f

1 i
rapparto — divenga sensibilmente nullo. Pel contrario s: 2
2 : - 1 .
diminuisca y CLOC s€ — cresca ncessantemente, la curvaturg

2
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S’ immagini che 1 due punti (x, ), (24 Ax, ¥y -4-Ay)
comprendano I’ arco circolare Ay, di raggio = 0; la tangente
ceometrica uel punto (a, y) sia == 7' 3 e nel punto (x 4+ Ax,
) = Ay) osia == e P ango]o che formano 4 e §" uguaglia
(pr2.2549:35.7°:7) quello formato dai due raggi appar-
tenenti a quei punti (157), e percio (p. 2.4§.61: 124, ) sara

1o
Ay = o0 0", —==-———" (158)
| ? Y4

Abbiamo poi (p. 2.2§. 35. 8.°)

50 = (fa)— (Ja) = ATx)  (159);

LS

del cerchio aumenterd , ¢ di pia in pi si allontanera dalla

sna tangente. La curvatura del cerchio adunqgue cresce o
1 e ..

diminuisce col rapporto — , cioé col diminuire o crescere del
7

suo rascio 6. Da questo fatto geometrico si ¢ stimato con-

veriente rizuardare la curvatura dei circoli reciprocamertte
provorzionale al raggi loro, e conseguentemente st retiene

5
- 1 .
il rapporto — (/u_al misura della curvatura stessa.
7
(457" Per angolo (55" qui s intende I’ angolo esterne

relativamente al triangolo isoscele , formato dalla corda che
soliende U arco circolare Ay , e dalle rette che uniscono gl

estremi di quest arco, alla vicendevole intersecazione delle

tangenti o, B

(158 Per "angolo (5'0") si deve prendere il corrisponse
dente arco descritto col raggio == 1, ¢ percio avremno

i . ' rr — -
Ay (0 0"y =p:1,
donde
1 g d ’
Ay = p(§'5")
(159 Abbiamo evidentemente

(50" = (f'x) — (§'x),

(F"2) — () = — A{_G'x} :
OsSia
(fx)y— (0"x) = All'x),
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danquc

34,

Poste le quali cose, facciasi che i punt: (x, ¥), ‘2o 4 Ax,
v -+ Ay), oltre [’arco circolare Ay, comprendano eziandio |"arco
As della curva (0): accostandosi (& + Ax , ¥ = Ay ad w9,

convergono (§.76.) A7, As nella comune (‘,f'u"da [/-A.r‘ Ay
¢ percio nella scambievole ugnagliauza , cosicché sara
Ay __ 4y

Iim, ~%= — =t o

As (s

deduciamo quindi che il ragglo o si cangia per modo, che la
curvatura del cireolo comerge 1n quella della linea (o), Presso
il punto {a, y). Inoltre convergera 4. 73,5 Pangolo A %'a;
uell”angolo Azay (160) 5 si csprimera dunque la curvatura
della linea {0) presso il punto {x, ) con

: 1 ; NG ) diza)
11111. —_— = Illn. ——— R e
fg AZ d.j'
(i futto
durz{/ue

G0 = AR,
(160) Cowme fu provato essere
K D) d= Gk G,
con simile ragionamento si dimostrerebbe che
Afta) = (7357,

essendo 7, 7' le tangenti condotte rispettivamente ai punt
) ¥
(@ , J/}’ (1 4+ Ax ; }»_Jr_A;-‘}, ora comuni alla curyva (U)
cd al circolo; e qui si osscrvi che [’ cquaszsione
5H6)

lim. —_— =

O

esprime il corvergere della curvatura del circolo in quella
spettante alla linca (0).
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1 1
lim, — == ,
[% 4
satra
ds
?' A . & (OV\.
dita’

11 circolo descritto col raggro r dicesi osculatore ; ha nel punto
(a , 3 la tangente coonine con la (0), ed il ceniro In qual-
che punio deila corrispondente normale ; percii) lo stesso r
dicest raggio di contatto, od anche di curvatura.

- K
{\)Jo

Presa o per variabile indipendente, si avranno (§.73s
1 :77 le

f“(l.‘]:'z.:’
- ‘g - b4

dita) == d arctang == e} )

ds — (I..rV1 —4— f’”lx).

Inolire per ciascun punto della curva (o) unico ¢ il raggio dz
te concava ; € poiche Ia con-

curvatura , rivolto sempre dalla pav
o dall’ asse delle ascisse, o

cavita della curva puo rivolgersi
dalla parte opposta, quindi per teuner conto di siffatte posizio-
ni, quel raggio, che nel primo caso viene riguardato come po-
sitivo , dovra nel sccondo 1-iguardarsi come negativo. Non altro
fa 4" nopo ad intendere che la formola (o¥) si converte (S 80. )
nella

3

(1 <+ f’{xﬂ;

r”\\l') (161)’

(161; Sostituendo i trovati valori di dizx), ¢ ds nella

(0¥}, s1 ottiene
3

[1 -!-;f_’i"(a?)]w; _

[ (x)

r =

Ora poiche S 80.) abbiamo
f'ix) < , owvero > 0y
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ovvero ( §« 73.0')
(=)
i — - e o (0¥
fx)
Esempi.

I.° L’ equazione (o' §. 73. 1. ) somministra

sccondo che la curva (0) rivolga nel punto (x, y) la con-
cavita , o la convessité sua alle ascisse, ne discende che,
avuto riguardo al segno dal quale, come fu dichiarato,
dev’ essere affetto il raggio di curvatura r, dovra nell’ es—
pressione

3
= [1 4 ?(x)]?
valere sempre il segno — ; quindi chiaro apparisce pmu:hé

glt asscgnati valom di r sicno preceduti da questo seziio.
Inolire dalla ispezione della formola

3
[1 4 f2a]

? Al . f”{.r) ]

possiamo concludere 1.° che la curvatura diviene nulla , ed
il suo raggio infinito, itutte le volte che f'x) si riduce a
zero : in tal caso  circolo osculatore si trasforma in una
retta , e si confonde con la tangente. Cio avviene per escin-
pio nel punti diinflessione prosso ! qua! restano continue
rapporto alla x le junziond fx) ¢ fia) 2.° Se in qualche
puanto il valore di [’\.;L) divenisse m]‘m.s(o, senza che tale
pure divenisse 'y, cioe senza che in quel punto medesiino
la tangente fosse perpendicolare all’ asse della x , la cur-
vatura sarebie pur essa infinita | ed il suo rngg:o svanirebbe.
3.° Se le funziont f'\x&), ['(x) divenissero nsicme z'ntf’f'u'h“
il valore di r si presentercbbe sotto forma indeter: il
la (/uale pero verrebbe flssaia dalla dom na esposit | ..
27. ). 4.° Seuna delle funzions p'{(x) . | a) divenivse disces
Lnua , e cangzaue bruscamnte ’a[UIf’ , altreticrito ayvv.r—

rebbe dal raggio di curvatura : ¢id si puo avverare nei punlt
sporgenti di una curva, in ognuno det quall si vengono a
riunire ¢ due rami di essa per nodo, che le tangeni Zwo

Wi concorrone ad angolo.
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s 2a |
f*x) == " iy
dalla quale differenziata emerge
f ad
fixif(x)dx == 2}, ,
4
- a dy a
[xf &x):—?;-°-‘—1;—* yzf(:v):
e percio (§. 73. 1.°)
" a 2ay v*
X ) = - TS e e
f (. ) 75; 2}3 2) 3

e conseguentemente per la_cicloide (0') si la
r = 2u (162).
I1.° L’ equazione ( p. 2.2§. 196. 1,7 )
Aa? +By* +~2Dx =K/
alle linee di second” ordine , somministra
Ax +~Byf(x)+D' =0,
onde
B'?y*f'*(x) = A"x” =+ 2A'D'x 4+ DT =
ANz +2D'x)+D"* = A'K — B')y?) + D75
percio

AKI Drz AF
f (x.) Bfnyn _Bf -

"162) Perzio nella cic Joide il raggio di curvatura ¢ dop-
pfr; dolla normal:; dal che siczue rf:u Gresto Fagio St art-
illa con la medesima laonde sora infinita la cur'mzlmcz
e o tiell qmt pu.'m , el (]ual.', piene la cicloi. e ad incontrare
lie sua hase; vale a dire n tutl (/urz pzm{z .smgo/mz, che
licons) i re n;tjfu, nel (/n;(zlz, s( arrestano ZOC’L’UZ(ZOH due

‘i
della cicloide il

e dola curva. In ciascun vertice pot
razeio di cnrvatura diverrd uguale al doppio del diamztro

ufez, suo cerclio generatures



185
Questa differenziata offre

A! J ‘sz °
Pfi@de = —2b =07 &

B y? ’
AK' D" 1
fff(x) - T . _3;.3. .
ma (Po 2.& So 196 b 205. 40 : 2060 4.0 ) abbiamo
A'K' D™
_ = p* (163
B!z p ( ) 7
eguale cio¢ al quadrato del semiparametro, dunque
P’
[ (x) =
\ J"' 9
e percio
vS
= g (164)-
F

(163) Se la origine delle coordinate sia posta nel ver-
tice , avremo cvidentemente K'= 0, e sara ( p. 2.2 196.)

AK +D* D= .
13’2 — B2 — P

se pol la origine sia posta nel centro, allora sostituendo
alle quantita componcnti I” espressione

A'K' =D
I ’

i valori che ad esse competono, sccondo la specie della
curva conica alla quale si rijeriscono , valori che si otien-
gono parogonando { p. 2.95. 196, ; la i,7) con ciascuna delie
(tan), trovercmo che sempre in ognuna di siffatte curve
U espressione medesima riducesi | pe 2.4 3 196 ¢ 205, 4° ¢ 2006,
4.° ) al quadrato del semiparametro spettante alla curva che
st considera. N

(164 Questi due valori, uno di {'(x), U altro di r,
S0n0 rimarchevoli per la semplicita loro; ed apprendiamo
da essi che in ogitt curva conica 1.° la derivata seconda
dell’ ordinata uguaglia il quadrato negativo del semipara-
metro , diviso pel cubo dell’ ordinata medesima: 2.° che il
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86.

Ora debbano determinarsi le coordinate ¢, u di quel
punto, nel quale sta il centro del circolo osculatore; le coordi-

L

raggio di curvatura eguaglia il cubo della normale , diviso
pel quadrato del semiparametro.
Fatto K' = 0 nella ({,;) ( p- 2.2 §. 196. ) avremo

A’ 2D
» ..--.::-—-—B—,-a: —_ -E—,-x,
e posio
A’ 2D’
“"ﬁ?"—:(]: ""'"ET": 2p ,
sara

(1) y* =gqgx*+ 2px

I’ equazione delle curve coniche nella quale s¢ computano
le ascisse dal vertice , denotando { p.2.0§. 196 : 205 : 206 )
2p il parametro in clascuna curva, ed essendo a, b 1 semi-
assi, trasverso I uno, congiunto I’ altro nella cllisse , e nclla
iperbola , nelle quali si ha
b’
P =

a
Dalla (1 facilinente (§.73.0°) si ottiene

1
v = [(1 4+ )y +p™1?*,

e percio
S 5

(2) [ =4 )y +p*)2 [T +qVgx” <+ 2px) 4 p*l
r o= . - «
P v
Poiché supposto x = 0, abbiamo dalla (1) y =0, percio
in qualunque curva conica, per questi valore, sara

r = p;

cioe il raggio di curvatura spctiantc al vertice delle curve
medesime, uguaglia sempre (a mctd dol parametro. Ora puichc
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nate medesime soddisferanno insieme (§.73.0":6.84: e p.
2.9 172. 11.9 ) alle duc seguenti equazionl

! (
— v
f'@)

e - =

¥= x), (u""‘}’):"‘-‘(V-—x)’:—_-"r’...(o"“):

dev’ essere per la parabola, per la ellisse, e per la iper-
bola rispettivamente

g=0, g= Z: qg =

JAY

cosi per la parabola , rappresentata dall’ equazione
yﬂ o sz y)
sara
3 3
3 4 p?)? 20 .2
AP Aund T A O
P P

per la ellisse poi, od iperbola , complessivamente rapprec-
sentate dalla

y? = 2px =& Ly ’
a
sara
5
[(1:=--p )y’—i—p’]: =
a __[a%* 4~ b%a == x)*]°
r et [ ]

P: au&&

Inoltre volendosi nel centro la origine delle coordinate , do-
vremo sostituire x ~—~a ad x nella ellisse, ed x — a ad x
nella iperbola ; da cio per ambeduc queste curve avreno

(3) r= :

Finalmente si osservi che nei vertici degli assi, maggiore
U uno , minore U atro, della ellisse, abbiamo rispettivameite

re=zscka, y=0, ed x=0, y===5b;



188
percio sara

rI [1 + f.’n(x);l! _
1 -m{x) fru(x) L4

(=) =

e poiché abblamo
v <, ovvero > 7,

secondo che la curva (o) rivolge la sna cavita o convessila
all’ asse delle ascisse, percio (. 80. ) avremo

1+ % {x)
@)
e quindi per la prima delle (oV'*) sara (ovii),
1 o 2(x)
_,”,f }f(x)‘
[ )

U—y == (163) 5

V—mx:

pereio i corrispondcmi valori del raggio di curvalura i que-
SU punti verranno espressi come siegue

b a’
y = —— pom— e——
a | b
Se nella (2 si ponga
a2
y? =—(@*—x%),
asreno
5:
(2% — (" — b")2°]
= y

dalla quale si vede chiaro che, aumentala I’ ascissa x, dimi-
nuisce il valore di ro Da tutto cio discende che nella ellisse
il raggio di curvatura ¢ vinimo agli estrenu dell asse mag-
glore , massino agliestreni del minore 5 ¢ che in essa (e 83 ¢
84.) la curvatura ¢ massima nee prono caso minuna nel se-
condo : le ultime duc formole vengono i s0ccorso della teo-
rica sulla figura del nostro pianeta.
\165) Loiche dey’ essere

u <, ovwero >y,

secondo che la curva (o) rivolga all’ asse delle ascissc la
concavitda o convessilé sua , & chiaro doversi verificare
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87.

~ Eliminate le &, y dalle {0), (c"™'), nascera I’ equa-
zione

== 0y)e. . (0%)

della linea in cul si trovano i centri dei circoli tutti oscula-
tori della curva (o).

Lsempi.
I1.° In quanto alla cicloide {0'¥.§.73. 1. ) abbiamo ( §. 85.1.° )

u—y=—2,
donde
AU T= m==y

i} segno negativo si riferisce alla posizione dell’ ordinata u ;
per la qual cosa, considerati solo i valori assoluti, sara

u =y, du=dy:

di nuovo (§. 85.1.°) abbiamo

2 x
y— =2y (-—(-z-—- 1\2,

donde

u—y <, owvero >0,
secondo che (§. 80.) sia
[x) <L, owero > 03
¢ percio la radice della quantita
[1—+fx)]"
{ ')

.doyr(é essere preceduta dal segno -, come si osserva nella
prina delle (0VH), |

)
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e couseguenvemente ( §. 75 1.7 01 ) sara

2 1 2
dy == dx =~ 2(-;?——1)255)"—-}- 2yd (-;—-1)%::::

dy 2a = 2a dy
= -~ 2(-—-—-—-—1)2d)f — — ==
y /4

2a

(=1 9, 4 20 4

1 +2(—-.,_1)2dy._...(ﬁ . 1)2dr,;
(22— 12 ’ .
e

ovvero

20 —u

2a %
dy = (— 1) du = dul/ [ T

Uu
Concludiamo (§. 73. 1.°0"") che i centri dei circoli osculatori
della cicloide, si trovano tutti sopra una seconda cicloide ge-
nerata con lo stesso cerchio della prima.

II.° Nelle linee di second’ ordine (§ 85.1L,°) abblama

f”(x) e P

percio nella parabola

y? = 2px,
sara

nella ellisse

x! l 72 1
a’ Th3 - 2
sara
, b2x
o) = — e
nella iperbola
xﬂ =z
AN
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sara
b*x
f(x) —_ = .
a’y
Dunque 1.° per la parabola otterremo
L 1 + y b | S+ -
wm gy P e YT
p p
dalla prima di queste si ha
55 83

S 3 - e — [ -
P’u___.,__?f ’ u ,_,l—-—--_____——-——--’
P

e dalla seconda

ve=3r4p, x = 39
laonde
8
o 3
u” == 27p(v p)*e
2.9 Per la ellisse otteniamo
b‘z ),3 7,3 ’,3 a!
i j aa.pn P: y:‘-ﬂ—b—;‘(é b) y’
y? a” b x
_— A —
¥ £ [ 63 ( b ) y] any
r* a’® ’x  x® 5?
a1 o R .
[bn( bg) 1] aa aa(a z ) b A
quindi fatto per brevita
a? b?
b e kE, a = == k,
saranno le
i y: v _x?
R8T kT &b’
oyvero le
2 2
u = }f’ Vv 5 x,
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e percii)
2 b

v .3 w3
(7{") i (7;') =1,

3.9 Similmente per la iperbola sara

2.

¢ u 5

ol w

avendosi per questa

88.

I raggi de’ eircoli osculatori della curva (o), sono altrete

tante tangenti della corrispondente curva (o*§. 87.)

Infatti differenziate le (0v¥1) ( §. 86. ) si ottiene
14 f7(x)
)

du —{(x)dx =d

’

"N 1“*"‘)‘”2(1‘\ i\ 1+f'”(.x).
dv —dx = —f'(z) = doxe —f'(x) iz

ed eliminato

1+ fe,
glerm
[ x)
abblanio
d
du ,I,VJ
=)
Ovvero
du dy
d - = “; 1 _— [
dv dx 0

Ora non d° altro ¢ mestieri (§. 73: 84 : e p. 2.2 §. 972 L.24.%)
onde sia manifesta la verita dell” asserto (166 ).

—

i
H

(166} Le due tangenti condotie, vna sulla curva (o) nel
suo punto (x, y)y L alra sulla (0%%) ncl suo punto (v, U,
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£9.
Delle due (ov) ( §. 86.), la prima si riduce { §. 8. ) nella

du
dy

U—y x=— (v~—2x),

la seconda somministra
(v —y)du —dy) 4+ (v — 2)dv — dzx) = rdr;
dunque ( §. 88.)

rdrdy rdrdy
v—x = dv? + du® — dvdx —-dud)f‘ dv? 4—du*’

rdrdu rdrdu
u—y = .

dv* 4~ du* — dvdx — a’ud)r dv?® -4~ du*

e fatte le sostituzioni nella seconda delle (o¥11) (§. 86. ) ot-
terremo

dr?

- = 1 dr = |/ dv* ~+ du’.
dv* -+~ du® ’ V

Il differenziale cio¢ del raggio di curvatura, spettante  alla
curva (o), eﬂuagha ( §. 77.) 1l differenziale d(l corrispondente
arco nella carva (0™) (§.87.); e percio (§.8.) lo stesso

hanno (§. 73.) per tangenti trigonometriche degli angoli, ri-
spettivamente da essc jomzau coll’ asse delle a, le (/Ifunt{la

dy  du

-
i e sl

de’ dv’
ma fu dimostrato essere

du  dy
. +1=0,
dv  dx
dunque ( p. 25172, 1.° 4.°) queste due tangenti sono fra
loro porpend:colmz , owvero la normale alla curva 0 nel
jrunto xo, y) e parallda alla tangente della 0™ nel punto
Wy U oma il :agg.'o di curvatura della Lonel punto (a, y)
coincide (5 ¥4.) con la normale medesima , ed ha inolire
per estremo il punto (v, w'; dwique w//(mo rageio sard
lungente tn questo puito alle curva (o'

13
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ragsio, o eguaglia il corrispondente arco nella (o' medesima,
o ne differisce per una quantita costante.

90'

Da c¢io ¢ facile concludere, che se avvolgasi un filo alla
curva ‘037, quindi svolgasi per modo, che la sua parte libera,
e rimanga tesa, € sia continuamente langente (§. 88.) alla curva
(0>, I estremita del filo, che al principiar dello svolgimento
poniamo sulla [0}, rimarra sempre sulla stessa (0), e la descri-
vera. Delle due (0%}, (0), la prima dicesi evoluta , 1" altra
generata dallo svolgimento di quella.

91.

Diciamo alcun che del raggio di curvatura , nelle cuarve
yiferite { S. 75.) alle coordinate polari z, .
Nella
3
[+ f*(x)]®
= i 3
[ (%)
(§. 83. ), cessi la x di essere variabile indipendente, oude
abbiasi per tale 1"arco @ ; dovra cangiarsi { §. 15°)

d*y o dmd’y-——n‘f'}fd”ﬁx

dx? du® ?
e sara
3
dy® 3 5
Z ’3,-’1 Sy
(L™ +dxn ) . (d.r"" +d},3)2
I T dady — dydx dad'y — dyd’z

Ma ( § 75.) abbiamo
dx® 4+ dy* = dz* 4 2*dw?,
dxdy — dyd*x = 2dz*dw — zdwd’z z22da* (167);

[ —

(167) Se i valori di dx, dy, espressi (§.75.) per
mezzo delle coordinate polari z, @, si elevino al quadra-
to, ¢ si sommino, avremo tosto I’ assegnato valore di

dx® ~+ dy? :
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dunque
3
(dz® 4= z2dwn* ;2
2dz’dw — zdnd*z + z27dwd

r o

Similmente (€. 15: 86. ov!! ) avremo

(d.x"—i——d?’g}d.r (dz? 4~ z*dn"{coswdz — senn, )

Ty d.zd’y-—dyd"‘; T 2dz%dw — zdwd 'z - Bt
. (cf.r’-f-d)f’}({}f _ (dz2?+ z7dw™) senwd z+zc0s5d 5
== dad’y-dyd*x ™ " 2dz*dw-zdwd? z+2%d s’ .
Pongasi
g A -
() o _2__._ b

lo che significa volere che le x sieno computate dal polo sopra
una retta perpendicolare al rageio vettore, e che percio la y
sia lo stesso raggio: si avra
x=0, y=2z, seuw —= 1, Cosw = 0,
€ percio
z(dz? + z3dn?
b= z—. -
2dz* — zd z 4+ z°dw*’
(dz® 4 zd»”)lz

N .

2dz%dw — zdwd*z 4= z7d28

Lsempio.

Abbiasi la curva

R

z.—-—-—c

?

detta spirale logaritmica apparisce che siffatta curva enn infi-
nite spire si ravvolge per modo attorno al pelo, ebhe TNangelo
z7), formato dal raggio vetiore con la tangente | risulti sem-
pre lo stesso @ poiche (p-295.121 2 123, ) sara

e pot si differenzino riguardando  ds per costante ) si

ved ra facilmcuzc come ottcincre L oaliro asscgnato valore di

dxd“’;-‘ ~— ).
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tang(z7) == tang[90° — Ry =

dx cosmdz — zsensds zelw
COI{‘:'J:‘)ﬁ——--—-—-':: — = a (168);
dy senwndz — zcosnd» dz

168 Sara facile ravvisare che
(27) 4 Tx) —+ 90° = 180°,
donde

Perci(‘) CCCo o o +
Nell’ equazione
tang’'z7) = a,

consiste la dimostrazione dell” asserto , riguardo all’ angolo
(z7) s e siccome I angolu (rt) ¢ retto, cost potremo dire an-
cora , che tanto la tangente , quanio la normale, fanno col
raggio vettore un angolo, che in questa curva e sempre €o-
statite.
Dall” cquazione pot
G

i

a
g === @&

vilesviamo, che nella spirale logaritmica da ecssa rapprescn-
tata , 1.° (/ucmrlu [ angolo w cresca positivamente , il raggio
vettore = aumenta di pic in piuw, cosicche parlendo dall o-
rigine o polo, questa curva former(i intorno al medcsimo
an’ infinita di rivoluziond, allontanandosi da esso con un suo
estremo indefinitamente @ 2.° che quando ' angolo medesimo
cresca negativamenle , il raggio vettore diminuira di piun
pin , accostandosi la curva con un suo estremo indefinita-
mente alla origine, senza poterla mai raggiungeree

A dicliarare in ultimo perchée st appone il segno negativo

dx
alla quantité ——, immagini che la spirale sviluppt da

dy 2
destra a sinistra ; egli ¢ chiaro che la tangente ad un punto
jualunque di questa curve , fara coll’ asse mobile della me-
desima , cioé coll’ asse continuamenlte perpendicolare al suo
raggio veltore , un angolo sempre attuso dalla parte destra;




197
inolere dalla |

adz
d:‘) = —""""'"
otleniamo
azd?®z — adz*® , dz*®
¥ ? ~ ’
z z
laonde sarh
z , A >4 S
r:..-_.._._t\i-{._a")‘z, U =0, ¢=——-— (169/_:.
a

/4

Ora di tali equazioni, la prima dimostra che il raggio di cur-
vatura ¢ proporziouale al vaggio vettore ; le altre che il centro
del circolo osculatore trovasi costantemente in una retta, pas-
sante pel polo perpendicolarmente al raggio vettore z: e che
la diswanza di siffacto cenwo dallo stesso polo si ha dalla

¥4

P =t ——
a
Quindi il raggio vettore ¢ della curva evoluta, formera col
raggio di curvatura i+, cio¢ (§. 88. ) con la tangente , un au-
golo, di cui { p. 2«5, 123, ) la langente trigonometrica

z , _
Lang(w' = ——z==-—aqa (!70.
p

dy
» , » \-' [P 72 g1 ; ’
¢ poich¢ — rappresenta (§. 73.) la tangente di siffatio
angolo, percio si dovra nel caso attuale riguardare sempre

dy

" per quanlila intrinsecamernte negativa 5 quindd ¢cc. .. .
N S
(169) Poiché

T == ;

dz?
g
2

cost per oltenere facilmente queste valori, basta sostituire
nelle COI‘;'{.s‘pondcmti f())‘mu/c gencrali , dz® in luogo di zd?sz.

(170) Se bene st riguardi alla giacitura delle rette sz,
r. v, si vedra che queste formano un traangolo rettargolo,
nel quale !"angolo (zv) & il retto, ¢ I argolo (rv) ¢ quello
formato dal raggio r di curvatura, ¢ dal ragsio vellore v
quindi ecc. - . o
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D: cio eancludiamo non essere altro la curva evoluta, fuorché

una spirale logaritmica, eguale alla generata.
92.

Per quello rviguarda finatmente le curve osculatrici, os-
serviamo 1.° che le due curve (o), y = fix), ivi sl dicono
combaciarsi, ove hanno la tangente col circolo osenlatore comune,
riveloeado la cavita dalla stessa parte (171} : danqne rispetio al
panto di combagiamento doveanno {(§.73 : 80 : 85 ) coesistere le

fay="fa, f)=I_L{, [a=1") (172

2.° Sia A un”altra quantith variabile, di cui la relazione
con le &, y venga espressa da

(171Y Dungue due curve piane diconsi osculatrici I’ una
dell’ alira in un punto ad esse comune . quando , riferite ai
medesimi assi coordinaii, hanno in quel punto non sola-
mente la stessa tangente, ma cziandio lo stesso circolo oscu-
latore ; e por conscguenza la medesima curvatura con la
cavita volte dalla stessa parte. In tal caso il contatlo esi-
stente fra le due curve dicesi combagiamento.

(172 La prima (fqu(z::ione

signifira che le due curve hanno il punto (x, y) comune :
I ulira

f’ 1' _— rr;x) :

ossociata alla prima, significa [ §. 73. ) che le medesime han-

no in qud punto pure la tangente comune : U ultima

) f”(w) —_ {-:\x)

vnol dire che le curve stesse, nel punto medesimo , volgono
( RIREIRR la cavita loro dalla stessa parte : associando /)Oi
Guesic cquasione alla scconda , saremo certi che le curve
avranno i eziandio lo stesso raggio di curvatura §. 85. )
Dungue le due curve saranno oseulatrice U una dell” altra
in un punto corrispondente il ascissa X, quando le tre
quantla

o R
Ys Y s ¥V o
conserveranno nel passagzio da una curea all’ altra ¢ me-

desimi valord numerici , ed { segne medesit.
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l:-_--_.da-"'.r, )r)‘

Y

differenziando successivamente due volte questa equazione ,
supposto A indipendente ; otterremo ( §. 43 : 46 ) le

(Z;:J dx (1;9 d;»
de d@a T dp 4
\ dy d*x d*o dax*
— . o . —
dx di? dx® di?
ds  dy : d*s  dy? d™ dx dy .
dy di* dy? LA

—

+ (0%)

1
1

dxdy dr  dp’

espiesse inoltre tanto le fx), f'{x), quantole f{a), f'{x),
con 3', 5", si avranno (5. 14215 ) le

dy de  d% dz Ad*x
, d ) " d) d? dh d)? _—
Y= VST ila? DA
d) dA®

Dalle (0%), {(o*t) discendono le
de dy d'x d
AN A AN it

espresse mediante le

: b
iOX'I .

\ g  dy d? d’y " o’
-), ,‘)/‘ y (zx’ (Z‘)f’ d‘l"g, ({)“ H

dady |

ma queste quantita rispetto al punto dj combagiamento riten-
gono (1.2 lo stesso valove, <o da una curva st passi all altra ;
dungue altrettanto deve dirsi Jdelle quantizy 0¥ (173). 3.° Lo

(1733 Perche s inienda pit fm:ﬂm«nfn I csposto (n G-
sto 2.°, faremo riflettere ¢l (e (MY codtituiscono , anch’ es-
Se , un critero per conoscere se due curve plane si-no osci-
latrice I’ una dell’ alira in ., punto duato ;¢ poiche senza
viconyeniente POSSEaAmo sost:tuire alle stesse OMY L doro nu-
meratory y cioe i differenziali

(Zx, d}f, dz‘r’ dn,,,;

cost potremo ancor dire che avra Zuogo il combagiamento
: ’ - . L. :
di due curve pianc nel punto dato (a 3,y s¢ prendendo
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scambievole avvicinamento delle curve (o), ¥ = f(x) nelle pros-
sinita del punto &, y), potra dedursi dal valore della quan-
tita infinitesima

per variabie indipendente una funzione determinata delle
covordinate 4 § valori delle quaniita

x, ¥, de, dy, d*x, 4%,

dedotti dall’ equasioni delle due curve , rimangano gli stessi
pel punto dato.

Inolire osscrvercmo che nulla impedisce di supporre la
variabile J. ridotta ad una delle coordinate x, y ; quindi
p- €. supposto ). == x, le (0™} diverranno

1, )_,f’ O, J"”;
e percio sarcemo ricondotti al criterio gid indicato in fine
della nota (172 Da uwltimo per dare un’ applicazione del-
I csposta dotirina , si prenda per variabile (ndipendente il
raggio vettore b, condotto dall origine delle coordinate al
puito (x4 y), cosicche abbiasi

(1) d =2+,

as'’remo
Az & " 3 iz x
:2'_.1;-: 3 dy - daxdy AS
d’y ) y? d 2 — g7 . x*®
dar PR IRt 535

Lo dl ) d)’
xr d’x y %y 1 dx dy\?
0= -~ b= e B e w(}f—-——-x-—- S
/ d)? A di / A .

Da queste , comiinate con le oM, e eon la (1), otterrcneo &
valord delle (oMY cost espressi

Y ! - )
de  Viat=eyty dy 'V at )

~ )

N Py

: )
dh X ==y
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flo+ 5 —flz+ 5. .. (o) (174):

se il numero ¢ rappresenti I’ ordine della infinitesima (0*1Y),
certo nelle vicinanze del punto (x, y), le curve (o),
y == fx) si avvicinerauno fra loro piu (p.1.2§ 251.) di
tatte quelle alive, per le quali sia I’ ordine della stessa (0*1'1)
espresso da un numero < ¢ (175). 4.° Le derivate della (0%11),
prese vispetto 5, sono

fo+fi—f@+pf), ffleat+p—Lx+f,
/_’.'H(x + 16) " f"”(x + 16;) gy * e s @

Ma s¢ 5 si amnalli, sarh 7§ 29.) di ordine ==¢, ovvero

i@z (y — &V 4 yy"la? 4 5*)
dr 4=y ’
Ay Yy —ay'? — 2yt 4-y?)
({}.2 (a; _.}_l)}f"j:i

(174 In fatti I’ espressione {o*111) rappresenta la diffe-
renza delle ordinate carrispondenti alla comune ascissa
x5, nelle due curve (o), y = 1{a'; ma ¢ chivuro che
quanto piu questa (izﬁ"(:!‘enza sara piceola , tanto piu le curve
medesine si ayvicineranno scambicyolmente nelle prossimila
del punto (x, y'; dunque dalle (0™ si potra conoscere
lo scambievole avvicinwments delle curve stesse i quel pun-
o, ¢ sara tanto piu considerevole questo avvicinameito
quanto piu U ordine della quantita infinitesima (0¥ sara
elevato.

-~

\173) Quindi saremo certi che niun’ altra linca

y =¢=x)

potra passare fra le due proposte curve, se U ordine della
quantita infinitesima

fle =+ £y — ol -+ )

sie. <L ¢: di qui niuna reita che passt pel punto {(x, y)
della curva y = fla), potra mai passars [ra questa , ¢ la
sua tangente al punto medesimo ; ed in falte ( p. 2.0y, 49, )
sappiamo che fra " arco di cerchio, ¢ lu sua langente, non

; 5
~puo aver luogo veruna retla.
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jmmediatamente > ¢, la prima di siffatte derivate che non si
annullerd : dunque

fx)y=fx), floy="_fr), [ ="_{"x),
fla)="1"x), ...

sino all” ordine == ¢, ovvern immediatamente < ¢ ; vale a dire
nell’ una, e nell”altra cnrva , conserveranno lo stesso valore
non pure (1.°) le ordinate del punto (x, y), e le derivate di
primo e second’ ordine che da esse proveagono: ma e le altre,
sino all’ ordine == ¢, o immediatamente < ¢ (176 5.° Se una
fra le due curve che si debbono combaciave, non fosse del tutto
determinata, cosicché nella sua cquazione p. e. y == flx), si
trovino le costanti arbitravie @ , @', a', .« «, queste potranno
definirsi per mezzo di alwrettante dell’” equaziont (0*'Y) (177):

6.° Le quantilh mmfinitesime

(Oxw)

o saranmo affette da segni contrari, o da segm medesimi ;e
éurve osculatrici , nel primo caso manilestamente 7 interseches
ranno a vicenda , nel secondo non & interseclieranno (178

(176> Dunque sc " ordine di contatto sia un numero in-
tero , bastera, per determinarlo , cercare qual sia U ultima

dell’ equazioni
j : / Hoon e 7
fl\cr) -:-- {‘.\c’ll: ¥ f'(ar} :-_-:‘— f(x) L] f;l\l.l‘) ——— f" -L} ] s & »
che si verifica per [’ ascissa del punto di contatto : Uordine
comprese i quest’ ultima equasione , sard

orcline di contatto cercalo.
sto caso vedasi la scconda parte della

delle derwvate
precisamneinle [’
(177) Per quc
secnuente notae.
b ’
(178) Riflettendo che
7
f.'r + {J) S—— f(.jl_’,'-—*—;_;)
& la differenza fra lo due ordinate , rispettivamente corri-
spondentt nelle due curve all’ ascissa conite X~ 55 e che

o i

cm'rfﬁp()m/cum all’ ascissa comune

¢ la diffrrenza stessa,
‘ 1" asserto.

hiaro appar't'.sce la veritad de
(l[)bt-a'!l.ﬁ- e cnrve (U‘___ , Y = {' 3")
tali, che la forma ¢ la posizione della prioa essendo M-

determinata , la forma c la pocizione della scconda
di alcune, o di tuite le costantt ar-

x— 435 ¢
In quanto al caso 5.°

Leetnionnte
prossa variare coi valort

burarie
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LINEE POSTE NELLO SPAZIO.

Tangenti , normali , piano osculatore,
ed assintoti.

93.

Immngininmo nello spazio una curva riferita agli assi or-
togonahh AX, AY, AZ; e sicno

r

a, a, a', ..., alr-1),

comprese nella sua equazione. S8i potra disporre di alcune,
o di tutte queste in guisa , che i valori di piu termini con-
secutivi della serie
Y 7'33 )””a s v sy )”")1

rimangano gli stessi per 7 ascissa x, nel passaggio dalla
prima alla seconda delle curve medesime. In tal caso la
seconda godra , nel punto (x, y), con la prima, uvn
contatto puwe o meno intimo, U ordine del qual: sard injfe-
riore di uno (4.°) al numero n -1 dei termini, ¢lie rnen a-
vranno cangiato valore nella indicata serie; cioc sara es-
presso dell” ordine delle nwltime due derivate ugualie Lissendo
n il numero delle costanti della scconda equaszione, si po-
tra disporre delle medesime in guisa che U"ordinata y , e
le n—1 priwe sue derivate , conservino il medesimo valore

perle due curve considerate; cosicels [ra ¢ valorichie posiono

-~

ricevere quelle costanti arbitrarie , contenute {(§. 2, nella
junzione csplicita

oveero nella implicita
ey 5] =10,

ve ne sara gencralmente un sistema , ottenuto mediarte i
coesustenza delle (0¥V), pel quale la curva raprescitala
dalla seconda equazione, ovvero da una delle ind. i [~
2oni , acquistera con la prima (0} data, uin contuito di
ordine almeno eguale ad n — 1, nel punto (x, 3 . N ol
st considerino solo alcune delle (OMY), incominciando i guclle
che s; riferz.'scono all’ ordinata ¥, e sue derivate di ording

mferiori " pi(k costanti rimarranno arbitrarie . e la seconida
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i x=flz), y = f(z) z . o . (@)
le sue projezioni { p. 2. §. 182.) nei piani XAZ, YAZ: o

la curva sia piana, od abbia doppia curvatara, la sua tan-
gente nel punto {x, y, z) verra determinata da quelle tan-
genti, che nei due piani coordinati, p. €. XAZ, YAL, sarauno

curva potrda wvariare di forma e di posizione, senza cessare
tuttavia di contenere il punto (x, y), e di toccare la prima
curva in questo punto. In tal caso [ ordine di contatio [ra
le due curve sara generalmente inferiore ad n —1; e sara
indcfinito il numero dei sistemi delle costanti , per ognuna
dei quali dovra wverificarsi quest’ ordine di cantatlo.

Esempio.

Supponiamo che la seconda curva y = fx) sia para-
bolica , ed abbia ' ordinata espressa mediante una funzione
intera dell’ ascissa, cosicche rappresentando per maggior
chiarezza con x,, y,, le sue coordinate, avremo

() y,=a-+ar, +a'x” eret-a( ) [ A= a1
prendendo x, per variabile indipendente , si otterrd
y,=a + 2a'x, + 3a¢"'x,* + - .-
oss = (B — 2ja(n"'°).1:ln"'3 -+ (n — ‘l}a('l—‘).;l'.‘l >
y, = 20"+ 2.38"x, 4+ - o v

e — lv-'—" ra e f3
I,y -—-..n,LCC‘...’

fir
Xy ==t

y, ) =1.23...(n— 25al™?) 4= 1.23 ..o (n — 1.a(n-Yx ,

)’1(”"1) — 1.2.3 « .. (n — tal=t),

Sostituendo in qucsle cquazfoni alle derivate

) z 7 oty
7:1]1,3'1'."-?};& ):

le seg nent:
" 4

7" Yy » 7Y r"'a}’(”—-l)y

dedotte dalla equazione della prima curva y = [lx), S
determineranno le costanty per modov , che la curva pm'u/)o[t-'

i 1L K] \
ca possegga con que!la un contatto dell’ordine n—1 .Sara
molto semplice viicnere I cquazione di quesia parabola, eli-
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condotte pei punti (x, 2), (r, 2) delle projezioni. Pertanto
se dicansi v, u, t, le coordinate della retta tangente la curva

(@), saranno { §. 73. 0" ) le

i.' d '
;V—x'::i{::(t Z) u—-_yﬂ-;l—)—z/-(t-—z)}...(a).

minando dalla (1) le costanti arbitrarie, mediante le se-
guenti n equazioni di condizione

y=—a-+axr—+a'x? 4 ... 4 a('"=Ng""? 4= aln-Dgn-1 |

tH

y' — a +~2a'x 4+ 3a 'x® 4= ..o

co o (n— 2)aC®)x" 3 4 (n — f)ala-1)a""2

y(nﬁl) _ 1 . 2 . 3 e o » (n — 1)6(’?‘"!) ;

nelle quali si pone identica I’ ascissa in ambedue i mem«
bri, come richiedono le (0*V)

Per eseguire la eliminazione, sviluppiamo il secondo
membro della (1) secondo le potenze ascendenti di x, — x
osservando che , qualunque sia m, abbiamo sempre

x "= x4 (2, —x)]" =

m ) m m—1
2xm+7xm-l{\x1wl')+"1‘“' 9 "Em—z(xl‘--.‘r)’—i—-..

N C T
avremo pertanto
y,=a-+azx+a'c’ 4., 4 alr=)gn-1
a +—2a"'x +3a"x? oot (n— al=) "2

—+ 1 (x,—~— )

"'}—'eCC-t & s @

1.203 [ X X ;\/’1 _— 2_\61(’!—_2) + 1.203 ‘e (n ——— 1)a(”—1)x "l-—-‘
X ==X
1023 s 0o (n—2) 3 /
1'20 3 e 8 0 (’I S 1)(1(’3-'1.)
% = (2 —

102-30o-(“—"1)

quindi mecdiante I equazioni di condizioni gia stabilite , sard



206
Quindi 1.° se con (tx), (7y), (vz) si esprimano gli angoli,
ehe la retta tangente la curva (a) nel punio (x, y, z) forma

cogli assi AX, AY, AZ, fatto per brevita

dx dy
1 F—— 2+ - l|-- z p—

s -
H Pt

y! *-y £ a
yi=g o (@ =) T (B — T e e

7,,(”3"-'13) 5 (r2—1)

Tlam
1. (xl x) + 1.2.3.:—. kn"""""' 1)

X, — &t
1.2.3...(?2.—.-2) ( )

. - . T — 1t .
I’ equazione della curva parabolica , di grado n— 1. ° di
forma semplicissima ed avente nel punto dato (x, y) un

contatto dell’ ordine n— 1."’ con la data. Si giunge a
guesta medesima equasions: anche nel modo segucnte. Poi-
ché la })s_'zr'abola di formu indeterminata deve passare pel
punto (x , y), potra la sua cquazione ricevere la forma

ji—y=alr,—x)+a"x,—x;" 4.+ alT (X, —x)t

> N . . . nmo
cd affinche abbia questa curva un contatto di ordine n— 147"
con 4 data y = ['x), bastera {4.°) che i valori delle

. 9 ’1—2 ! e ”
d) I d Vi d Ya dr I) s
3 , . & & 3 l—-—__'—"'— ) A —————
dr,  dx,? da /77 dan=t’
corrispondenti ad x — x,, cioe¢

a' ’ 1.2(2.” 3 e & o 1i2l3 LI B (’l——Z)a(a_n) 3 1-2:3 o0 0 (n'“-‘1>a(’1-!) 3
sieno rispettivamente uguali alle
'

v, ¥y e e ),(”—2) ; J(n-d);

SL ayranno dunquc le

I ,(’lv—z)
a':..-y',a”:-—‘zf,...,a(”"'z): 4 ;
1.2 1.2..-\?2-—-2)
() A
a(n—1) — .

Te oo (n— 1)

Sostituendo questi valori alle costanti arburarie nella equa-
sione della parabola , riprodurrcmo U equazione gia olle-
nuta per questa curva. Vel caso particolare di n = 2, la
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saranno (p. 2.2 §, 183 : 124 ) le

r 1 dx 1 dy 1 5
cos(Tx) == A cos(Ty) == P cos(Tz) == e )e

2.° Se le due curve (a), ed

fa=yp2), y=ua) } @)

—

parabola osculatrice si cangera in una retla , rappresentata
dall’ cquazione
s m o
Yi—y =y, x)

la quale (§.73;ep. 225,172, 1.° 2.°) esprime , comz do-
veva cssere, la tangente al punto (x, y) della curva data.

Quando I ordinata sia una funzione unplicita dell” a=
scissa potremo determinare il sistema dei valore dalle co-
stanti arbitrarie, pel quale il contatto riesce dell’ ordine

o ; : % - :
n-—1.""5 col mezzo di n cquazioni, ottenute dall’ esprimes
re che la

P N L —
CXyy ¥ =0,

e le sue n — 1 differenziali successive , sono soddisfaitz po-
nendo in esse , invece delle

:I“, }"l, (Z.’L‘I, (.Z)’l y * & o o
le seguenty
By b4 ’ J" ’ (1.1‘, d)/', " .+ ey
relative alla equazione data
F\d, ; 7’) = (.

Questo metodo torna in quello precedentemante sviluppato
¢ proprio del caso in cui "ordinata sia funzione esplicita
dell’ ascissa 5 giacche ponendo ben: mante ad ambedue , si
vedra che le condizioni dalle quali vengono datermnatz  la
costanie arbitraric, sono in vgnuno le stesses

Etfcmtuz'() 1.0
Suppom'amo cle Z’cq:m:s’uuc di una curva
Gy 5 ) == 0,

contenga le tre eostanti arburaric a, a', a"; stpotra disporre
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s\ combacieranno scambievolmente (3. 73.), si avranno pel

pumrto di contatto le

fry=oa), 2=y, f(z)=¢(), f'{z) = ¢'(z)

Jdelle medesime in guisa , che questa curva possegga un comns
ratto di second’ ordine con un’ altra data. Infatti, differen-
ziando due wolte I equazione medesima , si avrad

d» dy
—td ——dy, =
da:', X, -+ d)’; }V: 0 ?
u? 2d3§° m?
et g 3 dx,dy, = dy*,
dr, s +d‘rxdfx a8 d)/zl .
2
——-?-(Z’.r,—!————i-d’f, = ()3
oy dy,
e per fissare il contallo di second’ ordine fra quella curva,
o " altra data Y{x, y)= 0, basta esprimere che queste

differensiali cquazioni vengono soddisfatte allorquando in
csse alle (/uanu'ta':
; 2 z
x,, ¥y de,, dys, d2Zs Ay, ,

sostituiscanst rr.';pcu{s'a..'ncntc i valori delle

x, ¥, dxr, dy, d*x, d’y,
dedotti dall’ cquazione data. Cost o;)crando si otterranna e
tre .sz-=guen££ cquasioui

d» dm
olx,y) =0, —d—:(lx—l--z)‘;-dymo,
A’ el G
—dx® + " dxdy 4+ —=dy* ==
L4 dad) dy?
do ,, N d? 5
wel s L et — 0 ;
dx dy “r

dalle quali si polranno Jedurre @ valori delle costantt, a,
a , a' , in funzonc delle coordinate x , 7y del punlto di
contatto ; e sostituendo i valori medesime nella

-/ 3
?"‘xl ) ) i/ e 0 ’

st otterra U equazione dulla curva vsculatrices
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94.
Facilmente s’ intende che quantunque non sia piana la
curva (@), non di meno avri pur luogo il teorema gia dimo-
strato | §. 76. ). Gio posto consideriamo nell’ {a, I" arco s, unita-

Esempio I1.0
Se in vece della curva rappresentats dalla
e 7a) =0,
st prenda la
(4 —y,)" (v =) =17,

che rappresenta un cerchio di raggio r (§.86.0V'" ), saran-
no u, v, r, le costanti arbitraric da doversi dcterminare.
A questo cffetto dyferenziando due volte la proposta cqua-
zione , con riguardare qual variabile indipendente la x,
¢ cangiando x,, ¥,y dx,,dy,,. .., inx,y,dx, dy, e,
st avrailno le

(46— (v — &) =17,
(u—7)dy 4+ (v —a)dx =0,
(u — y &y —dy* — dx* =0,

delle quali le ultime due forniscono le

dy? dy?
preinak T a
“=r = d’y } EE=AES d?y .('LIJ,' ’

che sono (denticamente le (o dol §. 86. Sostituendo t tro-
vati valort di u —y, ¢ v—x nclla prina delle tre prece-
denti equaziont, avyeno

dy* . Ay 5
(({.r" - 1) ({-/—T =+ ) dy”
(d") S 7y \? .

da? ) (:ZT>

—_—

el At

OV8CrQ
14
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meute all’ incremento As @ sc ¢ denoti la corda che sottende

questo incremento, sara ( ps2.28.176.)

- As As
¢ = |/ Ax? + Ay* + Az?, = " ramalll
AU+ =i
Az? Az?
donde
As 1 ds
i ) f—— 1 o {1803
lim C h dz \ o
)
. da’
7 da},)a ’
da’®
donde
)
(d},: 1 —;-
dua? == )
;o= X< . .
d'y
dx?

formola perfettamente coincidente col primo valore di r, of-
tenuto al §. 85, purche in essa, pel ragionamento isiitnilo
alla nota (161}, si ritenga solo il segno negativo.

(180) Essendo la curva qualunque rappresenlata dalle
due equazioni () (5 93.}, fra le coordinate rettangolart
x, v, z, ed cssendo s I arco di essa , compreso fra un
purto fisso, ed i punto mobide (x, y, z); se altribuiscasi
alla x un accrescimento piccolissimo Ax, le coordinate x ,
y , 2, varieranno aicor esse di quanttia positive 0 nega-
tive, che prescindendo dal segno saranno piccolissime
e rappresentate dalle Ax, Ay, Az. Inoltre chiaro apparisce
che la corda dell’ arco As, ovvero, in altri termini, la
distanza del punto (x, y, z) dal punto (x + Ax, y+4y ,
z + Az), sard ( p. 2.4 §.176.) numericamente

— l/-:’\ Aa® 4 Ay? 4~ AzZ?),

Posto cio per intendere fucilmente la determinazione del
differenziale dell’ arco s, bastera valersi del principio eve=

e L e e A e L I o

o e A g A S A e
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€ consegudéntemente

ds == hdz = |/ dx® +dy* +- 4z . . (@) (181).

Ora ¢ chiare che le formole (a”) si potranno scrivere a que-
sto medo

dx d dz

4 / P
cos(Tr) == —= cos(1y) = = cos'Tg) = == ag (a®v) ;

MG

dente , che un piccolissimo arco As di curva, si confonde

sensibilmente cen la sua projezione PAs silla tangente ,

condotta da une de¢’ suoi punti ; vale a dire , che il rapporto
del piccolissimo arco alla indicata sua projezione , si riduce
sensibidmente alia unita, cosicche possiamo stabilire o prin-
CIPLo
| As =
PAs.

Inoltre la projezione dell’ arco essendo uguale alla pro-
jezione P, della sua corda c, avremo

pAszpc:AS;

ma essendo « l' angolo formato dalla corda con la tangente,
sara P == ccosx, ¢ PErcio

P, CCOSY
S e = £OSX,
C z
QOVVEro
As
— = C0SX ,
<
quindz'
As .
lim, —— =— 1 -

(’.

dunque il rapporto di un arco infinitamente piccolo alla
sua corda la per limite U unitd.

(181) Qui giovae osservare che nella formola (@) deve
il radicale farsi precedere dual doppiv segno ==, il quale
riducest al scgno =, quando I'arco s cresca coll’ ascissa «x;
ed al segno — nel caso contrario.
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dalle quali { p.2.2§.186.) si ottiene 1’ equazione

(v —axMx 4= u—y)dy +~t —z)dz=0... (a")

fra le coordinate ¢, u, t, del piano che, passando pel punto
(, ¥, 31, ¢ perpendicolare alla tangente della curva /a) nel
prato medesimo: in questo piano (@Y giacciono le normali tutte,
sono queste di numero infinite , che possono condursr pel
punto di eontatto alla stessa carva , comunque posta nello

spazio (182/‘_‘-.
93,

Denoti . una lunghezza infinitesima , computata dal con-
tatto, e sulla curva {a), e sulla tangente (a'), dalla stessa parte:
gli estrenti della lunghezza ¢, uno in {a}, I"aluwo in (&'},
sienn congluntl dalla retta d; e corrispondano a1 medesimi le
coordinate «,, y,, z, nella (@), le ¢, , u,, t, nella (@';: si
abbia inoltre la s qual variabile indipendente, per investigare
in questa ipotesi i coseni degli angoli (dz), (0y), (dz), che
la retta ¢ fa coghi assi AN, AY, AZ.

Le coordinate v, , u,, t, possono ( §.94.a" ) esprimersi a
questo modo

‘ d.x
¢, == X = 7CO5TX) = X 7 3
ds
, dy
i, ==y ~=5COsS Ty = y+GC R
ds
| dz .
t' m— T = GCOS\TZ\; o 2 G-‘—{-— (183).
Sc

(182) Dicesi che nuna retta ¢ normale ad una curva in un
suo punio dato , quando sia perpendicolare alla tangente in
questo. Posto cio st potra evidentem-nte condurre ad una
curva per clascun swo punlo , wit infinito numero di norma-
li, che saranno tutte comprese in wno siesso pLano , i quale
st chiama percio ol piano normale, di cui I cquazione viene
rappresentata dalla (av).

(183) Computando la lunghezza ¢ sulla tangente 7,
essa congiungerd ¢ punti ‘x, ¥y, 3), (v,, U,y t,): quindi
considerando il parallclepipedo  rettangolare , formato co
late v, —x, u,—y, 1, —z, sara ¢ la lunghezza della
sua diagonale, che fara cogly assi AX, AY , AL, ovvero
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Le coordinate @, , y,, z, verranno { §. 23. ¢Vi1 ) determinate
conle Slegue

d x G* ) d’x

X, == l+6-z:+7=r+a),
dy g Sy y

Fi == g dg‘*'?(";??"*"“)s
dz ¢* wlig .

B At g lgE e s

convergono le o' , &', &, insieme alla ¢, nel lim, = 0, Dun-
que  pe 2,28 125.) saranuo le

col lati dello stesso parcllelepipedo rispettivamente gli an-
gold (=x), (7y}, (75, Con queste considerazioni sard facile
determinare ( pe 2045 125 176.) tvalori de v, , u,, t,, so-
pra espressis

(184) Computando la lunghezza ¢ sulla curva , essa
congiungera t punlt (x, y, 3, (X, , ¥,y 3,', ¢ polra con-
siderarst la &, qual funzione della 5, cosicche abbiasi

= [la + 3);

cio posto avremo | §. 23. ¢"'' ' la
.

(Devox,=fx4+0¢)=flx)+ 5 2 + _.i;.. [l =23

— 1i° g =
ma quando ¢ =0, dev' essere x, = x, dunquc

I |
fiae)= &, f'{x s B S efe 5

Ora poiche si considera s per variabile indipendente , avremo

, dx y _da r
i &' el ] -r T 1 ,j..
f’k ) ds’ [ c[.s‘g - !

essendo ¢ una qzmmmz mﬁ'mtesunaz : laonde fauc le op-
portune sostiluzioni nella 1, avremo

d.r G’ (ri’m )
L, =X AT —— 4 — -t u')
! (s 2 ds?

e similmente si determincranino gli assegnat valort delle
};’x) gy
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N 3 i R o—* ¢ dnx '
Cos o) = = ~—a i,
0 20" ds?
B —U L
F™ s & . ; . i vI®
c0s 0y, == — = i - e K a
W 0 20 ds? )» (@)
zx"—"t, 0.2 (Z'I,

—t C(”'\ /1 853

cos(0z) ==
o S 20" ds?

Per quello riguarda la §, poich¢ (p. 2.2 §, 176.) abbiame
a:[(l‘z_—" +71_” —+-(..,3-"—f ]é!

sara

- o4 d*x d’y d’z
Q —= —— [ ’——-—— ‘ '

2 ds?

96.

Ora ¢ facile trovare il coseno dell” angolo (67", che fa la
retta 0 con la tangente: poiché {p. 2.2 3. 177, ) abbiamo

cos(0T) == cO8/0x}cOs{TX} 4 C0S(0) €S T)y) ~= €0s802,c0s{TZ) ;

percio (§. 95: 94. @'V ) sara

€05 (7) ==
?If(d"x‘ e (‘Z}»' A7y " a”)+_ifz( d’z 2"
ds  ds? - ds  ds? ' ds  ds®
T Ay r d*y d'g o, A )
[(ds’_*—a)n“*_(;ﬁ_—*_ ()
Il numeratore di questa frazione riducesi ad
 dx Ly ,dz
« -2: ~+ o' :Zs- - o d.s

poicné (§ 94.a"" ) abbiamo

- i)

(185 8¢ ottengono queste formole riflettendo al pa-
ralfcl(f/n'pcrlo rettangolare ; formato dai lati >, — v, ,

Yo, Z,~—1: (*d alla sua di ngonalr 0, che unendo

] pumz Ay Vs ;)- (e, w,, 1), forma rispettrvanien-
te gli angoli (dx), 'dy}, 0z coi Z(m medesimi ;. ognuno
dm (fuah st dezmnz'ua sottracndo fra loro duc dctlc set

precedcnu CYUAZIONI.
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dad’x 4= dyd®y ~- dzd?z == dsd?s = 0.
Pertanto concludiamo che, ¢ convergendo nel lim. = 0,
I' angolo (37 si accosterh { § 95.) tanto a 90°, finche, faito
¢ = 0 nel punto di contatto, sara

(07) == 90°.
97.

Pertanto la direzione della retta ¢ verge in quella di al-
cuna fra le normali, di numero infinite { §. 44. ), che possono
condursi pel punto (z, y, z) della carva (a). Questa nor-
male particolare, che dicest prencipale, venga espressa cou
y, ; si avranno (§. 95. ¥t a¥'t ) le

A’ x
R A RN ¢ f2 .3 c J3 3 'é’
L) = (L) 4= (d”2)%]
. ) 4’y Wl 1)
cos{v,y) = . — 1 lav¥it
W [(d®x)® == (dy)* +=d?2)"] 2’ '
d’z
fcis 3 I,_-zz 3 dz \'3_-_-%,
(dx)” 4= @7y} +(d"z)" ] /

€COS Y, &) ==

Cos'V,z) ==

quindi poi si avranno ( p. 2.4 § 186, ) 1" equazioni

¢ — u—y t— 2

o o o (EER)

d*x d'zf =5

alla normale v, ; non che (ivi) I’ equazione

(v—ad"r 4 u— Py 4= (t — 2 d’z2 =0 .. . (a¥)

al piano che, passando pel punto (x, y, z:, ¢ perpeadicolarve
alla stessa Ve

98.

Il piano condotto per la tangente e la normale priuncipa-

le, dicesi piano osculatore (186). Pungasi che | p. 2.2 5. 73. 6.% )

(186) 8¢ consideri sopra una duia curva qualunque il

punto (.‘L‘, Y z), e s’ immrzgfn.z' condotta per questo una
tangente alla medesima, si potrd pure immaginare che passi-
no per la langente stessa un’infinita di pani , tutte di-
cons! plani tangenti la curva data :n yucl punto y dei quali
uno certamenic comprendera la normale principale @ Guesto,
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una retta k passi pel punto di contatto {x , ¥, z), e perpene

-

dicolarmente insista sul piano osculatore : poiché ( p. 2.4 5. 69, )
abblamo
(kr) = 00°, (kv,) == 90°,
percio ( p. 2.5, 177, ) sara
cos k7)) =
cos kx jcos(ta) -~ cos'ky jcos!Ty) == cos kzicos{tz) = 0,
cos hv,) ==
cos kalcosy,x) + cos Ly jcos v,y = cos(lizycos(v,z) = 0 ;

e conseguentemente (5. 94 @'V 1 97. V11 ) avremo le seguenti
cos kx)dax —- cos’ky .y + cos’kz)dz == 0, i
cos haid’x =+ cos hy}d?y —+ cosihz d?z = 0. @)

Alle due (™) puo sostituirsi { p. 1.4 5. 127, ' la formola

cos L) cos'ky cns'hz’

— Py,

dyd z—dzd*y dzid’w—daod'z (Z.L'd“)’—-d) d*x’

f xu)
a

L] - - F x .y \

cui deve assoclarsi [ p. 2.7, 177.) la

cos? hx )= cos® hy) = cos™ hzy =1,
per ottenerc i valori di

costha), cos’'ly’, coshz),
e cosi determinare la posizione del piano osculatore. In quanto
all’ equazione di questo piano, essa [ p. 2.a 5, 186, ) sara
V2,008 k1) == —1y'cos ky +{t—zcoskz, =0,
ovvero, per la prima delle {a®), sarh (u
(v—x)idyd’ z—dzd"y 4=t —yidzsd’x —dxrd’z} 4

(L = z}id.rd’r — (Z)/cl".:t'} = (.

Se la curva (a) sia piana, ciascun vede che (a@*''), niente
altro sara fuorche¢ il plano della stessa curva.

cle merita particolare attenzione , wvicne denominato, come
sopra ¢ detto , pianv osculatore.
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99.

La curva posta nello spazio abbia gli assintoti : le pmje-a
zioni di quru;u sul piam coordinati saranno gli assintoti delle
projeziont i quella sui piaui medesimi. Dunque 11 metodo
Pf‘l IllVf"S“gal(‘ gll 'l@‘)lllt()[l dl utia Ill]ea ¢urva, pObta Comunque
nello spazio, puo ridursi al metodo (i 74.) per determinare
gli assintoti delle curve, chie sono poste in una superficie piana.

Del circolo osculatore
ove gencralmente delle evolute
¢ delle curve osculatric.

100.
I punti
(x, v, 2), (x4+Ax, ¥4+ Ay, z-4+Az),

oltre 1" arco As, comprendano cziandio I"aveo circolave A/, di
cui sia il raggio = 72: in quei punti abbia 1" areo ._*3/{' per
tangenti le rette &', 57 e I"areo As le altre =, 2's inolire
k' mpplcsum la perpendicolare sul piano osculatore {' O 8.y
condotto per (x4 Ax, y 4=y, z-+=Az.Qui pure { §. 54 )

siavra (. 76: 94 ) la seguente

L
A/

’

===

lim.

s
As

e perclo mentre 1l punto x+Ar, ¥+ Ay, z = Az acco-
stasi all’altro [z, 9, z', si cangeva g per modo, che la
curvatura del circolo converga in qm,lld detla Tinea «;, pres-
so il punto di contatto (@, y, z) (187, Iuolire la curva-

(187) Questa convergenza di curvature evvera , purche

I angolo (7')s compreso fra le due tangenti agli estre-
mi dell” arco mﬁmmmmzt( pum{o &g dﬂl(o angolo dt
cnntmrfenza, insicine all’ altro kk'), formato dalle perpen-
(Zuof(m at piant osculatori mnupom[mm agli estremi del-
I arco Xs, convergano ambedur nel couupunrleute angolo
(L0"Y, formato dalle tangenti 5, 5", condotte agli esremi
dot! arco circolare Ay, (/(.:mdu il punto x4+ Av, ) —+ Ar,
z -+ Az) si accosti all’ altro (x, ¥, 2z £ da osserva-
re che al;, angoli .77'%, ki': svaniscoro ambedue quando

L L]

la curya (a) si cangi in una retta ; svaniré poi solu i se—
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tura della linea (@), presso al punto ‘x, ¥, z), pud consi-
derarsi doppia, una cioe nel piano (a''), I’ altra nel piauc
(@*) : in ambo i casi (§ $3. ) abbiamo

1 G'01

p A/
ma rispetto alla prima curvatura sara

A
lim., J,\) =1,

rispetto alla seconda

condo , quando la curva stessa diverra prana i e gerte;’alm
mente par!mzdo essi a:zgofi conserveranno valori difgrcmé
dallo zero, cosicché altrettanto potra dirsi de’ limui dells

quantia
As ' As

Questi limiti, che se voglia considerarsi una curva piana ,
equivalgono, il pruno alla curvatura di essa { 5 83.), il se-
condo allo zero, servono a misurare i 0gite caso cid che
dicesi prima e seconda curvatura della linca proposta. In
fatti per concepire una curva che non sia piana , bisogna
nen solo concepire che la tangente s inclini da un elemento
all’ altro, lo che da origine alla  prima carvatura ; ma

due conseculivi clements vart di posi-

pure che il piano di
seconda ,

zione nello spazio, lo che genera lu curvatura
sere paragonala alla torsione [atta subire
iana. D' altronde chiaro apparisce che que-
1o pia grandi, o tanto i

' T . .
7 ) 3 (klc bsaranno pid S‘f'au:lc
di Xs, ¢ che per con-

la quale puo es

ad una curva p
ste due curvature saranno lal

pzccctff:z3 qzz@to piu gb angglc (
0 ;u’d pzccolc , pEr BN medesunG valore

segucnza i Limiti delle quantiid
(x) (W)
As ' As

?

saranno la misura loro naturale, come vwicne dalle (@)
stabdito le quali furono dedott. , applicando ad ognuna delle
due indicate curvature il ragionamento tstitutto (3 53° 84
per misurare quella di una curve piana.
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(6!9”
lim. ,) —J I
(kK"
fatto dunque nel 1.° caso
{ 1
Iim. — TR anewa y
0 r
e nel secondo
1 1
lim. — — —
p R’
sl olterra
As As |
= lim. ==, R = lim. — . . . (a%i"
r 1 (TTI) ’ i‘,‘l]\’) \ /

De’ due circoli che possono descriversi coi raggi r, R, solo il
primo dicesi propriamente osculatove ; ha nel punto (x, ¥y, 2z)

la tangente comune con (a', il centro pol siluato in up punto

della corrispondente v, ("§. 97.) (188).

(188Y Per dimostrare che il raggio r, e che percio il
centro del circolo osculatore ad esso appartencnte , si trova
sulla normale principale v, basia osservare che Cle 10040 ) il
raggio medesimo si riferisce a quella fra le due curvature
della linea (a), che giace nel piano osculatore (a™ity 83,0,
Cio posto siccome il ragaio deve stare tutlo nel piano della
curvatura cur st apparticne , cosi dovra r trovarsi tutto nel
piano (a™) s ma il raggio medesimo esser dev perpendi—
colare alla tangente (5. 100.), dungue dovra csso trovarsg
pure nel piano normale (av) { §. 94. i : dunque fin=imente si
trovera nella intersecazione di questi due piani, cioe sulla
normale principale, su cui percio si trovera eziandio il ceniro
del circolo osculatore.

Possiamo anche giungere a questa conseguenza riflet-
tendo , che potendosi riguardare una curva a doppia curva-
tura , come un poligono in cui tre qualungue de’ swoi lati
CONSCCUIVE OIL POSSOTLO glacere nel medesimo piano , dovra
il suo raggio di curvatura r, spattante al punto x, y , z)
della curva, stare tutto nel piano che passa pel punto me-
desimo , e per gli altri duc consecutivi. Sicno v . u , L, le

coordinate di questo piano , sard { p. 2.4 5. 180, 1, )
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101.
Se i coseni degli angoli, che una delie v, ' forma co-
gli assi AX, AY , AZ, sicuo espressi da
cosiTx), €0s.Ty), C€O08(Tz),

apparisce che i coseni degli angoli forwmati dall” altra, col mie-
desimi assi, potranno esprimersi con

cos(tax) ~+ Acos(ta) , €os(Ty; = Acos 7)),

(1) eee Av4+Bu+ C+1=10,

la sua equazione , la quale dovendo essere soddisfatta dalle
Y L) ; 2 ] - e * H

coordinate x , y, z, porge U’ alira

(2) oo A +=By 4+-Cz+ 1 = 0;
ed affinche gli altri due punti consecutivi st troyino pure in
qguel piano, bisognera di pic che i differenziali primo, e
secondo di questa cquazione, coesistaiiy insieme ai differcn-
ziali stessi dclla curva propesta s -quindc sard

Adx + Bdy - Cdz = 0,
Adz + Bd*y 4+~ Cd’z2 =0,
dalle quali si otticne
A dyd*z — dzd*» B dzd’r — ded’z

L)

Sttt

C ;[.ul’)f — d]d’w ’ —é- T dad?y — ) 7
e sottraendo dall’ equazione (1) la 2, ollerremo la

A{v-——-.r) —i—-B{u ——)’)—f—c\[-—-—- ::) = 0.,
nella quale ponendo i trovati valori de

A B
T T
e sopprimendo 1 denominatori , avremo la
(v — & (dyd’z — dzd*y) 4+ (0 —y jdzd’ e — dxed’z) 4~
(t — z)(dxd*y — dyd>x) = 0 ;

equagione del piano sul quale deve giacere il raggio r i ma
guesta equazione (§ 98.) ¢ quella del piano oseulatore (a™'',
dunque il raggio medesyno si deve trovarc in questo pano s
quindi ecc.
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cos(72, 4 Acos(vz) (189).
Quindi ( p. 2.2§. 177, ) sara
cos(77', == cos/tx)[cos{tx) 4= Acos/tx)] 4=
cos(7y[cos{7y) ~+ Acos(Ty ]+ cos{Tz)[cos(Tz) 4+ Acos(Tz)] (190),
1 = [cos(~x) 4~ Acos{ta}]” - [cos{7y) -+ Acos{zy)]* ~+
[cos(Tz) 4 Acos(Tz)]?
cos™(Tx) 4 €os*(Ty) == cos’(Tz) 5
percio ( p. 2.2§. 127, 3.° ) avremo
2[1 — cos(z7')] == [2seni/77')]® =
[Acos ~x;]? =4~ [Acos{7y1* 4 [Acos(tz)}

Da qui s1 discende alla

4 =

Ag? As? 1z ) .
[ 2send 7' ]° T 5@11-1- )
L= ik L. / 4 )
1
Acos T n [ .k:-:_;s{'r:y) ]’ ACOS{TZ) a
—_— " -+
: Ay e As L Bs J

(189) In fatti come le coordinate x, y, z, di un estre-
mo dell’arco As cangiavo rispettivamente di Ax, Ay , Az,
passando all’ altro dell’ arco medesimo, cost gli angolt

cos{Ta}, C€OS(Ty), COSTZ),
cangeranio di

Acons zat, Acos(ty), Acostz),

a cagione del passagsio slesso

, nel quale 7 diviene 7' ; a-
VICHLO pcrc{()

9

cos.T'x) == cos(rax) 4= Acos(Tx) ,
cos(T'y) =="cos(ty) 4 Acos(ry},
cos(T'z) = cos’Tz) 4+ Acos{tz).

(190" S/ otterrd facilmente questa espressione riflettendo
(pe 205 177, essere

cos (7T} == cos Ta)cos T w) - cos{‘:yjcos{'r'y) o—fm cos{‘:'z)coaa{':'z.}.
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€ passato prima pei limiti ( p. 2.2 §. 129, 2.9, poi fatta I’ es-
trazione della radice quadrata, emergerd { §. 100. a*1V : §. 94.
a' ) la formula

S = et =i y 4 ) 7 =
acos ) o acosiTy) . deos Ty 4
1
= do ., d . { =
d(==)N"  fd(=-) d(==) "
[ ds =i, ds )+( ds ) 1
ds ds ds ]z
9
¢ g o ¢ \ .
[(d".:c . pE " Zr— (a™) (191)
) g R e

Simidmente si otterra la

i

- v e e i e
R deos k) - cdeosily) L ,deos hz) 2 ()
Li—Z — i

102.

Abbiansi a determinare le coordinate v, u, ¢, del punto,
in cui trovasi posto il centro del circolo osculatore.

Poiche sitfutto centro si trova (4. 100. ) sulla normale
principale v, , percio (p. 2.¢ 5 125 ) sara

v—x u—

Y
P f‘ < —— !"
—— == cos’v,x), ~ cos¥,¥ )

XVIY
(@¥vit),
{ — 2

== c0s.v,5, (192).

r

e

(191) Dunque assumendo la s per variabile indpen-
dente , il rasgio r di curvatura sara esprosso dalla scmple
cissima formola

ds?

r —= "

1

f(d*x? 4= {(d?y)* 4+ (d*z)7 )2

(192) I punti estremi del raggio r wrovandosi nello
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ovvero ( §97.a"1: . 101, a* ) si avranno le

Y — d*c u—y d’y t—z d*z
— el § =r

R ] e 3 z
r ods? r ds* r ds?

e percib le

d*x d* d*z
p—x==r" ol u——y==r" d:; ; t—-z*_:-r’—‘?r. oo (@XVII1Y (1930,
103.

Cessando s di rappresentare la variabile indipendente ,
affinch¢ per tale abbiasi p. e la z, dovranno (§. 15.) adope-
rarst le

dsd?x — dxd?s  dsd’y — dyd®s dzd"'
ds?® ’ d",’. ! i d.}‘

invece delle
d’ec  d d’

$

ds? -:—&—; ’ ds

a questo modo la :@™) si cangera (§.94.a") nella
3

. [1 472+ faz]a , 1..(a*™) (194),
etz — 1 2" 2) +f e+ 1"3] '

spazio fissati , uno delle coordinate x , vy , 2z, L’ altro dalle
¢, u, t, si otterranno facilmente le (') mediante la
soluzione di tant! triangoli rettangolis
(193} S:¢ otterranno /m:‘z/uu,n.te queste formole, S€ Fi~
ﬂeztasz che dalla (a®) abbiamo
a2
[..dgx,)s _*_{da‘},)z 4 (d:z)z]% — _(g_:{_ §

1

(194) Per giungere a questa formola si rifletta , che le

quantitd
dx dy dz
1= ,—) d (
‘ ( ) 8 ds’ k.atf.s'

ds ? ds = ds !
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’

e le (@aXY11) nelle

contenute nella seconda espressione di v (§. 101, a™ ), sono
f’.:;ua!z' (oo 14+ 15, ) ris;;cz{it*mnenta alle
P+ L s

dsd e — dad’s dsd? Yy — (Zy{f“s dzd®s
ds® ’ ds*? ’ Cds®

quarnte volte suppongasi non s, come nel caso precedente
bene z ., la variabile indipendente, come nell’ at-

4

ma st
tual caso. Fatte pertanto qucste sostituzioni nell’ (a®v), cioe
nella
1
y=— - : _—
dx dy oz
d | — * (s i N, d (—) 2
Vel s ( s ) ( ds - ) 1
(\—— ) +\——/ + 12
ds ds ds
asremo
ds?
r == —
[(dsd®x —dad?s) = (dsd*y —dyd’s)* +-{dzds)? 2
(ZSB
19

(ds*{d?o,”+=d") )2 ) =(d ) ds® 2dsd’s(dxd?x~dyd’y )]

e riflettendo csscre

dsd®s = dadx 4+ dyd’y

sara
ds?
P = e
Lls"(drm,* 4 d?))) = ds*(d?s)? — 2ds*d’s )" )

(/I‘.'J

1 )

[d?x)? A= (dv) — d's " |*
srmola rimarchevole per la sua seinplicita dalla quale cli-
minando («%s;* ayremo

‘2

ds?

r" P 1

[.’;’Ld’x )z—t \LZQJ’) = }d.l. 7’—+—£Z}' z-—r—dz’)_idxdﬂx_,_(/) il? },../\."'-J?z




f2)[(2)f"(2) — f(2)f" 2] + f""(z)

Y —— ==
L~ fz) 1"z}

f” \[,0{ If!i\' z)__‘_- (_ Hrz J + f'H . .' N
1 = y = T » I- . f\alx)
L1+ f \z)—+—f z))?

t [z 2+ 12 z) | (195)
-—-—lz'_g T E J,n a'.
[1+f’ —{—f \2.')] \

]
(dx® +dy* +dz*)a

L —-t

[ dad?y — dyd*x)* 4~ (dzdy)* —+— (dzd*x Y*)

Ora dividendo tanto il numeratore quanto il denominatore di

6
questa espressione per la quantita dz | e ponendo mecnte
alle (a) (§. 93.), otterremo
S5
dx® (l} 2
\ T
= ey
dx dy dy d’x d*y d*x i
: o 312
[(u’z dz? dz dz* a +(dz" I \dz’)]

3
F2z)+ (2 +1)3

' o 2 'y - ap \- :" .
(=) — G2+ 7)1

(195) 1! calcolo istituito per ottenere la (%), servird
di schiarimento a quello da istituire per giungere alle /u#
mole (a*), le quali discendono dalle Qa“‘“) , quando in
queste si ritenga non s, ma s per variabile iml:’,w qedente.
Osserveremo inoltre che per la mcedesima ipotesi, esscndost
ottenuta nella precufenw nota la elegante formola

ds?

L\‘}ls-_'.

[\d2 R (r[’y)” — kdg ]

sara facilc ottenere dalle (a*V411) ) mediante questa, le so-
guenti
15
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104.

Eliminate le x, y dalle (@), (@*V*''), nasceranno lc tre
v— flz) =f,{z)a u~—f(z) = f,(z), t——z“-‘:f3(z);

dalle quali, eliminata z, si otterranuo le due

v =fa, w= [ | (@),

appartenenti alla linea, in cui si trovano 1 centri del circoly
tutti, osculatori la curva (@) (196).
105.

Le formole (a*¥1') somministrano (p. 2.@§.177.) la se-
guente

('Z.ssaf----(f-l:tz
s
e (dix)? =+ d"y ) — d%s)* ’
d
dsid . -
(15
W—_y = (({0.1‘)“ . I/\dﬁ},f:}" —_— (da.f)’ ’
dz
ds3d .~
S ds

t “_”((inx)2+<day)z_(dzs)n’
formole non meno cleganti della prima , in ognuna dellc
guali si prende z per variabile indipendente.

(196 Quando il punto (x, y, z) passi da un [uogo
all’ aliro sulla curva ‘a), il rclativo centro di curvatura fa-
ra nel tempo stesso altrettanto 5 e se quel punto si muova
con moto continuo sulla curva medesima, questo descriverd
un’ altra curva , ' equazioni della quale si otterranno 1.2
esprimendo le (@) in funcione di una sola variabile , per
es. di 7, mediante le (a); 2.5 eliminando questa dalle stesse
(@1, Da cio si otterranno due equazioni fra le sole va-
riabili v, u, t, appartencuti ad una linea, che saf"fi il
luogo geometrico dec centri tulli di curvatura , spettanti aH_a
curva {(a). Siffatto processa ¢ appunto quello tracciato Ut
questo paragrafo,



(= &) e (e Y e (fm ) T (VO
le formole {@*'1) moltiplicate, la prima per %, Ia secondz
per d*y, la terza per d”z, danno (5. 101. a* ) la-

(v - 2Vl = (0 — y iy 4+ (t — z5)d” 2 = ds” ;
ovvero ( §. 94. @'") la
(v — xjd*x 4= (0~ )™y ==t — z)d*z — } :
da? — dy® —dz* = 0:

a?\XlII) -

"

clascun vede che I equazioni (a¥0), (@X¥1T) (¥, §, 04.),
vengono insieme soddisfatte dalle coordinate v, u, ¢t della li-
nea (@™¥ (197),

Mediante la (a**1'') si riduce la (@), differenziata, alla

(197) Le (@™ moluplicate , la prima per dx, la se-
conda per dy, la terza per dz, e sommate fra loro, danno
la {aV§.94.), avwertendo che (§ 96.) si ha

dxd’x - dyd”y 4-dzd’>z = 0.
Inoltre per la prima delle ( @™ §. 98, ) potremo stabilire le

dyd?z — dzd’y = Acos’ka),

b}

dzd’x — dxd’z = Acos'hy},
d.;t‘({f!}’ e (f)r'(l?x sl _-\(‘.OQ'J_.{ :’.

Ora molti/.)licm‘e rispettivarmente per gueste e o™ 0ol
avilo f'zgmu'do alla seconda d-lle [ a ' .98, ), avremo la
scconda delle (@' Dunque datle a®") | e dalle @i
con opportun: calcoli , deduconst le tre seguenty

a4+ t—y)? 4 (t— 2 =1,
(v —ajde 4+t —ydy +~{t —2zdz=—20,
(v — a)dyd?’z —dzd’y) 4~ (4 — y\dzd?x — dxd’ z) +
(t — z){daxd”y — ({}'(i“;‘t‘j == ) 4
che tutte vengono soddisfatte dalle coordinate v, u, t della
linea (a**1). Percio queste equazioni esprimono, la prima che

il centro di curvatura trovasi ad una distanza r dal punto

Xy ¥, £)s la seconda che trovasi nel piano normale 5 la
terza clhe sta pure sul piano osculatore ; cio si accorda

con le osservazion: gia fatte.
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dvdx =~ dudy 4 ditdz = 0 . . . (@**V) ;

quindi se denoti ¢ 1’arco della linea (a**1), e 1, la retta
lnngenlc nel pumo (v, u, t) la stessa (@**'), sara ( §. 94.a'V;
e p.2.2;5. 177, )

dv drx du  dy dt dz

CO§.7T,) == . t . ot « —— =)
! d; ds = d; ds ds ds '

e percio (77,) =90° (198). Mediante la (@V) si riduce la
@* ) o differenziata, alla

(V——-x}dv —~— (1 —-——))(Zu—}— t——-z;d( rdr »
laonde (§.102. a*¥11: §, 94.a'V; ¢ p.2.4§. 177.) sara

(axxv)
dr  v—x dv  u—y du t—z dt )
—t Y .._—-+ 5 . -} ] : Cosv T L ]
(s r dz r dz r ds L

Supposto che la curva (@) sia piana, le rette v,, 7, costante-
mente { §, 88, coincideranno fra loro ; e p(‘lcif) 1 valori
dei dlﬂ'erenznah dr, ds costantemente (). 89.) si uguaglie-
ranno (199 .

106.

Alla curva (a) si avvolga un filo, quindi si svolga in guisa,
clie la sua parte libera, sia sempre tesa, e tangente ( §. 93.)
la carva (@) ; 1" estremo del filo descrivevh la curva

g g o rt) s U= :,,{) s (axxvx) "

ritenendo le denominazioni gia stabilite ( §. 90.), diremo la
curva {a@) evoluta, e la (a*¥')} gcnerata d1110 wnlgnmoulo di
Tuella. Facciamo su tali ecurve le sequenti osservazionn 1.7
sprimendo A la distanza fra i due punu (x, v, 2), (v, u, t),

el

(198} Cioé la tangente condotta alla nuova curva (a**')

pel punio e T s ), jorma un ango[o retto con la tangenle
condotta alla eurva (a), p-l conz'spnnrlr*nt(’ punto (¢, y, z).
Dunque la tangente ©, ulla nuova curva, ¢ compresa dal pia-

no normale alla data nel punto (x, y, z)
(199) Pero se la stessa curva non sia piana, il rap-
dr

porto —— riceve generalmente un valore diverso dall’ unita.

d..
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che si corrispondono, !}’ uno in (&), P ltro in (a**v), si

avranno ( §.94.a'V ) le

v —x dx
= cos(Ax) = cos(Tx) = .
y—y N dy
= cos(hy) == cos(Ty) == g
t—z dz
e €0s(Az) == cos(7z) = —o i
donde
dx ‘ dy dz LXvIE) o
Y — lds”‘“}fmlggat—z"“l_g;"'(a )'

abbiamo inoltre
A = 5 = const.
percio
dih = —ds ... (a*™eu),

Adunque I equazioni (a**V1%), differenziate , daranno le

dx. dy dz
dV’ == == ld&"c—i—)\-) ’ dLL e Mma ).(‘Zl""i"i:) ’ dC O e— ;xdk 2‘1‘*‘)... (a‘“’"}..

Inoltre ( §.94.a' ) si ha
d\* = ds* = dx® 4~ dy* 4~ dz"
e conseguentemente

b

dx 2 dy dz ?
(—E-X) +(_JI +(2f) =1,

dr . dx dy . dy dz dz
dA (dl dA ( dA ) da ¢ (dl ) =0

I’ equazioni pertanto (a*x:x) moltiplicate, la prima per dx, la
seconda per dy , la terza per dz, somministrano la

dvdx ~~ dudy 4-didz = 0 ... (a**%),

Dalla {a*%x) concludiamo ( § 94. a7 : e p- 226 177.) che le
due tangenti , una della curva (a) nel punto (r, 5y, z), I’al-

tra della curva (@**'') nel punto (¢, u, t), saranno fra loro
perpendicolaris 2.° Data la curva sviluppata, potranno cono-
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scersi 1" equazioni (@Y%) alla curva generata dallo svolgimenta
di essa: per tal fine prima sostitniscansi nelle (@a**V'') 1 va-
lori delle x, », z, A, espresst per s; poi si elimim la
s (200). 3.° Pel contrario, data la curva (@**V!;, potranno come
siegue determinarsi 'equazioni (@) della corrispondente svilup-
pata : abbiamo { p. 2.4 §. 176, )

(x —v)? 4=y —u)” +(z N7 =A%...(a,)s
e poiché le (@xxV11), (a@**V!!Y) porgono
' 1 — i i
e T . dy = T, ds= T—dhee(al),
A A A
percio la (a,), differenziata, si ridurra nella
dA | .
*)-"[fx Py —u)? = (2 — )] —

(x — v)dv — (y — u)du — (2 — tdt == 2d);

che per la stessa (a,) torna nella
(x — v,dv =+ (y — wdu 4= (Z — tdt =0 ¢« (azh

Differenziando {a;), ed insieme tenendo conto della {(a,), ot-
terremo la
(x — v;dv == (y — wWd®u - (z — 0d’t +

..'(?.}_ [(x—)dv -y —ujdu—(2— $\dt}—dv?®

A

la quale, ‘ndicato con ¢ 1"arco della curva (@aX¥¥1) i1l
\ . i t -~

darra, per la stessa (@3], € peT la (a".§ 94. ), nella

—du® —d* == 0;

T

(20i'y Quando sia cognita la sviluppala ‘a), come ap-
punto ¢ supposto in tutta la pr'ecedm{c dottrina , ba.'s’f.('f'a
per avere L cquazioni (@**V') della sua generata, porre nelle
@iy | palori delle x, v, 2, espressi per §, € nelle me—
desime il valore di ), dedotto dalla

A~ s = cost. ,

eliminando poscia la s dall’ equazioni stesse: a questo modo

si otterranno due equaziont fra le v, 1, t, cle rappresen-
teranno la curva (a”‘w), descritta dall’ estremo della di-

SLANZA e
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(@ — v)d? 4+ (y —u)d’u =4 (2 — )%t == d5® o o0 (@)

Differenziando U’ (a,), con supporre ¢ variabile indipendente , €
tenendo conto nuovamente della (a,), otterremo la

A\ dA
(@ — )’y == dv) + (y — u)(du San d*u) 4~

). \
(z — t)(d3t —)T-d“t) —dvd?*v — dud’u — dtd’t = 0 ;

e poiché abbiamo
dvd?®v + dud?u 4~ dtd*t — dgd’s =0,
percib sara
(x — v)d)d?v) =4 (y — u)d(dd u) +(z — A ANA) =0 0. (@g)e
Le formole (a;), (a;) somministrano

X — Yy — U

b ——

dud d'l) — didad sy didad’v)— dvd dd*t)

—t .

dvd pd*u — dud3d®v)

(201) ;

/

e conseguentemente , fatto per brevita
dud)d?t) — dtd(0d’uy = Q' , dtd1d*v)—dvd 2.4°t) =Q" ,
dvddd?u) —dud 2d’v) = Q"'

(201) Si moltiplichi I equazione (a;) per dt, I equa-
zione (ay) per d 1d*t), ¢ dal pruno prodotio si sotiragga il
secondo : avremno

X =V Yy — U

A

dud Zd’t) — did }d>uw)y  dtd pd’v) — dvdpd’t) :

se poi si moltiplichi " equazione (a3) per d(3d’u), U equa-
zione (ag) per du, ¢ dal primo prodotio venga sotlratto /
secondo, avrcino

X — z—1

L 4

dudid?t) — dtd ).du) dvd ad*u) — dud rd?v)

Questi due risultamenti, paragonaty jra loro, darannu la for-
mola sopra cspressa.
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éi srovera , per la (a,), essere

x—y  y—u It s |
Q - - Q" o Qd*v + Q"d*u ~~ Q"'d*¢ (202).
Abbiamo poi (p. 1. § 197.)
(x—w)*  (y—u)® (z—1)
Q" Q* Q™
(& — v?) 4=y —u?) 4= (z —17) _ 33

Qm —_— Qf"m e Q!fz Qfg - Q;}g - Q‘UIE v
dunque sara

A? dz®

]

F e L R vy (e v T

Ora nell’ (a;) si pongano i valori delle v, u, t, espressi per
¢ ; nascera I’ equazione differenziale di prim’ ordine

ar
@:A, g’ ‘a—:) '-':1‘-‘--0:9. [ (07)
b
_ , . N . dA i
fra la variabile g, I' incognita 4 , e la derivata —= Pongasi
us :

che I’ (a;) venga soddisfatta dalla
=195, C)...(ay),

in cui { §.53.) denota C una quantita costante, ed arbitraria ;
se nelle (a,), (a;), (a,) sostituiscansi prima 1 valori delle ¢,

(202) 8¢ otticne I’ ultimo membro di questa uguaglianza
nel modo seguente :

X — y —u o —1
QT Q"
(x — v)d?v = u)r?zi Mz — t)d>t
Q'd* Q'd*u T Q"d"t

(¢ — vid' + (y — ujd’u =+ (z — )d*t
Q'JQV"‘}— induu + and;;z
ds?

Qdy - QdPu +~Q'd’t

=
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u, t, A, espressi per ¢, poscia si elimini 5, nasceranno J'e-
guazioni (a), spettanti alla richiesta sviluppata : del resto la
determinazione della funzione ¢ dipende dal calcolo integrale.
4.° Poicheé C & arbitraria, tante saranno le sviluppate, quanti
sono i valori della stessa C ; apparteranuo cioe alla curva (a**v1)
innumerevoli sviluppate. 5.7 L’ equazione fra le * 3, z, ri-
sultante dalla eliminazione (3.°) della quantita ¢ fra le due
(as), (a,), sara propria di una superficie pella quale si com-
prendono tutte le sviluppate della carva (@™V'): ma basta di
cid ; ed aggiungiamo alcun che delle curve osculatrici.

107.

1.° Poich¢, le due curve (a), (b.§.93.2.°) ivi diconsi
osculatrici,, ove hanno e la tangente, ed il circolo osculatore
comune; percio rispetto al punto di cambagiamento dovranno
(§-93.2.°) olire le “
| f(Z) o ?{z) ’ f{z) — (1!‘(5) 3 f’(Z) =_ ?,(5) ’ f,(z) — \U(z) y

verificarsi ancora le

f'(z)=1¢"(z), £'(z)=¢"(z) (203):

(203) Qui osserveremo che le

flz) = ¢(z), f(2)=4(z),

significano essere comune alle due curve il punto (x, y, 2):
che le altre
/) " i Sy _f!'
f(2) = ¢'z), f(z)=4¢(2),
associate alle prime, significano (§. 93. ) avere le curve me-
desime in quel punto la tangente comunc: che le ultime pot

[lz)=1¢"z), '(z) ={z),
associate alle precedenti, significano esse godere nel punto
medesimo ugual raggio di curvatura. Potremo dunque dire
che due curve a doppia curvatura saranno ' una dell’ al-
tra osculatrici nel puwito comune, corrispondente all’ ordi-
nata z, quando presa la z per variabile indipendente, le sei
quantila

1

K, r 1 )
Ly FVr T 5 YV T Foy

conservino , passando da una curva all altra, t medesimi
valori numerici , ¢d t medesimi scgni,
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infaui dalla prima e terza delle (a**§. 103.) nascono le

—x — (t—z)f'(2)

[ig) == =¥ o ) b £20200 5
—x—(t— 2z
¢'ie) = = = 2D 1 4 g™ (@) + ¢

dalla seconda e terza si ottengono le

(t o
f’;iz) — i Y r_a *z (Z) [1 +f,(z) —+ I‘ls(z)] :

. (t — z'U'(2) o
W(e) = AT T P g ()] (204)

r?

:_ﬂ

(204) Dalla prima delle ( a**§. 103. ) abbiamo evider=
temente
(V —_ x[1 e frg(zj + l"rgl_rz 1]2

'l

r

dalla terza delle formole stesse , moltiplicata per f'(z),
abbiamo

{ — \[ 4 a - : f': ~‘:
(2 — 21+ f2(z) +~12(] [(2) = f'(5)f'*(z)+f @ (& (a3

rﬂ

=[N =)

e sommando insieme questi due risultamenti otterrema

v T T IO e fr(e) e £

== [1 + f"*(z) 4+ F*{2)]f"(2)

oyvero

\
£'(z) = — - (: il [t =+ f*(2) =+ 2]

r

Similmente operando sulla seconda e terza delle (a**) me-
desime , pero moltiplicata questa non piu per f(z), benst
er f'(z), si otterra il valore di {'(z) sopra espresso- I va-
lori delle f'(z), f''(z, cost trovati per la curva (a), si cangc-
ranno i quelli spctiantc rispettivamente alle ¢"(z), '\ 3),
per la curva (b), faccndo passaggio da quella a questa cur-
va , cioe pouendo 9'3) ¢ Y'(2) in luogo di f(z) ¢ f z). Ora
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2.° Quindi siegue [ 5. 92.) che se le (a), (4) si comhaciano nel
punto (£, y, z), si combacieranno pure le due projezionl

.I.‘:"'-f:fiz), x == »(z),
nel punto (x, 2); similmente le
y=A1z), y=1y2),

nel punto (y, z): e viceversa (205). 3.° Inolire denotando
c, ¢’ gli ordini delle quantitd infinitesime

(2+L)—9z4+0), flz45—¢z+0),
e posto
ce=c', ovvero ¢ per es. L',

avranno luogo (§. 92. 4.°) nell’ uno e nell’ altro caso le

badando alle condizioni del combagiamento, cio¢ alle pri-
me quattro equazion: stabilite nel 1.° di questo paragra-
fo, ed alle coordinate v, u , t del centro di curvatura , che

debbono essere le stesse passando dalla curva (a) alla
{b), avremo le

[z =1¢"), f'(z)=4"2
(205) Nelle condizioni pel combagiamento stabilito nel
1.° di questo paragrafo , sono comprese le
fz2)=1293), flz)=¢z), F(z)=4¢"(2);
dunque (§.92.) le curwve
x ==fz), x==¢(2),

poste ne.l piano XZ, ossia le projezioni delle (a), f&\ S
questo piano medesino , si combacieranno nel punto (x , z

Similmente poic/z(': in quelle stesse condizioni si compren—
dono le

() =1Yz), f(z)=¢2), f2)=¢");

percio { 8. 92.) le curve
y=1{{z), y=1yYz),

poste nel piano Y7., ossia le projezioni delle (a), (bY sul
plano stesso, avranno i punto \y, z) di combagiamento.
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flz)=3(z), [&)=29, =) =791,
"z)==4""(5), €CC o o »
ed insieme le (aq)
fiz) =z, f(z)=1{1(2), f'(z) == " (2),
f7(z) = Jd""{2), ccCe o « «

sino all’ ordine == ¢, ovvero immediatamente < ¢ (206).

(206" Ad intendere vie piu la esposta dottrina sulle
curve osculatrici, faremo della medesima, similmente a quanio
fu praticato con la nota {178), un applicazione alla ricerca
tanto del raggio di curvatura y e delle coordinate che deter-
minano il centro di essa, quanto del piano osculatore , col
segucnle

Esempio.

Sia r il raggio di una sfera , sicno v, u, 1 le eoordi-
nate del suo centro, ed x,, v,, £, quelle di un punto qua-
lungque della sua superficic , sara

(v — )+ (u—y,)" =t — z )" —r*=20
I’ equazione della medesima. Inoltre la s (5')
(p—x,jcos ha )+ U —y,Jcosky )+ (t—z,)cos(kz,) =0

sard ( p. 245 186. ) ' equazione di un piano, che passa pel
punto delle coordinate v, u , t 4 perpendicolarmente ad una
retta k: ¢ chiaro che le (b') rappresenteranno insicme il
circolo formato dalla intersecazione di queste due superfi-
cie. Suppongasi ora che la seconda delle curve osculatrict,
cio¢ la ( b.3. 93.) sia un circolo , gnale appunto ¢ quello
rappresentato dalle (b'), le condizioni affinché questo sia
osculatore della prima curva, cioé della (@. % 93, ), saranno
(/u-“./le che nascono dal supporre le stesse (b'), ed i(iiﬁcrcn-
ziali loro di primo e di second' ordine , cioc le

(¢ e x jdx, 4= (e — g, jdy = {t— z.)dz, = 0,
(v —x,)dx, 4= (1 — Yy, dy, + {t — z )z,
— (dxr* 4~dy+dz,’ )= 0,
cos(kx, \dx, —+ coshy Vdy, —+ coskz dzy =0,



337

SUPERTICIE CURYE.

Del piano tangente , della corrispondente normale ,
dei coni e cilindri circoscritti
alle superficie curve.

108.

Sieno I’ equazioni

z=Ffx,y), t—z, =alv—2x,)+au—y,),

e o - e i

costkx,)d? x4 cos(ky,)d*y, == cos(kz,)d’z, =0,
verificate, ponendo in esse le
x, 5y, z, dr, dy, dz, d'xz, d° , d’z,
in vece delle
Ty ¥ey 2,5 dx,, dy,, dz,, d'x,, dy,, d’z,.
Percio in questa ipotesi dovranno verificarsi le
(v —2) (P o (f— 2 = = 0,
(v —x)dx + (4 — y)dy 4~ (t — 2)dz =10,
(v —x2d’x 4+ (8t — y)d*y = (t — 2)d’2 ~—ds* = 0,
(v — x)cos'kx) 4 (u — y)cos(ky) 4= (¢ — z)costkz) =0,
cos'kx)dx =~ cos(ky)dy ~-coslkz)dz = 0,
cos(kx)d’x ~ cosky)d*y + cos(kz)d*z = 0.
A queste unendo la
cos*(kx) ~+ cos*(ky) <+ cos*(kz) =1 =10,
avremo quanto basta per determinare le incognite
vy uy,ty r, (hx), (ky), (kz),

nella ipotesi che sia s la variabile indipendente. Ma poiché
delle precedenti equazioni , nelle quali debbono le

x,y, z, dx, dy, dz, d*x, d’y, d*z,

essere dedotte dalla (a), le prime tre coincidono rispettiva-
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una (p.‘2.a . 180: ) alla superficie carva, I*altra (p.2.2§,
180. L.* 2.°) al piano tangente nel punto (x,y Y. z,): la
prima diflerenziata somministra

dg =[x, y)dx ~+ fy(x y 74y 5
la seconda, pure differenziata , produce
dt = ady <+ a'du ;
pereio
dz— dt = f« 2, y\dx —adv ~+f'y(z, y)dy — a'du.

Facciast che le coordinate o, y, z, con le v, u, t conver-
gano rispettivamente nelle x,, y,, 2, sara nel limite

0 = [fxl(xl ’ )',}——a]dx,—J—[fy:x, ’ J’.\ —a']d]; )
e conseguentemente
f’t("rl’ Yl)-"a —_":0 ’ f'!;‘(-f.sj’;) -_0'50!
Iz:f’-'rl(xl’].}’ a'=f71(x1!yn)'

Suppresso adunque I’ indice, si avra 1’ equazione

dz dz
=2 B (v x)-?--—(-i-;(u--y). . - (h) (207)

al plano .ta'ngente la superficie
z=flx, y)- . « (1)

nel punto (x, ¥, 2)

mente con le (a**§. 105.), (av¥ §- 94.), (@™ §. 105.) 3
le ultime tre poi con le (@1, a*t §. 93.); percio i valort
delle incognite medesime coincideranno pure con quelli ot-
tenuti 103+ a*¥ 3. 102. @xvut §, 938, a®'t ), come era da cre=
dere. Dunque ¢l circolo cost determinato coincide col circolo
di curvatura della (a), nel suo punto X, ¥y 2), ed 1 va-
lori degli angoli (kx), ‘ky). (kz), ottennti a questo moddo ,
coincidono con quelli che determinano il piano osculatore
nel punto stesso-

(207) Dunque il piano tangente ad una superficie curva,
m qualsivoglia suo puiio , 5 unico 3 mentre infiniti di numero
sono i piani tangent che possono condursi per qualsiast
punto di uma curva ( nota 186. ).
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Si esservi che le due superficie curve (k'), z = f{=, y),
ivi diconsi a comtatto fra loro, ove hanno comune il piano tan-
gente ; perci0 rispette a questo punto di ceutallo valeranno ro~
sieme le

fl=, yy=flx,y), f«x, y)=fx, _?’);
fy(e, y)=1fyx,r)
109,

Dall’ equazione () si traggono ( p.24 5 182, IV.?) le
seguentl |

dz ' dz "
v —x d.r(‘ z), U—1y:* dy(t ) ... (R

alla corrispondente normale N ; quindi fatto per brevita

dz

({z‘! 3] e -
YU+ () + 1=k

deduciamo ( p. 2.2 5 184.) le

1 dz t dz
c0s(Na) = — - —, cos(Ny) == ,
kL dx k dy (
4 Je
cos(Nz) = ” (208).
110.

Se I’ equazione alla superficie ') sia della forma
po= 0...(!&”),
avendosi (§.52.4,)

e P R Ty e T e e U

- amp

(208) Per ottencre queste formole basta riflettere che le
(a, a, p-2.45184.) corrispondoio rispettivamente alle

dz dz

A CEr——

—:1-:’ dy’

delle (K'Y di qucsto paragrafos
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dy - dp
dz dx dz -c-i—;
dx dn’ dy — d; ’
dz dz
si cangera la (h) nella
%(V x) j:(u* y) = 35(' 2)==0...(h");

e fatto per brevita

d d d
VU2 + () + (g =F,

si cangeranno Je (h”), (h""y nelle

Y — X . u—-)f ] e 2
du.  du Tdp !
dx dy dz
1 dp. 1 du (V)
cos(Nx) = ¥z’ cos(Ny) = Y dy ?
1 du
N e e see———
cos(Nz) ¥
114,

Dal punto (Z,, ¥o Zo)) Preso nel piano tangente, condu-
casi al punto di contatto (x , ¥, z) una reua: )’ equazioni di
questa saranno { pe 2.7 5 182. 1I-° ) le

X, — X

) o ™Y
I- zo)’ U—%o /4 (¢ zo)}(hvu).

Zg— 3 Zp— 3

T

Ma la rewa (AV") forma con la corrispondente normale un an-
golo di 90°; dunque (3 109. L', e p.2.95 183, ) sara

ovvero ( §. 110.)

d —. —yd
o Ze zdp YoV ... (o),
dz 2, —% dx = z,—z dy
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Eliminate le x, y, z dalle (A7), (AvIY), (AVID), ¢ ri-
tenute le x,, y,, 2, quali coordinate Ji un qualche punto
fisso, si otierra un’ equazione fra le v, u, ¢; la quale, poiche
appartenente a tutte le rette che passano per (xo, yo, 2o}, e
che sono tangenti alla superficie (AY) ne’ suoi diversi punti,
apparterra eziandio al cono circoscritto alla stessa {A'), il ver-
tice del quale stara nel punto (x,, yo, 2o

Inoltre deve sempre il piano tangente passare per (Zo 5
Yoy 2%0); dunque ( §. 110. 1V ) avremo

dp (Z‘LL ) dtu' X
.&_;(xo—-x)—{-—;—i—)—/—(yo J/‘) 1 (lz(zo-Z)h——Oooo(’l )0

Dalle (A™), (h™®) st elimini prima p. es. la y, poi la x; si
otterranno 1’ equazioni di quella linea, in cui si trovano i punti
tutti di contatto.

12,

Ora sieno
{ v—x=a{t—3z), u-—y=a'lt-—1z) } (h¥)

I' equazioni alla retta, che muovendosi parallelalmente a se
stessa, genera la superficie del cilindro, circoscritto alla superfi-
cie (1'); poiche I (2> forma con la corrispondente normale un
angolo == 90°, percio (§.109.%",e pe 2.2 §. 183+ ) si avra

1___af a” ---O,

dx dy

ovvero (§. 110.) ChX1),
du du. 43}

T $ a! i + a”'——i':--—_:
dz dx dy

Pertanto eliminate le v, z dalle (A™), (hY), (Y, mna-
scera 1" equazione al circoseritto  cilindro @ le (Y (s
somministreranno il luogo geometrico , cloe la curva 1n cui st
trovano 1 punti di contatto.
Lsempi.

I.° Si debba trovare 1’ equazione del eona circoscritto alla

ellissoide (pe 29§ 221.)
xﬂ yﬂ z’

-;—“:+—z—;+—c‘-;—1:0--.ih‘”)-
1
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Dall* (h**') abbiamo

du. 2x dp 2y dpn 2z
e T — ——- =

dx a* dy ' dz ¢’

percio dalla (AV*Y) s avra

z x
2 (50— 5) - 25 (20—2) 35 (e — 1) = 0,
che per I’ (h*'") riducesi alla Gl
2% | X%  JVo _ 4.
c* a* | b

nella prima delle (h*"') si pongano i valori delle xo— x,
Yo—1Y) tolti dalle ULV“); narcera la

z x ¥
——;(t—-—-zo) P — (v xo)"*"";(“_)’o)ﬂoy
c a b

che per la seconda delle (h*'1) riducesi alla

ztl:rvlyu

H T
C‘z as ba

= 1 ... (hXIV).

Ora poi le (kY1) possono cosi scriversi

¢ —, w— v, t— 2z,
. = = ’
Xy — & Yo — 7 Zy— Z

e consegugntemente ( p. 1.# §. 196.) sara

Y — T u-—y t—3z
Lo=——XL YoY% ;o""z‘
dunque ( p. 1.2 8§ 192 197, ) avremo
Lo Yo Zo
— —_— L

(v —x) =+ @—y) gz + =2 5
x %
(o — x) : = (¥o 7)y:'5 (zo_z)"??'
a b c
¢ u 4
(V‘"-r);;"*'(u‘— ¥) X +(‘_z);';

’
v

. U ) 4
(o — o) -{;-;-*—(70—-)’)-5-; —+ (20 — z);;-

ovvero, per la seconda delle (h*™), e per I’ (hxv), avremo la
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Vo 1y Iz, ’ v: o u? t* ,
§ 3 + — =4 i
a’ b* c? ¢’ b*  ¢?
Xt 4 Zy” T v uy ¢ ’
n : Yo 1 0 1 0 1Y o <9
i ! o 1 - -'-—'-! — S—
a2 bz ca az b; ca

equazione del cono circoscritto alla ellissoide.
I1.° Trovare I’ equazione del cilindro circoscritto alla ellis-

soide. Dall’ (h*1) abbiamo (I.°) la
2 ! X H"f

1
ca'aaa ab.a

oy

=i 0 . .o {h®0)%

inoltre le due (hX) potranno a questo modo scriversi , cioé

T Lt SRR LA
It e

si moltiplichino i singoli termini delle (2*) pei singoli mem-
bri delle (h*%); si otterva

zZt—3z) xlv—ux) ylu— )

¢? ’ a® | R 0
che per I' (A=) riducesi alla
zt Xy Yu '
"E; ' p ! X - SR (h‘&\!l).
Ora dalle (A*"*) deduciamo ( p. 1.4 §.192: 196: 197.) la
1 al af_f
§—2z)  — (v — ) = u :
—~ (=2 + )+ g7 e —y)
1 a'? a''? —
— - —
c* a® b®
=2 b= o — )
- z) =4 =) -+ {
c* ' a / b* ( J
{ ay + a_”u ?
c? : aa 5>
ovvero, per le (R3), (B*), si avra la
L a'v " a'u r? v? 1 ’
- 4 —_— S
c? a® b* c? a* H?
1 a'® a'? = L a'y a'u
pein ot iy t :
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equazione del cilindro circoscritto alla ellissoide.

113.

L’equazioni (h**), (h*'), come ognun vede , appartengonq
alle superficie, che abbracciano 1 luoghi geometrici di ogni con-
tatto ; la prima nel caso del cono, la seconda nel caso del
cilindro circoscritto. |

Facciasi che la (h'Y) coincida nella (h,.p. 245§ 214.) ,
che appartenga cioe alle superficie di second’ ordine ; si can=
gera F’(h“‘} nella | | ‘

(Ax + Ez 4~ Fy + G)(xo — )
- (By =+ Dz + Fa + Hj{yo — 7)
~+ (Cz 4= Dy 4+ Ex 4~ K)(zo—2) =0, '
ovvero nella
(Ax 4+ Ez +Fy + G)xo + (By + Dz 4 Fx + Hly, +-
(Cz + Dy + Ex + Kjzo+ Gx +~Hy +-Kz —Q =10 (209).

Concludiamo ( p. 2.4§.180.1.° ), che se dal punto (x5, yo,
z,) si conducano dei piani tangentl una superficie di secqns
d’ ordine , ciascun punto di contatto si trovera sur una curva
wias: Sk > . |

Raggi osculatori delle varie curve ,
che possono descriversi sopra una superficie data ;
ed alcune osservazioni riguarde le superficie osculatrict.

114.

Sopra una data superficie ( ki¥.§. 110.) s’ intenda descrit-
ta una curva: ed in questa sia s I’ arco, r il raggio di cur-
vatura nel punto (x, y, z), T la tengente, v, la normale
principale nel punto medesimo : sara (§. 97 : 101 : 110, € p-
2.9 §.127,) ' o | . ’ "

T

(209) Poiché in questa equazione abbiamo (p. 2.2 5
214. h, ) la quantita Q per una costante data , percio I e-
quazione medesima sara di primo grado fra le variabili x,
¥ 5, € rappresentera semplicemente una superficic di prim’or-
dine , cioé ( p.2.45. 180. L.°) un piano sul quale st trove-
ranno i punti tutli di contalto. - .
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d
kit
cosNy,) e= — % 7 . (210)
k o (210)
Inolire , differenziata due volte la (h'V), produrra la
du. dp, ds d*u,
____t_d: s da _ dn —— d a .
dx x+dj ‘r+dz z+d.:c" S
. d>u. d*u
P » ____d %0 2 dxd = (0,
dy* dy +dz’ z dady ex 0
d* d*u
-~ dyd
2dxdzd.rd +2dydzyz
ovvero ( §. 94.a'v) la
du. du. di
L, — —d
ga‘dx+ dydy—{—dz z+
ds?
dg da d!
d.:f}; cos’(tx) <+~ Z}?;cos’(ry} - d‘: c0s*(132) —
2 4’ Tx)cosTy) 4 2 il os{Tx)
)cos; C T
Ty cos(Tx)cos Ty Tode COS(T2) ~-
2 d’p cos(Ty)cos(tz)
dydz e

Fatto adunque a cagione di brevita

T

|

(210) Poiché abbiamo (pe2sa §.177.) la seguente rela-
zione

cos(Nv,) == cos(v,x)cos(Nx) 4~ cos(v,y)cos(Ny) 4 cos(v, z)cos(Nz),

percio , valendoci delle ( aV''*. §. 97, ), e delle (hV'.§.110.),
avremo

duw du. du.
dxdx-l--‘?}-dyq— dzdz

v

cos(Nv,) e
K((d*x)* + (d*y)* =+ (d*2)* 2
quindi mediante la ( @*V.§.101.) sard
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d’p. . " d’lun a3
; — cOs?(T ' g
— = 08 (t.r) e s’ (ty) —+ i (T2) ~=
d’u. a1
2 cos{Ta)cos(ty) ~= D ———— COS(TX)COS(T2Z) == ) = S,
dady dxdz
5 d? \cos|
cos{Ty)cos(tz
dydz ()eos(z2)
sara
. r
cos Ny, ) == —= X S;
e percio
kl
r = S COS-iNV,) * o (g)o

Pertanto data la posizione del punto {x, y, z) , della tangente
z, e della normale v,, potra dedarsene il raggio di carva-
tura r (211): del resto poiché¢ sono r, k' quantita > 0, sa-

ds di, d
_-Ld’x_*_-.—i—-d’}r..’__f_d’z
. r dx dy dz
cos{Nv, ) == — —— -y
k ds?

come sopra ¢ stabilito,

(211) Affinche s'intenda facilmente quanto st trova in
questa deduzione accennato, riflettiamo che delle tre quan-
tita K|S, (Nv,), comprese nel secondo membro della (g),
la prima , cio¢ k', dipende unicamente (§- 110. ) dalle coor-
dinate v, y, z, di un punto qualunque, dato sulla super=
feie {11V 6 110. ). La seconda quantita, cloe S, dipende
non solo dalle coordinate medesine , ma e dalla direzione
della tangente, condotta pel punto (x,y , 2), alla curva
tracc.atx sulla superficie data. L’ angolo poi (Nv,), formato
dal piano osculatore della curva , ovvero, che torna allo
stesso , dalla sua normale principale v, con la normale N
alla superficie , dipende dalle coordinate stesse (§. 110. VY ),
non che dagli angoli che la normale principale forma con
le medesime ( nota precedente ). Cio posto se conoscasi col
punto (x, y, z! la tangente alla curva, cioc gli angoli che
la medesima fa colle coordinate , e se conoscast pure il piano
osculatore, cio¢ gli angoli che la normale v, , giacente sul me-
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ranno le altre due, S, cos(Nv,), affette da segni contrari (212).

1150

Se il piano osculatore (§ 98.) insiste perpendicolarmente
sul piano tangente, sara ( p. 2.45.77.2.%: 69, 3.%)

desimo , fa con esse, non solo saranno cognite le quantia
k., S, ma e il valore numerico di cos{Nv,;, mediance la

-+

cos{Nv,) == cos(v,xjcos(Nx) 4 cos(v,y)cosNy) ~+ cos(v,z)cos Nz},

e le (hV1§.110.); percio con questi date conoscercino , in
virt della (g), anche il valore d: i.

Dal fin qui osservato rilevasi quanto appresso 1.° Se
due curve , tracciate salla superficie ( h*Y 5. 110. ), atbiano il
medesimo piano osculatore , avranno pure il medesimo raggio
di curvatura ; giacche in tal caso le tre quantitda compo-
nenti il secondo membro della {(g), saranno le stesse per
ciascuna curva. 2.° Se due curve abbiano la medesina tan-
gente , non avendo il medesimo piano osculatore, i raggi di
curvatura saranno proporzionall ai coseni degli angoli, che
le normali principali di esse curve faranno con la normale
alla superficie data 5 giacche in questo caso le sole k', S, del
secondo membro della (g), manterranno lo stesso valore per
ambedue le curve.

(212) Il raggio osculatore trovandosi, qualunque sia la
curva , sempre dalla parte della sua concavita , vedesi che,
nel caso delle curve piane, st potranno distinguere in €sso
due direzioni rispetto U’ asse delle x secondo che la curva
opponga o no (§.88.) a quest’ asse la sua concavitd ; la-
onde, a tener conto di queste diverse diresioni, fard 4’ uopo
valersi del segno che precede il valor numerico di r, e con=-
venire in riguardare il positivo proprio di un caso, i ne-
gativo dell’ altro.

Quando perd st tratti di curve a doppia curvatura , le
direzioni di r saranno infinite , perche le curve stessc rivol.
gono la concavita loro in infiniti modi nello spazio ; percid
I’ espressione del raggio dovra in tal caso riguardarsi ecome
puramente numerica , cioe > 0; senza cioe potere attribuire
verun significato geometrico ai segni, da cui per fatto di cal-
colo e¢ssa e precedula.

Per quello poi riguarda il segno di k', apparisce dai
calcoli precedenti (§.109.) che questo venne di fatto sup-
posto positivo , cioé che fu ritenuto K' > 0; ed in tale ipo-
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cos/Ny,) == == 1 (213),
e percio
1
r:q:-—:—s—. .. (g’).

Nella ipotesi fatta, poiche il centro del circolo di curvatura
si trova in qualche puato della N, le coordinate v, w, del
medesimo. soddisfaranno alla prima delle ( 2% §0 1100 ) quindi

(pe 195, 107, ) avremo

v — a)® (W —7)° (t—2)"
dlu.-’ — du — du. T
(;2'_;) (7‘;) ('Z;)
(¢ —m 2% A= (g —y)? 4= (t — 2)?
. . ,dy. 5 diu. . :
dz’ (dj) ' (d:: )

——— -

tesi non awi aleun dubbio che le S, cos{Nv,), non sieno di
segno contrario. Pero se k' fosse negatvo ( p. 2.%§. 184, nota
239.) certo allora sarebbero le S, cos(Nv,), affette dallo
slessO SCLIL0.

Adungue possiamo concludere che in qualunque caso
conosceremo sempre il segno di cos{N\Nv,), giacché conosciamo
guello di S; per conseguenza conosceremo eziandio in qual
senso dovra esser diretto il raggio r sulla normale princi-
pale della curva proposta.

(213) La intersccazione del piano tangente nel punto
(x, ¥, z) col piano osculatore nel medesimo , costitui—
sce la tangente alla curva in quel punto ; percio La nor-
male principale v, formerd con la intcrsccazione slessa ut
angolo retto : dunque , poiché i nominati piani suppongonst
perpendicolari fra loro, sarda (p.2.4§.77.2.° ) la v, pers
pend.colare al piano tangente. Ma la N & normale a questo
medesimo piano in quel punto stesso; dunque ((p- 2% 69.
3.°) le rette v,, N, che hanno in comune il punto (x, ¥, 3)
avranno eziandio ugual dirittura, e percio ( p- 24 §. 119 )
sara

cos(Ny,) ===1,

come fu stabilito.



e conseguentemente (p. 2.2 5 176.) sara

x—v y —Uu E r 1 .
du dn A T KRS rerlg)
dx dy dz

116,

Se I’ equazione alla superficie data sia risoluta rispetto alla
z, cosicché riducasi alla forma (I, §. 108.), fatto
p=flx, ¥)+z,
si avranno le
du. _ df dp__df dp 1
dx dz’ dy  dy’ dz '
d? . af  dn__df A .
dz®  dz®’' dy* dy*’ dz* '
d?u. A*f d* d* .

S— HOQ’
b J

dxdy i dxdy * dxdsz ? dydz

percio sara

d d
¥ = O+ (o (G,

d*f A*f d*f

S -_-.:dxzcos’(‘c.r)-;- - c0s”(Ty)~ 22xd)f cos(tx)cos(Ty)s
e la (g') si cangera nella &
df df
f it [ e s (e 2
Vit -+ (507 + ()
Ty o 2 il oﬁ('c.x) 0s(Ty)
52 (7)) 4w €OS>(Ty ) + & =~ COS(T')COS
dx? RO dy? cos™{t) da:dyc 4
Ma (§.94. a*". a"' ) abbiamo
. _ dx? dx? .
cos*(Tx) r Ao o dy o+ df

dx?®

__..H

d d
dx® == dy* = ( ——-f-da: -+ Zg;dy)’

dx
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|
o G af _df dy 7
Code® (d.x' Cdy d.r)
dy”
. dx?
0s?(7y) = . ,
dx® ‘dx dy dx
dy
(ra)cos(Ty) &5
cos(Ta)cos(Ty) == ’ , ;
dy? d df d

dunque , esprimendo

y = ¢{x),
la projezione della curva sul piano XAY, si avranno ancora le
of At
dx* ; 999 . dx(fy 7
S =. 7 5
1+av"+(—-—+-—-?)°
df af . .9,
[1+g"x (-—----—-50)]l/[ (G ()
AT ST A 1
dx? dy v dxdy
la formola (g") riducesi nella
oo L
x—-v y—u t ‘dx dy —
R S S BT
I o a * :qg ‘2d d ?
dx dy dx* dy xdy

117.

Propongasi ora la ricerca di una tale ¢', cui debba cor-
rlspondere un massimo od un minimo di r.

Fatto per brevita



A9 (2, - bo')?
a4 0,97 = 20,9 == (8"

sara
re= vV [1+a>~+5"1:
dalla penultima delle (gY) abbiamio
4 (@ = B9/t 4 2¢,9") 2= [1 4= ¢+ (2, b,0)*1 = 0...(g")s
e differenziato rispetto ¢', si otterra
% (an"*‘bs?"+2ca?')-l-2)((59?'+Cg)=‘=2(§0’+0;5.+5.’qo') = 0.

Ma rispetto ai valori massimi o minimi, che, variata la ¢', ri.
ceve la r, I'ultima delle (g¥) somministra (§. 56. ) la

dr dy

= VU el +h=0,
e percib
(Z‘
———{1, = )
d:,-
dunque

Abo9 Hc,) = @ 4ab, 0.3 =03;

e conseguentemen te

(gﬂl)

; c.7 == a,b,

qD.._..... "

b,y =0b6,"==1

Eseguita la sostituzione nella (g"'), nascera
(@, ==a,”== )b, =b,?==1) — () = a,b,)? =0 (214) ;

la quale, poste le

e S e e SRl

(244) Ordinata la (g%) rispetto @', si elimini da essa ,
per mezzo della seconda (g**'), la derivata medesima , ed
avremo facilmente questa equazione che , pure ordinata ri-
spetto ¥, ne porgerd tosto, mediante le (V') , I’ equa-
zione di secondo grado sopra CsSpressas
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{ +a, b2 ==A, =2ab.c,5F (14-a,”)b, 5=
R | (g\'ln)
(1 ~+b,%)a, = B, ab,—c% =G,
s1 cangera nella
Quindi
B == |/ [B* — 4AC]
X. = 2G - T— 0

ed
B == |/ [B* — 4A(] 1
2C VA *e (g X) ’

dei quali valori, uno somministra il massimo, 1" altro 1l mi-

r-——

nimo di r.
118,

Quindi & agevole concludere, che se una data superficie
venga secata da piani condotti per la mormale N, di tutte le
intersecazioni , due ve ne ayranno, che wel punto (z, ¥, z)
godranno, una della massima, 1’ altra della minima curvatura s
siffatte intersecazioni , non che i corrispondenti raggi r, di-

cousi principali.

Eliminata x dalle ("), (g¥7), € posio
o o (1 +a,’) = aab,=A4,,
== a (1 +b,*) =5 byt +a,”) =B, } (&%)
o= (1 +b,7) a4 a,b,b, =G(,, :
si otterra
C.o?— B¢+ A, = 0

donde
' Bl ::b V[BI’ 4Ancx]
q) — 2(.; - d 6 ¢ (g"t)o

Questi due valori di ¢' esprimono (§ 73.) le tangenti degli
angoli , che 1asse AX fa con le rette tangenti nel punto (x,
y) le projezioni sul piano XAY delle intersecazioni principa-
li 1 rappresentando siffatti valori con ¢',, ¢'s , 5ara
e 4A,C, A,
AT o4cr G
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Essendo la posizione del piano XAY arbitraria, si collochi per
modo €sso piano, da coincidere con quello tangente : le rette che
nel punto (x , y, 2) sono tangenti alle intersecazioni princi-
pali, coincideranno con le rette tangenti nel punto (x, 7 le

projezioni sul piano XAY delle stesse intersecazioni, e presso
il punto (x, y, z) sard ' |

d a

ze=flx,7)=0, g—gdx-!-. g—fd)’r—o_:

conseguentemente s1 ayranno le

2 af |
Lf a,=0, .._f.-_-_:b.:-.-..o, A, =stc,, C,== ¢y
dx dy ' | |

Quindi sard

¢ 1=203

cioé le intersecazioni prineipali saranno ( p. 2.2% 172. 1.2 4.° )
perpendico]ari fra loro. Del resto ivi si dicono due curve una
perpendicolare all’ altra, ove le rispettive tangenti formano in-
sieme un ;'ungold == 90°% |

119,

Le superficie curve (A" 5. 108.), z= f(x, y), ivi di-
consi combaciarsi, ove hanno comune il piano tangente, e le
sezionl principali poste negli stessi piani pormali, mon che
dotate degli stessi raggl principali di curvatura : pertanto non
cangeranno la ¢’ (g27), ed il corrispondente r (g™*), se da uva
superficie si passi all’altra. Ma non cangia ( §» 108. ) I’ espressione

Vii—+a,~+56,1;

dunque dovra dirsi altrettanto della y (g7), e conseguente—
mente (§.108.) della | |

Gy~ bot? = 2c,9" (215)3

[ . - :

(215) Le superficic curve, osculatrici I’ una dell’ altra

nel punto (x, ¥y, 2), dovendo 1n questo avere il piano tan-
) dz dz

gente comune , dovranno i coefficientt , —= della equa-
6 s dx’ dy
zione (h.§. 108.) restare gli stess: nel passaggio da una su-

perficie all’ alira § e siccome abbiamo dalle { g¥ 5§ 117+)
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sara cioc
a*f df . ! d*f d*f d*f d*f

' ——— , e ; .
T T T a T Ty T

Prendast ¢ == 0, avremo
af d*f
dx?~  dx*’

laonde saranno le

af .. . . a*f , __aft g df
5°° T gt T H T azdy !
af |, i d*f d*f
E’z? -2 2 ¢ 2 g
¥ dxdy  dy “ dxdy
Prendasi di nuovo ¢ ==0; si otterra
d*f d*f
dxdy — dxdy’
af - df
E}' — G, :1_): = b, 7

cosi U espressione
V1 4+ a,"+5,%]

rimarra la stessa nel passaggio medesimo : inoltre poich?

(g¥§.117.) abbiamo
re= V1t +a* 48,1,

cosi & chiaro che dovra dirsi altrettanto della quantita ) :
da ultimo facilsentc si comprendera , tanto vigorg della

| @2 e (2, +b,9)"
g bap” 2¢,¢'

(§-197.g"), quanto delle precedenti osservaziont, che la
quantitq :

? L

@q = 09" - 2__c,@'

ur essa non cangerd nell' indicato passaggio.
(216) Questa equazione dovendo verificarst per qualun-
que valore” di ¢', lo doyra pur anche nclla ipotesi ai
¢ = 0, quindi ecce « + o
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siegue Tispetto al punto di combagiamento, che oltre ad aversi
(§-108.) le

af at  df df

— . = = —_—
f > dx dx’ dy dy

si avranno pure le (8*)
d*f . d*f d*f d*f d*f d*f 917
dx* dx?’ dy* dy* " daxdy  dxdy (217)-

120.

Lo scambievole avvicinamento delle superficie (A'), z =3

flx , y) circa il punto (x, y, 2), ove queste si combaciane,
puo desumersi dal valore della quantita infinitesima

flx 4 Ax, }f—}—Af)-—-—f{.r—i—Ax, ¥ == Ay) s o . (¥ ¢

certo se il numero ¢ esprime I’ordine della infinitesima (g*'*),
le superficie medesime si avvicineranno fra loro circa il punto

(x, ¥, z) pin di tutte quelle altre (p. 1.@ §. 121. ), rispetto le
quali trovasi I’ ordine della stessa (g**'") corrispondere ad un

numero << c.
Sieno le infinitesime Ax , Ay ambedue di ordine primo ,

e (§o 39.) pongasi
Ax = fdx , Ay = Bdy
affinche la (g*™1) si cangi nella
fix 4 fdx, y ~+ fdy) —flx + fdz, v+ fdy),

che rappresenteremo con ¢(f3) : ora (5§ 29. ) annullandosi f3,
Ja prima fra le derivate

V@, VB, P,

a non annullarsi, sara di ordine == ¢, ovvero immediatamente
> ¢. Avranno luogo pertanto le

$0)==0, ¢'(0)=0, ¢'(0)=0, o) =0, . o
ovvero ( §. 47.) le

e T T P e e Y P ST

(217) Le prime tre delle (g*'") costituiseono le condi=
zioni pel contatio di prim’ ordine : tutle poi le stesse (g*")
le costituiscono per qucllo di secondo.
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flx, N —"fla, y) =0, dfix, y)—dfix, y)e=0,
Lpa, y)—dfa, p)=0, dfx, y)—d*fa, y)=0,...,

€ coupsegueniemente
flx, y)= flx, ), dfix, y) = dflx, y),
dfla, y)=d*x , ), &fx, py=dfx, y), eu,

sino all’ ordine ==c, ovvero immediatamente < ¢ (218). La

(gXlV)

(218) Eseguendo le differenziazioni che si trovano in-
dicate nelle {g*), avremo (§ 46.) le seguenti

fe==f, -;-édx -+ %dy == -&gdx-}—g;’f-d],
T da - ;jdf, dzdy - j;’: dy* =
g-;dx’ } jj;; dxdy = g; dy*,
T PRV P
j:i x> djzﬂ dx’dy —+- difij’ dxdy® +- g;dy’ g
€CCo « v o |

Ora osservando che queste formole debbono sussistere , qua-
lunque sca il valore finito, che vogliasi attribuire ai dife-
renziuli dx , dy : sara facile dalla prima | seconda , e terza
delle medcsime otienerc le (g*''), e¢ dalla quarig le ultime
stabilite in fine di questo paragrafo. |

FPoiche 1 critert pel combagiamento delle curve, tanto ri-
feritc ad un piano , quanto allo spazio, furono anche dedotti
(3. 92.4.°0*.5.107. 3.°aqg ) dalla propricta dell’ infinite-
simi, esposta in principio di queste istituzion: { §. 29. ); cosi,
per una plausibile uniformita di mewodo , ¢ critert { g** S,
119. ) pel combagiamento scambicvole delle superficic | sono
in guesto ultimo paragrafo dedotti pure dalla proprictd me-
desima. E siccome, a far meglio comprendere la teorica delle
curve osculatrici, gid facemmo di essa (note 178 : 206. ) qualcho
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prima, la seconda, e la terza delle (g*V) somministrano (§-
46.) le formole (g*w) rispetto al punto di combagiamento ; la

quarta offre (§. 46.) le

applicazione , cosi per lo stesso fine termineremo questa nota,
con fare altrettanto della teorica pel combagiamento delle
superficie.

Suppongasi che la superficie rappresentata dall’ equa-
zione (h') sia piana , U’ equazione medesima si ridurrd ( p:
2.9 § 1804 1.° ) nella seguente

(1) s t=—‘av+a'u+6.

La (1) contenendo tre sole costanti arbitrarie a, a', b,
non potra generalmente il piano da essa rappresentato, avere
fuorché un contatto di prim’ ordine con la superficie total-
mente cognita

z = flr, y);

iacché in tal caso possiamo soddisfare solo alle prime tre
delle (gxu')o

Volendo pertanto determinare U’ equazione del piano
avente un contatto di prim’ ordine con la data superficie
curva , osserveremo che dalla (1) abbiamo le

dt dt i
dv a2

e che la stessa (V) dovra essere soddisfatte dalle coordinate
x,y, z del punto comune alle due superficie § dunque la
relazioni seguenti

z=ax-ay -5,

dz dz ;
-————:3“. -—-—-:a'
dx dy

che discendono dalle prime tre delle (g*'), serviranno a
determinare i valori delle costanti a, @' , b, in funzione
delle coordinate del punto di conlalto , e sosutuile nella

(1) daranno la

dz dz
(2) s e t—23 dx‘(v x)+';,-;(u—7’),

equazione ( §. 100. h.) del piano tangente la superficie data
nel punto x, y , e
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. 2’ dxs’ dyt T &Y’

d3f d*f d3f d3f

Tady = Tk Dy dyde

e cosi appi‘csso.

Esempioe

Abbiasi per la superficie data quella di una ellissoide ,
la sua equazione sard ( p. 2:45.221.) la seguente

(3)....‘:’-!-5,% = 1=0,
‘dalla quale abbiamo
| dz c'x dz c’y
dx  a*z  dy b*z '

e, sostituendo questi valori nella (2), avremo la

C’.r CQ‘V ;
— (v x)-—-z;;:(u--'y)-

l z = 3

a’s

Liberando questa , e I’ equazione (3), dai loro denomina-
tori , avremo dalle medesime , insieme combinate, la

b2c’xy =+ a’c’yu + ab?zt = a’b’*c?.

Se il punto di contatto non fosse dato sulla superficie pro-
posta , ed in vece si conoscesse la posizione di un altro punto,
preso fuort della medesima, pel quale dovesse passare il
piano tangente richiesto , allora esprimendo con «, 3,7 le
coordinate di quest’ ultimo punto , siccome debbono esse ve-
rificare Uuluma equazione , quando si pongano in luogo delle
v, u,t nella medesima, percio sard

bictax + a'c*fly —+ abyz = a*b’c?,

nella quale doyranno le x, vy, %, considerarsi come varia-
bili. Questa equazione pertanto é quella di un piano su cui
debbonsi tutti trovare i punti di contatlo cercati ;5 percio il
numero de’ medesimi sard infinito; e siccome dovranno esst
tutti stare sulla ellissoide proposta, il laogo lore sara la

intersecazione di questa col piano medesimo.

FINE DELLA SEZIONE PRIMA PARTE TERZA.



